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METHOD OF CALCULATING
STEADY STATES IN LINEAR CIRCUITS
WITH PERIODICAL INPUTS

DOC. ING. ROMAN FILC, DSC.'

Abstract: The notion of a noble function — a function developable into a Taylor series
convergent everywhere, as well as the notion of a noble function equivalent have been
introduced.

Analytical method of calculating steady states in linear circuits with periodical inputs
that are sequences of functions which are noble functions at the period has been developed.
The method is based on using integral equations and on description of functions by means of
their equivalents.
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W [1,2] wykazano, ze kazda funkcje szlachetna, tzn. funkcje rozwijalng w
szereg Taylora

10=700+ fY O+t SO0 4= BV O v

zbiezny wszedzie, mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

J() = 1,(1)-1(1), (2)
gdzie 1(¢) jest funkcja jednostkowa, tzn. funkcjq przybierajaca wszedzie wartos¢
rowna jednoscl,

r =

dz - (3)

O C—

jest podstawowym operatorem catkowym, zas

£, = F OO + OO 4+ SO 4= éf“”(o)rk (4)
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jest rownowaznikiem rozpatrywanej funkcji szlachetnej. Dla wielu funkcji
szlachetnych szeregi (4) sprowadzaja si¢ do funkcji wymiernych. Oto kilka
przyktadow:

tk k 1 tk l‘k
=)y e = 1)y e =5 10
k! l1-or k! (1-or)*" (5)
1 Wr
cos(wt) = ———-1(¢); sin(w?) = 1(¢).
i) 1+ 0%’ 2 @s) [+ w?r? )

W [1, 2, 3] przedstawione zostaly najwazniejsze ogolne wihasciwosci
réownowaznikéw, podstawy rachunku réwnowaznikow jako ogblnej metody
rozwigzywania liniowych réwnan catkowych o wspblczynnikach statych i
wyrazach wolnych bedacych funkcjami szlachetnymi oraz wykazano, ze
rachunek réwnowaznikéw cechuje sie wszystkimi zaletami rachunku
operatorow Heaviside'a oraz brakiem czgsto podkreslanych jego wad.

W prezentowanym artykule przedstawiona jest mozliwos¢ stosowania
rachunku réwnowaznikéw do obliczania stanow ustalonych liniowych obwodow
stacjonarnych przy wymuszeniach okresowych, ktére na catym okresie lub na
kazdym z odcinkéw tego okresu sa funkcjami szlachetnymi.

Rozpatrzmy meritum prezentowanej metody na przyktadzie obliczania
stanu ustalonego w obwodzie przedstawionym na rys. 1 przy wymuszeniu, ktore
w przedziale czasu rownym okresowi 7 jest liniowa jednorodng funkcja czasu.

u(t)=%—r

Rys. 1

Réwnania opisujace stan obwodu w kazdej chwili 0 <¢ <T okresu 7'maja
postac

Ri(t) + uc(t)+uL(r)—U% —0;

‘ ‘ (6)
uc(t)=%jdt'i(t)+uco; Li(t)= Idt-uL(t)+Li0,
0 0

gdzie R, C, L, T, U sa znanymi liczbami, za$ i, tco 53 niewiadomymi
wartoéciami pradu w obwodzie i napigcia na kondensatorze zapewniajacymi
spetnienie warunku brzegowego

iy = i(0) = i(T); (7
uco =uc(0)=uco. (8)
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bedacego warunkiem okresowoéci. Zagadnienie polega na wyznaczeniu takich
funkeji i(¢), up(¢), uy (¢) ktore spetniaja rownania (6) oraz warunek (7), (8).
Réwnaniom (6) odpowiadaja rownania rownowaznikowe

: U__o
Ri. (r) +ue (1) +uy, (1) —?r =0, )
1 . _
uCr(r) :El’lr (r)+uc0, (10)
Z réwnania (11) wynika, ze
L. Li,
”Lr(r)—?fr(r)—"r_- (12)
Podstawiajac (10), (12) do (9) otrzymujemy réwnanie
_ 1 . L. Liy U
er(r)+Erlr(r)+“C0+?Zr(r)—_r"'_“7_,r:0s (13)

skad wynika wzor na rownowaznik pradu

— I'"’HCO ﬂ -—]‘jrzU—erCO +i0
i (I‘)= T I — L1 L (]4)
R+ir+£ —1-—--r2+£r+1
r LC L

Przedstawimy mianownik we wzorze (14) w postaci

1 , R
—r +—r+1=(1+r)(1+or),
c 7 (1+oyr)(1 + 0yr)

gdzie oy, o, sa pierwiastkami mianownika. Rozktadajac rownowaznik pradu
(14) na utamki proste otrzymujemy wzor

im=CureRzal 1, o Rl |
r LT(oq —0,) (I+ayr) LT (04 —0g) (1+ 1)
+ : : Uco ~ 1 Uco T+
L(ey —a) (1+ayr) Loy —0y) (1+apr)
o 1 P o, | ;
oq — 0y (I+ar) ’ oq - (I+a,r) " (13)
Oznaczajac
boy =%; boy = L—T&;QL; bou =—C—R_a2L :
(o4 — ) LT(0oq — )
I ! o o U0

b (- = _""""'_; b o - ; i 5 . =
Ol L(C’q _%) Gl L(Oﬁl “012) 4l oy — 0 Galy o — 0
zapiszemy wzOr na rownowaznik pradu (15) w postaci
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U+b
1+ o1 U+ ar

1 1 1 1
+b,, ———upy+b,, ——Uco+by; —ig by, i, (17)
Qlico 1+(Xll‘uco Qoltcq 1+0!21' co %o 1 0 0

Jemu odpowiada funkcja czasu

-0yt -0t . —opt . =0t
+b0’1 U ucoe + bO:Z“CO ucoe 4+ balfo 106 + b%fu loe 2, (1 8)

Rownowaznik napiecia na kondensatorze jest zgodnie z (10) (17) rowny
b,y 1 th
C Cl+aor Cl+ayr

U+

rb, tb,,, thy,,; rh
1 Do, uco+i oytico C0+l i l-0+i s
Cl+aor Cl+oyr Cl+or Cl+oyr
Rozkladajac go na utamki proste otrzymujemy

Ue, () =

Iy

1.0 + uco.

b b b b
-—-b‘irUJrl(a‘U+%U U - Jav 1 U - ey 1 U+

C C o o, Coy 1+ayr Coy 1+ opr
b e b u u b e
_]__L( Oty + Glicy )u(.‘O _ _Glico ;”CO _ _Galicg 1 Upy +
C o o Coy 1+air Coy 1+04r
by, bui by b,
+—1¢( . : o — —22 ! iy +Ucp- (19)

C o o Coy 1+ _Ca21+a2r

Oznaczajac
bo( 7. 1 bﬂlU b(sz . quU . bozzU
au=—3 Cou = ( + i Cqu =T Cau =T
C C o o Co, Cay
c _ i(b‘}-’l“c‘o + bﬂz“co ) c _ ___Glco | c - _ ba'z”r.'u .
Oue — C ’ O4tico Cow Ol C ’ (20)
O 0 O 0
1 by, i i i
Co =—(—2 4220y o =0 o =0
Yoty o W Copt Y Coy
zapiszemy wzOr (19) na rownowaznik napigcia na kondensatorze w postaci
p y p
Ucy (I‘) =

U+

. 1 |
= C{)Uu + CIU I‘U + CUI'U IU + (COHC- + 1)1{(0 + CO!{U —1 N qu U + CO(.'zU 1 N azr

) 1
+Cppy.. —Uey + Coyn — Uy +Coi — 1l + Co i ———
MO ] 4 oyt 2o 1 4 apr ] 4 oyr 01+ oyr

21
Iy-

Jemu odpowiada funkcja czasu
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i . -4t -5t
uc(t) = coy, U + ¢y, Ut + co; g + (Coy . + Do + Cqu € U+cqpe 2U+

+Coucy ¢ Yo + Coup, e ey + e iy + Cayi, e, (22)
Podstawiajac do wzoru (18) ¢t=0 oraz ¢=T7 otrzymujemy 2z

uwzglednieniem oznaczen (16) odpowiednio
i(0) =1iy; (23)

i(T) = by U + by yUe " + by, Ue ™" +
—oT

b, o€ by
Podstawiajac (23), (24) do (7) otrzymujemy roOwnanie

-7 -7 1y; -oq T -, T _
(bﬂqfo e + b%lu e 2 1)10 + (baI”CUe + bﬂZHC'O e )uco =

—oT . -7 . —opT
ucge ' +byiipe T + by fge (24)

= —(bo +boue ¥ +byye . (25)
Podstawiajac do wzoru (22) ¢t=0 oraz t=T otrzymujemy z
uwzglednieniem oznaczen (16), (20) odpowiednio

Ue 0)= Ucos (26)
uc(T) =
. —oy T —o, T
= e UT + couU ++cy; iy (Coy,. + Do + e WU +cype ™ U+
—aT —a,T T, —,T; 27
+Ca|”('0e 1 HCO + C{IZ“CUE % uCO + Caliﬂe lo + Cali[]e !0- ( )

Podstawiajac (26), (27) do (8) otrzymujemy rownanie
-4 T -a,T . -7 , ;T _
(Calf() e + Ca.zio e ¥ + COfU )IO + (CaluCO e + C“Z"CO € + COHC )uCO =

= (cque ¥ +cque™® +coy + ey TU. (28)

Rozwigzujac liniowy uktad roéwnan algebraicznych (25), (28)

otrzymujemy wartosci poczatkowe pradu oraz napigcia na kondensatorze, przy

ktorych stan obwodu jest stanem okresowym. Podstawiajac je do wzorow (18),

(22) otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie rozpatrywanego zagadnienie
brzegowego przedstawiajac je w postaci

. . -yt sy 00!,
l(t) = bUU + (bCY,UU + bﬂl“{fo uCO + balfo )loe "+ (bt}tzUU + b%ucouco + b%jn Ly )(3 % )
HC(I)=COUU+CIUUI+COJ;UEO+(COH(— +1)uCO +

o

. Lo\ =yt Pyl
+(CquU + Coup oo + culr-ozo)e +(CuU + Copupythco + Copiyl0)€ -

Rachunek rownowaznikOw mozna stosowaé¢ réwniez do obliczania
stanow okresowych obwodoéw rozgalezionych. Liczba réwnan w ukfadzie
linlowym rownan algebraicznych na niewiadome wartosci poczatkowe zawsze
rowna jest liczbie niezaleznych wartosci poczatkowych wystepujacych w
rownaniach opisujacych stan nieustalony w obwodzie.

Czesto wymuszenie okresowe jest funkcja, ktora na okresie jest ciagiem
funkcji szlachetnych na kolejnych K odcinkach tego okresu. Przy obliczaniu
stanu ustalonego w tym przypadku nalezy:
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la) wyznaczyé réwnowazniki odpowiedzi na pierwszym odcinku jako
funkcje wartosci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
1b) zapisa¢ wzory na odpowiedzi na pierwszym odcinku jako funkcje czasu
oraz warto$ci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
1¢) zapisaé wzory na wartosci odpowiedzi na konicu pierwszego odcinka jako
funkcje wartoéci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
2a) wyznaczy¢ réwnowazniki odpowiedzi na drugim odcinku jako funkcje
wartoéci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
2b) zapisaé wzory na odpowiedzi na drugim odcinku jako funkcje czasu oraz
wartoéci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
2¢) zapisaé wzory na wartosci odpowiedzi na koncu drugiego odcinka jako
funkcje wartoéci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;

Ka) wyznaczyé rownowazniki odpowiedzi na K-tym odcinku jako funkcje
wartoéci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
Kb) zapisaé wzory na odpowiedzi na K-tym odcinku jako funkcje czasu oraz
wartosci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odeinku;
Kc) zapisaé wzory na wartosci odpowiedzi na konicu K-tego odcinka jako
funkcje wartosci poczatkowych odpowiedzi na pierwszym odcinku;
przyrownujac wyniki z p. Kc) do wartosci poczatkowych odpowiedzi na
pierwszym odcinku obliczy¢ wartosci poczatkowe odpowiedzi na pierwszym
odcinku;
podstawiajac uzyskany wynik kolejno do wzoréw uzyskanych w pp. 1b),
2b), ... Kb) wyznaczyé odpowiedzi na tych odcinkach okresu.

Gléwnymi zaletami rachunku réwnowaznikow w porownaniu z
rachunkiem operatoréw Heaviside'a przy rozwiazywaniu zagadnien brzegowych
sa brak koniecznoéci stosowania funkcji uogélnionych (funkeji Heaviside'a 1
funkcji Diraca) oraz teorii funkcji zmiennej zespolonej, jak rowniez bardzie)
proste przeksztalcenia algebraiczne.
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