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Abstrakt

Tato bakalá°ská práce se zabývá navrºením zp¥tnovazebního °ídícího algoritmu k stabili-
zaci levitujícího permanentního magnetu nad cívkami. K tomuto ú£elu je nutné vytvo°it
matematický model, který je tvo°en modely ideálních cívek a modelem magnetického di-
pólu. Následuje vytvo°ení linearizovaného stavového popisu systému. P°i navrhování °ízení
je pouºito modálního °ízení, které °e²í problém stabilizace systému. Funk£nost a vlastnosti
navrºeného °ídícího algoritmu jsou ov¥°eny simulací.

Klí£ová slova: magnetická levitace, modální °ízení, zp¥tnovazební algoritmus, matema-
tický model, linearizace

Abstract

This bachelor thesis deals with a proposal of feedback control algorithm for stabilization
of the levitating permanent magnet to above coils. For this purpose it is necessary to cre-
ate a mathematical model, which consists of models of ideal coils and the magnetic dipole
model. It follows the creation of linearized state space model of the system. By propo-
sing the control system is used the modal control, which solves the problem of stabilizing
the system. The control design and the mathematical model are veri�ed by a simulation.

Keywords: magnetic levitation, modal control, feedback algorithm, mathematical model,
linearization
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Úvod

P°edm¥tem této práce je °ízení levitace permanentního magnetu. Nejprve jsou stru£n¥
nastín¥ny r·zné principy magnetické levitace a nazna£eny základní zp·soby její aplikace.
Dal²í £ást práce je zam¥°ena na samotný hlavní úkol - zp¥tnovazební °ízení pohybu válco-
vého permanentního magnetu v magnetickém poli vytvo°eném soustavou cívek s °ízeným
proudem. Tato £ást je rozd¥lena na n¥kolik men²ích, ve kterých budou uvedeny základní
fyzikální zákonitosti pot°ebné k tvorb¥ modelu této soustavy, samotná tvorba modelu,
návrh °ídícího algoritmu a otestování jeho funk£ních vlastností.

Se systémy vyuºívajícími magnetické pole, tudíº i magnetickou levitaci, se lze v dne²ní
dob¥ setkat stále více. A´ jiº je °e£ o magneticky levitujících vlacích, magnetických lo-
ºiskách nebo o magneticky ovládaných robotech. V²echny tyto systémy spojuje nutnost
aktivní regulace. Pokud je brán v úvahu Earnshaw·v teorém, je dokázáno, ºe nelze do-
cílit rovnováºného stavu paramagnetickými nebo feromagnetickými p°edm¥ty ve volném
prostoru se statickým magnetickým polem.

Tento problém lze vy°e²it pouºitím supravodivých látek, diamagnetických materiál·
nebo za pouºití elektromagnet·. Autor se v této práci bude zabývat práv¥ poslední va-
riantou. Na rozdíl od dvou p°edchozích moºností stabilizace za pouºití °ízených elektro-
magnet· dovoluje mnohem více moºností a mnohem jednodu²²í a levn¥j²í aplikaci.

P°i návrhu soustavy elektromagnet· je nejd°íve nutné popsat magnetické pole, které ge-
neruje elektromagnet, a jeho p·sobení na permanentní magnet. Vzhledem k vysoké výpo-
£etní náro£nosti jsou modely cívek a magnetu aproximovány pomocí magnetického dipólu
- malé proudové smy£ky. Tyto aproximace mohou být p°i spln¥ní ur£itých podmínek velmi
p°esné a navíc zachovávají základní fyzikální principy.
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1 Principy magnetické levitace

1.1 Základní princip magnetické levitace

Magnetická levitace, maglev nebo magnetická suspenze je stav, kdy objekt levituje pouze
díky magnetické síle, ºádná dal²í síla ji nenapomáhá. Tato síla p·sobí proti gravita£ní
(tíhové) síle a udrºuje objekt nad zemí v rovnováºné poloze, kde sou£et v²ech sil, které p·-
sobí na daný objekt je nulový. Pokud budeme uvaºovat pouze jednodimenzionální prostor,
magnetická levitace nebude vykazovat ºádné komplikace, sta£í pouze p°ekonat gravita£ní
sílu. Tento p°edpoklad bohuºel nelze aplikovat na reálnou skute£nost, kde krom¥ p°eko-
nání gravita£ní síly musíme brát v úvahu i trvalou stabilizaci levitovaného objektu.

Obrázek 1: Levitace → síla vyvolaná magnetickým polem = tíhová síla

Problém stability se dá °e²it bu¤ pomocí statické, nebo dynamické stabilizace. Pro nás
by byla nejjednodu²²í a nejp°ijateln¥j²í stabilizace práv¥ ta statická, kdy p°i vhodném na-
stavení permanentních magnet· bychom se snaºili docílit rovnováhy sil. Pokud vezmeme
do úvahy Earnshaw·v teorém, který udává, ºe nelze dosáhnout trvalé levitace s pouºitím
libovolné kombinace statických náboj· nebo permanentních magnet·, zjistíme, ºe mag-
netické pole, které má za následek levitaci, musí být £asov¥ prom¥nné. Jedinou moºnou
variantou je dynamická stabilizace, která se v praxi aplikuje pomocí elektromagnet· (cí-
vek) s r·znou kombinací spolu s feromagnetickými látkami a supravodi£i. Supravodi£
vzniká ochlazením vhodného kovu nebo slou£eniny pod tzv. kritickou teplotu, coº má
za následek vysoký úbytek odporu materiálu, aº je tém¥° nulový.

2



1.1.1 Metody magnetické levitace

Pokud chceme úsp¥²n¥ levitovat s objektem, je pot°eba kontrolovat v²ech ²est stup¬·
volnosti tohoto systému (sou°adnice v kartézském sytému sou°adnic x,y,z a jejich rotaci
v prostoru - úhly α, β, γ).

Obrázek 2: Stupn¥ volnosti

1.1.1.1 Pseudo-levitace s pomocí mechanické vazby

Tento nejjednodu²²í zp·sob levitace je zaloºen na permanentním magnetu, který p·sobí
jedním sm¥rem a na n¥kolika mechanických podp¥rách, které udrºují objekt v rovnováº-
ném stavu v ostatních osách. Nejedná se zde o úplnou levitaci v pravém slova smyslu,
jelikoº je objekt v ostatních osách p°ipojen mechanickou volnou vazbou. Nap°íklad po-
kud bychom umístili nad jeden permanentní magnet druhý opa£n¥ orientovaný a pomocí
provázk· bychom zajistili, aby se horní magnet neoto£il, z·stal by v rovnováºné poloze
a levitoval.

1.1.1.2 Elektromagnetická levitace

Jedná se o druh magnetické levitace, p°i které vyuºíváme magnetické pole elektromag-
net·, které jsou zapojeny ve zp¥tnovazební smy£ce, která se stará o udrºení stabilní polohy
objektu v magnetickém poli. Celý princip je ve své podstat¥ jednoduchý. Elektromagne-
tické cívky jsou umíst¥ny v okolí feromagnetického nebo kovového objektu, kde se nachází
mnoºství £idel, která kontrolují pohyb v²emi sm¥ry. Na základ¥ t¥chto údaj· °ídící jed-
notka ovládá proud v cívkách, coº má za následek vychýlení objektu pat°i£ným sm¥rem.

Tento zp·sob je v dne²ní dob¥ p°eváºn¥ vyuºívám v ºelezni£ních systémech (magne-
tické vlaky) a také v magnetických loºiscích.

1.1.1.3 Diamagneticky stabilizovaná levitace

Tento zp·sob levitace vyuºívá diamagnetické vlastnosti látek. Diamagnetismus se proje-
vuje jen v p°ítomnosti vn¥j²ího magnetického pole. Pokud umístíme diamagnetickou látku
do vn¥j²ího magnetického pole, dojde v látce k vytvo°ení slabého magnetického pole, které
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p·sobí opa£nou silou. Díky tomuto principu je moºné levitovat s velmi lehkým kouskem
pyrolytického uhlíku nebo bismutu nad silným permanentním magnetem. Celý princip je
blíºe vysv¥tlen v £lánku [2].

1.1.1.4 Supravodi£e

Supravodi£e jsou ve své podstat¥ ideální diamagnety. Materiál nevykazuje ºádný m¥°i-
telný odpor pr·chodu elektrického proudu a vypuzuje velmi silné magnetické pole. První,
kdo objevil supravodivost, byl v roce 1911 holandský fyzik H. Kamerlingh-Onnes. Celý
jev vysv¥tlili aº v roce 1933 Walther Meissner a Robert Ochsenfeld, kdyº zjistili, ºe supra-
vodi£e ze svého objemu vypuzují velmi silné magnetické pole. Celá levitace je pak moºná
díky tzv. Meissnerovu jevu [3].

1.1.1.5 Rota£ní stabilizace

Princip rota£ní stabilizace levitujícího magnetu spo£ívá v aplikaci toroidního magnetu
a rychlého otá£ivého pohybu. Toroidní magnet se umístí nad soustavu permanentních
magnet· a ve vysoké rychlosti rotuje (rotace = precese). Díky zákonu o zachování mo-
mentu hybnosti se toroidní magnet nevychýlí a tím z·stává v rovnováºné poloze a nastává
levitace. Pokud otá£ky poklesnou, magnet se vychýlí a levitace kon£í.

1.2 Magnetická levitace v praxi

1.2.1 MAGLEV

Maglev (zmagnetická levitace) je ozna£ována jak samotná magnetická levitace, tak i sys-
tém kolejové dopravy. Tento, v dne²ní dob¥ nejdraº²í, zp·sob kolejové dopravy je oblíben
zejména pro svou rychlost, která se pohybuje okolo 400 - 500 km/h v b¥ºném provozu
[7]. Rychlost by byla teoreticky neomezená, pokud by se vlak pohyboval ve vakuu, jelikoº
jediné t°ení, které nastává, je aerodynamické. Tento problém se snaºil napravit projekt
Swissmetro, kde by vlaky jezdily uvnit° tunel· zbavených vzduchu aº tém¥° k hranici
vakua. Z bezpe£nostních d·vod· jsou dráhy situovány na mosty nebo jinak bezpe£n¥
odd¥lená místa.

Celý princip levitace spo£ívá na vhodn¥ umíst¥ných cívkách, které se navzájem dle
pot°eby odpuzují. N¥kte°í výrobci volí cívky se supravodivými magnety, které jsou chla-
zeny kapalným dusíkem, coº má za následek mnohonásobn¥ siln¥j²í magnetické pole,
a tím i úsporu elektrické energie. Tudíº existuje n¥kolik r·zných druh· magnetických
vlak·.

Pro lep²í p°edstavu základního principu fungování pouºijeme ²anghajský vlak Maglev.
Tento vlak pouºívá tzv. elektromagnetický zp·sob levitace. V praxi se pouºívá je²t¥ elek-
trodynamický zp·sob levitace a zp·sob, který vyuºívá elektromagnetickou indukci (tzv.
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Inductrack).

1.2.1.1 Systém levitace a vedení

Celý systém zabezpe£ují dva typy cívek. První typ se stará o zvednutí celé soupravy
a druhý o jeho stabilizaci v okolí nosníku. Vodící i levita£ní cívky jsou umíst¥ny po obou
stranách celé délky soupravy.

1.2.1.2 Systém pohonu

K pohonu celé soupravy se vyuºívá lineární synchronní motor s dlouhým statorem po obou
stranách celé délky nosníku (koleji²t¥). Místo to£ivého elektromagnetického pole, jak je
tomu u b¥ºného elektromotoru, vytvá°í motor p°ímo£a°e se pohybující elektromagnetické
pole, kde levita£ní cívky fungují jako rotor elektromotoru. Celý stator je rozd¥len na velké
mnoºství úsek·, které se aktivují t¥sn¥ p°ed projíºd¥jícím vlakem. Vzhledem k tomu je
uspo°eno velké mnoºství elekt°iny, jinak by musela být napájena celá délka nosníku.

Obrázek 3: �ez nosníkem a podvozkem

1.2.2 Aktivní magnetická loºiska

První my²lenky pouºití magnetické síly pro zav¥²ení objektu se objevovaly jiº v polovin¥
19. století [4]. P°i aplikaci na problematiku loºisek, která se £asto opot°ebovávala vlivem
mechanického t°ení, lze docílit tém¥° bezúdrºbové £innosti takových loºisek. Vzhledem
k absenci jakéhokoliv mechanického t°ení není nutno loºiska mazat, coº spole£n¥ s bez-
hlu£ností vede k výrazným p°ednostem. Tím se eliminuje také jejich opot°ebení a výrazn¥
se sniºuje jejich zah°ívání. Dal²í výhodou je moºná aplikace ve vakuu, p°i vysokých tep-
lotách nebo v prost°edí s agresivními látkami. Magnetická loºiska také dovolují mnohem
v¥t²í obvodové rychlosti (aº 250 m.s−1) [4].
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Magnetická loºiska lze rozd¥lit na dva druhy - s pasivní a s aktivní stabilizací. První
zmín¥né ov²em poru²uje Earnshaw·v teorém (Samuel Earnshaw, 1805�1888), publi-
kovaný v roce 1842 Cambridge philosophical society. Který ve své podstat¥ °íká, ºe není
moºné, aby soustava elektricky nabitých £ástic (bodových náboj·) setrvávala ve staticky
rovnováºné poloze pouze díky p·sobení elektrostatických sil. [4] Proto i my se budeme
blíºe zabývat druhou variantou, a to magnetickými loºisky s aktivní stabilizací.

Aktivní magnetická loºiska (AMB) se vyzna£ují p°edev²ím tím, ºe pro jejich provoz
je nutná neustálá dodávka elektrické energie. Princip jejich funkce se shoduje s b¥ºnými
elektromagnety. Hlavním nedostatkem je p°edev²ím to, ºe poloha rotoru v loºisku není
stabilní a tudíº musí být celý systém vybaven zp¥tnovazební regula£ní smy£kou (viz. ob-
rázek).

Obrázek 4: Magnetické loºisko - schéma zapojení

AMB (Active Magnetic Bearing) se skládá ze senzor· polohy h°ídele, zesilova£·, A/D
a D/A p°evodníku, napájecího zdroje a elektronické °ídící jednotky DSP (Digital Signal
Processor), která neustále vyhodnocuje polohu h°ídele a stará se o její centrování díky
zp¥tnovazební regula£ní smy£ce. V závislosti na poloze h°ídele DSP skrze zesilova£e regu-
luje velikost elektrického proudu v jednotlivých cívkách a tím i magnetickou sílu v okolí
cívek, coº má za následek vychýlení h°ídele pat°i£ným sm¥rem.

Jiº z prvního pohledu je patrné, ºe frekvence chodu DSP musí být velká, která v¥t²inou
se pohybuje okolo 10kHz [4]. A£koliv je tento systém zna£n¥ komplikovaný, poskytuje
v mnoha aplikacích zna£ené výhody:

• vysoká ú£innost

• nízké energetické ztráty

• omezení vibrací

• velmi p°esné uloºení h°ídele
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• nastavitelná tuhost a parametry tlumení

• bezdemontáºní diagnostika

Aktivní magnetická loºiska rozd¥lujeme na radiální a axiální. Radiální magnetické
loºisko se podobá zna£n¥ klasickému elektromotoru, av²ak krom¥ to£ivého momentu ge-
neruje p°itaºlivou sílu, která manipuluje se samotnou h°ídelí. Naopak u axiálního loºiska
je ocelový kotou£ p°ipojen k h°ídeli a z obou stran je opat°en prstencovým statorem.
Na následujícím obrázku je vid¥t jejich srovnání.

Obrázek 5: Radiální/axiální magnetické loºisko - °ez

Radiální magnetické loºisko zaji²´uje centrování h°ídele a p°ípadné kompenzace malých
výchylek a vibrací ze systému, kdeºto axiální se stará o p°esné udrºení h°ídele a její
ukotvení v systému. V drtivém po£tu p°ípad· se tak pouºívá kombinace obou variant
pro docílení p°esného drºení h°ídele.

1.2.3 Odpalování raket pomocí magnetické levitace

Tento na první pohled zvlá²tní zp·sob odpalování raket a projektil· najde v dne²ní dob¥
uplatn¥ní zejména ve vesmírném a leteckém pr·myslu. Pokud vezmeme v úvahu obrovské
náklady na palivo p°i startu vesmírného raketoplánu, aby se dostal na ob¥ºnou dráhu
Zem¥, je patrné, ºe by bylo vhodn¥j²í pouºít n¥jaký levn¥j²í zp·sob. A práv¥ takový po-
tenciál nám skýtá elektromagnetické pole. V¥dci v NASA's Marshall Space Flight Center
v Hustnville, Ala, USA práv¥ takový zp·sob testují. Snaºí se za pouºití elektromagnet·
vyvinout vhodný odpalovací mechanismus, který by projektil, v na²em p°ípad¥ raketo-
plán, byl schopen vyst°elit rychlostí 600mph [5] (965,606 km/h) sm¥rem k ob¥ºné dráze
Zem¥, odkud by jiº raketoplán pokra£oval dosavadním zp·sobem. Díky tomu by drama-
ticky poklesly náklady na jednu vesmírnou misi.

Samotný princip se velice úzce podobá problému s magnetickými vlaky. A£ se to
na první pohled nezdá, hlavní my²lenkou je vyuºití magneticky levitovaného dopravníku,
který je schopen se pohybovat velkými rychlostmi (díky tém¥° ºádnému t°ení). Tento
dopravník nese projektil a pohybuje se po kruhové dráze, kde se po dosaºení pot°ebné
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rychlosti v pat°i£ný moment uvolní a díky nahromad¥né hybnosti pokra£uje p°íslu²ným
pohybem vp°ed. Následuje ilustrace konceptu vyst°elování.

Obrázek 6: Odpalovací dráha rakety

V sou£asné dob¥ je samotný projekt zatím ve fázi výzkumu a testování. Na vyst°elení
samotného raketoplánu tak zbývá je²t¥ mnoho £asu, ale má jiº za sebou n¥kolik úsp¥²ných
pokus· se zmen²enými modely.

1.2.4 Magneticky ovládaní roboti

Tito, v mnoha p°ípadech, velice malí roboti mohou najít v dne²ní dob¥ ²iroké uplatn¥ní.
Jejich princip pohybu spo£ívá v podloºce, po které se pohybují. Je plná malých cívek,
do kterých jde r·zný proud v závislosti na sm¥ru, kterým se má robot pohybovat. Díky
tomu není jejich velikost limitována velikostí ak£ních £len· umíst¥ných na t¥le robota
a mohou tudíº být aº mikroskopi£tí. Ov²em pro precizn¥j²í ovládání pohybu a koordinaci
je nutné volit vhodné mnoºství cívek, které by m¥ly být v jistém pom¥ru úm¥rné velikosti
t¥la robota. Po jedné takovéto podloºce se samoz°ejm¥ m·ºe pohybovat n¥kolik t¥chto
malých robot·, ov²em jedná se zde o náro£n¥j²í úkol v oblasti °ízení (moºné kolize, ru²ení
magnetického pole,...).
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Obrázek 7: Pole cívek s robotem

Jejich t¥lo m·ºe tvo°it od jednoho po n¥kolik permanentních magnet·, které zabezpe-
£ují interakci s podloºkou cívek. Pokud se jedná o soustavu magnet·, nemusejí být zákonit¥
umíst¥ny v pevném spojení, ale v mnoha p°ípadech je ºádoucí, volit t¥lo (kostru) robota
pohyblivou (na základ¥ kloub·,...). Díky tomu je moºné lehce m¥nit orientaci a také ve-
likost robota.

Obrázek 8: Stavba t¥la robota

Na dal²ím obrázku je pak moºno vid¥t, jak se dají cívky umístit do tenké pásky,
kterou m·ºeme r·zn¥ ohýbat a robot je po ní stále schopen se bez problém· pohybovat.
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Obrázek 9: Páska s integrovanými cívkami [6]

Tito roboti skýtají velký potenciál pro budoucí vyuºití jak na montáºních linkách
v pr·myslu, tak i nap°íklad ve zdravotnictví p°i operacích. Zkrátka se dají vyuºít kdekoliv,
kde je moºno umístit elektromagnetické pole.
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2 Matematický model

V této £ásti se budeme zabývat tvorbou samotného modelu systému - soustavy cívek s per-
manentním magnetem. V kapitole 2.1 si popí²eme základní fyzikální vztahy, které budou
pro tvorbu modelu nezbytné. Z t¥chto vztah· budeme vycházet v kapitole 2.2, kde si od-
vodíme pot°ebné pohybové rovnice systému.

2.1 Základní vztahy

V první °ad¥ se zam¥°íme na porovnání magnetického pole generované dipólem a cívkou.
Cívku je v mnoha p°ípadech vhodné modelovat jako magnetický dipól, jelikoº tato aproxi-
mace nám dává mnohem jednodu²²í matematický popis, který je téº výpo£etn¥ mnohem
mén¥ náro£ný. Pro zjednodu²ení také nahradíme i permanentní magnet modelem dipólu,
kde ale tvar magnetu v pohybových rovnicích nesmíme zanedbat.

Dále popí²eme pohyb permanentního magnetu v prostoru. Tento problém vy°e²íme
zavedením rovnic pro transla£ní a rota£ní pohyb hmotných bod·.

Posledním krokem je popsání silového p·sobení levitujícího permanentního magnetu.

2.1.1 Magnetické pole kolem malého magnetického dipólu

Pro klasický model magnetického dipólu je pouºívána malá proudová smy£ka. Je-li plocha
smy£ky A a proud I, potom je velikost magnetického momentu (udává orientaci a sílu
magnetického dipólu) roven sou£inu AI, jeho sm¥r je kolmý k plo²e A a orientace je
dána pravidlem pravé ruky, kde prsty ukazují sm¥rem elektrického proudu a palec udává
orientaci magnetického momentu v prostoru.

m

I

A

Obrázek 10: Malá proudová smy£ka

Lze dokázat, ºe model magnetického dipólu sloºený ze dvou náboj· (b+ a b−), leºící
ve vzdálenosti l, produkuje stejné pole jako proudová smy£ka s momentem |~m| = bl,
za p°edpokladu, ºe l −→ 0.

Pro popis magnetického pole je nutné nejd°íve zavést pojem magnetické indukce.

De�nice 2.1. Magnetická indukce

Magnetická indukce je vektorová fyzikální veli£ina, která vyjad°uje silové ú£inky magne-
tického pole na pohybující se £ástici s nábojem nebo magnetickým dipólovým momentem.

11



Je to hlavní veli£ina slouºící ke kvantitativnímu popisu magnetické pole. Hodnota vektoru
magnetické indukce obecn¥ závisí na poloze v prostoru, takºe tvo°í vektorové pole. [8]

Magnetické pole ~B generované magnetickým dipólem ve vzdálenosti dané pr·vodi£o-
vým vektorem ~r je dáno vztahem [10]

~B = ~B(~r, ~m) =
µ0

4π

(
3~r(~m1 · ~r)
|r|5

− ~m

|r|3

)
. (1)

Z magnetické indukce se p°esuneme na silové p·sobení v okolí magnetického dipólu, k to-
muto popisu ov²em pot°ebujeme jiº 2 dipóly.

Síla zp·sobená magnetickým dipólem s momentem ~m1 na magnetický dipól s momen-
tem ~m2 ve vzdálenosti dané pr·vodi£ovým vektorem ~r je dána vztahem [10]

~F (~r, ~m1, ~m2) =
3µ0

4π|r|5

[
(~m1 · ~r)~m2 + (~m2 · ~r)~m1 + (~m1 · ~m2)~r −

5(~m1 · ~r)(~m2 · ~r)
|r|2

~r

]
. (2)

Moment síly zp·sobený magnetickým polem ~B1 na magnetický dipól 2 s momentem ~m2

je dán vztahem
~M = ~m2 × ~B1. (3)

Ve vztazích (1), (2), (3) se vyskytují magnetické momenty dipól· ~mn, které lze vyjád°it
jako

~m1 = ~n1I1 = ~n1u1,

~m2 = ~n2I2 = ~n2u2,
(4)

kde ~ni je orientace magnetického dipólu, ui je vstup - velikost proudu protékající proudo-
vou smy£kou a µ0 je permeabilita vakua.

Obrázek 11 nám vztahy (1), (2), (3), (4) názorn¥ji ilustruje.

Obrázek 11: Dva magnetické dipóly

Pro gra�cké znázorn¥ní magnetického pole zavedeme pojmy vektorové pole a sm¥rové
pole.
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De�nice 2.2. Vektorové pole

Vektorové pole je v matematice a fyzice (zpravidla spojitá a dostate£n¥ hladká) funkce
p°i°azující kaºdému bodu prostoru vektor. [9]

De�nice 2.3. Sm¥rové pole

Pokud je vektorové pole de�nováno jako ~f(~x), potom sm¥rové pole de�nujeme vztahem

~f(~x)

|~f(~x)|
,

kde |~f(~x)| je vhodná norma vektorového pole. Sm¥rové pole je funkce, která p°i°azuje
kaºdému bodu v prostoru jednotn¥ dlouhý vektor.

Tedy sm¥rové pole získáme znormováním vektorového pole, kde v²echny vektory mají
jednotnou délku.

Následující obrázky 12, 13, 14 nám ilustrují sm¥rové pole magnetické indukce v okolí
magnetických dipól·.

Obrázek 12: Sm¥rové pole magnetické indukce kolem dipólu - osy y,z

Pokud budeme uvaºovat více statických nebo dynamických dipól·, platí princip su-
perpozice, kde celkové magnetické pole ~B = Σ ~Bi a celková síla ~F = Σ~Fi.
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Obrázek 13: Sm¥rové pole magnetické indukce kolem 2 dipól· - shodné momenty

Obrázek 14: Sm¥rové pole magnetické indukce kolem 2 dipól· - rozdílné momenty
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2.1.2 Magnetické pole kolem kone£né solenoidové cívky

Solenoidová cívka se pro jednodu²²í popis uvaºuje jako tzv. kone£ný solenoid.

De�nice 2.4. Kone£ný solenoid

Kone£ná solenoidová cívka je cívka s kone£nou délkou L a polom¥rem a. P°edpokládá se,
ºe je tvo°ena nekone£n¥ mnoha proudovými smy£kami - magnetickými dipóly umíst¥ných
v celé délce cívky.

Poznámka. Jednotlivé sloºky jsou vyjád°eny v cylindrické soustav¥ sou°adnic (ρ, θ, z).

Obrázek 15: Cylindrická soustava sou°adnic

V tomto p°ípad¥ kone£ného solenoidu lze magnetické pole, které generuje, de�novat
jako [11]

Bρ =
µ0I

2π

1

L

√
a

ρ

[
k2 − 2

k
K(k2) +

2

k
E(k2)

] ∣∣∣∣∣
ζ+

ζ−

,

Bz =
µ0I

4π

1

L

1
√
aρ

[
ζk

(
K(k2) +

a− ρ
a+ ρ

Π(h2, k2)

)] ∣∣∣∣∣
ζ+

ζ−

,

(5)

kde K(m), E(m) a Π(n,m) jsou eliptické integrály prvního, druhého a t°etího druhu,

ζ± = z ± L

2
,

h2 =
4aρ

(a+ ρ)2
,

k2 =
4aρ

(a+ ρ)2 + ζ2
,
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L je délka, a je polom¥r cívky, I je proud protékající cívkou a µ0 je permeabilita va-
kua.

Pro lep²í p°edstavu následuje série obrázk· sm¥rového magnetického pole solenoidové
cívky.

x [m]
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

z 
[m

]

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Obrázek 16: Sm¥rové pole magnetické indukce solenoidové cívky - L = 0.01 m, a = 0.005 m
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Obrázek 17: Sm¥rové pole magnetické indukce solenoidové cívky - L = 0.01 m, a = 0.05 m

Obrázek 18: Sm¥rové pole magnetické indukce solenoidové cívky - 3D
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Jak si lze z obrázk· 16, 17, 18 v²imnout, magnetické pole generované solenoidovou
cívkou je velmi podobné magnetickému poli generované magnetickým dipólem.

2.1.3 Magnetické pole - porovnání dipól/solenoid

Nyní porovnáme magnetické pole generované magnetickým dipólem a cívkou. Vzhledem
k nekone£n¥ malé plo²e proudové smy£ky (dipólu) je patrné, ºe p°i v¥t²í velikosti cívky
se magnetická pole budou v t¥sné blízkosti velmi li²it.

x [m]
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0.04

0.05
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0.08

Obrázek 19: Porovnání sm¥rových polí pro solenoid (L = 0.05 m, a = 0.05 m) a magne-
tický dipól
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Obrázek 20: Porovnání sm¥rových polí pro solenoid (L = 0.01 m, a = 0.005 m) a magne-
tický dipól - pracovní prostor

Jak m·ºeme vid¥t z p°edchozích obrázk· (19, 20), je aproximace pomocí malé proudové
smy£ky (dipólu) dosta£ující, ov²em pokud nejsme v t¥sné blízkosti cívky, zde se pak mag-
netické pole zna£n¥ li²í. Jelikoº eliptické integrály lze pouze p°ibliºn¥ numericky dopo£ítat
a tento výpo£et je zdlouhavý, budeme proto volit aproximaci malou proudovou smy£kou.
Na obrázku 20 je vid¥t ná² pracovní prostor v okolí cívky, kde jsou jiº aproximace mnohem
lep²í.

Pro lep²í porovnání by bylo vhodné zvolit ur£itou vý²ku nad cívkou a zde blíºe pro-
zkoumat sm¥r a velikost magnetické indukce.
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(a) Porovnání velikosti magnetické indukce
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(b) Porovnání úhlu, který svírá ~B s osou z

Obrázek 21: Porovnání - solenoid (L = 0.01 m, a = 0.005 m) a magnetický dipól -
pro z = 0.022 m

Na obrázku 21 je takové porovnání vid¥t. Kdyº vezmeme v úvahu pouze velikost
magnetické indukce, lze vhodnou volbou proudu, který protéká cívkou nebo dipólem,
provést tém¥° totoºnou aproximaci. Na druhé stran¥ pro porovnání úhl·, jaké svírá vektor
magnetické indukce v daném bod¥ s osou z, jsou tyto aproximace jiº dobré pouze v okolí
ur£ité vzdálenosti, která pro takto velkou cívku vy²ela p°ibliºn¥ x = 0.023 m.

Pro budoucí pouºití na reálném systému provedeme jednoduchou analýzu, kdy bu-
deme zji²´ovat, jak dosáhnout co nejlep²í shody mezi solenoidovou cívkou a magnetickým
dipólem. Prvním zp·sobem bude zvolení vhodné velikosti cívky, jejíº magnetické pole
by se co nejvíce blíºilo tomu generovanému magnetickým dipólem. Druhým p°ístupem
bude naopak aproximace cívky pomocí v¥t²ího po£tu magnetických dipól·.

2.1.3.1 Vhodná volba velikosti cívky

Abychom dosáhli co nejlep²í schody, je vhodné volit cívku moºná co nejten£í. Tímto zp·so-
bem se alespo¬ £áste£n¥ p°iblíºíme tvaru dipólu. Provedli jsme sérii simulací, jelikoº mají
tyto výsledky slouºit hlavn¥ pro budoucí pouºití na reálném modelu, byli jsme nuceni
pracovat s rozm¥rovými omezeními.

Na obrázku 22 jsou vid¥t dv¥ nejlep²í aproximace, které se nám poda°ilo získat. V p°í-
pad¥ (a) se jednalo o cívku s rozm¥ry L = 0.005 m a a = 0.01 m. V druhém p°ípad¥ (b)
jsme zvolili o poznání v¥t²í cívku s rozm¥ry L = 0.005 m a a = 0.039 m, kde je aproximace
mnohem lep²í, ale bohuºel pracovní prostor se nachází uvnit° cívky, tudíº tyto rozm¥ry
nevyuºijeme.

20



x [m]
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

úh
el

 [r
ad

]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

cívka
dipól
pracovní prostor

(a) Varianta 1
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(b) Varianta 2

Obrázek 22: Vhodná volba cívky - porovnání úhl· magnetické indukce

Jak je z obrázku 22 vid¥t, tento zp·sob aproximace není pro praktické vyuºití zcela
p°esný.

2.1.3.2 Vhodný po£et dipól· pro aproximaci jedné cívky

Zde se zam¥°íme na aproximaci p°edem dané cívky pomocí více dipól·, cívku zvolíme
s rozm¥ry L = 0.01 m a a = 0.005 m. Tento zp·sob by mohl p°inést mnohem lep²í
aproximace a tím mnohem lep²í praktické vyuºití. Obrázek 23 nám jeden takový zp·sob
ukazuje. Po horním a dolním obvodu pomyslné cívky umístíme magnetické dipóly, horní
a dolní polovina musí mít opa£ný dipólový moment, aby aproximace pracovala správn¥.

Obrázek 23: Aproximace solenoidové cívky pomocí série dipól·

Na obrázku 24 je jiº vid¥t porovnání úhl· magnetické indukce, která se nám dává
z na²ich variant nejlep²í aproximaci.
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Obrázek 24: Aproximace solenoidové cívky pomocí série dipól· - porovnání úhl· magne-
tické indukce

Jak m·ºeme z obrázku 24 vid¥t, tak aproximace je jiº velice p°esná, dosahuje výchylky
p°ibliºn¥ 0.1 rad. V ideálním p°ípad¥ by bylo vhodné dipól· do obvodu podstav pomyslné
cívky umístit nekone£né mnoºství, ov²em toho nejsme schopni nikdy docílit. Pro dosta-
te£nou aproximaci sta£í umístit dipóly pouze p°esn¥ proti uvaºovanému pracovnímu bodu
systému, v p°ípad¥ v¥t²ího pracovního prostoru je nutné takových dipól· umístit více.

Dal²í moºností je napo£ítat magnetické pole v okolí solenoidové cívky s pevným krokem
a následn¥ pouºít lineární interpolaci. Vzhledem k lineární závislosti magnetické indukce
a proudu protékající cívkou v rovnicích (5), sta£í pouze získat data pro jednotkový proud,
poté dle pot°eby násobit. Tento postup lze najít na p°iloºeném CD, ov²em pro zjednodu-
²ení dané problematiky nebyl dále vyuºíván.

2.1.4 Pohybové rovnice soustavy hmotných bod·

P°i matematickém modelování je vhodné si t¥leso pro jednodu²²í popis rozd¥lit na více
hmotných bod·. Celková hmotnost t¥lesa se následn¥ také rozd¥lí mezi jednotlivé hmotné
body.

Pokud uvaºujeme více hmotných bod·, jejich výsledné silové p·sobení lze díky principu
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superpozice s£ítat. Pohyb hmotných bod· charakterizují následující rovnice

~F , Σi = ~Fi = m~̈rG =
d

dt
(m~̇rG);m = Σimi (6)

a
~MG , Σi

~MiG = Σi~ρi × ~Fi =
d

dt

[
Σi(~ρi ×mi~̇ρi)

]
=

d

dt
~L, (7)

kde rovnice (6) popisuje pohyb t¥ºi²t¥ soustavy (silové p·sobení), (7) popisuje rota£ní
pohyb soustavy kolem t¥ºi²t¥ (moment síly) a ~L p°edstavuje moment hybnosti soustavy
hmotných bod·. V²echny vektory, které jsme pouºili v rovnicích (6) a (7), jsou uvaºovány
v inerciální soustav¥ (soustav¥ pevn¥ spojené se zemí).

Obrázek 25: Princip superpozice

Obrázek 25 ilustruje princip superpozice. ~F je vektor síly p·sobící v t¥ºi²ti celé sou-
stavy hmotných bod·, ~Fn je vektor síly p·sobící na t¥ºi²t¥ hmotného bodu n,m je celková
hmotnost hmotných bod·, mn je hmotnost hmotného bodu n, ~ρn je pr·vodi£ový vektor
mezi t¥ºi²t¥m soustavy hmotných bod· a jednotnými hmotnými body a ~rG je pr·vodi£ový
vektor mezi t¥ºi²t¥m soustavy hmotných bod· a po£átkem soustavy sou°adnic.

2.1.5 Pevná a pohyblivá soustava sou°adnic

V mnoha p°ípadech je výhodné pouºít soustavu sou°adnic, která se pohybuje v·£i pevné
(inerciální) soustav¥ sou°adnic. To povede k velkému zjednodu²ení n¥kterých rovnic.
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Obrázek 26: Pevná O0 a pohyblivá O1 soustava sou°adnic

Na obrázku 26 soustava O0~x0~y0~z0 p°edstavuje pevnou (inerciální) soustavu a O1~x1~y1~z1

pohyblivou soustavu sou°adnic. Následující vztahy popisují vztah mezi jejich sou°adnicemi

~r0 = ~R + ~r1 = ~O0O1 + ~O1P , (8)

~̇r0 = ~̇R + ~̇r1 = ~̇R +
δ~r1
δt

+ ~ω × ~r1, (9)

δ~r1
δt

= ṙ1
~r1
r1
, (10)

~e =
~r

|~r|
=
~r

r
, (11)

~̇r =
d

dt
(r~e) = ṙ~e+ r~̇e =

δ~r

δt
+ ~ω × ~r, (12)

kde ~r0 je polohový vektor bodu P v pevné (inerciální) soustav¥, ~r1 je polohový vektor bodu
P v pohyblivé soustav¥, ~R je pr·vodi£ový vektor mezi pevnou a pohyblivou soustavou
sou°adnic a ~ω reprezentuje nato£ení soustavy O1 v·£i pevné soustav¥ O0.

2.1.6 Pohyb tuhých t¥les v trojrozm¥rném prostoru

Dále si popí²eme tzv. tuhé t¥leso. Následující vztahy budeme pot°ebovat pro vytvo°ení
pohybové rovnice popisující rota£ní pohyb tuhého t¥lesa.

De�nice 2.5. Tuhé t¥leso

Vzdálenost mezi jednotlivými body tuhého t¥lesa je konstantní. T°i body ur£ují polohu
t¥lesa v prostoru. Po£et stup¬· volnosti tuhého t¥lesa je 6 (3 pro transla£ní a 3 pro rota£ní
pohyb).
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2.1.6.1 Pravoúhlá soustava sou°adnic

Pro v²echny výpo£ty je pouºita pravoúhlá soustava sou°adnic, která je v mnoho ohledech
velice výhodná. Následuje ilustra£ní nákres.

Obrázek 27: Pravoúhlá soustava sou°adnic

Na obrázku 27 jsou ~x0, ~y0, ~z0 jednotkové, navzájem kolmé vektory a body A, B, C
ur£ují jednozna£n¥ polohu t¥lesa.

Tuhé t¥leso v závislosti na £ase m¥ní svou polohu, jak transla£ním pohybem, tak také
rota£ním. Pro popsání rota£ního pohybu si nejd°íve de�nujeme pojem rotace.

De�nice 2.6. Rotace

Rotace tuhého t¥lesa kolem bodu O je dána rotací bod· A, B, C kolem bodu O. Soustava
0~x0, ~y0, ~z0 se p°i rotaci kolem bodu O p°emístí do nové polohy ur£ené sou°adným systémem
O~x1, ~y1, ~z1, jak lze pozorovat na obrázku 28.

Obrázek 28: Rotace soustavy sou°adnic kolem bodu O
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Libovolný vektor ~r lze vyjád°it v obou soustavách jako

~r = a0~x0 + b0~y0 + c0~z0 = a1~x1 + b1~y1 + c1~z1. (13)

Pokud vynásobíme (13) postupn¥ vektory ~x0, ~y0 a ~z0 dostáváme

a0(~x0, ~x0) + b0(~y0, ~x0) + c0(~z0, ~x0) = a1(~x1, ~x0) + b1(~y1, ~x0) + c1(~z1, ~x0),

a0(~x0, ~y0) + b0(~y0, ~y0) + c0(~z0, ~y0) = a1(~x1, ~y0) + b1(~y1, ~y0) + c1(~z1, ~y0),

a0(~x0, ~z0) + b0(~y0, ~z0) + c0(~z0, ~z0) = a1(~x1, ~z0) + b1(~y1, ~z0) + c1(~z1, ~z0)

(14)

Odtud plyne a0b0
c0

 =

(~x1, ~x0) (~y1, ~x0) (~z1, ~x0)

(~x1, ~y0) (~y1, ~y0) (~z1, ~y0)

(~x1, ~z0) (~y1, ~z0) (~z1, ~z0)


a1b1
c1

 ,
~r0 = R~r1, (15)

~r1 = R~r0 =⇒ R−1 = RT ,

kde ~r0 je vektor ~r vyjád°ený v soustav¥ sou°adnic O~x0~y0~z0, ~r1 je vektor ~r vyjád°ený v sou-
stav¥ sou°adnic O~x1~y1~z1, R je p°íslu²ná matice rotace a an, bn, cn jsou reálné koe�cienty
dané rotací soustavy, kdy n jednozna£n¥ identi�kuje danou soustavu sou°adnic.

Jak si lze v²imnout, matice rotace R bude v na²ich rovnicích hrát významnou roli a vý-
znamn¥ nám uleh£í pozd¥j²í výpo£ty.

2.1.6.2 Matice rotace R

Kaºdý sloupec matice R p°edstavuje prvek ~x1/~y1/~z1 vyjád°ený v soustav¥ sou°adnic
0~x0, ~y0, ~z0. Jsou-li R1 a R2 matice rotace, potom je i R1R2 matice rotace.

O zm¥n¥ orientace tuhého t¥lesa hovo°í i následující v¥ta.

2.1.6.3 Eulerova v¥ta

Jakákoliv zm¥na orientace tuhého t¥lesa m·ºe být dosaºena rotací t¥lesa kolem jediné osy
procházející libovoln¥ zvoleným referen£ním bodem.
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2.1.6.4 Derivace matice rotace

Jelikoº není matice rotace R v £ase konstantní, uvedeme si její zm¥nu v závislosti na £ase.

~r0 = R~r1,

~̇r0 = Ṙ~r1 +R~̇r1 = Ṙ~r1 (jelikoº je ~r1 konstantní),

~̇r0 = Ṙ~r1 = ṘRT~r0,

~̇r0 = ~ω0 × ~r0 = ω̂0~r0

a tedy

ω̂0 = ṘRT =⇒ Ṙ = ω̂0R,

(16)

kde ω̂0 je matice de�novaná vztahem

ω̂0 =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (17)

za p°edpokladu, ºe ~ω0 = [ω1, ω2, ω3]
T .

Matice rotace se nám bude tedy v kaºdém kroku m¥nit.

2.1.7 Pohybové rovnice soustavy hmotných bod· - pokra£ování

V p°edchozí kapitole 2.1.6 jsme si de�novali tzv. matici rotace, která nám nyní poslouºí
p°i odvození pohybových rovnic soustavy hmotných bod·.

Nejd°íve s její pomocí upravíme rovnici (7) následujícím zp·sobem,

~L0i = ~ρ0i ×mi
~̇ρ0i ,

~L0i = ~ρ0i ×mi(~ω0 × ~ρ0i ),

~L0i = R~ρ1i ×mi(R~ω0 ×R~ρ1i ),
~L0i = [−~ρ1i ×mi(~ρ1i × ~ω1)],

~L0i = [−miρ̂1i ρ̂
1
i ~ω1]

~L0i , RJ1
i ~ω1,

(18)

kde J je moment setrva£nosti t¥lesa, který vyjad°uje míru setrva£nosti t¥lesa p°i otá£ivém
pohybu, horní indexy symbolizují danou soustavu sou°adnic (0 pro pevnou a 1 pro po-
hyblivou soustavu sou°adnic).
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Platí tedy, ºe

Σi
~L0i = Σi

~ρ0i ×mi
~̇ρ0i = ΣiRJ

1
i ~ω1 , RJ1~ω1. (19)

Rovnice (7) má nyní tvar

~M1
G ,

d

dt
(RJ1~ω1) = ṘJ1~ω1 +RJ1~̇ω1 = ω̂0RJ

1~ω1 +RJ1~̇ω1. (20)

Vyjád°íme-li ob¥ strany rovnice (7) v pohyblivé soustav¥, dostáváme

~M1
G = RT ~M0

G = RT ω̂0RJ
1~ω1 + J1~̇ω1,

~M1
G = ̂(RTω0)J

1~ω1 + J1~̇ω1,

~M1
G = ω̂1J

1~ω1 + J1~̇ω1,

~M1
G = ~ω1 × (J1~ω1) + J1~̇ω1.

(21)

Rovnici (7) lze tedy p°epsat na ekvivalentní podobu

~M1
G = ~ω1 × (J1~ω1) + J1~̇ω1, (22)

kde dostáváme explicitní tvar pro moment síly soustavy hmotných bod· vyjád°ený v po-
hyblivé soustav¥ sou°adnic. Tento vztah (22) následn¥ pozd¥ji je²t¥ upravíme.

2.1.7.1 Matice rotace - explicitní tvar

Nyní se vrátíme k matici rotace R, kterou de�nujeme jako

R = Rx(α)Ry(β)Rz(γ),

R =

1 0 0

0 cα −sα
0 sα cα


 cβ 0 sβ

0 1 0

−sβ 0 cβ


cγ −sγ 0

sγ cγ 0

0 0 1

 = [~s1, ~s2, ~s3],

(23)

kde sm = sin(m), cm = cos(m), α, β, γ jsou p°íslu²né úhly otá£ení dle os x, y, z a vektory
~s1, ~s2, ~s3 reprezentují sloupce dané matice rotace.

Po roznásobení matic Rx(α)Ry(β)Rz(γ) dostáváme matici rotace R ve tvaru

R =

 cβcγ −cβsγ sβ

sαsβcγ + cαsγ −sαsβsγ + cαcγ −sαcβ
−cαsβcγ + sαsγ cαsβsγ + sαcγ cαsβ

 . (24)
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Pokud aplikujeme matici rotace R na zm¥nu orientace magnetického dipólové momentu,
je magnetický dipólový moment ~µ ur£ený konkrétním permanentním magnetem

~µ =
~s3
|~s3|
|~µ|, (25)

kde |~µ| = konstanta.

2.1.8 Newton-Eulerova metoda

P°i tvorb¥ pohybových rovnic vyuºijeme základních princip· Newton-Eulerovy metody.

• Jestliºe t¥leso 1 p·sobí na t¥leso 2 silou f a momentem τ , potom t¥leso 2 p·sobí
na t¥leso 1 silou −f a momentem −τ .

• �asová zm¥na hybnosti t¥lesa je rovna celkové síle f p·sobící na t¥leso

d(m~v)

dt
= ~f, (26)

kde m je hmotnost t¥lesa a ~v je vektor rychlosti t¥lesa.

• �asová zm¥na momentu hybnosti t¥lesa je rovna celkovému momentu p·sobícímu
na t¥leso

d(J0~ω)0
dt

= ~τ0, (27)

kde J0 je moment setrva£nosti t¥lesa (matice setrva£nosti) v inerciální soustav¥
jejíº po£átek je v t¥ºi²ti t¥lesa, ~ω0 je úhlová rychlost t¥lesa a ~τ0 je celkový moment
p·sobící na t¥leso.

Hlavní komplikace v pouºití rovnice (27) je ta skute£nost, ºe moment setrva£nosti J0 není
v £ase obecn¥ konstantní, ale platí pro n¥j

J0 = RJRT , (28)

kde R je p°íslu²ná matice rotace a J je moment setrva£nosti v soustav¥ pevn¥ spojené
s t¥lesem (po£átek soustavy je v t¥ºi²ti t¥lesa).

Pro vy°e²ení této komplikace je jednou z moºností p°epsat rovnici (27) do soustavy
pevn¥ spojené s t¥lesem. Takto dostáváme

J~̇ω + ~ω × (J~ω) = ~τ . (29)

kde J je (konstantní) matice setrva£nosti t¥lesa v soustav¥ pevn¥ spojené s t¥lesem, ~ω je
úhlová rychlost (v tomto p°ípad¥) vyjád°ena v pohyblivé soustav¥ (pevn¥ spojené s t¥le-
sem) a ~τ je je moment vyjád°ený téº v pohyblivé soustav¥.

Poznámka. �len ~ω × (J~ω) p°edstavuje gyroskopický £len.
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2.1.8.1 Odvození rovnice (29)

Poslední úkolem bude odvození rovnice (29). Následn¥ budeme mít jiº v²e pot°ebné
k tvorb¥ samotného matematického modelu.

Nech´ R je rota£ní matice ur£ující orientaci pohyblivé soustavy vzhledem k inerciální
(pevné) soustav¥. Odvozením (16) lze získat

ṘRT = ω̂0 (30)

a sou£asn¥ platí
~ω0 = R~ω, (31)

kde ~ω0 je úhlová rychlost vyjád°ená v inerciální (pevné) soustav¥ a ~ω je úhlová rychlost
vyjád°ená v pohyblivé soustav¥ sou°adnic.

Tedy v inerciální soustav¥ pro moment hybnosti platí, ºe

~L = RJRT~ω0 = RJRTR~ω = RJ~ω, (32)

derivováním obdrºíme

d

dt
~L = ṘJ~ω +RJ~̇ω. (33)

Nebo´
ω̂0 = ṘRT ⇒ Ṙ = ω̂0R (34)

m·ºeme (33) upravit na
d

dt
~L = ω̂0RJ~ω +RJ~̇ω. (35)

Dále lze rovnici (35) vynásobit zleva RT , £ímº postupn¥ dostáváme

RT d

dt
~L = RT ω̂0RJ~ω + J~̇ω,

RT d

dt
~L = (R̂T~ω0)J~ω + J~̇ω,

RT d

dt
~L = ω̂J~ω + J~̇ω,

RT d

dt
~L = ~ω × (J~ω) + J~̇ω.

(36)

�ímº jsme odvodili poslední pot°ebnou rovnici pro popis pohybu levitujícího permanent-
ního magnetu.
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Poznámka. V p°edchozím odvození (36) byla pouºita identita

RâRT = (R̂~a), (37)

kde ~a p°edstavuje libovolný vektor.

K úplnosti uvedeme její d·kaz. Pro libovolný vektor ~b platí, ºe

RâRT~b = R(~a×RT~b),

RâRT~b = (R~a)× (RRT~b),

RâRT~b = (R~a)×~b,

RâRT~b = (R̂~a)~b,

(38)

kde jiº dostáváme

RâRT = (R̂~a).

2.2 Odvození modelu

Pro lep²í analýzu chování celé magnetické levitace nejd°íve pouºijeme zjednodu²ený mo-
del - levitace nabité £ástice, kde platí podobné zákony, ov²em v mnohem jednodu²²í form¥.

Vzhledem k vysoké náro£nosti rovnic bylo v²e po£ítáno v Maplu(v²echny skripty jsou
sou£ástí práce na p°iloºeném CD).

2.2.1 Levitace nabité £ástice v elektrickém poli

Protoºe si nejd°íve odvodíme mnohem jednodu²²í model levitace nabité £ástice v elektric-
kém poli, musíme doplnit n¥kolik pot°ebných vztah·, tyto vztahy budou blíºe popisovat
silové p·sobení.

2.2.1.1 Základní vztahy

Zde se blíºe zam¥°íme na sílu, která p·sobí v elektrickém poli, a na intenzitu elektrického
pole.

Tedy, síla ~F p·sobící na náboj q pohybující se rychlostí ~v v elektrickém poli ~E a magne-
tickém poli ~B je dána následujícím vztahem

~F = q( ~E + ~v × ~B). (39)
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Obrázek 29: Nabitá £ástice

Síla F p·sobící mezi dv¥ma bodovými náboji je ur£ena dle vztahu

F =
kq1q2
r2

=
1

4πε0

q1q2
r2

, kde k =
1

4πε0
= 9 ∗ 109Nm2c−2, (40)

kde q1 a q2 jsou velikosti jednotlivých náboj·, r je jejich vzdálenost a ε0 je permitivita
vakua.

Pro popis elektrického pole, jako v p°ípad¥ magnetického pole, nám slouºí tzv. inten-
zita pole.

Intenzita elektrické pole ~E v bod¥ A ve vzdálenosti r od bodového náboje q je ur£ena
dle vztahu

~E =
kq

r2
~r

r
, (41)

kde k je dáno vztahem (40), ~r je pr·vodi£ový vektor mezi bodem A a nábojem q a r = |~r|.

V elektrickém poli, které indukuje více náboj·, platí princip superpozice, tudíº nap°í-
klad pro dva náboje platí

~E = ~E1 + ~E2 =
kq1
r21

~r1
r1

+
kq2
r22

~r2
r2
. (42)

Výslednou sílu p·sobící v bod¥ A v elektrickém poli ~E na náboj q lze psát i jako

~F = q ~E. (43)

Následující obrázek 30 ilustruje princip superpozice pro dva náboje q1 a q2.
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Obrázek 30: Princip superpozice v bod¥ A se dv¥ma náboji q1 a q2

Jelikoº jiº máme v²echny pot°ebné vztahy, m·ºeme p°istoupit k samotné tvorb¥ ma-
tematického modelu.

2.2.1.2 Model

Nyní jsme jiº schopni vytvo°it jednoduchý model pro levitování nabité £ástice v elek-
trickém poli. Ten bude tvo°it trojice bodových náboj· s °iditelným nábojem a jeden
konstantn¥ nabitý bodový náboj.

Obrázek 31: Levitace nabité £ástice v elektrickém poli

Na obrázku 31 je vid¥t rozloºení jednotlivých náboj· a taktéº následující vztahy
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~a =

R0
0

 ,~b =

−Rcos(π/3)

Rsin(π/3)

0

 ,~c =

−Rcos(π/3)

−Rsin(π/3)

0

 , ~r =

x1x2
x3

 ,
A, B, C reprezentují polohu jednotlivých nabitých £ástic, qa, qb, qc jsou jejich p°íslu²né
velikosti náboj·, které jsou °iditelné - £asov¥ prom¥nné, P je poloha levitované £ástice
s nábojem q - £asov¥ stálým a hmotností m.

Nyní p°istoupíme k odvození stavového modelu ze vztah· v kapitole 2.2.1.1.

Silové p·sobení na elektrický náboj v bod¥ P je dáno vztahem ~F = ~Fa + ~Fb + ~Fc,
kde jednotlivé sloºky jsou

~Fa = q
kqa
|~r − ~a|2

(~r − ~a)

|~r − ~a|
= qa

[
kq

|~r − ~a|3

]
(~r − ~a) = qa

[
kq

[(x1 −R)2 + x22 + x23]
3/2

]x1 −Rx2

x3

,

~Fb = qb

[
kq

[(x1 +Rcos(π/3))2 + (x2 −Rsin(π/3))2 + x23]
3/2

]x1 +Rcos(π/3)

x2 −Rsin(π/3)

x3

,

~Fc = qc

[
kq

[(x1 +Rcos(π/3))2 + (x2 +Rsin(π/3))2 + x23]
3/2

]x1 +Rcos(π/3)

x2 +Rsin(π/3)

x3

,

Uvaºujeme-li gravita£ní sílu, dostáváme vztah pro celkovou sílu

~F = ~Fa + ~Fb + ~Fc +

 0

0

−mg

 = m~̈r =

f1f2
f3

.
Protoºe je elektrický náboj symetrický a nezáleºí tedy na jeho nato£ení, není nutné uva-
ºovat moment síly, £ímº se nám model podstatn¥ zjednodu²í.
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Jednotlivé stavy systému zvolíme následovn¥

x1 = x,

x2 = y,

x3 = z,

x4 = ẋ1,

x5 = ẋ2,

x6 = ẋ3,

ẋ1 = x4,

ẋ2 = x5,

ẋ3 = x6,

ẋ4 = m−1f1,

ẋ5 = m−1f2,

ẋ6 = m−1f3.

Nyní p°ikro£íme k linearizaci v rovnováºném stavu a lineární stavový model bude
hotov.

2.2.1.3 Linearizace

P°istoupíme k tvorb¥ stavové reprezentace modelu. Tento model bude ve tvaru

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (44)

y(t) = Cx(t), (45)

kde x ∈ Rn je stavový vektor, u ∈ Rm je vektor vstupu, y ∈ Rl je výstupní vektor a A,
B, C jsou konstantní a reálné matice.

Rovnováºný stav, kde pro zjednodu²ení výpo£t· volíme x3 = R, je dán jako

x1 = 0,

x2 = 0,

x3 = R,

x4 = 0,

x5 = 0,

x6 = 0,

kde R bylo vypo£teno pomocí Maple, R = 0.03256777813 m.

Linearizaci provedeme standardním zp·sobem, kterou lze najít na p°iloºeném CD. Li-
nearizovaná stavová reprezentace systému bez °ízení s parametry
g = 10m/s2,
k = 1.1010,
m = 0.001 kg,
q = 0.000001 C,
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qa = 1.10−9 C, qb = 1.10−9 C, qc = 1.10−9 C
vypadá následovn¥

ẋ

ẏ

ż

ẍ

ÿ

z̈


=



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0.0768 0 0 0 0 0

0 0.0768 0 0 0 0

0 0 −0.154 0 0 0





x

y

z

ẋ

ẏ

ż


+



0 0 0

0 0 0

0 0 0

−33.105 16.105 16.105

0 −28.105 28.105

33.105 33.105 33.105




ua

ub

uc

 ,

(46)

y =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1





x

y

z

ẋ

ẏ

ż


. (47)

�ímº jsme získali linearizovaný model v rovnováºném stavu, který lze nyní pouºít na nej-
r·zn¥j²í experimenty.

2.2.2 Magnetická levitace permanentního magnetu

Nyní p°istoupíme k mnohem sloºit¥j²ímu problému - tvorb¥ matematického modelu pro mag-
netickou levitaci permanentního magnetu.

2.2.2.1 Model

Z p°edchozích vztah· jsme jiº schopni vytvo°it matematický model pro magnetickou le-
vitaci, kde pro jednoduchost nahradíme model permanentního magnetu a cívek modelem
magnetického dipólu. Magnetický dipól nám zachovává základní fyzikální principy mag-
netismu a zárove¬ poskytuje men²í výpo£etní náro£nost.

Rozmíst¥ní cívek je podobné jako v p°ípad¥ levitace nabité £ástice. Obrázek 32 popisuje
celkovou kon�guraci systému.
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Obrázek 32: Levitace permanentního magnetu mezi 3 cívkami

Na obrázku 32 jsou následující parametry modelu

~a =

R0
0

 ,~b =

−Rcos(π/3)

Rsin(π/3)

0

~c =

−Rcos(π/3)

−Rsin(π/3)

0

 ~r =

x1x2
x3

 ,
|~a| = |~b| = |~c| = R,
~µa = ~naia , ~naua,
~µb = ~nbib , ~nbub,
~µc = ~ncic , ~ncuc,

A, B, C reprezentují polohu jednotlivých dipól·, ia, ib, ic jsou vstupní proudy cívek, ua,
ub, uc jsou vstupy systému, ~na, ~nb, ~nc jsou orientace dipólových moment· model· cívek,
~µa, ~µb, ~µc jsou dipólové momenty jednotlivých dipól·, P je poloha levitovaného dipólu,
µ je jeho dipólový moment a m je jeho hmotnost, J je moment setrva£nosti válce - uva-
ºujeme válcovitý tvar magnetu.

Nyní p°ikro£íme k odvození pohybových rovnic modelu.

Pro transla£ní pohyb platí

~F = ~Fa + ~Fb + ~Fc +

 0

0

−mg

 = m~̈r =

f1f2
f3

,
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kde jednotlivé sloºky jsou

~Fa = F (~r − ~a, ~µa, ~µ),

~Fb = F (~r −~b, ~µb, ~µ),

~Fc = F (~r − ~c, ~µc, ~µ).

Obecný vztah pro sílu ~Fn je dán jako

~Fn(~r, ~m1, ~m2) =
3µ0

4π|r|5

[
(~m1 · ~r)~m2 + (~m2 · ~r)~m1 + (~m1 · ~m2)~r −

5(~m1 · ~r)(~m2 · ~r)
|r|2

~r

]
.

Jelikoº má dipólový moment modelu permanentního magnetu daný sm¥r a záleºí tedy
na jeho nato£ení v prostoru, musíme uvaºovat i moment síly ~MG, který reprezentuje ro-
ta£ní pohyb a je dán následujícím vztahem

~MG = ~µ× ( ~Ba + ~Bb + ~Bc) = ~µ× ~B,

kde jednotlivé sloºky jsou

~Ba = ~B(~r − ~a, ~µa),

~Bb = ~B(~r −~b, ~µb),

~Bc = ~B(~r − ~c, ~µc).

Obecný vztah magnetickou intenzitu ~Bn je dán vztahem

~Bn = ~B(~r, ~mn) =
µ0

4π

(
3~r(~mn · ~r)
|r|5

− ~mn

|r|3

)
,

Dipólový moment levitujícího dipólu ~µ lze psát jako

~µ = ~µ0 = R|~µ|

00
1

.
Ob¥ pohybové rovnice mají tedy tvar

~F = m~̈r,
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~MG =
d

dt
~LG =

M1

M2

M3

.
Posledním krokem je vyjád°ení momentu hybnosti ~LG. Moment hybnosti permanentního
magnetu kolem t¥ºi²t¥ je de�nován jako

~LG = RJ1RT~ω0,

kde J je tenzor - moment setrva£nosti válce, ten je ur£en vztahem

J =


1

12
mh2 +

1

4
mρ2 0 0

0
1

12
mh2 +

1

4
mρ2 0

0 0
1

2
mρ2


a

ω̂ =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 = ṘRT =⇒ ~ω0 =

ω1

ω2

ω3

 ,
kde h a ρ jsou rozm¥ry permanentního magnetu válcového tvaru - h je vý²ka a ρ je polo-
m¥r magnetu.

Nyní máme jiº v²echny pot°ebné rovnice a p°istoupíme k tvorb¥ stavového modelu.
Pro v¥t²í názornost následuje graf magnetického pole generovaného t°emi de�novanými
magnetickými dipóly (obrázek 33).

Obrázek 33: Sm¥rové pole magnetické indukce generované 3 magnetickými dipóly (stejný
vstup proudu I)
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Poznámka. Obrázek 33 ilustruje sm¥rové pole magnetické indukce generované 3 mag-
netickými dipóly, v²echny vektory mají stejnou délku, jsou ale orientovány v prostoru,
proto se jeví jako r·zn¥ dlouhé.

Jednotlivé stavy systému ur£íme následovn¥

x1 = x,

x2 = y,

x3 = z,

x4 = α,

x5 = β,

x6 = γ,

x7 = ẋ1,

x8 = ẋ2,

x9 = ẋ3,

x10 = ẋ4,

x11 = ẋ5,

x12 = ẋ6,

ẋ1 = x7,

ẋ2 = x8,

ẋ3 = x9,

ẋ4 = x10,

ẋ5 = x11,

ẋ6 = x12,

ẋ7 = m−1f1,

ẋ8 = m−1f2,

ẋ9 = m−1f3,

˙x10 = M1(α),

˙x11 = M2(β),

˙x12 = M3(γ),

kdeM1(α),M2(β),M3(γ) jsou jednotlivé sloºky momentu síly vyjád°ené pro konkrétní
úhly.

2.2.2.2 Linearizace

Jelikoº máme v²e pot°ebné, m·ºeme p°ikro£it k linearizace systému v rovnováºném stavu.

Nyní lze jiº vytvo°it stavovou reprezentaci modelu. Tento model bude ve tvaru

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (48)

y(t) = Cx(t), (49)

kde x ∈ Rn je stavový vektor, u ∈ Rm je vektor vstupu, y ∈ Rl je výstupní vektor a A,
B, C jsou konstantní a reálné matice.
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Rovnováºný stav, kde pro zjednodu²ení výpo£t· volíme x3 = R, vypo£teme jako

x1 = 0,

x2 = 0,

x3 = R,

x4 = 0,

x5 = 0,

x6 = 0,

x7 = 0,

x8 = 0,

x9 = 0,

x10 = 0,

x11 = 0,

x12 = 0,

kde R bylo vypo£teno pomocí Maple, R = 0.02286519667 m.

Posledním krokem bude výpo£et samotných matic A a B, celý postup nalezneme na p°i-
loºeném CD.

Matice linearizovaného systému s parametry
ua = 1, ub = 1, uc = 1,

~na = ~nb = ~nc = [0 0 1]

g = 9.81 m/s2,

m = 0.00267 kg,
µ = 0.09,

h = 0.002 m,
ρ = 0.015 m
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vypadají následovn¥

A =



0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1394.368 0 0 0 −4.905 0 0 0 0 0 0 0

0 1394.368 0 4.905 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −2788.736 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 86686.303 0 −2642.799 0 0 0 0 0 0 0 0

−86686.303 0 0 0 −2642.799 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



, (50)

B =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

9.809 −4.905 −4.905

0 8.4957091972689366641 −8.495

3.269 3.269 3.269

0 2288.731 −2288.731

−2642.799 1321.399 1321.399

0 0 0



, (51)

C = I, (52)

kde I je jednotková matice s rozm¥ry 12x12, uvaºujeme tedy v²echny stavy pozorovatelné.

Matematický model je úsp¥²n¥ hotov a nyní budu následovat vytvo°ení °ídícího algoritmu
pro stabilizaci systému.
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3 �ízení systému

Hlavním úkolem °ídícího algoritmu je stabilizovat permanentní magnet v rovnováºném
stavu, který byl vypo£ten v kapitole 2.2.2. K tomuto úkolu je vyuºito metod modálního
°ízení, resp. p°i°azení Jordanovy formy stavovou zp¥tnou vazbou. Tento problém popisuje
£lánek [12].

3.1 Analýza systému - Magnetická levitace permanentního mag-

netu

P°ed návrhem °ídícího algoritmu je nejd°íve nutné ur£it n¥kolik základních vlastností
systému, abychom mohli následn¥ pouºít správné metody a postupy pro jeho návrh.

3.1.1 Stabilita systému

V první °ad¥ ov¥°íme stabilitu systému, pokud bude systém nestabilní, je nejd°íve nutné
ho pat°i£ným °ídícím algoritmem stabilizovat.

Zavedeme si tedy pojem stabilita systému.

De�nice 3.1. Stabilita

Polynom p(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ...+ an budeme nazývat stabilní (nebo také Hurwitz·v),
jestliºe v²echny jeho ko°eny (nuly) leºí v levé otev°ené polorovin¥ (LOP) komplexní roviny,
tj. jestliºe jejich reálné £ásti jsou záporné. [14]

Budeme uvaºovat autonomní LTI systém popsaný stavovou rovnicí

ẋ(t) = Ax(t), y(t) = cx(t), (53)

kde x ∈ Rn,A ∈ Rn×n, c ∈ Rn a Det(zI − A) = a0z
n + a1z

n−1 + ...+ an.

Vlastní £ísla matice A musí být v levé otev°ené polorovin¥ komplexní roviny, aby byla
matice A stabilní.

Vyuºijeme jiº vypo£tenou matici dynamiky A získanou linearizací (50) v rovnováºném
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bod¥, kde její vlastní £ísla jsou

38.6920611143339173 + 0 i

38.6920611216396466 + 0 i

−38.6920611143335407 + 0 i

−38.6920611216396679 + 0 i

−3.13423903975170642× 10−22 + 52.3975829289257931 i

−3.13423903975170642× 10−22 − 52.3975829289257931 i

2.88065648321591888× 10−22 + 52.3975829286786450 i

2.88065648321591888× 10−22 − 52.3975829286786450 i

−9.86463315102455320× 10−14 + 52.8084853395925933 i

−9.86463315102455320× 10−14 − 52.8084853395925933 i

−6.10202944276247164× 10−20 + 0 i

0 + 0 i



, (54)

které jsou rozloºeny v komplexní polorovin¥ následujícím zp·sobem

Re
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Obrázek 34: Vlastní £ísla matice dynamiky A

Z £ehoº je vid¥t, ºe vlastní £ísla matice dynamiky A neleºí pouze v levé komplexní
stabilní polorovin¥ a tudíº je matice A nestabilní. Tento problém dále vy°e²íme p°i°azením
Jordanovy formy stavovou zp¥tnou vazbou pro matici dynamiky uzav°eného systému.
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3.1.2 �iditelnost systému

Dal²í d·leºitou vlastností je °iditelnost systému. Pokud by nebyl systém °iditelný nebo ale-
spo¬ jeho £ást, nebyli bychom schopni ºádným °ídícím algoritmem jeho stavy ovliv¬ovat.
Zavedeme si dal²í pojem °iditelnosti systému.

De�nice 3.2. �iditelnost

Systém (A,B),A ∈ Rn×n,B ∈ Rn×m je °iditelný, jestliºe pro libovolný po£áte£ní stav x0
existuje °ízení u na kone£ném intervalu, které p°evádí stav x0 do po£átku stavového pro-
storu. [14]

Systém je °iditelný práv¥ tehdy, jestliºe má matice °iditelnosti plnou °ádkovou hodnost,
tj. rank[B AB ... An−1B] = n.

�iditelnost systému vypo£teme pomocí Maplu p°íkazem

Rank(ControllabilityMatrix(A, B)),

kde nám vy²la hodnost matice °iditelnosti 10. Jelikoº má ale systém hodnost 12 (6 stup¬·
volnosti), znamená to, ºe jeden stupe¬ volnosti systému nejsme schopni °ídit. Vzhle-
dem k symetrii uvaºovaného magnetu, kterým levitujeme, p°edpokládáme, ºe nebudeme
schopni °ídit rotaci okolo osy z a její úhlovou rychlost. Tento p°edpoklad si ov¥°íme tvor-
bou tzv. neúplného stavového popisu, kde nebudeme uvaºovat rotaci okolo osy z, ani její
úhlovou rychlost. Pro tento p°ípad matice systému vycházejí následovn¥

An =



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1394 0 0 0 −54
11

0 0 0 0 0

0 1394 0 54
11

0 0 0 0 0 0

0 0 −2788 0 0 0 0 0 0 0

0 86686 0 −2642 0 0 0 0 0 0

−86686 0 0 0 −2642 0 0 0 0 0



, (55)
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Bn =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

157
16

−54
11

−54
11

0 17/2 −17/2

36
11

36
11

36
11

0 2288 −2288

−2642 1321 1321



. (56)

Nyní provedeme stejný postup jako v p°ípad¥ úplného stavového popisu, hodnost
matice °iditelnosti nám nyní vy²la 10. Ná² neúplný stavový popis má také hodnost 10,
coº znamená, ºe nejsme schopni °ídit práv¥ rotaci okolo osy z a její úhlovou rychlost.

3.2 Návrh °ídícího algoritmu

Jak jiº bylo vý²e uvedeno, na °ízení systému magnetické levitace permanentního magnetu
vyuºijeme modálního °ízení. Tento termín je moºno objasnit tím, ºe pól·m odpovídají
p°íslu²né vlastní volné pohyby systému, které se £asto nazývají módy [13]. Standardní
metoda modálního °ízení je p°i°azení pólu stavovou zp¥tnou vazbou. P°ísn¥j²ím poºadav-
kem je pak p°i°azení Jordanovy formy. V na²em p°ípad¥ máme dv¥ moºnosti, m·ºeme
uvaºovat pouze 5 stup¬· volnosti systému (neúplný stavový popis) nebo pouºít neúplné
p°i°azení Jordanovy formy.

My vyuºijeme neúplného p°i°azení Jordanovy formy stavovou zp¥tnou vazbou a bu-
deme tedy uvaºovat v²ech 6 stup¬· volnosti systému. Nejd°íve si tento zp·sob de�nujeme.

De�nice 3.3. Neúplné p°i°azení Jordanovy formy stavovou zp¥tnou vazbou

Je dán spojitý t-invariantní systém popsaný rovnicemi

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).

Stavovou zp¥tnou vazbu de�nujeme jako

u(t) = Fx(t), F ∈ Rm×n. (57)

Hledáme v²echny stavové zp¥tnovazební matice F ∈ Rm×n, které pat°í do mnoºiny

Fs(A,B,L) ,

{
F ∈ Rm×n : (A+BF ) ∼

[
L ∗
0 ∗

]}
, (58)
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kde L ∈ Rs×s je daná reálná Jordanova forma, pro s platí, ºe 1 ≤ s < n, coº je neúplné
p°i°azení Jordanovy formy a ∗ ozna£uje libovolnou reálnou matici vhodných rozm¥r·
a symbol ∼ ozna£uje relaci podobnosti matic. Bliº²í rozbor a pojednání o tom, kdy je
mnoºina Fs(A,B,L) neprázdná vysv¥tluje £lánek [12].

Pro výpo£et stavové zp¥tné vazby jsme vyuºili knihovnu JordanFormAssignment,
která byla vytvo°ena jako sou£ást práce [15] pro Maple a Matlab. Jak jiº bylo vý²e zmí-
n¥no, tak matice dynamiky A (50) je nestabilní. Pro její stabilizaci je nejprve nutno ur£it
Jordanovy bloky s ºádanými póly, které budeme p°i°azovat. �ádané póly jsme zvolili jako
kombinaci dvou komplexn¥ sdruºených pól· −30 ± 30i a dvojnásobného reálného pólu
-40. Jordanovy bloky vypadají následovn¥

J =


 −30 30

−30 −30

 ,

 −40 1

0 −40

 ,

 −30 30

−30 −30

 ,

 −40 1

0 −40

 ,

 −30 30

−30 −30


 . (59)

P°i°azujeme tedy jen 10 vlastních £ísel, 2 vlastní £ísla nelze p°i°adit, jelikoº reprezentují
6. ne°iditelný stupe¬ volnosti systému. Protoºe se jedná o neúplné p°i°azení Jordanovy
formy, vyjdou nám volné parametry β, které zvolíme nulové, aby ná² regulátor neovliv-
¬oval 6. ne°iditelný stupe¬ volnosti systému. Navrºený stavový regulátor má tvar

F =



−194.80 0 100.75 0 1.0306 0 −5.2620 0.0 −6.1117 0 0.015780 0

97.402 −168.70 100.57 −0.89251 −0.51529 0 2.6310 −4.5569 −6.1108 −0.013665 −0.0078898 0

97.402 168.70 100.57 0.89251 −0.51529 0 2.6310 4.5569 −6.1108 0.013665 −0.0078898 0


.

(60)

Tento regulátor je schopen stabilizovat permanentní magnet v rovnováºném stavu za p·-
sobení krátkodobých konstantních poruch (naráºení do magnetu neferomagnetickým ma-
teriálem).

Obrázek 35: Stavový zp¥tný regulátor - stabilizace - schéma Simulink
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Pokud bychom cht¥li vytvo°it jednoduchou polohovou regulaci na²eho modelu, lze
upravit p°edchozí schéma lineární stavové zp¥tné vazby na obrázku 35 následujícím zp·-
sobem

Obrázek 36: Stavový zp¥tný regulátor - polohová regulace - PD - schéma Simulink

Na obrázku 36 je P proporcionální £ást, D je deriva£ní £ást a yref je poºadovaný výstup.

Tento regulátor nám v²ak nezaru£í p°esnou polohovou regulaci na poºadovanou hod-
notu, pokud bychom cht¥li p°esn¥j²í polohovou regulaci, musíme ná² regulátor roz²í°it
o integra£ní sloºku.

.

Obrázek 37: Stavový zp¥tný regulátor - polohová regulace - PID - schéma Simulink

Na obrázku 37 nám P zna£í proporcionální £ást, D deriva£ní £ást, I integra£ní £ást,
yref je poºadovaný výstup a F̃ je nový stavový regulátor.

Pro tento p°ípad je ov²em nutno p°epo£ítat i regulátor, který nyní musí obsahovat
i integra£ní £ást. Proto je pro výpo£et regulátoru nutné roz²í°it i p·vodní stavový popis
(48), (49) následujícím zp·sobem

ẋe =

[
A 0

C 0

]
xe +

[
B

0

]
u, (61)
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y(t) =

[
C 0

0 I

]
xe (62)

a °ízení de�nujeme jako
u = F̃ xe, (63)

kde xe = [x, z]T , ẋ = Ax+Bu, y = Cx a ż = y.
Posledním krokem bude ov¥°ení námi navrºených regulátor· - F a F̃ . Regulátor F̃ bude
dopo£ten dále.
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4 Simulace systému s °ízením

K simulaci na²eho °ídícího algoritmu jsme vyuºili nadstavbu programovacího prost°ední
Matlab - Simulik. V první £ásti se bude zabývat stabilizací p°i p·sobení poruch a ve druhé
vyuºijeme regulátor· na polohovou regulaci k °ízení na námi poºadovanou hodnotu. V po-
slední °ade aplikujeme na²e regulátory na nelineární model systému a zhodnotíme jeho
vlastnosti.

4.1 Simulace stabilizace - lineární model

Poznámka. Pro následující simulace byl pouºit neúplný stavový popis - (55), (56), kde jsme
nebrali v úvahu ²estý stupe¬ volnosti systému, který nejsme schopni °ízením ovlivnit.

Na následujícím obrázku 38 lze vid¥t schéma získané ze Simulinku, které vyuºijeme
pro na²e simulace.

Obrázek 38: Stavový zp¥tný regulátor - stabilizace - Simulink schéma

Stavový model je zatíºen obecnou chybou, kterou reprezentuje sou£in Bvv(t), stavový
model se zp¥tnou vazbou a obecnou chybou lze de�novat vztahy

ẋ(t) = (A+BuF )x(t) +Bvv(t), (64)

y = Cx(t),

kde matice Bu = B, Bv je matice, která reprezentuje p·sobení poruch na systém a vektor
v(t) p°edstavuje vektor poruch.
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Pro demonstrování funk£nosti provedeme následující externí silové p·sobení poruchy,
kterou m·ºeme vid¥t na obrázku 39.
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Obrázek 39: Porucha v £ase t = 0.1 - osy x, y, z

Následnou reakci systému se stavovým zp¥tnovazebním regulátorem lze pozorovat
na obrázku 40.
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Obrázek 40: Odregulování skokové poruchy - v osách x,y,z
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V dal²ím grafu p·sobíme pouze na zrychlení otá£ení magnetu v osách x a y - α̈ = 10

rad.s−1 a β̈ = 20 rad.s−1.
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Obrázek 41: Odregulování skokové poruchy - v α, β

4.2 Simulace polohové regulace - lineární model

Jak bylo jiº vý²e uvedeno, pro polohovou regulaci budeme vyuºívat dvou typ· regulá-
tor·. Jelikoº tyto regulátory zatím aplikujeme jen na lineární model systému, je z°ejmé,
ºe pokud bude regulátor správn¥ fungovat, bude schopen dosáhnout libovolné referen£ní
hodnoty. Av²ak musíme respektovat realitu, kde bude pravd¥podobn¥ magnetem moºné
manipulovat jen ve velmi malém okolí rovnováºného bodu.

Následují schémata zapojení regulátor· v Simulinku. První (obrázek 42) pracuje na prin-
cipu PD regulátoru, kdeºto druhý (obrázek 43) navíc vyuºívá i integra£ní sloºku - PID
regulátor.

Poznámka. Pro následující simulace byl pouºit neúplný stavový popis - (55), (56), kde jsme
nebrali v úvahu ²estý stupe¬ volnosti systému, který nejsme schopni °ízením ovlivnit.
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Obrázek 42: PD regulace na konstantní hodnotu - Simulink schéma

Obrázek 43: PID regulace na konstantní hodnotu - Simulink schéma

Poznámka. V²echny následující grafy zobrazují odchýlení od rovnováºného stavu, tj.
x = 0, y = 0, z = R,
α = 0, β = 0,
ẋ = 0, ẏ = 0, ż = 0,
α̇ = 0, β̇ = 0,
kde R = 0.02286519667 m.
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4.2.1 PD regulace

Pro tento zp·sob regulace jsme vyuºili stavový regulátor (60) vypo£tený pro stabilizaci
v rovnováºném stavu. �lo o jednoduchou modi�kaci (obrázek 36), kdy jsme od výstupu
ode£etli pouze referen£ní signál a do regulátoru jsme zavedli jednu £ást signálu pro £ást
stavu bez derivací a druhou £ást signálu práv¥ pouze s derivacemi. Protoºe ov²em p°ed-
pokládáme, ºe v²echny stavy známe, je toto schéma (obrázek 36) v podstat¥ totoºné
se stabilizací magnetu podle obrázku 35. Vzhledem k absenci integra£ní sloºky nejspí²e
nedosáhneme referen£ního signálu p°esn¥.
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Obrázek 44: Regulace na konstantní hodnotu (yref = [0.001, 0.001, 0, 0, 0]) - PD

Jak je z obrázku 44 vid¥t, referen£ní hodnotu se nám s PD regulátorem (obrázek 42)
nepoda°ilo dosáhnout. Také je pot°eba vzít do úvahy to, ºe pokud je systém °iditelný
nebo alespo¬ podmnoºina jeho stav·, neznamená to, ºe jsme schopni tyto stavy udrºet
na p°edem poºadované konstantní hodnot¥. Následuje dal²í obrázek 45, kde je tentokrát
poºadavek na zm¥nu úhl· α a β.
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Obrázek 45: Regulace na konstantní hodnotu (yref = [0, 0, 0, 0.001, 0.001]) - PD

Ani v tomto p°ípad¥ jsme nebyli úsp¥²ní, ov²em stavový regulátor s integra£ní sloºkou,
jak lze dále v kapitole 4.2.2 vid¥t, je schopen této problém vy°e²it.

4.2.2 PID regulace

Po roz²í°ení matic A a B dle vztahu (61) jsme vypo£etli nový stavový regulátor. Díky
tomuto roz²í°ení, bychom m¥li být schopni jednotlivé stavy lépe °ídit. Matice dynamiky
A a matice °ízení B jsme dopo£etli dle vztah· (62). Nyní mají matice A a B hodnost 15.

Po vypo£tení matice °iditelnosti a její hodnosti pomocí Maplu p°íkazem

Rank(ControllabilityMatrix(A, B)),

jsme dosp¥li k záv¥ru, ºe její hodnost je rovna 13. Coº znamená, ºe jsme schopni p°esn¥
°ídit pouze 3 stavy, jelikoº roz²í°ení o integra£ní sloºku aplikujeme na stavy x, y, z, α a β.

Na základ¥ sérií experimentálních simulací, které jsou sou£ástí p°iloºeného CD, jsme
zjistili, ºe jsme schopni v okolí rovnováºného stavu ovlivnit libovolné 3 poºadavky regu-
lace na konstantní hodnotu najednou. Tedy pokud nebudeme uvaºovat stav γ, který je
ne°iditelný, m·ºeme ovlivnit 3 stavy z libovolné kombinace x, y, z, α, β. Následuje n¥kolik
p°íklad· pro lep²í p°edstavu o tomto problému.
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Obrázek 46: Regulace na konstantní hodnotu (yref = [0.001, 0.001, 0.001, 0, 0]) - PID

Na obrázku 46 m·ºeme vid¥t, ºe stavy x, y, z splnili poºadavky referen£ního signálu,
ov²em na úkor zbylých stav· systému - α a β. Pro toto °ízení byl pouºit regulátor s pa-
rametry


−115.6 −147.5 52.38 −0.4216 0.7813 −3.503 −3.193 −6.931 0.005092 0.01832 711.6 −1436.0 −1450.0

22.40 −69.12 −146.0 −0.5931 −0.2901 0.9866 −2.375 −10.23 −0.01699 −0.01039 −704.8 936.4 −7407.0

−245.9 713.0 −221.4 2.515 0.5186 −4.895 16.48 −11.49 −0.004568 −0.01930 −3206.0 5124.0 −9669.0


,

(65)

kde byly p°i°azeny následující Jordanovy bloky
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]
.

(66)
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Obrázek 47: Regulace na konstantní hodnotu (yref = [0, 0, 0, 0.001, 0.001]) - PID

Naproti tomu na obrázku 47 jsme °ídili kombinaci stav· α, β, pro tuto variantu má
regulátor parametry



−386.0 38.41 100.8 0.1416 1.588 −11.13 1.166 −6.116 −0.002094 0.002936 −4.035 −25.12

127.3 −326.0 100.8 −1.337 −0.6193 3.547 −9.387 −6.116 −0.002879 −0.006174 21.13 3.311

300.9 20.69 100.8 0.4746 −1.140 8.868 0.01199 −6.116 0.02385 0.005258 19.97 25.67


, (67)

s p°i°azenými Jordanovy bloky
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Následuje poslední obrázek regulace na konstantní hodnotu, kde byly °ízeny stavy α, β, z.
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Obrázek 48: Regulace na konstantní hodnotu (yref = [0, 0, 0.001, 0.2, 0.1]) - PID

Pro kombinaci °ízení stav· α, β, z jsme pouºili regulátor s parametry


−115.6 −147.5 52.38 −0.4216 0.7813 −2.838 −4.531 −6.931 0.01008 0.02080 19.70 9.760 −1450.0

22.40 −69.12 −146.0 −0.5931 −0.2901 0.3327 −1.501 −10.23 −0.02023 −0.01281 −12.85 −9.667 −7407.0

−245.9 713.0 −221.4 2.515 0.5186 −7.885 21.25 −11.49 −0.02230 −0.03039 −70.30 −43.98 −9669.0


,

(69)

kterému jsme p°i°azovali Jordanovy bloky
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(70)

Na p°iloºeném CD jsou dopo£teny i jiné r·zné kombinace. Pokud jsme cht¥li °ízením
ovlivnit více neº 3 stavy systému, jednalo se uº o neúplné p°i°azení Jordanovy formy
a bylo by nutno n¥jaký parametr volit nulový, aby regulátor neovliv¬oval dále uº ne°idi-
telné stavy.

4.3 Nelineární systém - aplikace regulátor·

Posledním krokem je aplikování regulátor· na nelineární model systému, který se více
blíºí realit¥ neº linearizovaný model. Nejd°íve aplikujeme stavový regulátor na stabilizaci
a ve druhém kroku vyzkou²íme PID regulaci na konstantní hodnotu. Dle p°edpoklad·
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by regulace na konstantní hodnotu m¥la fungovat pouze pro malé okolí rovnováºného
stavu, jelikoº byl regulátor navrºen pro linearizovaný model.

Poznámka. Pro následující simulace byl pouºit neúplný stavový popis, kde jsme nebrali
v úvahu ²estý stupe¬ volnosti systému, který nejsme schopni °ízením ovlivnit.

4.3.1 Stabilizace

Na²ím cílem bude ov¥°ení, zda-li je stavový regulátor (60) schopen stabilizovat perma-
nentní magnet v rovnováºném stavu, ve kterém se provád¥la linearizace systému.

.

Obrázek 49: Schéma zapojení nelineárního systému - Simulink

Na obrázku 49 je vid¥t zapojení nelineárního systému získaného z programu Matlab -
Simulink. Vzhledem k velké délce rovnic jsme byli nuceni zapsat tyto rovnice do skriptu,
který byl následn¥ zavolán funk£ním blokem Interpreted MATLAB Fcn.

Následují grafy demonstrují pouºití stavového regulátoru (60) navrºeného pro lineární
systém. V p°ípad¥ lineárního systému jsme mohli uvaºovat teoreticky libovolné po£áte£ní
podmínky nebo externí silové p·sobení a regulátor byl schopen v²e stabilizovat. V ne-
lineárním systému se ov²em musíme omezit pouze na malé okolí rovnováºného bodu,
jelikoº je systém v ostatních místech siln¥ nelineární a regulátor by zde nebyl schopen
stavovou zp¥tnou vazbu systém stabilizovat.
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Obrázek 50: Nelineární systém - stabilizace z nenulových po£áte£ních podmínek
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Obrázek 51: Nelineární systém - stabilizace z nenulových po£áte£ních podmínek
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V p°ípad¥ obrázku 50 jsme jako po£áte£ní podmínky zvolili

x = 0.001 a z = R + 0.001,

kde R = 0.02286519667 m. Na druhém tj. 51 jsme volili po£áte£ní podmínku

z = R + 0.009,

pro R platí R = 0.02286519667.

Pro úsp¥²nou stabilizaci je nutné se v p°ípad¥ polohových stav· x, y, z drºet do výchylky
maximáln¥ 0.01 m od po£áte£ního stavu.

4.3.2 Regulace na konstantní hodnotu

Jak jiº bylo vý²e zmín¥no, vyuºijeme PID regulátor, jehoº schéma s nelineárním modelem
systému je na obrázku 52.

Obrázek 52: Schéma zapojení nelineárního systému - Simulink - varianta pro x, y

V simulaci se zam¥°íme na pohyb v rámci os x,y a jejich rotaci, tj. úhly α a β. Jak jsme
si jiº potvrdili stabilizací systému v kapitole 4.3.1, jako referen£ní hodnotu musíme volit
pouze malé okolí rovnováºného stavu. Na následujících dvou obrázcích demonstrujeme
funkci stavového regulátoru s p°idanou integra£ní sloºkou.

61



t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

vz
dá

le
no

st
 [m

] /
 ú

he
l [

ra
d]

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

x
y
z
alpha
beta

(a) Celá simulace
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(b) Detail na ustálený stav

Obrázek 53: Nelineární systém - polohová regulace - PID
yref = [0.001, 0.001, R, 0, 0]
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Obrázek 54: Nelineární systém - polohová regulace - PID
yref = [0, 0, R, 0.1, 0.1]

R p°edstavuje rovnováºný stav pro osu z.
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5 Výsledky práce

V první °ad¥ byla práce v¥nována návrhu zp¥tnovazebního algoritmu pro stabilizaci per-
manentního magnetu mezi soustavou cívek. Navrºený regulátor byl navrºen pro rovno-
váºný stav, který byl k tomuto ú£elu vypo£ten. Samotný regulátor funguje velice p°esn¥
na linearizovaném modelu, kde je schopen velice rychle a p°esn¥ kompenzovat vn¥j²í p·-
sobení sil - poruch.

Stejn¥ dob°e pracuje stavový regulátor ke stabilizaci v nelineárním systému. Musí
ov²em být brán v úvahu pouze omezený pracovní prostor. Díky tomu, ºe je regulátor
navrºen pouze v rovnováºném bod¥, dokáºe kompenzovat poruchy a zadané po£áte£ní
podmínky pouze ve vzdálenosti do 1 cm.

Následovalo navrhnutí regulátoru pro polohovou regulaci. Jako první moºnost byla
zvolena jednoduchá modi�kace (PD regulátor) stavového zp¥tnovazebního regulátoru,
ten ov²em nebyl schopen na poºadované hodnoty správn¥ reagovat. Ve v²ech p°ípadech
stabiln¥ dosáhl jiných hodnot.

Druhou variantou bylo roz²í°ení regulátoru o integra£ní sloºku, kde byl vytvo°en PID
regulátor. Ten jiº pracoval správn¥, ale pouze pro libovolnou kombinaci 3 stav· krom¥
ne°iditelného 6. stupn¥ volnosti. To vyplývá z hodnosti matice °iditelnosti, kdy vy²la
hodnost 13. Protoºe byl uvaºován neúplný stavový popis systému s integra£ní sloºkou,
tak pro °ízení v²ech 5 stup¬· volnosti by matice °iditelnosti musela mít hodnost 15.

Posledním testem bylo aplikování PID regulátoru na nelineární systém. V tomto p°í-
pad¥ byla práce zam¥°ena na pohyb v rámci os x, y a jejich rotaci, tj. α a β. Jak je
z obrázk· 53 a 54 vid¥t, v²echny stavy se dostaly do p°edem dané referen£ní polohy. Op¥t
bylo nutné se vzhledem k silné nelinearit¥ omezit na malé okolí rovnováºného bodu, kde je
jiº moºnost se s magnetem v t¥chto stavech libovoln¥ pohybovat.

Pro budoucí aplikaci byla provedena analýza vhodných aproximací cívky pomocí mag-
netického dipólu. Byly zvoleny dva zp·soby - volba vhodné cívky, která by co nejlépe
odpovídala magnetickému dipólu, a aproximace cívky pomocí více magnetických dipól·.
Jako nejvhodn¥j²í zp·sob pro pozd¥j²í aplikaci na reálný systém se jeví druhá varianta,
kde bylo dosaºeno v pracovním prostoru velmi dobrých aproximací. Jednalo se o umíst¥ní
magnetických dipól· po obvodu horní a dolní podstavy pomyslné cívky, kde horní a dolní
£ást dipól· m¥la opa£ný dipólový moment. Pro dostate£nou aproximaci sta£ilo umístit
dipóly p°esn¥ naproti danému pracovnímu bodu.
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6 Diskuze

Soustava cívek a permanentního magnetu, kde byl vyuºit model magnetických dipól·,
se skládá ze t°í cívek umíst¥ných ve vrcholech rovnostranného trojúhelníku a jednoho vál-
cového permanentního magnetu. Samoz°ejm¥ toto není jediná moºná kombinace. V rámci
této bakalá°ské práce byla navíc zkoumána soustava ²esti cívek umíst¥ných do ²estiúhel-
níku a soustava dvou trojúhelník·, vno°ených do sebe, kde byl kaºdý vrchol tvo°en cívkou.
V²echny tyto skripty jsou sou£ástí p°iloºeného CD.

Bylo zji²t¥no, ºe £ím více cívek je symetricky umíst¥no, tím pomalej²í vlastní £ísla
matice dynamiky A systém má. Dal²ím aspektem k prozkoumání by bylo roz²í°it magnet
na malou soustavu magnet· umíst¥nou na malé kost°e. To by mohlo zajistit mnohem
lep²í vlastnosti a bylo by pravd¥podobn¥ moºné soustavou magnet· po podloºce sloºené
z cívek lépe pohybovat, coº by zajisté znamenalo zm¥nit kon�guraci cívek. Vhodnou
variantou se jeví hustá m°íºka sloºená z mnoha symetricky umíst¥ných cívek. Ov²em
tato modi�kace by znamenala mnohonásobn¥ v¥t²í výpo£etní náro£nost a také mnohem
sloºit¥j²í diferenciální rovnice popisující daný systém.
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7 Záv¥r

Práce pojednává o problému aktivní stabilizace soustavy cívek s magnetem pomocí p°i-
°azení Jordanovy formy stavovou zp¥tnou vazbou.

Byl vytvo°en matematický model soustavy cívek a permanentního magnetu s vyuºitím
zákon· elektromagnetismu. Matematický model popisuje silové p·sobení cívek na perma-
nentní magnet v prostoru, cívky i permanentní magnet byly pro ú£ely této práce modelo-
vány malými proudovými smy£kami - magnetickými dipóly. Pro ú£ely tvorby stavového re-
gulátoru byl celý systém linearizován v rovnováºném bod¥ a následn¥ p°i°azena Jordanova
forma stavovou zp¥tnou vazbou kv·li stabilizaci systému, který by byl jinak nestabilní.
Samotná tvorba algoritmu °ízení je rozd¥lena na dv¥ £ásti, v první je hlavním poºadavkem
stabilizace systému, která byla ve druhé £ásti roz²í°ena o regulaci na konstantní hodnotu.

Celý algoritmus °ízení byl otestován na nelineárním systému, kde byl vyuºit jak navr-
ºený stavový regulátor, tak i jeho roz²í°ená varianta s integrátory.
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Seznam symbol·, veli£in a zkratek

F - síla [N ]
B - magnetická indukce [T ]
M - moment síly [Nm]
I - proud [A]
J - moment setrva£nosti [kg.m2]
µ0 - permeabilita vakua [H.m−1] ( 4π.10−7 H.m−1)
ω - úhlová rychlost [rad.s−1]
L - moment hybnosti [kg.m2.s−1]
E - intenzita elektrického pole [V.m−1]
v - rychlost [m.s−1]
Maglev - magnetická levitace, vysokorychlostní vlaky
AMB - active magnetic bearing
DSP - digital signal processor
LOP - levá otev°ená polorovina
LTI - linear time-invariant
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