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Abstrakt

Cilem této préce je seznamit ctenafe s problematikou evoluéni dynamiky z pohledu teorie
her. Prvni ¢ast prace obsahuje zakladni pojmy tykajici se populacnich her. V dalsi kapitole
predstavime dvé evolucni dynamiky - replikdtorovou dynamiku a Smithovu dynamiku. Na
prikladech si demonstrujeme jejich rozdilné chovani a popiseme jejich zakladni vlastnosti.
Jako posledni se podivame na hry, kde bude uzitek dan parametrem. V tomto ptripadé nas
budou zajimat zmény v Nashovych rovnovahach a stabilité stacionarnich bodu.

Klicova slova: teorie her, popula¢ni hry, evoluéni dynamika, replikatorova dynamika,
Smithova dynamika, bifurkace



Abstract

This work’s aim is above all to acquaint the reader with the issues connected to evolutio-
nary dynamics from perspective of game theory. In the beginning of the thesis we introduce
basic concepts regarding population games. In the next chapter we describe two evolutio-
nary dynamics - replicator dynamic and Smith dynamic. We use a few examples to show
differences in their behavior and to demonstrate their basic properties. In the end we add a
parameter into the payoff matrix and we study changes in Nash equilibriums and stability
of stationary points.

Keywords: game theory, population games, evolutionary dynamics, replicator dynamic,
Smith dynamic, bifurcation
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Kapitola 1

Uvod

Teorie her je sirokou védni disciplinou, ktera ma své vyuziti napiiklad v ekonomii nebo
v biologii. Velké mnozstvi moznosti, které struktury danych her mohou mit, dava i nescetné
mnozstvi pohledi, jak 1ze na teorii her nahlizet. V této préaci se zamérime na klasické jedno-
populaéni hry se tfemi strategiemi. Zakladni pojmy této problematiky shrneme v rychlosti
v Kapitole 2.

Nejdulezitéjsi casti této prace je Kapitola 3. Jak uz nazev bakalarské prace napovida,
v této kapitole nam pujde o srovnani zéakladnich evolu¢énich dynamik. Jednou z nich bude
replikatorova dynamika, kterd predstavuje Darwinovské pojeti evoluce a druhou bude
Smithova dynamika. Na uvedenych piikladech budeme demonstrovat jejich vlastnosti a
chovéni. Budeme tesit hlavné stabilitu stacionarnich bodu a to, zda odpovidaji tyto body
Nashovym rovnovaham.

Jako posledni v této praci nahlédneme do problematiky bifurkaci. Konkrétné budeme
resit priklad, ve kterém bude uzitek nékterych strategii urcen parametrem. V zavislosti na
tomto parametru budeme fesit zménu v rovnovahach a stacionarnich bodech.

Vypocty a simulace byly provedeny v programu Matlab, v jednom piipadé v Mathe-
matice. Soubory se zdrojovymi kédy jsou soucasti prilozeného CD.



Kapitola 2

Populaéni hry

2.1 Jednopopulaéni hry

Na zacatku si v rychlosti zadefinujeme zakladni pojmy vztahujici se k popula¢nim hram.
Uvazujme jednu populaci hract, jejichz pocet je N. Tito hraci maji moznost volit si (¢istou)
strategii, kterou budou vyuzivat pii hrani. Mnozinu téchto strategii, ktera je pro vSechny
hréce stejnd, oznacime S = {1,...,n}. Pocet hracu hrajicich strategii ¢ € S je n;. Pomeér
jednotlivych strategii v populaci muzeme popsat vektorem x, jez nalezi stavovému pro-
storu X" = {x € R} : " , x; = 1}. Jednotlivé slozky (fddkového) vektoru x lze vyjadrit
jako z; = %£. Jednopopulaéni hru budeme popisovat uzitkovou matici A € R™™ (pro
vicepopulac¢ni hry bychom potfebovali vice uzitkovych matic). Prvek a; ;, 4,7 € S udava
uzitek, ktery ziska hra¢ hrajici strategii ¢, pokud se stfetne se souperem hrajicim strategii
j.

Definujme obecnou uzitkovou funkci F : X" — R"™. Slozky Fj(x) (zkrdcené F;)
predstavuji uzitek pro hrace hrajici strategii ¢, kdyz rozdéleni strategii v populaci je x.
Vyuzitim prvka uzitkové matice A dostavame predpis Fj(x) = Z?Zl a; jx ;. Vektorove

F(x) = Ax". (2.1)

Piiklad 1. Uvazujme jednopopulaéni hru se dvéma strategiemi {1, 2} a s uzitkovou matici

A:(gg).

Pro rozdéleni populace x dostavame uzitkovou funkci F = Ax”, tj.
a b T axy, + bxsy
F = = .
c d Ta cxy + dxo

Otézka, kterd prirozené vyvstava z Piikladu 1, je, jaké strategie by meéli hraci zvolit,
aby jejich uzitek byl co nejvyssi. Abychom byli schopni na tuto otazku odpovédét, musime
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nejprve presné urcit, jakym zpusobem bude dochézet k interakci jednotlivych hracua z dané
populace.

Definice 1. (statickd hra) Stietnuti dvou nebo vice hracu, ktefi si jednorazové zvoli svoji
strategii, pficemz nevi o volbach svych soupefu, nazveme statickou hrou. [2, Kapitola 4]

Poznamka 1. Dulezitym predpokladem ve statické hie je racionalita hracu. To znamena,
ze jedinym kritériem pfi volbé strategii je maximalizace svého uzitku.

Hraci z dané populace spolu tedy hraji statickou hru. Pokud nebude feceno jinak,
omezime se vzdy na stretnuti pouze dvou hracu. Nyni se podivame, jak lze statickou hru
dvou hrac¢u vyhodné matematicky zapsat a poté se zamérime na feSeni této hry.

Piiklad 2. Uvazujeme statickou hru dvou hracu se tfemi strategiemi {1,2,3}. Hréce si
ozna¢ime pismeny «, 5. Tito hraci patii do stejné populace, coz znamena, Ze jejich uzitky
plynou z uzitkové matice A. Vime, Ze prvek a;; udava uzitek, ktery ziskd hrac hrajici
strategii ¢, kdyz soupei hraje strategii j. Odtud plyne, Ze souperl ziskd uzitek a;;. Aby
toto bylo vidét hned na prvni pohled, vytvotime tzv. bimatici. To je matice, kterda bude
mit v kazdé buiice jak prvek a;;, tak prvek a;;. Tuto bimatici oznacime A5 a budeme ji
zapisovat do tabulky nasledujicim zpusobem:

B
1 2 3
Q 1l aii;a11 | arpsa0:1 | aig;as;:
2 a2,1;Q1,2 | A22;022 | A23; 03,2
3 | asy;arg | asp;azs | azz;ass

Hrace a potom nazveme tadkovym hracem a jeho uzitky se tidi ,levymi“ prvky v
jednotlivych bunkach. Hrac g je sloupcovy hrac a vyuziva ,pravé prvky*.
[ |

Ptestoze oba hraci v jednopopulacni statické hie pouzivaji stejnou uzitkovou matici A,
pfi bimaticovém zéapisu je pro sloupcového hrace matice A transponovand. Proto zavedeme
nové oznaceni

AT = B,

kde b; ; (i,7 € S) budou jednotlivé prvky matice B. Potom bimatice z Piikladu 2 bude mit
nasledujici tvar:

B
1 2 3
a 1l ay;big | aig;big | aiszibig
2| ag13021 | a22;022 | a23; 023
3 a31; 53,1 as,2; 53,2 as,3; b3,3

Polozme si nyni otazku, jak budou hraci volit své strategie, aby pro né byly optimalni.
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Jejich volba bude vychazet z feseni této hry. Podivejme se, jak 1ze k tomuto feSeni dojit.
Predpokladejme, ze existuje strategie, kterd dava hraci vzdy vyssi uzitek nez ostatni stra-
tegie bez ohledu na to, jakou strategii hraji soupefi.

Definice 2. (dominantni strategie) Rekneme, 7e strategie i* € S ostre, respektive neostre
dominuge strategii ¢ € S, pokud

Qx5 > Qg5 VJ € S,

respektive
Qgx Z Q5 5 VJ S S.
2, Kapitola 4]
Samoziejmeé plati, ze pokud strategie ¢* dominuje strategii ¢ pro hrace «, plati toto i
pro hrace .
Jak ale vyTesit statickou hru, ve které nebude existovat dominantni strategie? Odpoveéd
na tuto otdzku ndam da nasledujici definice.

Definice 3. (¢istd Nashova rovnovdha) Rekneme, ze dvojice (Gistych) strategii (i*,j*) je
cista Nashova rovnovdha, pokud

Qi g+ Z Qj g+ Vi c S

bi*,j* > bz’*,j VJ es.
2, Kapitola 4]

Jinak Tec¢eno, hra¢ nema pobidku, zménou vlastni strategie, si polepsit. Nashova rov-
novaha je zakladnim stavebnim kamenem pro celou teorii her.

Priklad 3. Necht S = {1,2,3} je mnozina strategii v jednopopulaéni hie s uzitkovou
matici

1
A= 2
5

O = BN
o0 3 W

Uvazujme statickou hru dvou hracu z této populace. Nasim zamérem je urcit feSeni této
hry. Sestavme bimatici AA:

1 2 3
11 L1]2;2)3:5
2122|4476
3193|6788

,Levé“ prvky bimatice A porovname tadkové a podtrhneme si vzdy nejvyssi prvek.
To samé udélame s ,,pravymi® prvky, ale porovnavame sloupcové. Tedy
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1 2 3
1111122135
212244176
31536788
Podle Definice 3 podtrzeni obou prvku na jedné pozici predstavuje Nashovu rovnovdhu.

V nasem piipadé je rovnovéahou kombinace strategii (3,3). Navic snadno ur¢ime, ze stra-
tegie 3 je dominantni strategii.

V predchozim prikladu jsme si ukazali, jak 1ze nalézt Nashovu rovnovahu. Rozeberme
ale jesté nasledujici priklad.

Priklad 4. Méjme obdobné zadani jako v Piikladu 3, ale uvazujme jinou uzitkovou bima-
tici. Rovnou si podtrhneme nejvyssi prvky v jednotlivych fadcich a sloupcich.

1 2 3

1100 |1;-1]-1;1
2|-1;11 0,0 | 1;-1
3| L-1)-1;11] 0,0

Vidime, ze ,podtrhavaci metodou jsme rovnovahu nenasli, piesto tato hra rovnovahu
ma. Podivejme se tedy na nasledujici definici.

Definice 4. (smiSend strategie) Necht S = {1,...,n} je mnozina strategii, které hra¢ muze
pouzivat. Rekneme, ze vektor

o= (P(1),..P(n))

je smiSend strategie, pokud P (1), ..., P (n) oznacuji pravdépodobnosti, s jakymi hra¢ hraje
jednotlivé strategie z mnoziny S. [2, Kapitola 2]

Mnozinu vSech smiSenych strategii oznac¢ime ¥ (Pro jednopopulaéni hru mame opét
pouze jednu matici ¥ spole¢nou pro vsechny hrace). Snadno navic odvodime, ze smiSend
strategie je vlastné zobecnénim ¢Gisté strategie. Cistou strategii i totiz lze zapsat jako
smiSenou strategii, kde pravdépodobnosti P(j) = 0 pro vSechna j € S, j # i a P(i) = 1, tj.
(0,...,1,...,0). Vztah mezi mnozinami S a ¥ je tedy samoziejmé: S C X. Cistou strategii
zapsanou ve smyslu smiSenych strategii oznac¢ime e;.

Jelikoz Definice 3 uvazuje pouze cisté strategie, je nutné ji rozsitit i na mnozinu
smiSenych strategii. Nejprve urceme, jak zjistit uzitek hrace « hrajiciho strategii o, kdyz
soupef [ hraje strategii 5. Obecny uzitek hréce a lze urcit pouzitim uzitkové funkce (2.1),
kam za x dosadime pravée strategii og, tj. F(o3). Konkrétnf hodnotu uzitku pro hrace a a
jeho strategii o, zjistime jako

g aF(O’ ﬁ).
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Definice 5. (smisend Nashova rovnoviha) Rekneme, Ze dvojice (smiSenych) strategii
(07, 0%) je smisend Nashova rovnovdha, pokud

o, F(os) > 0. F(o;) Vo, €X,

o;F(o;) > osF(0;,) Vos e X
2, Kapitola 4]

Poznamka 2. Definice 5 je zobecnénim Definice 3. Proto v dalsich castech tohoto textu
budeme pouzivat oznaceni Nashova rovnovéaha, respektive pouze rovnovaha ve smyslu De-
finice 5.

V tomto okamziku umime nalézt vSechny Nashovy rovnovahy, které muze staticka hra
obsahovat. Vratme se tedy zpét k Prikladu 4. Vime, Ze rovnovahu pouze z ¢istych strategii
tato hra nema. Pokusme se nalézt rovnovahu mezi smiSenymi strategiemi. Oznac¢me p, q
respektive r pravdépodobnosti, se kterymi budou hraci hrat strategie 1, 2 respektive 3.

p q r
1 2 3
p|1]00 |L-1]-1;1
-1;1 1 00 | 1;-1
r|3|1L;-1]-1;1| 00

Poznamka 3. Hodnoty p, ¢ a r predstavuji pravdépodobnosti, proto p + ¢ + r = 1, resp.
r=1—-p—gq.

Rekli jsme, ze kombinace uréitych strategif je Nashova rovnovéha, pokud si hréé zménou
vlastni strategie nemuze polepsit. Z pohledu hrace « to znamen4, ze hleddme rozdéleni stra-
tegil soupete [ tak, aby uzitky F; hrace « byly pro vSechny strategie stejné (maximadlni).
Hodnotu tohoto hledaného uzitku si oznacime u. Vyuzitim vztahu (2.1), do kterého do-
sadime za x pravdépodobnostni rozdéleni (p,q,1 — p — q), dostaneme nasledujici soustavu
rovnic:

u=q—1l+p+g,
u=-p+1l-p—gq,
u=p-—q.

Kotreny této soustavy jsou p = %, q= % a u = 0. Uzitek samotny nas nezajima, dulezité jsou
hlavné pravdépodobnosti p a ¢, pomoci nichz dopoc¢teme pravdépodobnost r. Vysledkem

je smisena strategie (%, %, %) Protoze se jedna o jednopopula¢ni hru, pro druhého hréce
bychom dostali totoznou soustavu. Nez ale fekneme, Ze kombinace ((3,3,3), (5,3.3)) je
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opravdu Nashova rovnovéha, musime provést nasledujici ivahu. Vypisme si jednotlivé

uzitky F; pro rozdéleni (%, %, %)
Fy = 07
F2 - 07
F3 = 0.

Odtud jasné plyne, ze druhy hrac si zménou vlastni strategie nemuze polepsit, a proto je
kombinace ((3, 3, 3), (3,3, 3)) opravdu Nashova rovnovéha této hry.
|
Aby nedoslo v nasledujicich kapitolach k nedorozuméni, udélejme malou odbocku.
Hru v Prikladu 4 jsme fesili pomoci pravdépodobnostniho rozdéleni (p, ¢, r) namisto po-
pula¢niho rozdéleni x. V podstaté ale oba vektory predstavuji tu samou véc. Rozdéleni
strategii (p,q,r), které predstavuje ve statické hie Nashovu rovnovahu, je zaroven op-
timdlnim rozdélenim strategii v dané populaci, tj. (p,q,7) = %, a proto je jedno, jaké
(pravdépodobnostni) rozdéleni vlastné pouzijeme k feseni konkrétni hry.



Kapitola 3

Evoluéni dynamika

Na rozdil od statického pojeti her, kde spolu hraji hraci pouze v jednom kole, v dy-
namickém pojeti mezi sebou hraci hraji vicekrat a maji moznost ménit svoji strategii.
Motivaci pro tento prechod je pravé fakt, ze hrac¢i mohou béhem hrani zménit svoji strate-
gii a nas zajima, jakym zpusobem se bude vyvijet, respektive meénit rozdéleni jednotlivych
strategii v populaci a zda budou zachovany stejné rovnovazné stavy jako u statickych her.

K popisu téchto dynamickych her vyuzivame v praxi obvykle deterministické modely
urcené diferencialnimi rovnicemi. Jelikoz se jedna o nelinearni diferencialni rovnice, presné
explicitni Feseni neni vétsinou k dispozici. Nicméné analyza stability (napiiklad pomoci
linearizace) nebo numerické fesice ndm umoznuji dobfe porozumét chovani téchto model.

3.1 Prumérova dynamika

V nasledujici ¢asti se podivame, jak lze postupovat pii odvozovani dynamickych modelu
pro jednopopula¢ni hry. Jak jsme uvedli na zacatku, v dynamické hie se spolu béhem
urcité doby stiretavaji hraci, ktefi maji moznost ménit svoji strategii. Uvazujme tedy néjaké
pravidlo p, které udava, podle ¢eho tak budou ¢init.

Definice 6. (revizni pravidlo) Revizni pravidlo p je zobrazeni p : R" x X — R™*". Slozky
pi;(m(x),x) nazveme intenzitami prechodu ze strategie ¢ € S na strategii j € 5, kde 7 (x)
predstavuje obecnou uzitkovou funkei. [1, Kapitola 3]

Obvykle budeme uzitkovou funkci 7r(x) vztahovat pravé k nasi uzitkové funkei F(x).
Ke konkrétnim volbam reviznich pravidel p(m(x),x) (zkracené pouze p) se ale vratime
pozdéji.

7 Definice 6 vime, na zakladé ¢eho dochazi v populaci ke zménam strategii a jsme
tedy schopni mapovat jednotlivd rozdéleni x; predstavujici stavy populace v case t € Rf
(oznaceni R piedstavuje kladnd realnd ¢isla véetné nuly). Tento ndhodny proces lze popsat
obecnéji zavedenim néasledujictho pojmu.

Definice 7. (Markovsky tetézec) Systém ndhodnych velicin {M;, ¢t > 0} se nazyva
Markouvsky Tetézec se spojitym ¢asem a mnozinou stava X", jestlize pro vsSechna
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X,y,X1,....,X € X" a vSechna 0 < t; < ¢, < ... < t, < s < t, pro kterd
P(M; = x,M;, = Xy, ..., My, =x3) > 0, plati

P(M; = y|Xs =x, My, = X, ... My, =x1) =P (M, = y|M; =x). (3.1)
3, Kapitola 3]

Vztah (3.1) vyjadiuje Markovskou vlastnost, coz znamend, ze pravdépodobnost stavu
v budoucim ¢ase t, zndme-li stav v pfitomném case s a stavy z minulych casu t, ..., 11, je
stejnd, jako kdyz zname jen stav v piitomném case. [3, Kapitola 3|

Chépat muzeme nés ndhodny proces {M,} asi takto. Jednotlivi hraci dostavaji
prilezitosti k hrani hry. Tyto prilezitosti jsou navzdjem nezavislé a jejich ¢etnost ma expo-
nencidlni rozdéleni F s parametrem \. [1, Kapitola 3] nebo [3, Kapitola 3] Jejich soupef je
vybran nahodné a na zakladé revizniho pravidla p si hrac s urcitou pravdépodobnosti zméni
svoji strategii. Na dalsim piikladu se podivame, jak lze konkrétné tuto pravdépodobnost
urcit. Zasadni bude volba parametru .

Priklad 5. Uvazujme mnozinu stavu (strategii) S = {1,2, 3} Markovského fetézce {M,}

s reviznim pravidlem

p= (3:2)

Ut = Ot
=N W
[NCREN B N

Reknéme, ze nahodny proces {M,} je na pocatku ve stavu 1, tj. My = 1. Vime, Ze v tomto
stavu stravi prumeérné dobu % (toto odpovidé sttedni hodnoté exponencialniho rozdéleni
s parametrem \). Nasim zdmérem je urcit pravdépodobnosti pfechodi mezi jednotlivymi
strategiemi, abychom byli schopni mapovat dalsi vyvoj tetézce {M,}. K tomu vyuzijeme
pravé intenzity prechodu p;; a prumérny Cas straveny v kazdém stavu % Provedme tedy
nasledujici volbu:

A>max » pj(m(x), %), (3.3)
X, 7,0 o5
V nasem piipadé (3.2) muzeme tedy brat v ivahu hodnoty A > 11. Zvolme hned tu prvni

moznou, tj. A = 11 a vyndsobme revizni pravidlo p stfedni hodnotou E(E) = % = 1—11, t].

5 3 2
1 111 121 171
5 4 2
11 11 11

Nyni udélejme s matici (3.4) jesté jednu nutnou upravu. Diagondlni prvky této matice
nahradme rozdilem 1 — + > i1 Pigs b

P= (3.5)

oo
jefeses
[FER=

—_
=
—
=
=
—

10
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Matice (3.5) definovand v Prikladu 5 se nazyvéa matice pravdépodobnosti prechodu P
mezi strategiemi z mnoziny S.

Definice 8. (matice prav. prechodi) Matici P nazveme matici pravdépodobnosti prechodi
mezi strategiemi z mnoziny S, pokud pro slozky p; ; plati

1 o,
pz‘,jZXPz’,j i # 7,
1 & ,
Pz,izl—xzpm i F )
j=1

Poznamka 4. Volba parametru A (popséna v [1, Kapitola 3]) podle vztahu (3.3) spolu
se zménou diagondlnich prvku byla nutné z toho duvodu, aby matice P byla stochastickd
matice, tj. aby platilo, ze

me =1 Vie S,
jes
Jinymi slovy, kazdy ftadek matice pravdépodobnosti prechodu P predstavuje

pravdépodobnostni rozdéleni.

Poznamka 5. Predpokladejme, ze plati nasledujici rovnost:
Zpi’j(ﬂ(x),x) = A pro vSechny w(x) e R",x € X" ai € S. (3.6)
jes

V tomto ptipadé pro diagonalni prvky revizniho pravidla p plati:

Z Pijs

JES,j#i

z,z /1\)0” 1—-— Z pz,j

JES,H&Z
a neni jiz tedy tifeba provadét zmeénu diagonalnich prvki p. Obecné jinak hodnoty p;; pro
nas nemaji zadny vyznam.

t.

Aplikujme nase zavéry na puvodni ndhodny proces {M,}. Pokud hra¢ hrajici strategii
t € S obdrzi moznost hrat hru, zmeéni svoji strategii na j # ¢ s pravdépodobnosti p; ; = %Pi,j
a pokracuje v hrani 7 s pravdépodobnosti p; ; = 1 —i Z?Zl i, kde j # 1. Cas, ktery uplyne
mezi touto zménou, se 7idi exponencidlnim rozdélenim E s parametrem A. Jak ale pozdéji
ukazeme, nebude ve vysledku na tomto ¢ase zalezet. Nds budou totiz zajimat jen jednotlivé
stavy {M;} a ne doba, kterou fetézec v téchto stavech stravi. Pojdme se tedy podivat na
pravdépodobnosti prechodu mezi témito stavy.
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3.1. PRUMEROVA DYNAMIKA

Poznamka 6. Je nutné rozliSovat mezi pravdépodobnostmi prechodi mezi jednotlivymi
strategiemi a pravdépodobnostmi prechodu mezi jednotlivymi stavy samotného tetézce
{M.}.

Piiklad 6. (Zadani tohoto piikladu prevzato z [1, Kapitola 9]) Uvazujme rozdéleni x € X
populace o velikosti N, uzitkovou funkei 7r(x) a ¢as 73, ktery uddva prichod k-té piilezitosti
k hrani hry. Pravdépodobnost, ze pro tuto prilezitost bude vybran hrac hrajici strategii ¢
je x;. Checeme urcit pravdépodobnost prechodu ze stavu x ke stavu y € X.

;

ZL‘prL7 TX), X . .
](A( ) ) 7yzx+%<ej_ei)7]$éza
Tipig(w(x),x)
P(M7k+1ZY|M7—k:X): 1_j§S' )\ 7X_Y’j$é2’
0 jinak.

\

Pokud plati vztah (3.6) potom dostdvame pravdépodobnost

zipij(w(%),X), y =x+ (e —€),j #1,
P (MWH = Y|Mﬂc = X) = ZL’Z‘pM(ﬂ'(X),X) y X =Y,

0 jinak.
[ |

Vyuzitim pfedchozich poznatku o ndhodném procesu {M,;} se pokusme aproximovat
jeho trajektorii néjakym deterministicky uréenym predpisem. Rekli jsme, ze piflezitosti k
hrani ptrichazeji nezavisle na sobé s exponencialnim rozdélenim s parametrem \. Chceme
urcit, kolik takovych prilezitosti piijde béhem ¢asového intervalu [0, ¢]. Lze ukazat, Ze tento
pocet se Tidi Poissonovym rozdélenim P, kde E(P) = At je stfedni hodnota rozdéleni P.
[1, Kapitola 9]

Uvazujme tedy néjaky velmi maly ¢asovy okamzik dt, béhem néhoz chceme urcit trajek-
torii procesu {M,}. Vime, ze kazdy hra¢ obdrzi primérné \dt piflezitost! k hrani. Reknéme
dale, ze soucasné rozdéleni populace je x. Prumérny pocet prilezitosti pro hréace, ktefi hraji
strategii ¢ € S je potom piiblizné

Nz;\dt. (3.7)
Pfiblizné proto, ze rozdéleni populace x se muze béhem doby dt zménit. Jelikoz uvazujeme
dobu dt pouze velmi malou, bude i predpokladand zména v x velmi maléd. Pravdépodobnost
prechodu mezi strategiemi 7,5 € S jsme urcili vyse jako %pm. Touto pravdépodobnosti
rozsitime vztah (3.7), tj.

Nl'ipi’jdt, (38)
a dostaneme piiblizny prumérny pocet prechodu ze strategie ¢ na strategii j béhem doby
dt pri velikosti populace N. Podobné vytvorme predpis pro priblizny prumeérny ptirustek
ve hrani strategie ¢. Tedy

Nzjp;dt. (3.9)

12



3.1. PRUMEROVA DYNAMIKA

Vyuzitim vztahu (3.8) a (3.9) jsme schopni uréit, ze piibliznéd ocekdvana zmeéna v poctu
hracu hrajicich strategii ¢ béhem okamziku dt je

n;, = NZ£]pJ,2dt — NZQTZpl,]dt,

JeS JjeS

1

N E Tipjaidt — E z;p; dt,
jeSs JjeS

T

a E LjPji — E LiPi,j
jeS jes

Bi= > Tipii— Y Tipigs
jes jes

kde ; znaci derivaci poméru hracu hrajicich strategii ¢ podle casu t. Dulezitym
predpokladem pro tuto uvahu byl fakt, ze velikost populace N jsme limitné zvétsili, coz
zajistilo, ze pocet ocekavanych prechodu mezi jednotlivymi strategiemi béhem malého
okamziku dt byl veliky.

V této fazi jsme konecné schopni definovat predpis pro zdkladni deterministickou dy-
namiku, ktera je zalozena na obecném reviznim pravidle p.

Definice 9. (primeérovd dynamika) Necht x je rozdéleni strategii v populaci, F(x) je
uzitkova funkce populaéni hry a p(F(x),x) revizni pravidlo. Potom

T = Z z;p;i(F(x),x) — x; Z pi;(F(x),x) (3.10)
jes jeS
je priumérova dynamika. [1, Kapitola 3|

Prvni suma ve vztahu (3.10) znaéi prirustek v poc¢tu hracu hrajicich strategii ¢, zatimco
druhd suma znaéf jejich odbyt. Zaved me nové oznaceni, ve kterém prepiseme vztah (3.10)
vektoroveé, tj.

%x = DF(x). (3.11)

O tom, ze Markovsky fetézec {M,} opravdu aproximuje prumérovou dynamiku D¥ (x)
hovoii nasledujici véta.
Véta 1. Méjme Markovsky retézec {M,} a lipsitzovsky spojitou prumérovou dynamiku
D¥ (x). Necht pocatecni podminka My = x, konverguje k uréitému stavu y € X a necht
{Xt}+>0 je TeSenim prumeérové dynamiky (3.11) s pocatetni podminkou xy. Potom pro
vsechna T' < 0o a € > 0 plati

lim P sup [M; —x¢| <e] =1. (3.12)
N—o0 te[0,T]
[1, Kapitola 9, Kurtz’s theorem]

13



3.1. PRUMEROVA DYNAMIKA

Misto dukazu této véty se radéji podivame na konkrétni piiklad. Vykresleme si pomoci
pocitacové simulace pribéhy {M;} a D¥(x). Z rovnosti (3.12) plyne, Ze ¢im vétsf je N,
tim vice se budou jednotlivé trajektorie priblizovat.

Priklad 7. Uvazujme jednopopula¢ni hru s uzitkovou bimatici

1 2 3
1166 24143
214212266 7
3134166 | 1;1

(3.13)

konkrétni revizni pravidlo p(F(x),x) (jeho ptedpis si uvedeme pozdéji; viz (3.14)) a
pocatecni podminku xy = (0.3,0.2,0.5). Nasimulujme trajektorie prumérové dynamiky
DF(x) a Markovského fetézce {M,}.

s Prumerova dynamika . Prumerova dynamika
1r Markovsky retezec 1r Markovsky retezec
0.81
0.6
><N
0.4r
0.2r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(a) N = 200 (b) N = 1000
Obrazek 3.1: Aproximace trajektorie primérové dynamiky DY (x) trajektorii Markovského

fetézce {M,}

Jak je mozné pozorovat z Obrazku 3.1, pii velikosti populace N = 200 je krok prilis ve-
liky a aproximace neni dobra. Pro N = 1000 uz ale dostavame celkem uspokojivy vysledek.

Poznamka 7. Prestoze hra v Pitkladu 7 ma tti strategie, tj. nachdzime se v trojrozmérném
prostoru, muzeme vykreslit feSeni pouze do dvojrozmérného prostoru. Tato tivaha vychazi
z toho, Ze prumérovd dynamika D¥(x) je definovani na stavovém prostoru X = {x €
R} 370, @ = 1}, proto jsme schopni jednu slozku x vyjadiit jako z; = 1 — > . x;.

14



3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Aniz bychom to pozdéji specidlné pripominali, vypocty a obrazky budeme délat pomoci
redukovaného prostoru X" !, ale vysledky (napf. staciondrni body) budeme interpretovat
do celého prostoru X".

Vratme se jesté na chvili zpét ke hie z Piikladu 7. Tato hra mé tii ¢isté Nashovy
rovnovahy: (1,1),(2,3) a (3,2). Z Obrazku 3.1 je mozné pozorovat, ze z poc¢ateéni podminky
xo = (0.3,0.2,0.5) konverguje fesen{ D¥ (x) k bodu (1,0,0), ktery odpovid4 pravé Nashové
rovnovaze (1,1). Zda se tedy, ze prumérové dynamika, kterd vznikla pouzitim revizniho
pravidla (3.14), zachovavéa rovnovazné stavy a konverguje k nim. Timto se ale budeme
zabyvat az v nésledujicich kapitolach. V nich si ukdzeme, jak lze z rovnosti (3.10) odvodit
zékladni deterministické dynamiky uvadéné literaturou pomoci konkrétni volby revizniho
pravidla p. Poté se na dvou ptikladech podivame na jejich zdkladni vlastnosti. Co nés
ale bude zajimat nejvice, je vztah Nashovych rovnovéh se stacionarnimi (pevnymi) body
jednotlivych dynamik.

3.2 Replikatorova dynamika

Nejbéznéjsim typem evoluéni dynamiky je z pohledu teorie her zcela jisté replikdtorovd
dynamika, kterd vychazi z Darwinovského pojeti evoluce. Jeji odvozeni je nasledovné.
Uvazujme konkrétni revizni pravidlo [1, Kapitola 3] dané predpisem:

pij = [F; — Fj, . (3.14)
Poznamka 8. [z], je kladnd ¢ést ¢isla x € R definovand jako

x , pokud z > 0,

]y =
0 , pokud x <0.

Rovnost (3.14) predstavuje nasledujici situaci. Hrac se strategii ¢ € S prejde na strategii
j € S s intenzitou, kterd odpovida soucinu relativniho poc¢tu hracu hrajicich strategii
j a rozdilu uzitku jednotlivych hracu. Dosazenim vztahu (3.14) do predpisu (3.10) pro
prumérovou dynamiku dostaneme tento tvar:

Fi= > wip— 1 Y pij= Y wmi[F - Fl -y x[F—F,

JES jES jES JES
JjeS JjeS JjeS
JES

Vztah (3.15) zapsany vektorovée
x =x (F —xAx"), (3.16)
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

kde A je uzitkova matice, predstavuje soustavu diferencidlnich rovnic, které urcuji
replikdtorovou dynamiku. [1, Kapitola 3] Situace je takova, ze zastoupeni i-té strategie
v populaci roste, pokud uzitek plynouci z jejtho hrani je vétsi nez soucin xAx?. Ten
piedstavuje priumérny uzitek celé populace a oznaéime si ho F(x). Pro replikdtorovou dy-
namiku navic plati, ze strategie, které se v populaci jiz nevyskytuji, se nemohou znovu
obnovit. To lze snadno uréit pouze pohledem na predpis (3.15). Pokud je totiz ¢len pied
zavorkou x; roven nule, &; bude také vzdy nula. Ukazme si nyni konkrétni piiklady, kde si
vykreslime fazové portréty této dynamiky a budeme se zabyvat jejim chovanim.

Priklad 8. Uvazujme jednopopulacni hru, kterd je dana uzitkovou bimatici

1 2 3
111;110010;0
210,0]1:11]00
310000 1:1

Nasim tkolem je vyftesit tuto hru, poté sestavit replikatorové rovnice, urc¢it jejich sta-
cionarni body, porovnat je s Nashovymi rovnovahami této hry a nakonec urcit jejich sta-
bilitu. Nejprve uréime teSeni této statické hry. Rovnou z uzitkové bimatice ,podtrhévaci®
metodou ur¢ime, ze hra ma tii ¢isté Nashovy rovnovéhy (1,1), (2,2) a (3, 3). Déle stanovime
uzitkové funkee Fi(x) = > 7, a; jz;:

Fllea
F2:x27
F3 =13

a pomoci nich se pokusime zjistit smiSenou Nashovu rovnovdhu. Rovnovazny uzitek
ozna¢ime opét u a budeme tesit nasledujici soustavu:

U= =,
U = T2,

u=1—x; — 29.

Ve tteti rovnici jsme vyuzili vztahu x3 = 1 — 1 — x9. SmiSenda strategie, kterad je jedno-
zna¢nym reSenim této soustavy, je (%, %, %) Samoziejmeé stejné feseni bychom dostali i pro
druhého hrace (jednopopula¢ni hra). Provedenim kontroly rovnovaznosti jako v Piikladu
4 muzeme tvrdit, ze kombinace strategif ((%, %, %), (%, %, %)) predstavuje smisenou Nashovu
rovnovahu.

Nicméné polozme si otazku, zda je tato rovnovaha jedinou smiSenou rovnovahou této
hry? K nalezeni odpovédi je nutné si uvédomit, jakym zpusobem vlastné vznika smiSena
strategie, respektive smisena rovnovaha. Je to ve skutecnosti urcita linedrni kombinace
¢istych strategii. V tomto piipadé jsme uvazovali kombinaci vSech tii strategii, které mame
k dispozici. Co kdyby ale hraci nehrali vubec strategii 17 Muze vzniknout smiSend rov-

novaha jen mezi strategiemi 2 a 37
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Polozme tedy x; = 0 a vynechme prvni rovnici z puvodni soustavy. Potom fesime
soustavu rovnic

U = Ta,

u=1— x9.

Tato soustava ma opét jednoznacéné feseni, xo = % Dopocteme x3 a vysledkem je smiSena

strategie (0,1,1), jejiz kombinaci pro oba hrdce dostaneme ((0,3,1),(0,1,1)). Je i tato

dvojice Nashovou rovnovahou dané hry? Uzitek, ktery hraci ziskaji z hrani strategie o =
(0,3,3), je

1272
oAo’ =0.5. (3.17)

Pohledem na jednotlivé uzitky F; pro strategii o

Fl = 07
Fy, =0.5,
F3 = 05

vidime, ze si opét druhy hriac¢ nemuze zménou vlastni strategie polepsit, a proto dvojice
((0, %, %), (0, %, %)) je opét Nashova rovnovaha. Obdobnou uvahu vyuZzijeme i pro ostatni
strategie. Polozime x5 = 0 a nésledné x3 = 0 a zjistime zbylé rovnovahy. Nase staticka hra

ma tedy celkem sedm Nashovych rovnovéh, jimiz jsou kombinace strategii:

(1,1),(2,2),(3,3), (("/3,/3,1/3) . (1/3,/3,1/3)) , ((0, /2, 1/2) , (0, /2, 1/2))
((7/2,0,/2), (1/2,0,%/2)) a ((/2,Y/2,0), (}/2,1/2,0)).

Sestavme nyni replikdtorové rovnice. Pro primérny uzitek v populaci F(x) plati,
F(x) = 22 + 23 + (1 — 2y — 22)% Dosazenim uzitkovych funkci F; a prumérného uzitku
F(x) do vztahu (3.15) dostaneme soustavu diferencidlnich rovnic:

(3.18)

i = (v — 22 — 22 — (1 — 21 — 29)?),
Ty = X9 (T — 22 — 23— (1 — 21 — 12)%).

Urcit piesné feSeni takovychto nelinedrnich systému je bud velmi obtiZzné a nebo
vétsinou ani neexistuje. Nicméné neni problém pomoci vhodného softwaru nalézt numerické
feSeni. Podivejme se tedy na fazovy portrét.
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

1 vychozi body
0.81
0.6

><N
0.4r
0.2} NN
N N
ol "/. Zﬂ \>
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Obrézek 3.2: Fazovy portrét soustavy (3.18)

Modré body predstavuji pocatecni podminky. Téch jsme zvolili zamérné vice, abychom
nastinili chovani celého systému. Tento fazovy portrét je mozné rozdelit do tii pomyslnych
casti, ve kterych trajektorie konverguji vzdy k jedné z cistych Nashovych rovnovéh, jez
jsou predstavovany body (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1). Misto pouhych odhada udélejme radéji
korektn{ prozkouméni. Za¢neme urcenim staciondrnich bodu soustavy (3.18). To udéldme
tak, ze polozime 1 = 0 a 25 = 0 a zjistime kofeny soustavy rovnic:

0 = (xl—xz—xé—(l—xl—xg)?, (3.19)
0 =ax9 (e —a7 —25 — (1 —x1 —x9)7) .

Tato soustava ma sedm redlnych feseni, viz nasledujici tabulka.

Tabulka 3.1: Stacionarni body replikatorové dynamiky z Ptikladu 8

<

Reem’\ml‘asg\xg

11701]0
01710
0]0]1

1/3 1/3 1/3
21 1/21 0
V21 0 |12
0 | Y212

NS G| R o=
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Jak je mozné vidét z tabulky (3.1), staciondrni body soustavy replikdtorovych rov-
nic (3.18) odpovidaji pfesné nasim Nashovym rovnovdhdam. Je mozné toto stanovisko
zobecnit pro jakoukoliv hru? Budou vzdy vSechny stacionarni body replikatorové dyna-
miky odpovidat Nashovym rovnovaham? Na tyto otdzky odpovime pozdéji. K uzavieni
tohoto prikladu se jesté zamyslime nad stabilitou jednotlivych stacionarnich bodu. K tomu
vyuzijeme linearizace a vlastnich ¢isel Jacobiho matice J, ktera je ddna predpisem:

Oor; 0xy
J= . (3.20)
(91'1 8332

Spocteme jednotlivé parcidlni derivace a postupné dosadime do matice J jednotlivé sta-
cionarni body. Potom spocteme vlastni ¢isla [y, lo téchto matic a vysledky opét zapiSeme
do tabulky.

Tabulka 3.2: Vlastni ¢isla Jacobiho matice pro staciondrni body replikatorovych rovnic z
Prikladu 8

Resenf ‘ [ ‘ lo
(1,0,0) -1 | -1
(0,1,0) -1 | —1
(0,0,1) —1 1

(st fs /) | s | s
(e /2,0) | —1fz | 1>
(.0,12) | o | 1
2 0R) | | Ve

Odtud jsme schopni analyzovat stabilitu téchto stacionarnich bodu. Prvni tii, které
predstavuji rovnovahy v cistych strategiich, jsou stabilni uzly. Vnitini bod (%, %, %) je nao-
pak nestabilni uzel. Zbylé tfi hrani¢ni body jsou nestabilni sedla. To znamena, ze vSechny
trajektorie ze vSech pocdtecnich bodu, které nelezi na hranic¢nich tseckach mezi jednot-
livymi oblastmi atrakce, jsou pfitahovany ke stabilnim bod@im v rozich prostoru X2, coz

hezky zobrazuje Obrazek 3.3.

19



3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

@® stabilni body
1 O nestabilni body
0.8r
0.6
><N

0.4+
0.2r
O L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

1

Obrézek 3.3: Oblasti atrakce k jednotlivym stabilnim bodum soustavy (3.18)

V Prikladu 8 jsme se podivali na zakladni vlastnosti replikdtorové dynamiky. Videli
jsme, ze Nashovy rovnovahy odpovidaly prislusnym stacionarnim bodum. Tuto souvis-
lost nyni rozebereme dukladnéji. Ozna¢me R mnozinu stacionarnich bodu a R, mnozinu
asymptoticky stabilnich stacionarnich bodi. Déle ozna¢me N mnozinu (symetrickych) Na-
shovych rovnovéh.

Poznamka 9. Mnozina N neobsahuje samotné Nashovy rovnovahy, ale pouze jejich slozky;,
tj. (smiSené) strategie.

Uvazujme (smiSenou) strategii o* a ji odpovidajici rozdéleni populace x*. Poté budeme
tvrdit, ze pro replikdtorovou dynamiku plati:

x"€R, = 0" €N, (3.21)
c'e N = x"€R. (3.22)

Aniz bychom se dopustili chyby, pokud pomineme rozdil mezi smiSenou strategii o* a
odpovidajicim rozdélenim x*, muzeme zapsat vztahy (3.21) a (3.22) v nasledujici podobé:

R,C NCR. (3.23)

Tato tvrzeni a jejich dukazy lze najit v [2, Kapitola 9]. Rozeberme nyni jesté jeden piiklad,
kde se budeme zabyvat jednotlivymi mnozinami ze vtahu (3.23) a znovu se zamyslime nad
stabilitou staciondrnich bodu.
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Priklad 9. Uvazujme jednopopula¢ni hru s uzitkovou bimatici

1 2 3
1122122122
21221001 3;3
3122133100

Nasim cilem je urcit prvky mnozin R,, R a N a pripadné urcit stabilitu jednotlivych
stacionarnich bodu. Zaéneme vysetfenim Nashovych rovnovah. ,Podtrhavaci“ metodou
urcime ¢isté Nashovy rovnovahy. Vyjde ndm rovnovéha mezi strategiemi (1,1),(2,3) a
(3,2). Tyto rovnovahy prevedeme do tvaru smiSenych strategii, respektive rozdéleni v
populaci, tj. r1 = ((1,0,0),(1,0,0)),rs = ((0,1,0),(0,0,1)) a r3 = ((0,0,1),(0,1,0)).
Pokracujeme sestavenim soustavy rovnic pomoci uzitkovych funkci jako v pfedchozich
prikladech a pokusime se nalézt smisené Nashovy rovnovéhy.

u =2,
u=—x1 — 3rs + 3,
u = 2x1 + 3T9.

Regenim této soustavy je opét strategie (1,0,0), coz odpovida ¢isté rovnovéze (1,1).
Nicméné je nutné jesté prozkoumat pripadnou rovnovahu mezi strategiemi 2 a 3. Polozme
tedy z1 = 0 a feSme nésledujici soustavu:

U = —3.%’2 +3,

u = 3.

Odtud dostaneme vysledek v podobé strategie o = (0,1/2,1/2). Stejné jako v predchozich
piikladech se zamyslime nad rovnovéhou kombinace strategii ((0,1/2,1/2),(0,1/2,1/2)).
Uzitek, ktery hraci ziskaji hranfm strategie o, je o Ao’ = 1.5. Déle potiebujeme znAt
hodnotu uzitka F; pro nasi strategii o, tedy

Fy =2,
F2 = 15,
Fy=1.5.

Odtud je jasné, ze pokud si hra¢, jehoz souper hraje v této hie strategii o, zméni
svoji strategii napiiklad na (1,0,0), ziskd uzitek o velikosti 2. Odtud plyne, ze dvojice
((0,1/2,1/2),(0,1/2,1/2)) nemuze byt Nashova rovnovéha, protoze hra¢ ma motivaci piejit
zpét k hrani strategie 1.

Zjistili jsme tedy, zZe tato statickd hra ma celkem tii Nashovy rovnovahy. VypiSeme si
jejich slozky, tj. smiSené strategie, které obsahuji. Ty si oznac¢ime po fadé o, (k = {1,2,3}),
t].

o] =(1,0,0),05=1(0,1,0) a o5 = (0,0, 1).
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Nyni se zamyslime nad prvky mnoziny N. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze obsahuje
vSechny smiSené strategie o. Jak jsme ale tekli vySe, mnozinu N tvoii pouze slozky sy-
metrickych Nashovych rovnovah. Proto v nasem piipadé obsahuje pouze o7.

Dale sestavime replikatorové rovnice.

T =1 (Q—F(x)),
{35’2 = Iy (—xl — 329+ 3 — F(X)) : (3.24)

kde F(x) = 2(—2? — 3129 + 211 — 322 + 325). Rovnice ze soustavy (3.24) polozime rovny
nule a urcime stacionarni body xi, viz néasledujici tabulka.

Tabulka 3.3: Stacionarni body replikdtorové dynamiky z Piikladu 9

Resen{ ‘ T ‘ To ‘ T3
x] 11010
0] 1

x; 0011
0 | Y212

Odtud vidime, Ze v tomto piipadé plati N C R. Proc¢ ale stacionarni body x5 a x3 od-
povidaji pfesné smiSenym strategiim o3 a 057 Je mezi nimi néjaky vztah? Na tyto otazky
odpovime hned vzapéti.

Jesté predtim urcéime stabilitu jednotlivych staciondrnich bodu. Znovu vyuzijeme linea-
rizace. Stanovime Jacobiho matici parcidlnich derivaci tak, jak je uréena ve vztahu (3.20).
Nyni vypocitame vlastni ¢isla [; a I, matice J pro kazdé TeSeni.

Tabulka 3.4: Vlastni ¢isla Jacobiho matice pro staciondrni body replikatorovych rovnic z
Prikladu 9

Resen{ ‘ I ‘ Iy
(1,0,0) 0 0
(0,1,0) 3 2
(0,0,1) 2 3
(0,Y/2,%/2) | =32 | Y2

V piipadé bodu (0,1,0) a (0,0,1) se jednd o nestabilni uzly. Vlastni ¢isla lfz = —3/2
a l;z = 1/2 fikaji, ze bod (0,1/2,1/2) je nestabilni sedlo. To je mimo jiné mozné oveérit i
vypoctem. Nejprve vysSetiime chovani na tusecéce zy = 0, x; € [0,1] (Zde nelze hovorit
o z; = 0 jako o pifmce, protoze se nachdzime pouze v simplexu X? a ne v celém pro-
storu R2. Stejnou myslenku pouZijeme i v nasledujicich pifpadech, aniz bychom to znovu
pripominali). Dosazenim tohoto vztahu do rovnic (3.24) dostaneme:

iy = ma(—31 + 3 — 2(—323 + 312)),
,I'g = I2(6I§ - 9[L‘2 + 3)
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3.2. REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Z toho vyplyva, ze pro 0 < x9 < 1/2 je 5 > 0 a pro /2 < x5 < 1 je 5 < 0, a proto jsou
trajektorie na tseéce z; = 0 pfitahovany do bodu x4. Ted se ale piesuneme na usecku
xe = —0.5z1 + 0.5. Tato usecka spojuje staciondrni body (0,1/2,1/2) a (1,0, 0). Dosadime ji
do prvni rovnice ze soustavy (3.24) a vyjde ndm, ze

iy = 0.521 (2] — 221 + 1).

Z ¢ehoz vyplyva, ze ©; > 0 pro z; € (0,1). Trajektorie na této usecce se tedy od bodu
(0, 1/2,1/2) odtahuji, a proto je tento bod nestabilni sedlo, coz dokazuje, ze jsme se nedo-
pustili zadné chyby.

Jako posledni ndm zbyvé vysetfit staciondrni bod (1,0,0). Pro néj nam vysla vlastni
¢isla Jacobiho matice J nulova. Nemuzeme tedy pomoci linearizace rozhodnout o jeho
stabilité. K jejimu urceni proto vyuzijeme stejny postup jako u predchoziho bodu. Zjistili
jsme, Ze na tseCce xog = —0.5z1 + 0.5 se trajektorie k bodu (1,0,0) ptitahuji. VySetieme
nyni chovani na hrani¢nich useckich zo = 0 a zo = —x; + 1. Zaéneme dosazenim zo = 0
do rovnic (3.24). Odtud ndm opét vyjde, ze #; > 0 pro z; € (0,1), tj. trajektorie jsou
pritahovany. Stejné rozhodneme i pro druhou tsecku, odkud dostaneme totozny zavér.
Podobné bychom mohli rozhodnout o libovolné tsecce, smétujici do bodu (1,0,0). Proto
je tento bod (asymptoticky) stabilni uzel. O nasich zavérech se navic presvédéime jesté
pohledem na fazovy portrét této hry.

| « vychozi body |

0.8}

0.6}

x
0.4} , \\

02} -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xl

Obrazek 3.4: Fazovy portrét hry z Prikladu 9
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

Mnozina R, je tedy pouze jednoprvkovd mnozina obsahujici bod (1,0,0). Pro tento
priklad proto plati: R, = N C R.
[ |

Jako posledni se v této kapitole jesté zamyslime nad otazkou, kterou jsme si polozili
v Prikladu 9. Vyse jsme ukazali, ze plati N C R. V Piikladu 8 nam vysla rovnost mezi
témito mnozinami, zatimco v Piikladu 9 jsme dostali N C R. Rozdil mezi témito dvéma
piiklady vysvétlime takto. Je nutné si uvédomit, jaky tvar replikdtorové rovnice (3.15)
vlastné maji. Pfi pohledu na né snadno odvodime, ze body e; = (0,...,0,1,0,...,0) jsou
vzdy staciondrni bez ohledu na to, zda se jedna i o Nashovy rovnovahy. Odtud dostaneme
odpovéd na puvodni otdzku, tj. staciondrni body x4 a x; nemaji zadny vztah ke smiSenym
strategiim o3 a o. To, Ze e; je vzdy feSenim, dokdzeme ndsledujicim zpusobem. Dosadme
vektor e; do replikatorovych rovnic (3.15). VSechny slozky iy, az na i-tou, budou zcela jisté
rovny nule. Pro i; pak plati:

T = %(Fz — (xlFl + .+ xF o+ ‘|‘5UnFn))7

Tento zavér lze hezky pozorovat na zadani z Piikladu 4. Hra ma sice jedinou Na-
shovu rovnovéhu, kterou je kombinace ((1/3,1/3,1/3), (1/3,1/3,1/3)), pfesto nam ale vyjdou z
replikatorovych rovnic ¢tyti stacionarni body. Jeden odpovidajici této Nashové rovnovaze
a tii krajnf body prostoru X2, které opét zadné rovnovaze neodpovidaji. V Pifkladu 9 nenf
prekvapiva ani stacionaritu bodu (0, 1/2,1/2). O strategii, odpovidajici tomuto bodu, jsme
rekli, ze nemuze tvorit Nashovu rovnovahu, protoze hra¢i maji motivaci presunout se k
hrani strategie 1. V replikatorové dynamice se ale nepouzivané strategie nemohou obnovit,
a proto na tsecce x; = 0 je pro hrace optimélni strategie odpovidajici bodu (0,1/2,1/2),
prestoze se nejedna o Nashovu rovnovahu.

3.3 Smithova dynamika

V predchozi kapitole jsme si predstavili zakladni deterministickou evoluc¢ni dynamiku
z pohledu teorie her. Rekli jsme, ze nepouzivané strategie se v této dynamice nemohou
znovu obnovit. Proto se v této kapitole podivame na opa¢ny ptipad, tj. pripad, kdy se
strategie mohou obnovit. Prozkoumame, co tato zména pfinese z pohledu stacionarnich
bodu a stability. Za¢néme tedy predstavenim revizniho pravidla [1, Kapitola 4]:

Na prvni pohled jsou si obé uvedend revizni pravidla (3.14) a (3.25) podobnd, nicméné
zde chybi vyndsobeni rozdilu mezi uzitky pomérem x;. To znamena, Ze intenzita piechodu
mezi strategiemi ¢ a j je ddna pouze rozdilem uzitku téchto strategii. Dosazenim pravidla
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

(3.25) do prumérové dynamiky (3.10) dostaneme nasledujici predpis.

b= a[F = By —a Y [F;— Fy. (3.26)

jes jes

Tento vztah urcuje Smithovu dynamiku. [1, Kapitola 4] Piipomenme, Ze prvni suma v
(3.26) predstavuje prirustek v hrani strategie i, zatimco druhd suma udava dibytek v hrani
této strategie. Samoziejmeé plati, ze pokud [F; — Fj]; # 0, pak [F; — F;]4 = 0 a obrécené.
Odtud tedy snadno odvodime, ze nepouzivand strategie se muze znovu obnovit. Staci, aby
uzitek z jejtho hrani byl vyssi nez uzitek ostatnich strategii. Potom prvni suma v (3.26)
bude kladn4, tj. ; > 0 a pomér z; poroste. Pojdme se tedy podivat na né&jaké piiklady,
na kterych si ukazeme vlastnosti Smithovy dynamiky. Zamérné zvolime stejnd zadani jako
v Piikladech 8 a 9, abychom mohli porovnat dosazené vysledky.

Priklad 10. Méjme tedy stejné zadéni jako v Piikladu 8, tj. uvazujme populaéni hru s
uzitkovou bimatici

1 2 3
111;1]001 050
210,0]1:11(00
310000 1:1

Rovnou vytvoiime rovnice Smithovy dynamiky. Dosadime jednotlivé uzitkové funkce
F; do predpisu (3.26) a vyjde nam:

(i1 = (z1r1 — 21)s +@afvy — @)y + (1 — 21 — 22) |21 — (1 — 21 — 32)]4)—

—zi([z1 — @iy + [w2 — 2]y + [(1— 21 — 22) — 214,

Ty = (m1[ry — 2]y + @22 — Do)y + (1 — 21 — 22)[T9 — (1 — 71 — 7)1 )—

—a([r1 — @]y + [w2 — wo] 4 + [(1 — 21 — @2) — @2]4).

\
Odstranénim nulovych ¢leni muzeme psat:

(jrl = (x2[x1 - $2]+ + (1 — X1 — IQ)[QLUl + 29 — 1]+)—

—z1([z2 — 2]y + [1 = 221 — 22)4),
(3.27)
o= (v1[re — 1|1 + (1 — 21 — 22) |21 + 220 — 1]4)—

—ZCQ([Il - xQ]Jr + [1 — T — 2%2]+).

\

I tak je ale na prvni pohled jasné, ze vypocet stacionarnich bodu bude velmi kompli-
kovany, protoze predpis Smithovy dynamiky je pomérné slozity. Stejné tak bude problém
vySettit stabilitu jednotlivych bodu pomoci linearizace. Obecné totiz nebudeme moci ¢leny
[F; — Fj]+ zderivovat, pokud pfedem nevime jejich hodnotu. Pro konkrétni bod x ale
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

muzeme dopredu urcit uzitkové funkce Fj, poté odebrat vsechny nulové ¢leny a zbylé
kladné cleny [F; — Fj]; prepsat jako (F; — Fj). Po této dpravé budeme schopni rovnice
(3.27) zderivovat a urcit tak stabilitu bodu x. Nicméné ke stanoveni staciondrnich bodu
jsou nase moznosti velmi omezené. V podstaté jedinou Sanci, jak je ur¢it, mame z fazového
portrétu. I zde se ale muze numericky resi¢ dopustit snadno chyby.

Proto zvolime jiny postup nez v predchozich piikladech. Stanovime smiSené strategie
tvorici Nashovy rovnovahy a ty poté dosadime do rovnic (3.27). Tak pouze ovéiime, zda
jednotlivé rovnovahy predstavuji i staciondrni body dané hry. Pustme se do toho tedy v
nasem prikladeé.

Vime, ze tato hra ma celkem sedm Nashovych rovnovah, viz Piiklad 8. SmiSené stra-
tegie, které tvoii tyto rovnovahy, dosadime do predpisu (3.27) a zjistime hodnoty &7 a 5.
Pro v8echny tyto body (strategie) nam vyjde #; = 0 a @3 = 0, tj. vSechny predstavuji
stacionarni body nasi dynamiky. To, jestli existuji i jiné pevné body, zatim nevime. Vy-
kresleme si tedy fazovy portrét této hry.

vychozi body |

0.8f

0.6

0.4f

0.21

Obrazek 3.5: Fazovy portrét Smithovy dynamiky v Piikladu 10

Z Obrazku 3.5 se zda, ze opravdu mame jen sedm stacionarnich bodu a z toho plyne, ze
plati rovnost mnozin N a R. Opét vidime tti asymptoticky stabilni body v rozich prostoru
X3, Jesté se v rychlosti pokusme pomoci vyse popsaného zpiisobu uréit linearizaci stabilitu.
Vlastni ¢isla Jacobiho matice nam ale vyjdou nulova, linearizace nam v tomto piipadé tedy
nepomuze. Jelikoz se ale jedna o jednoduchy piiklad, spokojime se s fesenim pouze pomoci
fazového portrétu.
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Pro zadéani z Prikladu 8 a 10 jsme dostali stejné vysledky jak pro replikatorovou dy-
namiku, tak pro Smithovu dynamiku. Neméa cenu se tedy timto piikladem vice zabyvat a

presuneme se hned k druhému.
|

Priklad 11. VySetfeme Smithovu dynamiku pro zadani z Ptikladu 9. Mame uzitkovou
bimatici

1 2 3
112222122
21221001 33
3122133100

Sestavime rovnice Smithovy dynamiky.

(

I'l = (IQ[I‘l + ?)l’g — 1]+ + (1 — 1 — xg)[2 — 2371 — 3$2]+)—
—[L'1<[1 — T — 3[E2]+ + [21’1 + 35(72 — 2]+>,

(3.28)
3.3'2 = (.’13'1[1 — T — 3.T2]+ + (1 — T — .1'2)[3 — 3331 — 6[[’2]+>—
\ —xo([x1 + 3x2 — 14 + [321 + 622 — 3]4).
Vime, Ze tato hra mé nésledujici Nashovy rovnovahy:
((1,0,0),(1,0,0)),((0,1,0),(0,0,1)) a ((0,0,1),(0,1,0)) (3.29)

Ptipomenme, ze pro replikdtorovou dynamiku nam vysly ctyii stacionarni body, pfitom
pouze jeden odpovidal pfimo Nashovym rovnovahdam. Dosad me tedy tyto body do rovnic
(3.28). Dosazené vysledky vypiseme do tabulky.

Tabulka 3.5: Hodnoty i a @5 stacionarnich bodu v Ptikladu 9 pro Smithovu dynamiku

Bod |y | o
(L,0,0) O] ©
(0,1,0) | 2| =5
(0,0,1) [ 2] 3
(0,42, %2) [ V2 | =1/a

To, ze body (0,1,0) a (0,0,1) nejsou ve Smithové dynamice staciondrni, neni pfilis
prekvapujici. Stacionarita téchto bodu v replikdtorovych rovnicich je dana pouze jejich
specifickou vlastnosti, kterou jsme popsali na konci Kapitoly 3.2. Nicméné, zajimavy je
vysledek dosazeny pro bod (0,1/2,1/2), ktery sice nepredstavuje Nashovu rovnovahu, ale v
replikdtorové dynamice se jednalo o staciondarni bod. Duvod, pro¢ tomu tak je, si ukazeme
vzapéti. Vykresleme si nejprve fazovy portrét této hry.
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vychozi body
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Obréazek 3.6: Fazovy portrét Smithovy dynamiky v Piikladu 11

Na Obrézku 3.6 vidime jeden asymptoticky stabilni bod (1,0,0), ktery odpovidé rov-
novéze (1, 1). Je to také jediny pevny bod v této dynamice. Co se tedy stalo se stacionaritou
bodu (0,1/2,1/2)?

Pokusme se nyni na tuto otazku odpovédét. Vysetteme uzitky, které plynou z hrani
jednotlivych strategii pro strategii (0,1/2,1/2), tj. dosadme do uzitkové funkce (2.1) bod

x = (0,1/2,1/2).

Fl == 2,
Fy = 1.5,
F3 - 15

Strategie 1 se v tomto ptipadé v populaci nepouziva. Teoreticky ale z jejiho hrani plyne
nejvyssi uzitek. A to je klicovy faktor, ktery zde hraje roli. Rekli jsme totiz, ze ve Smithové
dynamice se nepouzivana strategie muze znovu obnovit. To je pfesné ta situace, kterd zde
nastane. Nejvyssi uzitek z hrani této strategie ,prebije” uzitky strategii 2 a 3, a proto bude
pro hrace vzdy lepsi ,presunout” se k hrani strategie 1.

[ |

Na Piikladu 11 jsme si ukézali zajimavé chovani Smithovy dynamiky. Nejvyssi uzitek
plynouci z hrani strategie 1 zde zajistil, ze pro strategii (0,/2,1/2) nevznikl v dynamice
zadny staciondrni bod, coz je rozdilné od chovéani replikdtorové dynamiky. V [1, Kapitola
4] se lze docist, ze ve Smithové dynamice existuje pro kazdou (symetrickou) Nashovu rov-
novahu stacionarni bod a zaroven vSechny stacionarni body odpovidaji Nashové rovnovaze.
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Shrnuti Kapitoly 3

V Kapitole 3 jsme se snazili co mozna nejlépe popsat zékladni evoluéni dynamiky a
jejich vlastnosti. Ty bychom mohli shrnout v nasledujicich bodech:

1 Nahodny proces popisujici vyvoj strategii v ¢ase pro konecnou populaci na zakladé re-
vizniho pravidla lze limitnim zvétSenim velikosti populace aproximovat determinis-
tickou dynamikou, kterou jsme oznacili jako Primeérovou dynamiku

1t Zakladnim typem evoluéni dynamiky je replikdtorovda dynamika; pro tu plati, ze ne-
pouzivané strategie se nemohou znovu obnovit

111V replikatorové dynamice existuje pro kazdou rovnovaznou strategii odpovidajici sta-
cionarni bod; ne pro kazdy stacionarni bod ale existuje i Nashova rovnovaha

iv Prikladem dynamiky, ve které se nepouzivané strategie mohou obnovit, je Smithova
dynamika

v Na piikladu jsme ukazali, Ze ve Smithové dynamice plati rovnost mnozin N a R. Dukaz
tohoto tvrzeni lze najit v [1, Kapitola 4]
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Kapitola 4

Jednopopulacéni hry s parametrem

4.1 Diskrétni prechod v hrach s parametrem

V této kapitole se zamérime na hru z Piikladi 9 a 11. Nejvyssi uzitek z hrani strategie
1 v téchto piikladech zajistil, Ze jedinou Nashovou rovnovahou této hry byla dvojice (1,1).
Nasim cilem nyni bude vysetfit chovani této hry, pokud budeme mit moznost ménit velikost
uzitku pro strategie 2 a 3. Lze totiz o¢ekdavat, ze zvétSsenim téchto uzitku dojde ke zméné
rovnovaznych strategii, coz zajisti i odlisné chovani evolu¢nich dynamik. Pro jednoduchost
pridame do uzitkové bimatice pouze jeden parametr ¢ a budeme tedy zkoumat zavislost
vlastnosti jednotlivych dynamik na tomto parametru. Uvazujme tedy nasledujici zadani.

Priiklad 12. Populacni hra je dana uzitkovou bimatici:

1 2 3

1122122122

2122100 | cec ’

3122 cie| 00
kde ¢ € [3,5]. Hodnoty parametru ¢ jsme zvolili zdmérné tak, abychom docilili zvétseni
uzitku pro strategii (0, 1/2,1/2). Tato strategie sice netvofila Nashovu rovnovahu, nicméné
stale, miniméalné pro replikatorovou dynamiku, hrala ve vysledku urc¢itou roli. V této kapi-
tole budeme tesit diskrétni prechod, tj. rozdélime tento piiklad do tfech ¢asti, kdy budeme
uvazovat postupné

1) C1 = 3,
2) Cy — 4,
3) C3 = 5.

Vysledky téchto jednotlivych variant nam poté v nasledujici kapitole pomohou pii spojitém
prechodu parametrem c. Vrhnéme se rovnou do feseni tohoto zaddni. Variantu 1) mame
jiz vyteSenou, zatneme tedy feSenim 2).

Pro nézornost si prepiSeme uzitkovou bimatici:
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1 2 3
1122122122
2122100 |44 °
312244100

Snadno uréime, ze méme stejné Nashovy rovnovéhy jako v pripadeé 1), tj. (1, 1), (2, 3), (3,2).
Resenim soustavy rovnic

u =2,
u = —2x1 —4xs + 4,
u = 2x; + 4z,

nalezneme smisenou rovnovahu. V tomto pripadé nemame jednoznacné feSeni, nybrz
fesenim je usecka xo = —0.5x1 4+ 0.5, x; € [0, 1]. To znamena, Ze tato hra ma nekonecné
mnoho Nashovych rovnovah. To je zpusobené tim, ze na libovolném bodé této tisecky dojde
vzdy k rovnosti uzitku. Jen jesté zminime, ze je zbytecné tesit pripadnou rovnovahu mezi
strategiemi 2 a 3, protoze vyslednd strategie je jiz obsazena v feseni zo = —0.5z7 + 0.5.
Jak to tedy bude se stacionarnimi body jednotlivych dynamik? Nejprve vytvoiime rovnice
replikatorové dynamiky:

jfl = 5(71(2 — (25(]1 + ZL‘Q(4 — 2[E1 — 41‘2) + (1 — I — l‘g)(?l’l + 45(]2))),
Ty = x9(4 — 211 — dxe — (221 + 22(4 — 201 — dao) + (1 — 21 — 22) (221 + 419))).

Tyto rovnice polozime rovny nule a vyfesime. Samoziejmé dostaneme jako koteny body:
(0,0), (1,0) a (0,1). N4s ale zajimd hlavné situace na usecce x5 = —0.5z1 + 0.5. Dosad me
ji tedy do nasich rovnic:

1 =x1(2 — (221 + (=0.521 +0.5)(4 — 221 + 227 — 2) + (1 — 1 + 0.521 — 0.5)
(2x1 — 2x1 + 2))),

Ty = x9(4 —2x1 + 221 — 2 — (221 + (—0.521 + 0.5)(4 — 221 + 221 — 2)+
+(1 — 21 4+ 0.521 — 0.5)(221 — 221 + 2))).

Secteme a upravime:

A odtud uz je samoziejmeé vidét, ze plati:
jjl = 07
T9= 0.
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To samé udélame pro rovnice Smithovy dynamiky:

(

Ztl = (ZL’Q[QIl + 41]2 — 2]+ + (1 — 1 — $2)[2 — 21]1 — 4ZL’Q]+)—
—:131([—2x1 — 4[L‘2 + 2]+ + [21‘1 + 41’2 — 2]+)7

o = (x1[—2x1 — 4wy + 2]y + (1 — 2y — x9)[—4xy — 829 +4]4)—
—x9([221 + 4xo — 2]+ + [dxq + 82 — 4]4).

\

Dosazenim tusecky xo = —0.521 4+ 0.5 nam vyjde:

/

2 — 221 + 221 — 2|4) — 21 ([—221 + 221 — 24 2]4 + [227 — 221 + 2 — 2]4),

gy = (21]—2x1 +221 — 24 2]y + (1 — 21 + 0.521 — 0.5)[—4xy + 4z — 4 +4]4)—

\

Odtud uz také snadno urcime, ze opét plati:

jjl = 07
9= 0.

Je tedy ziejmé, ze tsecka xy = —0.5x1 + 0.5 nepredstavuje pouze mnozinu Nashovych
rovnovah, ale i stacionarnich bodu. Tento vysledek Ize shrnout tak, ze hraci jsou indiferentni
vudi tomu, jakou strategii odpovidajici bodum tsecky zo = —0.521 + 0.5 budou pouzivat.
Timto uzavieme Feseni varianty 2) a podivame se na posledni piipad, tj. ¢ = 5.

Znovu si nejprve prepiSeme uzitkovou bimatici:

1 2 3
112222122
2122100155 7
312:2]155100

V tomto pfipadé mame opét tii ¢isté Nashovy rovnovahy (1,1),(2,3) a (3,2). Nesmime ale

zapomenout na pripadnou rovnovahu mezi strategiemi 2 a 3. Resme tedy soustavu rovnic:

U = —dxy + b,

U = 5Ts.

Odtud dostaneme feseni (0, 1/2,1/2). Pfezkoumanim rovnovahy této strategie podle uzitki
F; zjistime, ze v tomto pripadé se opravdu jedna o Nashovu rovnovahu. Vysvétleni je totiz
jednoduché. Uzitek plynouci z urcité linearni kombinace strategii 2 a 3 je totiz vzdy vyssi
nez uzitek strategie 1. To, Ze je zachovana Nashova rovnovaha pro dvojici (1,1), jen potvr-
zuje obecné znamy paradox teorie her, ze oc¢ividné horsi strategie muze byt stale Nashova
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4.1. DISKRETNI PRECHOD V HRACH S PARAMETREM

rovnovaha. Kdyby se totiz hraci meéli moznost domluvit, méli by v tomto ptipadé vzdy
vyssi uzitek z hrani urcité kombinace mezi strategiemi 2 a 3. Nicméné toto neni predmétem
zkoumani této prace. Tento priklad uzavieme vykreslenim jednotlivych fazovych portrétu
pro obé dynamiky a hodnoty ¢y, co, c3.

1 | + vychozi body 1 vychozi body
0.8r 0.8+
0.6¢ 0.6f

><N ><N \\

ar A\ 0.4r
0.4 \ \ \\ \
0.2} 0.2} — A\

of ol

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xl Xl
(a) replikdtorovd dynamika (b) Smithova dynamika
Obrazek 4.1: Fazové portréty hry z Piikladu 12 pro ¢ = 3

1 vychozi body 1 vychozi body
0.8r 0.8r
0.61 0.6f
0.4f 0.4r > ]
0.2r 0.2F ( < <<

ot of < .

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xl Xl

(a) replikdtorovd dynamika (b) Smithova dynamika

Obréazek 4.2: Fazové portréty hry z Prikladu 12 pro ¢ =4
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1 vychozi body 1 +  vychozi body
0.8r 0.8f
0.61 0.6f J

><N ><N / /
0.4} 0.4 N~
IBRMBNRS

0.2t 0.2f \

0 ol

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xl Xl
(a) replikdtorova dynamika (b) Smithova dynamika

Obrazek 4.3: Fazové portréty hry z Piikladu 12 pro ¢ =5

Tato kapitola méla za cil demonstrovat zmény v chovani jednotlivych dynamik a zmény
v Nashovych rovnovahach podle toho, jak se ménil parametr v uzitkové bimatici. O tento
prechod se nyni pokusime spojité.

4.2 Spojity prechod v hrach s parametrem

V této kapitole navazeme na Priklad 12 s tim rozdilem, ze pfechod parametru c €
[3, 5] bude spojity. Neni tieba asi vysvétlovat, pro¢ jsme vlastné hodnoty ¢ zvolili zrovna
takto. Na intervalu [3, 5] totiz dojde dvakrat ke zméné Nashovych rovnovah, coz zajistuje
i zajimavé chovani naSich dynamik. Cilem naSeho zajmu bylo praveé toto chovani a tento
zajem se nezmeéni ani pfi spojitém prechodu parametru c. K popsani tohoto prechodu
pouzijeme tzv. bifurkacni diagram. To je graf, ve kterém na vodorovnou osu vyneseme
hodnoty parametru ¢ a na svislou osu hodnoty uré¢ité normy stacionarnich bodu x (Normu
volime proto, abychom byli schopni vykreslit vektor do jednoho bodu). Dopfedu je ale
nutné fict, ze ve Smithové dynamice nastane komplikace, jelikoz neni snadné analyticky
resit jednotlivé rovnice této dynamiky. Proto se v tomto pripadé uchylime k numerickému
feseni. V replikatorové dynamice nam tato komplikace nenastane, a proto jsme schopni
ziskat analytické Teseni.
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4.2. SPOJITY PRECHOD V HRACH S PARAMETREM

Zacneme tesenim pro replikatorovou dynamiku. Nejprve sestavime jednotlivé rovnice:

i‘l = I1(2 — (21‘1 + .T2(21E1 + C(l — T — ZL'Q)) + (1 — 1 — ZL’Q)(2$1 + Cl’z))),
B9 = x9(221 + (1 — 21 — x2) — (221 + (1 — 21 — 22) (221 + o)+
+ 29221 + (1 — 21 — 39)))).

Nés nyni zajimé, pro jaké body x je &; a @3 rovno nule v zavislosti na parametru c.
Regenim téchto rovnic ndm vyjdou ¢tyii koteny: (0,0), (0,1/2),(0,1) a (1,0). Pro hodnotu
parametru ¢ = 4 dostaneme navic feSeni zo = —0.5x1 + 0.5, 1 € [0, 1]. Nyni jsme schopni
kone¢né vykreslit bifurka¢ni diagram. Jak jsme zminili vyse, na svislou osu budeme vynaset
hodnotu urc¢ité normy. Vyhodné bude zvolit takovou normu, ve které ndm nase vysledné
body nebudou splyvat, tj. budeme vykreslovat hodnoty: z? + 2z3.

1.5

2
2

+ 2X

2
X

0.5

Obrazek 4.4: Bifurka¢ni diagram replikatorové dynamiky v Piikladu 12

Pozniamka 10. Cervené tsecky na Obréazcich 4.4 a 4.5 predstavuji nestabilni body, zatimco
zelené znaci body stabilni.

Na Obréazku 4.4 ptesné vidime, co se z pohledu staciondrnich bodu déje v replikatorové
dynamice pro ¢ € [3,5]. Nejzajimavéjsim bodem je samoziejmé bod ¢ = 4. V ném dojde k
vytvoreni nekoneé¢né mnoha pevnych bodu a navic se prohodi stabilita bodu zobrazenych
do hodnot 0.5 a 1. To jsou hodnoty, predstavujici body (0, 1/2,1/2), respektive (1,0,0). Body
zobrazené do hodnot 0 a 2 jsou stale nestabilni a odpovidaji nerovnovaznych hrani¢nim
bodum (0,0,1) a (0, 1,0). Timto jsme vyfesili spojity prechod pro replikatorovou dynamiku
a muzeme se presunout ke Smithové dynamice.

Jelikoz rovnice Smithovy dynamiky budeme fesit pouze numericky, nebudeme zde jejich
predpis (kvuli jejich délce) uz vypisovat. V kratkosti popiseme, jak konkrétné budeme
feSeni hledat. Interval [3, 5] si rozdélime s krokem 0.001. Poté se stejnym krokem budeme
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4.2. SPOJITY PRECHOD V HRACH S PARAMETREM

dosazovat body x simplexu X? a budeme kontrolovat, zda @, a @5 jsou pro body x rovny
nule. Pokud ano, tak dany bod vykreslime pomoci stejné normy jako v predchozim pripadeé.
Tim dostaneme nasledujici graf:

14r

1.2

0.4r

O 1 1 1 J
3 35 4 4.5 5

C

Obrazek 4.5: Bifurkaéni diagram Smithovy dynamiky v Piikladu 12

Pro Smithovu dynamiku obdrzime samoziejmeé rozdilny vysledek nez pro replikdtorovou
dynamiku. Bod zobrazeny do hodnoty 1 je na intervalu [3,4) stabilni. V bodé ¢ = 4 mame
opét nekonecné mnoho pevnych bodu odpovidajicich tsecce xo = —0.521 + 0.5. Tyto body
jsou vSechny nestabilni. Poté se zméni stabilita bodu zobrazeného do hodnoty 1 a vznikne
novy stacionarni bod, ktery se zde zobrazi do 0.5. Tento bod je stabilni. Tyto zavéry o
stabilité lze ovérit pro obé dynamiky naptiklad spoctenim vlastnich cisel Jacobiho matice
nebo porovnanim s fazovymi portréty.

Shrnuti Kapitoly 4

Hlavnim zdmeérem této kapitoly bylo popsat chovani jednotlivych dynamik v zavislosti
na parametru c. Spise nez samotné feSeni populacnich her nas zajima feSeni téchto dy-
namickych systému. Nelinearita obou uvedenych dynamik muze z pohledu diferencialnich
prinést velmi ruznorodé vysledky. To doklada i vysledek z naseho piikladu. V bodé ¢ =4
dochézi ke vzniku novych staciondrnich bodu spolu se zménou stability. To znamen4, ze v
tomto bodé dochazi k zajimavé bifurkaci. Blizsi pohled na tuto problematiku by mohl byt
predmétem dalsiho zkoumani.
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Kapitola 5
Zaveér

Tato bakalarska prace méla za hlavni cil predstavit problematiku evolucni dynamiky
z pohledu teorie her. V ivodu jsme ¢tenaie v rychlosti seznamili se zédkladnimi pojmy
populacnich her a s jejich feSenim ve smyslu Nashovych rovnovah. Uz jen hledani téchto
rovnovah muze byt pro hry s vice strategiemi pomérné komplikované a je nutné peclivé
rozmyslet, zda dana strategie opravdu tvori Nashovu rovnovahu, ¢i ne. V této praci jsme
se zamérili na jednopopulaéni hry se tfemi strategiemi a pokusili se uvést princip, jak rov-
novahy efektivné hledat. Situace by se samoziejmeé jesté vic zkomplikovala, pokud bychom
uvazovali vice strategii nebo vicepopula¢ni hry.

V dalsi ¢asti jsme pomoci ndhodného procesu (Markovského fetézce) odvodili zékladni
evoluéni dynamiku. Toho jsme docilili limitnim zvétsenim dané populace hracu, ¢imz jsme
zajistili, ze ndhodnost z tohoto procesu ,vymizela“. Vzniklou deterministickou dynamiku
jsme pojmenovali jako Prumeérovou dynamiku. Pti definovani této obecné dynamiky jsme
potifebovali tzv. revizni pravidlo. To udava, jakym zpusobem bude v populaci dochazet k
prirustku nebo ubytku jednotlivych strategii. V této praci jsme si predstavili dvé revizni
pravidla, diky kterym vznikly nasledujici dynamiky: replikatorova dynamika a Smithova
dynamika. Mezi témito dynamikami je zakladni kvalitativni rozdil. V prvni zminované
se nepouzivané strategie nemohou znovu obnovit. To mélo za nésledek urcité vlastnosti,
kterymi jsme se zabyvali v Kapitole 3.2. Ve druhé popisované dynamice se naopak ne-
pouzivané strategie obnovit mohou. Diky tomu je zajisténo, ze stacionarni body této dyna-
miky odpovidaji vzdy Nashovym rovnovaham a naopak. Vlastnosti téchto dynamik jsme
demonstrovali na prikladech.

V posledni ¢ésti jsme se zamérili na populacni hry, ve kterych je uzitek zavislym pa-
rametrem. Zkoumali jsme, jaké zmény nastanou v chovéani jednotlivych dynamik. Hlavné
nas zajimaly pevné body a jejich stabilita. Zde jsme dosli k zajimavym zavérum z pohledu
jak teorie her, tak obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich feseni. Pravé toto chovani by
mohlo byt predmétem dalsiho zkoumani.
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