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Abstrakt

Ćılem této práce je seznámit čtenáře s problematikou evolučńı dynamiky z pohledu teorie
her. Prvńı část práce obsahuje základńı pojmy týkaj́ıćı se populačńıch her. V daľśı kapitole
představ́ıme dvě evolučńı dynamiky - replikátorovou dynamiku a Smithovu dynamiku. Na
př́ıkladech si demonstrujeme jejich rozd́ılné chováńı a poṕı̌seme jejich základńı vlastnosti.
Jako posledńı se pod́ıváme na hry, kde bude užitek dán parametrem. V tomto př́ıpadě nás
budou zaj́ımat změny v Nashových rovnováhách a stabilitě stacionárńıch bod̊u.

Kĺıčová slova: teorie her, populačńı hry, evolučńı dynamika, replikátorová dynamika,
Smithova dynamika, bifurkace



Abstract

This work’s aim is above all to acquaint the reader with the issues connected to evolutio-
nary dynamics from perspective of game theory. In the beginning of the thesis we introduce
basic concepts regarding population games. In the next chapter we describe two evolutio-
nary dynamics - replicator dynamic and Smith dynamic. We use a few examples to show
differences in their behavior and to demonstrate their basic properties. In the end we add a
parameter into the payoff matrix and we study changes in Nash equilibriums and stability
of stationary points.

Keywords: game theory, population games, evolutionary dynamics, replicator dynamic,
Smith dynamic, bifurcation
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3.2 Replikátorová dynamika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.3 Smithova dynamika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Kapitola 1

Úvod

Teorie her je širokou vědńı discipĺınou, která má své využit́ı např́ıklad v ekonomii nebo
v biologii. Velké množstv́ı možnost́ı, které struktury daných her mohou mı́t, dává i nesčetné
množstv́ı pohled̊u, jak lze na teorii her nahĺıžet. V této práci se zaměř́ıme na klasické jedno-
populačńı hry se třemi strategiemi. Základńı pojmy této problematiky shrneme v rychlosti
v Kapitole 2.

Nejd̊uležitěǰśı část́ı této práce je Kapitola 3. Jak už název bakalářské práce napov́ıdá,
v této kapitole nám p̊ujde o srovnáńı základńıch evolučńıch dynamik. Jednou z nich bude
replikátorová dynamika, která představuje Darwinovské pojet́ı evoluce a druhou bude
Smithova dynamika. Na uvedených př́ıkladech budeme demonstrovat jejich vlastnosti a
chováńı. Budeme řešit hlavně stabilitu stacionárńıch bod̊u a to, zda odpov́ıdaj́ı tyto body
Nashovým rovnováhám.

Jako posledńı v této práci nahlédneme do problematiky bifurkaćı. Konkrétně budeme
řešit př́ıklad, ve kterém bude užitek některých strategíı určen parametrem. V závislosti na
tomto parametru budeme řešit změnu v rovnováhách a stacionárńıch bodech.

Výpočty a simulace byly provedeny v programu Matlab, v jednom př́ıpadě v Mathe-
matice. Soubory se zdrojovými kódy jsou součást́ı přiloženého CD.
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Kapitola 2

Populačńı hry

2.1 Jednopopulačńı hry

Na začátku si v rychlosti zadefinujeme základńı pojmy vztahuj́ıćı se k populačńım hrám.
Uvažujme jednu populaci hráč̊u, jejichž počet je N . Tito hráči maj́ı možnost volit si (čistou)
strategii, kterou budou využ́ıvat při hrańı. Množinu těchto strategíı, která je pro všechny
hráče stejná, označ́ıme S = {1, ..., n}. Počet hráč̊u hraj́ıćıch strategii i ∈ S je ni. Poměr
jednotlivých strategíı v populaci můžeme popsat vektorem x, jež nálež́ı stavovému pro-
storu Xn = {x ∈ Rn

+ :
∑n

i=1 xi = 1}. Jednotlivé složky (řádkového) vektoru x lze vyjádřit
jako xi = ni

N
. Jednopopulačńı hru budeme popisovat užitkovou matićı A ∈ Rn×n (pro

v́ıcepopulačńı hry bychom potřebovali v́ıce užitkových matic). Prvek ai,j, i, j ∈ S udává
užitek, který źıská hráč hraj́ıćı strategii i, pokud se střetne se soupeřem hraj́ıćım strategii
j.

Definujme obecnou užitkovou funkci F : Xn → Rn. Složky Fi(x) (zkráceně Fi)
představuj́ı užitek pro hráče hraj́ıćı strategii i, když rozděleńı strategíı v populaci je x.
Využit́ım prvk̊u užitkové matice A dostáváme předpis Fi(x) =

∑n
j=1 ai,jxj. Vektorově

F(x) = AxT . (2.1)

Př́ıklad 1. Uvažujme jednopopulačńı hru se dvěma strategiemi {1, 2} a s užitkovou matićı

A =

(
a b
c d

)
.

Pro rozděleńı populace x dostáváme užitkovou funkci F = AxT , tj.

F =

(
a b
c d

)(
x1
x2

)
=

(
ax1 + bx2
cx1 + dx2

)
.

�

Otázka, která přirozeně vyvstává z Př́ıkladu 1, je, jaké strategie by měli hráči zvolit,
aby jejich užitek byl co nejvyšš́ı. Abychom byli schopni na tuto otázku odpovědět, muśıme
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2.1. JEDNOPOPULAČNÍ HRY

nejprve přesně určit, jakým zp̊usobem bude docházet k interakci jednotlivých hráč̊u z dané
populace.

Definice 1. (statická hra) Střetnut́ı dvou nebo v́ıce hráč̊u, kteř́ı si jednorázově zvoĺı svoji
strategii, přičemž nev́ı o volbách svých soupeř̊u, nazveme statickou hrou. [2, Kapitola 4]

Poznámka 1. Důležitým předpokladem ve statické hře je racionalita hráč̊u. To znamená,
že jediným kritériem při volbě strategíı je maximalizace svého užitku.

Hráči z dané populace spolu tedy hraj́ı statickou hru. Pokud nebude řečeno jinak,
omeźıme se vždy na střetnut́ı pouze dvou hráč̊u. Nyńı se pod́ıváme, jak lze statickou hru
dvou hráč̊u výhodně matematicky zapsat a poté se zaměř́ıme na řešeńı této hry.

Př́ıklad 2. Uvažujeme statickou hru dvou hráč̊u se třemi strategiemi {1, 2, 3}. Hráče si
označ́ıme ṕısmeny α, β. Tito hráči patř́ı do stejné populace, což znamená, že jejich užitky
plynou z užitkové matice A. Vı́me, že prvek ai,j udává užitek, který źıská hráč hraj́ıćı
strategii i, když soupeř hraje strategii j. Odtud plyne, že soupeř źıská užitek aj,i. Aby
toto bylo vidět hned na prvńı pohled, vytvoř́ıme tzv. bimatici. To je matice, která bude
mı́t v každé buňce jak prvek ai,j, tak prvek aj,i. Tuto bimatici označ́ıme AA a budeme ji
zapisovat do tabulky následuj́ıćım zp̊usobem:

α

β
1 2 3

1 a1,1; a1,1 a1,2; a2,1 a1,3; a3,1
2 a2,1; a1,2 a2,2; a2,2 a2,3; a3,2
3 a3,1; a1,3 a3,2; a2,3 a3,3; a3,3

Hráče α potom nazveme řádkovým hráčem a jeho užitky se ř́ıd́ı
”
levými“ prvky v

jednotlivých buňkách. Hráč β je sloupcový hráč a využ́ıvá
”
pravé prvky“.

�

Přestože oba hráči v jednopopulačńı statické hře použ́ıvaj́ı stejnou užitkovou matici A,
při bimaticovém zápisu je pro sloupcového hráče matice A transponovaná. Proto zavedeme
nové označeńı

AT = B,

kde bi,j (i, j ∈ S) budou jednotlivé prvky matice B. Potom bimatice z Př́ıkladu 2 bude mı́t
následuj́ıćı tvar:

α

β
1 2 3

1 a1,1; b1,1 a1,2; b1,2 a1,3; b1,3
2 a2,1; b2,1 a2,2; b2,2 a2,3; b2,3
3 a3,1; b3,1 a3,2; b3,2 a3,3; b3,3

Položme si nyńı otázku, jak budou hráči volit své strategie, aby pro ně byly optimálńı.
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2.1. JEDNOPOPULAČNÍ HRY

Jejich volba bude vycházet z řešeńı této hry. Pod́ıvejme se, jak lze k tomuto řešeńı doj́ıt.
Předpokládejme, že existuje strategie, která dává hráči vždy vyšš́ı užitek než ostatńı stra-
tegie bez ohledu na to, jakou strategii hraj́ı soupeři.

Definice 2. (dominantńı strategie) Řekneme, že strategie i∗ ∈ S ostře, respektive neostře
dominuje strategii i ∈ S, pokud

ai∗,j > ai,j ∀j ∈ S,

respektive
ai∗,j ≥ ai,j ∀j ∈ S.

[2, Kapitola 4]

Samozřejmě plat́ı, že pokud strategie i∗ dominuje strategii i pro hráče α, plat́ı toto i
pro hráče β.

Jak ale vyřešit statickou hru, ve které nebude existovat dominantńı strategie? Odpověd’

na tuto otázku nám dá následuj́ıćı definice.

Definice 3. (čistá Nashova rovnováha) Řekneme, že dvojice (čistých) strategíı (i∗, j∗) je
čistá Nashova rovnováha, pokud

ai∗,j∗ ≥ ai,j∗ ∀i ∈ S

a
bi∗,j∗ ≥ bi∗,j ∀j ∈ S.

[2, Kapitola 4]

Jinak řečeno, hráč nemá pob́ıdku, změnou vlastńı strategie, si polepšit. Nashova rov-
nováha je základńım stavebńım kamenem pro celou teorii her.

Př́ıklad 3. Necht’ S = {1, 2, 3} je množina strategíı v jednopopulačńı hře s užitkovou
matićı

A =

 1 2 3
2 4 7
5 6 8

 .

Uvažujme statickou hru dvou hráč̊u z této populace. Naš́ım záměrem je určit řešeńı této
hry. Sestavme bimatici AA:

1 2 3
1 1;1 2;2 3;5
2 2;2 4;4 7;6
3 5;3 6;7 8;8

”
Levé“ prvky bimatice AA porovnáme řádkově a podtrhneme si vždy nejvyšš́ı prvek.

To samé uděláme s
”
pravými“ prvky, ale porovnáváme sloupcově. Tedy
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2.1. JEDNOPOPULAČNÍ HRY

1 2 3
1 1;1 2;2 3;5
2 2;2 4;4 7;6
3 5;3 6;7 8;8

Podle Definice 3 podtržeńı obou prvk̊u na jedné pozici představuje Nashovu rovnováhu.
V našem př́ıpadě je rovnováhou kombinace strategíı (3, 3). Nav́ıc snadno urč́ıme, že stra-
tegie 3 je dominantńı strategíı.

�

V předchoźım př́ıkladu jsme si ukázali, jak lze nalézt Nashovu rovnováhu. Rozeberme
ale ještě následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4. Mějme obdobné zadáńı jako v Př́ıkladu 3, ale uvažujme jinou užitkovou bima-
tici. Rovnou si podtrhneme nejvyšš́ı prvky v jednotlivých řádćıch a sloupćıch.

1 2 3
1 0;0 1;-1 -1;1
2 -1;1 0;0 1;-1
3 1;-1 -1;1 0;0

Vid́ıme, že
”
podtrhávaćı“ metodou jsme rovnováhu nenašli, přesto tato hra rovnováhu

má. Pod́ıvejme se tedy na následuj́ıćı definici.

Definice 4. (smı́̌sená strategie) Necht’ S = {1, ..., n} je množina strategíı, které hráč může
použ́ıvat. Řekneme, že vektor

σ = (P (1) , ...,P (n))

je smı́̌sená strategie, pokud P (1) , ...,P (n) označuj́ı pravděpodobnosti, s jakými hráč hraje
jednotlivé strategie z množiny S. [2, Kapitola 2]

Množinu všech smı́̌sených strategíı označ́ıme Σ (Pro jednopopulačńı hru máme opět
pouze jednu matici Σ společnou pro všechny hráče). Snadno nav́ıc odvod́ıme, že smı́̌sená
strategie je vlastně zobecněńım čisté strategie. Čistou strategii i totiž lze zapsat jako
smı́̌senou strategii, kde pravděpodobnosti P(j) = 0 pro všechna j ∈ S, j 6= i a P(i) = 1, tj.
(0, ..., 1, ..., 0). Vztah mezi množinami S a Σ je tedy samozřejmě: S ⊂ Σ. Čistou strategii
zapsanou ve smyslu smı́̌sených strategíı označ́ıme ei.

Jelikož Definice 3 uvažuje pouze čisté strategie, je nutné ji rozš́ı̌rit i na množinu
smı́̌sených strategíı. Nejprve určeme, jak zjistit užitek hráče α hraj́ıćıho strategii σα, když
soupeř β hraje strategii σβ. Obecný užitek hráče α lze určit použit́ım užitkové funkce (2.1),
kam za x dosad́ıme právě strategii σβ, tj. F(σβ). Konkrétńı hodnotu užitku pro hráče α a
jeho strategii σα zjist́ıme jako

σαF(σβ).
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2.1. JEDNOPOPULAČNÍ HRY

Definice 5. (smı́̌sená Nashova rovnováha) Řekneme, že dvojice (smı́̌sených) strategíı
(σ∗α,σ

∗
β) je smı́̌sená Nashova rovnováha, pokud

σ∗αF(σ∗β) ≥ σαF(σ∗β) ∀σα ∈ Σ,

a
σ∗βF(σ∗α) ≥ σβF(σ∗α) ∀σβ ∈ Σ.

[2, Kapitola 4]

Poznámka 2. Definice 5 je zobecněńım Definice 3. Proto v daľśıch částech tohoto textu
budeme použ́ıvat označeńı Nashova rovnováha, respektive pouze rovnováha ve smyslu De-
finice 5.

V tomto okamžiku umı́me nalézt všechny Nashovy rovnováhy, které může statická hra
obsahovat. Vrat’me se tedy zpět k Př́ıkladu 4. Vı́me, že rovnováhu pouze z čistých strategíı
tato hra nemá. Pokusme se nalézt rovnováhu mezi smı́̌senými strategiemi. Označme p, q
respektive r pravděpodobnosti, se kterými budou hráči hrát strategie 1, 2 respektive 3.

p q r
1 2 3

p 1 0;0 1;-1 -1;1
q 2 -1;1 0;0 1;-1
r 3 1;-1 -1;1 0;0

Poznámka 3. Hodnoty p, q a r představuj́ı pravděpodobnosti, proto p + q + r = 1, resp.
r = 1− p− q.

Řekli jsme, že kombinace určitých strategíı je Nashova rovnováha, pokud si hráč změnou
vlastńı strategie nemůže polepšit. Z pohledu hráče α to znamená, že hledáme rozděleńı stra-
tegíı soupeře β tak, aby užitky Fi hráče α byly pro všechny strategie stejné (maximálńı).
Hodnotu tohoto hledaného užitku si označ́ıme u. Využit́ım vztahu (2.1), do kterého do-
sad́ıme za x pravděpodobnostńı rozděleńı (p, q, 1− p− q), dostaneme následuj́ıćı soustavu
rovnic:

u = q − 1 + p+ q,

u = −p+ 1− p− q,
u = p− q.

Kořeny této soustavy jsou p = 1
3
, q = 1

3
a u = 0. Užitek samotný nás nezaj́ımá, d̊uležité jsou

hlavně pravděpodobnosti p a q, pomoćı nichž dopočteme pravděpodobnost r. Výsledkem
je smı́̌sená strategie (1

3
, 1
3
, 1
3
). Protože se jedná o jednopopulačńı hru, pro druhého hráče

bychom dostali totožnou soustavu. Než ale řekneme, že kombinace ((1
3
, 1
3
, 1
3
), (1

3
, 1
3
, 1
3
)) je
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2.1. JEDNOPOPULAČNÍ HRY

opravdu Nashova rovnováha, muśıme provést následuj́ıćı úvahu. Vypǐsme si jednotlivé
užitky Fi pro rozděleńı (1

3
, 1
3
, 1
3
):

F1 = 0,

F2 = 0,

F3 = 0.

Odtud jasně plyne, že druhý hráč si změnou vlastńı strategie nemůže polepšit, a proto je
kombinace ((1

3
, 1
3
, 1
3
), (1

3
, 1
3
, 1
3
)) opravdu Nashova rovnováha této hry.

�
Aby nedošlo v následuj́ıćıch kapitolách k nedorozuměńı, udělejme malou odbočku.

Hru v Př́ıkladu 4 jsme řešili pomoćı pravděpodobnostńıho rozděleńı (p, q, r) namı́sto po-
pulačńıho rozděleńı x. V podstatě ale oba vektory představuj́ı tu samou věc. Rozděleńı
strategíı (p, q, r), které představuje ve statické hře Nashovu rovnováhu, je zároveň op-
timálńım rozděleńım strategíı v dané populaci, tj. (p, q, r) = x, a proto je jedno, jaké
(pravděpodobnostńı) rozděleńı vlastně použijeme k řešeńı konkrétńı hry.
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Kapitola 3

Evolučńı dynamika

Na rozd́ıl od statického pojet́ı her, kde spolu hraj́ı hráči pouze v jednom kole, v dy-
namickém pojet́ı mezi sebou hráči hraj́ı v́ıcekrát a maj́ı možnost měnit svoji strategii.
Motivaćı pro tento přechod je právě fakt, že hráči mohou během hrańı změnit svoji strate-
gii a nás zaj́ımá, jakým zp̊usobem se bude vyv́ıjet, respektive měnit rozděleńı jednotlivých
strategíı v populaci a zda budou zachovány stejné rovnovážné stavy jako u statických her.

K popisu těchto dynamických her využ́ıváme v praxi obvykle deterministické modely
určené diferenciálńımi rovnicemi. Jelikož se jedná o nelineárńı diferenciálńı rovnice, přesné
explicitńı řešeńı neńı většinou k dispozici. Nicméně analýza stability (např́ıklad pomoćı
linearizace) nebo numerické řešiče nám umožňuj́ı dobře porozumět chováńı těchto model̊u.

3.1 Pr̊uměrová dynamika

V následuj́ıćı části se pod́ıváme, jak lze postupovat při odvozováńı dynamických model̊u
pro jednopopulačńı hry. Jak jsme uvedli na začátku, v dynamické hře se spolu během
určité doby střetávaj́ı hráči, kteř́ı maj́ı možnost měnit svoji strategii. Uvažujme tedy nějaké
pravidlo ρ, které udává, podle čeho tak budou činit.

Definice 6. (revizńı pravidlo) Revizńı pravidlo ρ je zobrazeńı ρ : Rn×X→ Rn×n. Složky
ρi,j(π(x),x) nazveme intenzitami přechodu ze strategie i ∈ S na strategii j ∈ S, kde π(x)
představuje obecnou užitkovou funkci. [1, Kapitola 3]

Obvykle budeme užitkovou funkci π(x) vztahovat právě k naš́ı užitkové funkci F(x).
Ke konkrétńım volbám revizńıch pravidel ρ(π(x),x) (zkráceně pouze ρ) se ale vrát́ıme
později.

Z Definice 6 v́ıme, na základě čeho docháźı v populaci ke změnám strategíı a jsme
tedy schopni mapovat jednotlivá rozděleńı xt představuj́ıćı stavy populace v čase t ∈ R+

0

(označeńı R+
0 představuje kladná reálná č́ısla včetně nuly). Tento náhodný proces lze popsat

obecněji zavedeńım následuj́ıćıho pojmu.

Definice 7. (Markovský řetězec) Systém náhodných veličin {Mt, t ≥ 0} se nazývá
Markovský řetězec se spojitým časem a množinou stav̊u Xn, jestliže pro všechna

9



3.1. PRŮMĚROVÁ DYNAMIKA

x,y,x1, ...,xk ∈ Xn a všechna 0 ≤ t1 < t2 < ... < tk < s < t, pro která
P (Ms = x,Mtk = xk, ...,Mt1 = x1) > 0, plat́ı

P (Mt = y|Xs = x,Mtk = xk, ...,Mt1 = x1) = P (Mt = y|Ms = x) . (3.1)

[3, Kapitola 3]

Vztah (3.1) vyjadřuje Markovskou vlastnost, což znamená, že pravděpodobnost stavu
v budoućım čase t, známe-li stav v př́ıtomném čase s a stavy z minulých čas̊u tk, ..., t1, je
stejná, jako když známe jen stav v př́ıtomném čase. [3, Kapitola 3]

Chápat můžeme náš náhodný proces {Mt} asi takto. Jednotliv́ı hráči dostávaj́ı
př́ıležitosti k hrańı hry. Tyto př́ıležitosti jsou navzájem nezávislé a jejich četnost má expo-
nenciálńı rozděleńı E s parametrem λ. [1, Kapitola 3] nebo [3, Kapitola 3] Jejich soupeř je
vybrán náhodně a na základě revizńıho pravidla ρ si hráč s určitou pravděpodobnost́ı změńı
svoji strategii. Na daľśım př́ıkladu se pod́ıváme, jak lze konkrétně tuto pravděpodobnost
určit. Zásadńı bude volba parametru λ.

Př́ıklad 5. Uvažujme množinu stav̊u (strategíı) S = {1, 2, 3} Markovského řetězce {Mt}
s revizńım pravidlem

ρ =

 5 3 2
1 2 7
5 4 2

 . (3.2)

Řekněme, že náhodný proces {Mt} je na počátku ve stavu 1, tj. M0 = 1. Vı́me, že v tomto
stavu stráv́ı pr̊uměrně dobu 1

λ
(toto odpov́ıdá středńı hodnotě exponenciálńıho rozděleńı

s parametrem λ). Naš́ım záměrem je určit pravděpodobnosti přechod̊u mezi jednotlivými
strategiemi, abychom byli schopni mapovat daľśı vývoj řetězce {Mt}. K tomu využijeme
právě intenzity přechodu ρi,j a pr̊uměrný čas strávený v každém stavu 1

λ
. Proved’me tedy

následuj́ıćı volbu:

λ ≥ max
x,π,i

∑
j∈S

ρi,j(π(x),x). (3.3)

V našem př́ıpadě (3.2) můžeme tedy brát v úvahu hodnoty λ ≥ 11. Zvolme hned tu prvńı
možnou, tj. λ = 11 a vynásobme revizńı pravidlo ρ středńı hodnotou E(E) = 1

λ
= 1

11
, tj.

1

λ
ρ =

 5
11

3
11

2
11

1
11

2
11

7
11

5
11

4
11

2
11

 . (3.4)

Nyńı udělejme s matićı (3.4) ještě jednu nutnou úpravu. Diagonálńı prvky této matice
nahrad’me rozd́ılem 1− 1

λ

∑n
j=1 ρi,j, tj.

P =

 6
11

3
11

2
11

1
11

3
11

7
11

5
11

4
11

2
11

 . (3.5)

�
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3.1. PRŮMĚROVÁ DYNAMIKA

Matice (3.5) definovaná v Př́ıkladu 5 se nazývá matice pravděpodobnost́ı přechod̊u P
mezi strategiemi z množiny S.

Definice 8. (matice prav. přechod̊u) Matici P nazveme matićı pravděpodobnost́ı přechod̊u
mezi strategiemi z množiny S, pokud pro složky pi,j plat́ı

pi,j =
1

λ
ρi,j i 6= j,

pi,i = 1− 1

λ

n∑
j=1

ρi,j i 6= j.

Poznámka 4. Volba parametru λ (popsána v [1, Kapitola 3]) podle vztahu (3.3) spolu
se změnou diagonálńıch prvk̊u byla nutná z toho d̊uvodu, aby matice P byla stochastická
matice, tj. aby platilo, že

i)
∑
j∈S

pi,j = 1 ∀i ∈ S,

ii) pi,j ≥ 0 ∀i, j ∈ S.

Jinými slovy, každý řádek matice pravděpodobnost́ı přechod̊u P představuje
pravděpodobnostńı rozděleńı.

Poznámka 5. Předpokládejme, že plat́ı následuj́ıćı rovnost:∑
j∈S

ρi,j(π(x),x) = λ pro všechny π(x) ∈ Rn,x ∈ Xn a i ∈ S. (3.6)

V tomto př́ıpadě pro diagonálńı prvky revizńıho pravidla ρ plat́ı:

ρi,i = λ−
∑

j∈S,j 6=i

ρi,j,

tj.

pi,i =
1

λ
ρi,i = 1− 1

λ

∑
j∈S,j 6=i

ρi,j

a neńı již tedy třeba provádět změnu diagonálńıch prvk̊u ρ. Obecně jinak hodnoty ρi,i pro
nás nemaj́ı žádný význam.

Aplikujme naše závěry na p̊uvodńı náhodný proces {Mt}. Pokud hráč hraj́ıćı strategii
i ∈ S obdrž́ı možnost hrát hru, změńı svoji strategii na j 6= i s pravděpodobnost́ı pi,j = 1

λ
ρi,j

a pokračuje v hrańı i s pravděpodobnost́ı pi,i = 1− 1
λ

∑n
j=1 ρi,j, kde j 6= i. Čas, který uplyne

mezi touto změnou, se ř́ıd́ı exponenciálńım rozděleńım E s parametrem λ. Jak ale později
ukážeme, nebude ve výsledku na tomto čase záležet. Nás budou totiž zaj́ımat jen jednotlivé
stavy {Mt} a ne doba, kterou řetězec v těchto stavech stráv́ı. Pojd’me se tedy pod́ıvat na
pravděpodobnosti přechod̊u mezi těmito stavy.
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3.1. PRŮMĚROVÁ DYNAMIKA

Poznámka 6. Je nutné rozlǐsovat mezi pravděpodobnostmi přechod̊u mezi jednotlivými
strategiemi a pravděpodobnostmi přechod̊u mezi jednotlivými stavy samotného řetězce
{Mt}.
Př́ıklad 6. (Zadáńı tohoto př́ıkladu převzato z [1, Kapitola 9]) Uvažujme rozděleńı x ∈ X
populace o velikosti N , užitkovou funkci π(x) a čas τk, který udává př́ıchod k-té př́ıležitosti
k hrańı hry. Pravděpodobnost, že pro tuto př́ıležitost bude vybrán hráč hraj́ıćı strategii i
je xi. Chceme určit pravděpodobnost přechodu ze stavu x ke stavu y ∈ X.

P
(
Mτk+1

= y|Mτk = x
)

=



xiρi,j(π(x),x)

λ
, y = x + 1

N
(ej − ei), j 6= i,

1−
∑
j∈S

xiρi,j(π(x),x)

λ
, x = y, j 6= i,

0 jinak.

Pokud plat́ı vztah (3.6) potom dostáváme pravděpodobnost

P
(
Mτk+1

= y|Mτk = x
)

=


xiρi,j(π(x),x) , y = x + 1

N
(ej − ei), j 6= i,

xiρi,i(π(x),x) , x = y,

0 jinak.

�

Využit́ım předchoźıch poznatk̊u o náhodném procesu {Mt} se pokusme aproximovat
jeho trajektorii nějakým deterministicky určeným předpisem. Řekli jsme, že př́ıležitosti k
hrańı přicházej́ı nezávisle na sobě s exponenciálńım rozděleńım s parametrem λ. Chceme
určit, kolik takových př́ıležitost́ı přijde během časového intervalu [0, t]. Lze ukázat, že tento
počet se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım P , kde E(P ) = λt je středńı hodnota rozděleńı P .
[1, Kapitola 9]

Uvažujme tedy nějaký velmi malý časový okamžik dt, během něhož chceme určit trajek-
torii procesu {Mt}. Vı́me, že každý hráč obdrž́ı pr̊uměrně λdt př́ıležitost́ı k hrańı. Řekněme
dále, že současné rozděleńı populace je x. Pr̊uměrný počet př́ıležitost́ı pro hráče, kteř́ı hraj́ı
strategii i ∈ S je potom přibližně

Nxiλdt. (3.7)

Přibližně proto, že rozděleńı populace x se může během doby dt změnit. Jelikož uvažujeme
dobu dt pouze velmi malou, bude i předpokládaná změna v x velmi malá. Pravděpodobnost
přechodu mezi strategiemi i, j ∈ S jsme určili výše jako 1

λ
ρi,j. Touto pravděpodobnost́ı

rozš́ı̌ŕıme vztah (3.7), tj.
Nxiρi,jdt, (3.8)

a dostaneme přibližný pr̊uměrný počet přechod̊u ze strategie i na strategii j během doby
dt při velikosti populace N . Podobně vytvořme předpis pro přibližný pr̊uměrný př́ır̊ustek
ve hrańı strategie i. Tedy

Nxjρj,idt. (3.9)
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3.1. PRŮMĚROVÁ DYNAMIKA

Využit́ım vztah̊u (3.8) a (3.9) jsme schopni určit, že přibližná očekávaná změna v počtu
hráč̊u hraj́ıćıch strategii i během okamžiku dt je

ni = N
∑
j∈S

xjρj,idt−N
∑
j∈S

xiρi,jdt,

ni
N

=
∑
j∈S

xjρj,idt−
∑
j∈S

xiρi,jdt,

xi
dt

=
∑
j∈S

xjρj,i −
∑
j∈S

xiρi,j,

ẋi =
∑
j∈S

xjρj,i −
∑
j∈S

xiρi,j,

kde ẋi znač́ı derivaci poměru hráč̊u hraj́ıćıch strategíı i podle času t. Důležitým
předpokladem pro tuto úvahu byl fakt, že velikost populace N jsme limitně zvětšili, což
zajistilo, že počet očekávaných přechod̊u mezi jednotlivými strategiemi během malého
okamžiku dt byl veliký.

V této fázi jsme konečně schopni definovat předpis pro základńı deterministickou dy-
namiku, která je založená na obecném revizńım pravidle ρ.

Definice 9. (pr̊uměrová dynamika) Necht’ x je rozděleńı strategíı v populaci, F(x) je
užitková funkce populačńı hry a ρ(F(x),x) revizńı pravidlo. Potom

ẋi =
∑
j∈S

xjρj,i(F(x),x)− xi
∑
j∈S

ρi,j(F(x),x) (3.10)

je pr̊uměrová dynamika. [1, Kapitola 3]

Prvńı suma ve vztahu (3.10) znač́ı př́ır̊ustek v počtu hráč̊u hraj́ıćıch strategíı i, zat́ımco
druhá suma znač́ı jejich odbyt. Zaved’me nové označeńı, ve kterém přeṕı̌seme vztah (3.10)
vektorově, tj.

ẋ = DF(x). (3.11)

O tom, že Markovský řetězec {Mt} opravdu aproximuje pr̊uměrovou dynamiku DF(x)
hovoř́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1. Mějme Markovský řetězec {Mt} a lipsitzovsky spojitou pr̊uměrovou dynamiku
DF(x). Necht’ počátečńı podmı́nka M0 = x0 konverguje k určitému stavu y ∈ X a necht’

{xt}t≥0 je řešeńım pr̊uměrové dynamiky (3.11) s počátečńı podmı́nkou x0. Potom pro
všechna T <∞ a ε > 0 plat́ı

lim
N→∞

P

(
sup
t∈[0,T ]

|Mt − xt| < ε

)
= 1. (3.12)

[1, Kapitola 9, Kurtz’s theorem]
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3.1. PRŮMĚROVÁ DYNAMIKA

Mı́sto d̊ukazu této věty se raději pod́ıváme na konkrétńı př́ıklad. Vykresleme si pomoćı
poč́ıtačové simulace pr̊uběhy {Mt} a DF(x). Z rovnosti (3.12) plyne, že č́ım větš́ı je N ,
t́ım v́ıce se budou jednotlivé trajektorie přibližovat.

Př́ıklad 7. Uvažujme jednopopulačńı hru s užitkovou bimatićı

1 2 3
1 6;6 2;4 4;3
2 4;2 2;2 6;6
3 3;4 6;6 1;1

, (3.13)

konkrétńı revizńı pravidlo ρ(F(x),x) (jeho předpis si uvedeme později; viz (3.14)) a
počátečńı podmı́nku x0 = (0.3, 0.2, 0.5). Nasimulujme trajektorie pr̊uměrové dynamiky
DF(x) a Markovského řetězce {Mt}.
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Prumerova dynamika
Markovsky retezec

(a) N = 200
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0

0.2

0.4

0.6

0.8
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1

x 2

 

 
Prumerova dynamika
Markovsky retezec

(b) N = 1000

Obrázek 3.1: Aproximace trajektorie pr̊uměrové dynamiky DF(x) trajektoríı Markovského
řetězce {Mt}

�

Jak je možné pozorovat z Obrázku 3.1, při velikosti populace N = 200 je krok př́ılǐs ve-
liký a aproximace neńı dobrá. Pro N = 1000 už ale dostáváme celkem uspokojivý výsledek.

Poznámka 7. Přestože hra v Př́ıkladu 7 má tři strategie, tj. nacháźıme se v trojrozměrném
prostoru, můžeme vykreslit řešeńı pouze do dvojrozměrného prostoru. Tato úvaha vycháźı
z toho, že pr̊uměrová dynamika DF(x) je definovaná na stavovém prostoru X = {x ∈
Rn

+ :
∑n

i=1 xi = 1}, proto jsme schopni jednu složku x vyjádřit jako xi = 1 −
∑

j 6=i xj.
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3.2. REPLIKÁTOROVÁ DYNAMIKA

Aniž bychom to později speciálně připomı́nali, výpočty a obrázky budeme dělat pomoćı
redukovaného prostoru Xn−1, ale výsledky (např. stacionárńı body) budeme interpretovat
do celého prostoru Xn.

Vrat’me se ještě na chv́ıli zpět ke hře z Př́ıkladu 7. Tato hra má tři čisté Nashovy
rovnováhy: (1, 1), (2, 3) a (3, 2). Z Obrázku 3.1 je možné pozorovat, že z počátečńı podmı́nky
x0 = (0.3, 0.2, 0.5) konverguje řešeńı DF(x) k bodu (1, 0, 0), který odpov́ıdá právě Nashově
rovnováze (1, 1). Zdá se tedy, že pr̊uměrová dynamika, která vznikla použit́ım revizńıho
pravidla (3.14), zachovává rovnovážné stavy a konverguje k nim. T́ımto se ale budeme
zabývat až v následuj́ıćıch kapitolách. V nich si ukážeme, jak lze z rovnosti (3.10) odvodit
základńı deterministické dynamiky uváděné literaturou pomoćı konkrétńı volby revizńıho
pravidla ρ. Poté se na dvou př́ıkladech pod́ıváme na jejich základńı vlastnosti. Co nás
ale bude zaj́ımat nejv́ıce, je vztah Nashových rovnováh se stacionárńımi (pevnými) body
jednotlivých dynamik.

3.2 Replikátorová dynamika

Nejběžněǰśım typem evolučńı dynamiky je z pohledu teorie her zcela jistě replikátorová
dynamika, která vycháźı z Darwinovského pojet́ı evoluce. Jej́ı odvozeńı je následovné.
Uvažujme konkrétńı revizńı pravidlo [1, Kapitola 3] dané předpisem:

ρi,j = xj [Fj − Fi]+ . (3.14)

Poznámka 8. [x]+ je kladná část č́ısla x ∈ R definovaná jako

[x]+ =


x , pokud x > 0,

0 , pokud x ≤ 0.

Rovnost (3.14) představuje následuj́ıćı situaci. Hráč se strategíı i ∈ S přejde na strategii
j ∈ S s intenzitou, která odpov́ıdá součinu relativńıho počtu hráč̊u hraj́ıćıch strategii
j a rozd́ılu užitk̊u jednotlivých hráč̊u. Dosazeńım vztahu (3.14) do předpisu (3.10) pro
pr̊uměrovou dynamiku dostaneme tento tvar:

ẋi =
∑
j∈S

xjρj,i − xi
∑
j∈S

ρi,j =
∑
j∈S

xjxi [Fi − Fj]+ − xi
∑
j∈S

xj [Fj − Fi]+

= xi
∑
j∈S

xj (Fi − Fj) = xi

(
Fi
∑
j∈S

xj −
∑
j∈S

xjFj

)

= xi

(
Fi −

∑
j∈S

xjFj

)
. (3.15)

Vztah (3.15) zapsaný vektorově

ẋ = x
(
F− xAxT

)
, (3.16)
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3.2. REPLIKÁTOROVÁ DYNAMIKA

kde A je užitková matice, představuje soustavu diferenciálńıch rovnic, které určuj́ı
replikátorovou dynamiku. [1, Kapitola 3] Situace je taková, že zastoupeńı i-té strategie
v populaci roste, pokud užitek plynoućı z jej́ıho hrańı je větš́ı než součin xAxT . Ten
představuje pr̊uměrný užitek celé populace a označ́ıme si ho F̄ (x). Pro replikátorovou dy-
namiku nav́ıc plat́ı, že strategie, které se v populaci již nevyskytuj́ı, se nemohou znovu
obnovit. To lze snadno určit pouze pohledem na předpis (3.15). Pokud je totiž člen před
závorkou xi roven nule, ẋi bude také vždy nula. Ukažme si nyńı konkrétńı př́ıklady, kde si
vykresĺıme fázové portréty této dynamiky a budeme se zabývat jej́ım chováńım.

Př́ıklad 8. Uvažujme jednopopulačńı hru, která je dána užitkovou bimatićı

1 2 3
1 1;1 0;0 0;0
2 0;0 1;1 0;0
3 0;0 0;0 1;1

.

Naš́ım úkolem je vyřešit tuto hru, poté sestavit replikátorové rovnice, určit jejich sta-
cionárńı body, porovnat je s Nashovými rovnováhami této hry a nakonec určit jejich sta-
bilitu. Nejprve urč́ıme řešeńı této statické hry. Rovnou z užitkové bimatice

”
podtrhávaćı“

metodou urč́ıme, že hra má tři čisté Nashovy rovnováhy (1, 1), (2, 2) a (3, 3). Dále stanov́ıme
užitkové funkce Fi(x) =

∑n
j=1 ai,jxj:

F1 = x1,

F2 = x2,

F3 = x3

a pomoćı nich se pokuśıme zjistit smı́̌senou Nashovu rovnováhu. Rovnovážný užitek
označ́ıme opět u a budeme řešit následuj́ıćı soustavu:

u = x1,

u = x2,

u = 1− x1 − x2.

Ve třet́ı rovnici jsme využili vztahu x3 = 1 − x1 − x2. Smı́̌sená strategie, která je jedno-
značným řešeńım této soustavy, je (1

3
, 1
3
, 1
3
). Samozřejmě stejné řešeńı bychom dostali i pro

druhého hráče (jednopopulačńı hra). Provedeńım kontroly rovnovážnosti jako v Př́ıkladu
4 můžeme tvrdit, že kombinace strategíı ((1

3
, 1
3
, 1
3
), (1

3
, 1
3
, 1
3
)) představuje smı́̌senou Nashovu

rovnováhu.
Nicméně položme si otázku, zda je tato rovnováha jedinou smı́̌senou rovnováhou této

hry? K nalezeńı odpovědi je nutné si uvědomit, jakým zp̊usobem vlastně vzniká smı́̌sená
strategie, respektive smı́̌sená rovnováha. Je to ve skutečnosti určitá lineárńı kombinace
čistých strategíı. V tomto př́ıpadě jsme uvažovali kombinaci všech tř́ı strategíı, které máme
k dispozici. Co kdyby ale hráči nehráli v̊ubec strategii 1? Může vzniknout smı́̌sená rov-
nováha jen mezi strategiemi 2 a 3?
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3.2. REPLIKÁTOROVÁ DYNAMIKA

Položme tedy x1 = 0 a vynechme prvńı rovnici z p̊uvodńı soustavy. Potom řeš́ıme
soustavu rovnic

u = x2,

u = 1− x2.

Tato soustava má opět jednoznačné řešeńı, x2 = 1
2
. Dopočteme x3 a výsledkem je smı́̌sená

strategie (0, 1
2
, 1
2
), jej́ıž kombinaćı pro oba hráče dostaneme ((0, 1

2
, 1
2
), (0, 1

2
, 1
2
)). Je i tato

dvojice Nashovou rovnováhou dané hry? Užitek, který hráči źıskaj́ı z hrańı strategie σ =
(0, 1

2
, 1
2
), je

σAσT = 0.5. (3.17)

Pohledem na jednotlivé užitky Fi pro strategii σ

F1 = 0,

F2 = 0.5,

F3 = 0.5

vid́ıme, že si opět druhý hráč nemůže změnou vlastńı strategie polepšit, a proto dvojice
((0, 1

2
, 1
2
), (0, 1

2
, 1
2
)) je opět Nashova rovnováha. Obdobnou úvahu využijeme i pro ostatńı

strategie. Polož́ıme x2 = 0 a následně x3 = 0 a zjist́ıme zbylé rovnováhy. Naše statická hra
má tedy celkem sedm Nashových rovnováh, jimiž jsou kombinace strategíı:

(1, 1), (2, 2), (3, 3), ((1/3, 1/3, 1/3) , (1/3, 1/3, 1/3)) , ((0, 1/2, 1/2) , (0, 1/2, 1/2))

((1/2, 0, 1/2) , (1/2, 0, 1/2)) a ((1/2, 1/2, 0) , (1/2, 1/2, 0)) .

Sestavme nyńı replikátorové rovnice. Pro pr̊uměrný užitek v populaci F̄ (x) plat́ı,
F̄ (x) = x21 + x22 + (1 − x1 − x2)

2. Dosazeńım užitkových funkćı Fi a pr̊uměrného užitku
F̄ (x) do vztahu (3.15) dostaneme soustavu diferenciálńıch rovnic:{

ẋ1 = x1 (x1 − x21 − x22 − (1− x1 − x2)2) ,
ẋ2 = x2 (x2 − x21 − x22 − (1− x1 − x2)2) .

(3.18)

Určit přesné řešeńı takovýchto nelineárńıch systémů je bud’ velmi obt́ıžné a nebo
většinou ani neexistuje. Nicméně neńı problém pomoćı vhodného softwaru nalézt numerické
řešeńı. Pod́ıvejme se tedy na fázový portrét.
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Obrázek 3.2: Fázový portrét soustavy (3.18)

Modré body představuj́ı počátečńı podmı́nky. Těch jsme zvolili záměrně v́ıce, abychom
nast́ınili chováńı celého systému. Tento fázový portrét je možné rozdělit do tř́ı pomyslných
část́ı, ve kterých trajektorie konverguj́ı vždy k jedné z čistých Nashových rovnováh, jež
jsou představovány body (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Mı́sto pouhých odhad̊u udělejme raději
korektńı prozkoumáńı. Začneme určeńım stacionárńıch bod̊u soustavy (3.18). To uděláme
tak, že polož́ıme ẋ1 = 0 a ẋ2 = 0 a zjist́ıme kořeny soustavy rovnic:{

0 = x1 (x1 − x21 − x22 − (1− x1 − x2)2) ,
0 = x2 (x2 − x21 − x22 − (1− x1 − x2)2) .

(3.19)

Tato soustava má sedm reálných řešeńı, viz následuj́ıćı tabulka.

Tabulka 3.1: Stacionárńı body replikátorové dynamiky z Př́ıkladu 8

Řešeńı x1 x2 x3

1. 1 0 0
2. 0 1 0
3. 0 0 1
4. 1/3 1/3 1/3
5. 1/2 1/2 0
6. 1/2 0 1/2
7. 0 1/2 1/2

18



3.2. REPLIKÁTOROVÁ DYNAMIKA

Jak je možné vidět z tabulky (3.1), stacionárńı body soustavy replikátorových rov-
nic (3.18) odpov́ıdaj́ı přesně našim Nashovým rovnováhám. Je možné toto stanovisko
zobecnit pro jakoukoliv hru? Budou vždy všechny stacionárńı body replikátorové dyna-
miky odpov́ıdat Nashovým rovnováhám? Na tyto otázky odpov́ıme později. K uzavřeńı
tohoto př́ıkladu se ještě zamysĺıme nad stabilitou jednotlivých stacionárńıch bod̊u. K tomu
využijeme linearizace a vlastńıch č́ısel Jacobiho matice J, která je dána předpisem:

J =


∂ẋ1
∂x1

∂ẋ1
∂x2

∂ẋ2
∂x1

∂ẋ2
∂x2

 . (3.20)

Spočteme jednotlivé parciálńı derivace a postupně dosad́ıme do matice J jednotlivé sta-
cionárńı body. Potom spočteme vlastńı č́ısla l1, l2 těchto matic a výsledky opět zaṕı̌seme
do tabulky.

Tabulka 3.2: Vlastńı č́ısla Jacobiho matice pro stacionárńı body replikátorových rovnic z
Př́ıkladu 8

Řešeńı l1 l2

(1, 0, 0) −1 −1
(0, 1, 0) −1 −1
(0, 0, 1) −1 −1

(1/3, 1/3, 1/3) 1/3 1/3
(1/2, 1/2, 0) −1/2 1/2
(1/2, 0, 1/2) 1/2 −1/2
(0, 1/2, 1/2) 1/2 −1/2

Odtud jsme schopni analyzovat stabilitu těchto stacionárńıch bod̊u. Prvńı tři, které
představuj́ı rovnováhy v čistých strategíıch, jsou stabilńı uzly. Vnitřńı bod (1

3
, 1
3
, 1
3
) je nao-

pak nestabilńı uzel. Zbylé tři hraničńı body jsou nestabilńı sedla. To znamená, že všechny
trajektorie ze všech počátečńıch bod̊u, které nelež́ı na hraničńıch úsečkách mezi jednot-
livými oblastmi atrakce, jsou přitahovány ke stabilńım bod̊um v roźıch prostoru X2, což
hezky zobrazuje Obrázek 3.3.
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Obrázek 3.3: Oblasti atrakce k jednotlivým stabilńım bod̊um soustavy (3.18)

�

V Př́ıkladu 8 jsme se pod́ıvali na základńı vlastnosti replikátorové dynamiky. Viděli
jsme, že Nashovy rovnováhy odpov́ıdaly př́ıslušným stacionárńım bod̊um. Tuto souvis-
lost nyńı rozebereme d̊ukladněji. Označme R množinu stacionárńıch bod̊u a Ra množinu
asymptoticky stabilńıch stacionárńıch bod̊u. Dále označme N množinu (symetrických) Na-
shových rovnováh.

Poznámka 9. Množina N neobsahuje samotné Nashovy rovnováhy, ale pouze jejich složky,
tj. (smı́̌sené) strategie.

Uvažujme (smı́̌senou) strategii σ∗ a j́ı odpov́ıdaj́ıćı rozděleńı populace x∗. Poté budeme
tvrdit, že pro replikátorovou dynamiku plat́ı:

x∗ ∈ Ra =⇒ σ∗ ∈ N, (3.21)

σ∗ ∈ N =⇒ x∗ ∈ R. (3.22)

Aniž bychom se dopustili chyby, pokud pomineme rozd́ıl mezi smı́̌senou strategíı σ∗ a
odpov́ıdaj́ıćım rozděleńım x∗, můžeme zapsat vztahy (3.21) a (3.22) v následuj́ıćı podobě:

Ra ⊆ N ⊆ R. (3.23)

Tato tvrzeńı a jejich d̊ukazy lze naj́ıt v [2, Kapitola 9]. Rozeberme nyńı ještě jeden př́ıklad,
kde se budeme zabývat jednotlivými množinami ze vtahu (3.23) a znovu se zamysĺıme nad
stabilitou stacionárńıch bod̊u.
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Př́ıklad 9. Uvažujme jednopopulačńı hru s užitkovou bimatićı

1 2 3
1 2;2 2;2 2;2
2 2;2 0;0 3;3
3 2;2 3;3 0;0

.

Naš́ım ćılem je určit prvky množin Ra, R a N a př́ıpadně určit stabilitu jednotlivých
stacionárńıch bod̊u. Začneme vyšetřeńım Nashových rovnováh.

”
Podtrhávaćı“ metodou

urč́ıme čisté Nashovy rovnováhy. Vyjde nám rovnováha mezi strategiemi (1, 1), (2, 3) a
(3, 2). Tyto rovnováhy převedeme do tvaru smı́̌sených strategíı, respektive rozděleńı v
populaci, tj. r1 = ((1, 0, 0), (1, 0, 0)), r2 = ((0, 1, 0), (0, 0, 1)) a r3 = ((0, 0, 1), (0, 1, 0)).
Pokračujeme sestaveńım soustavy rovnic pomoćı užitkových funkćı jako v předchoźıch
př́ıkladech a pokuśıme se nalézt smı́̌sené Nashovy rovnováhy.

u = 2,

u = −x1 − 3x2 + 3,

u = 2x1 + 3x2.

Řešeńım této soustavy je opět strategie (1, 0, 0), což odpov́ıdá čisté rovnováze (1, 1).
Nicméně je nutné ještě prozkoumat př́ıpadnou rovnováhu mezi strategiemi 2 a 3. Položme
tedy x1 = 0 a řešme následuj́ıćı soustavu:

u = −3x2 + 3,

u = 3x2.

Odtud dostaneme výsledek v podobě strategie σ = (0, 1/2, 1/2). Stejně jako v předchoźıch
př́ıkladech se zamysĺıme nad rovnováhou kombinace strategíı ((0, 1/2, 1/2), (0, 1/2, 1/2)).
Užitek, který hráči źıskaj́ı hrańım strategie σ, je σAσT = 1.5. Dále potřebujeme znát
hodnotu užitk̊u Fi pro naši strategii σ, tedy

F1 = 2,

F2 = 1.5,

F3 = 1.5.

Odtud je jasné, že pokud si hráč, jehož soupeř hraje v této hře strategii σ, změńı
svoji strategii např́ıklad na (1, 0, 0), źıská užitek o velikosti 2. Odtud plyne, že dvojice
((0, 1/2, 1/2), (0, 1/2, 1/2)) nemůže být Nashova rovnováha, protože hráč má motivaci přej́ıt
zpět k hrańı strategie 1.

Zjistili jsme tedy, že tato statická hra má celkem tři Nashovy rovnováhy. Vyṕı̌seme si
jejich složky, tj. smı́̌sené strategie, které obsahuj́ı. Ty si označ́ıme po řadě σ∗k (k = {1, 2, 3}),
tj.

σ∗1 = (1, 0, 0),σ∗2 = (0, 1, 0) a σ∗3 = (0, 0, 1).
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Nyńı se zamysĺıme nad prvky množiny N . Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že obsahuje
všechny smı́̌sené strategie σk. Jak jsme ale řekli výše, množinu N tvoř́ı pouze složky sy-
metrických Nashových rovnováh. Proto v našem př́ıpadě obsahuje pouze σ∗1.

Dále sestav́ıme replikátorové rovnice.{
ẋ1 = x1

(
2− F̄ (x)

)
,

ẋ2 = x2
(
−x1 − 3x2 + 3− F̄ (x)

)
,

(3.24)

kde F̄ (x) = 2(−x21 − 3x1x2 + 2x1 − 3x22 + 3x2). Rovnice ze soustavy (3.24) polož́ıme rovny
nule a urč́ıme stacionárńı body xk, viz následuj́ıćı tabulka.

Tabulka 3.3: Stacionárńı body replikátorové dynamiky z Př́ıkladu 9

Řešeńı x1 x2 x3

x∗1 1 0 0
x∗2 0 1 0
x∗3 0 0 1
x∗4 0 1/2 1/2

Odtud vid́ıme, že v tomto př́ıpadě plat́ı N ⊂ R. Proč ale stacionárńı body x∗2 a x∗3 od-
pov́ıdaj́ı přesně smı́̌seným strategíım σ∗2 a σ∗3? Je mezi nimi nějaký vztah? Na tyto otázky
odpov́ıme hned vzápět́ı.

Ještě předt́ım urč́ıme stabilitu jednotlivých stacionárńıch bod̊u. Znovu využijeme linea-
rizace. Stanov́ıme Jacobiho matici parciálńıch derivaćı tak, jak je určena ve vztahu (3.20).
Nyńı vypoč́ıtáme vlastńı č́ısla l1 a l2 matice J pro každé řešeńı.

Tabulka 3.4: Vlastńı č́ısla Jacobiho matice pro stacionárńı body replikátorových rovnic z
Př́ıkladu 9

Řešeńı l1 l2

(1, 0, 0) 0 0
(0, 1, 0) 3 2
(0, 0, 1) 2 3

(0, 1/2, 1/2) −3/2 1/2

V př́ıpadě bod̊u (0, 1, 0) a (0, 0, 1) se jedná o nestabilńı uzly. Vlastńı č́ısla l
x∗
4

1 = −3/2

a l
x∗
4

2 = 1/2 ř́ıkaj́ı, že bod (0, 1/2, 1/2) je nestabilńı sedlo. To je mimo jiné možné ověřit i
výpočtem. Nejprve vyšetř́ıme chováńı na úsečce x1 = 0, x1 ∈ [0, 1] (Zde nelze hovořit
o x1 = 0 jako o př́ımce, protože se nacháźıme pouze v simplexu X2 a ne v celém pro-
storu R2. Stejnou myšlenku použijeme i v následuj́ıćıch př́ıpadech, aniž bychom to znovu
připomı́nali). Dosazeńım tohoto vztahu do rovnic (3.24) dostaneme:

ẋ2 = x2(−3x2 + 3− 2(−3x22 + 3x2)),

ẋ2 = x2(6x
2
2 − 9x2 + 3).
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Z toho vyplývá, že pro 0 < x2 < 1/2 je ẋ2 > 0 a pro 1/2 < x2 < 1 je ẋ2 < 0, a proto jsou
trajektorie na úsečce x1 = 0 přitahovány do bodu x4. Ted’ se ale přesuneme na úsečku
x2 = −0.5x1 + 0.5. Tato úsečka spojuje stacionárńı body (0, 1/2, 1/2) a (1, 0, 0). Dosad́ıme ji
do prvńı rovnice ze soustavy (3.24) a vyjde nám, že

ẋ1 = x1(2− 2(−x21 − 3x1(−0.5x1 + 0.5) + 2x1 − 3(0.5x1 + 0.5)2 + 3(0.5x1 + 0.5)),

ẋ1 = 0.5x1(x
2
1 − 2x1 + 1).

Z čehož vyplývá, že ẋ1 > 0 pro x1 ∈ (0, 1). Trajektorie na této úsečce se tedy od bodu
(0, 1/2, 1/2) odtahuj́ı, a proto je tento bod nestabilńı sedlo, což dokazuje, že jsme se nedo-
pustili žádné chyby.

Jako posledńı nám zbývá vyšetřit stacionárńı bod (1, 0, 0). Pro něj nám vyšla vlastńı
č́ısla Jacobiho matice J nulová. Nemůžeme tedy pomoćı linearizace rozhodnout o jeho
stabilitě. K jej́ımu určeńı proto využijeme stejný postup jako u předchoźıho bodu. Zjistili
jsme, že na úsečce x2 = −0.5x1 + 0.5 se trajektorie k bodu (1, 0, 0) přitahuj́ı. Vyšetřeme
nyńı chováńı na hraničńıch úsečkách x2 = 0 a x2 = −x1 + 1. Začneme dosazeńım x2 = 0
do rovnic (3.24). Odtud nám opět vyjde, že ẋ1 > 0 pro x1 ∈ (0, 1), tj. trajektorie jsou
přitahovány. Stejně rozhodneme i pro druhou úsečku, odkud dostaneme totožný závěr.
Podobně bychom mohli rozhodnout o libovolné úsečce, směřuj́ıćı do bodu (1, 0, 0). Proto
je tento bod (asymptoticky) stabilńı uzel. O našich závěrech se nav́ıc přesvědč́ıme ještě
pohledem na fázový portrét této hry.
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Obrázek 3.4: Fázový portrét hry z Př́ıkladu 9
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Množina Ra je tedy pouze jednoprvková množina obsahuj́ıćı bod (1, 0, 0). Pro tento
př́ıklad proto plat́ı: Ra = N ⊂ R.

�

Jako posledńı se v této kapitole ještě zamysĺıme nad otázkou, kterou jsme si položili
v Př́ıkladu 9. Výše jsme ukázali, že plat́ı N ⊆ R. V Př́ıkladu 8 nám vyšla rovnost mezi
těmito množinami, zat́ımco v Př́ıkladu 9 jsme dostali N ⊂ R. Rozd́ıl mezi těmito dvěma
př́ıklady vysvětĺıme takto. Je nutné si uvědomit, jaký tvar replikátorové rovnice (3.15)
vlastně maj́ı. Při pohledu na ně snadno odvod́ıme, že body ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) jsou
vždy stacionárńı bez ohledu na to, zda se jedná i o Nashovy rovnováhy. Odtud dostaneme
odpověd’ na p̊uvodńı otázku, tj. stacionárńı body x∗2 a x∗3 nemaj́ı žádný vztah ke smı́̌seným
strategíım σ∗2 a σ∗3. To, že ei je vždy řešeńım, dokážeme následuj́ıćım zp̊usobem. Dosad’me
vektor ei do replikátorových rovnic (3.15). Všechny složky ẋk, až na i-tou, budou zcela jistě
rovny nule. Pro ẋi pak plat́ı:

ẋi = xi(Fi − (x1F1 + ...+ xiFi + ...+ xnFn)),

ẋi = (Fi − Fi),
ẋi = 0.

Tento závěr lze hezky pozorovat na zadáńı z Př́ıkladu 4. Hra má sice jedinou Na-
shovu rovnováhu, kterou je kombinace ((1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)), přesto nám ale vyjdou z
replikátorových rovnic čtyři stacionárńı body. Jeden odpov́ıdaj́ıćı této Nashově rovnováze
a tři krajńı body prostoru X2, které opět žádné rovnováze neodpov́ıdaj́ı. V Př́ıkladu 9 neńı
překvapivá ani stacionaritu bodu (0, 1/2, 1/2). O strategii, odpov́ıdaj́ıćı tomuto bodu, jsme
řekli, že nemůže tvořit Nashovu rovnováhu, protože hráči maj́ı motivaci přesunout se k
hrańı strategie 1. V replikátorové dynamice se ale nepouž́ıvané strategie nemohou obnovit,
a proto na úsečce x1 = 0 je pro hráče optimálńı strategie odpov́ıdaj́ıćı bodu (0, 1/2, 1/2),
přestože se nejedná o Nashovu rovnováhu.

3.3 Smithova dynamika

V předchoźı kapitole jsme si představili základńı deterministickou evolučńı dynamiku
z pohledu teorie her. Řekli jsme, že nepouž́ıvané strategie se v této dynamice nemohou
znovu obnovit. Proto se v této kapitole pod́ıváme na opačný př́ıpad, tj. př́ıpad, kdy se
strategie mohou obnovit. Prozkoumáme, co tato změna přinese z pohledu stacionárńıch
bod̊u a stability. Začněme tedy představeńım revizńıho pravidla [1, Kapitola 4]:

ρi,j = [Fj − Fi]+ . (3.25)

Na prvńı pohled jsou si obě uvedená revizńı pravidla (3.14) a (3.25) podobná, nicméně
zde chyb́ı vynásobeńı rozd́ılu mezi užitky poměrem xj. To znamená, že intenzita přechodu
mezi strategiemi i a j je dána pouze rozd́ılem užitk̊u těchto strategíı. Dosazeńım pravidla
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(3.25) do pr̊uměrové dynamiky (3.10) dostaneme následuj́ıćı předpis.

ẋi =
∑
j∈S

xj[Fi − Fj]+ − xi
∑
j∈S

[Fj − Fi]+. (3.26)

Tento vztah určuje Smithovu dynamiku. [1, Kapitola 4] Připomeňme, že prvńı suma v
(3.26) představuje př́ır̊ustek v hrańı strategie i, zat́ımco druhá suma udává úbytek v hrańı
této strategie. Samozřejmě plat́ı, že pokud [Fi − Fj]+ 6= 0, pak [Fj − Fi]+ = 0 a obráceně.
Odtud tedy snadno odvod́ıme, že nepouž́ıvaná strategie se může znovu obnovit. Stač́ı, aby
užitek z jej́ıho hrańı byl vyšš́ı než užitek ostatńıch strategíı. Potom prvńı suma v (3.26)
bude kladná, tj. ẋi > 0 a poměr xi poroste. Pojd’me se tedy pod́ıvat na nějaké př́ıklady,
na kterých si ukážeme vlastnosti Smithovy dynamiky. Záměrně zvoĺıme stejná zadáńı jako
v Př́ıkladech 8 a 9, abychom mohli porovnat dosažené výsledky.

Př́ıklad 10. Mějme tedy stejné zadáńı jako v Př́ıkladu 8, tj. uvažujme populačńı hru s
užitkovou bimatićı

1 2 3
1 1;1 0;0 0;0
2 0;0 1;1 0;0
3 0;0 0;0 1;1

.

Rovnou vytvoř́ıme rovnice Smithovy dynamiky. Dosad́ıme jednotlivé užitkové funkce
Fi do předpisu (3.26) a vyjde nám:

ẋ1 = (x1[x1 − x1]+ + x2[x1 − x2]+ + (1− x1 − x2)[x1 − (1− x1 − x2)]+)−
−x1([x1 − x1]+ + [x2 − x1]+ + [(1− x1 − x2)− x1]+),

ẋ2 = (x1[x2 − x1]+ + x2[x2 − x2]+ + (1− x1 − x2)[x2 − (1− x1 − x2)]+)−
−x2([x1 − x2]+ + [x2 − x2]+ + [(1− x1 − x2)− x2]+).

Odstraněńım nulových člen̊u můžeme psát:

ẋ1 = (x2[x1 − x2]+ + (1− x1 − x2)[2x1 + x2 − 1]+)−
−x1([x2 − x1]+ + [1− 2x1 − x2]+),

ẋ2 = (x1[x2 − x1]+ + (1− x1 − x2)[x1 + 2x2 − 1]+)−
−x2([x1 − x2]+ + [1− x1 − 2x2]+).

(3.27)

I tak je ale na prvńı pohled jasné, že výpočet stacionárńıch bod̊u bude velmi kompli-
kovaný, protože předpis Smithovy dynamiky je poměrně složitý. Stejně tak bude problém
vyšetřit stabilitu jednotlivých bod̊u pomoćı linearizace. Obecně totiž nebudeme moci členy
[Fi − Fj]+ zderivovat, pokud předem nev́ıme jejich hodnotu. Pro konkrétńı bod x ale
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

můžeme dopředu určit užitkové funkce Fi, poté odebrat všechny nulové členy a zbylé
kladné členy [Fi − Fj]+ přepsat jako (Fi − Fj). Po této úpravě budeme schopni rovnice
(3.27) zderivovat a určit tak stabilitu bodu x. Nicméně ke stanoveńı stacionárńıch bod̊u
jsou naše možnosti velmi omezené. V podstatě jedinou šanci, jak je určit, máme z fázového
portrétu. I zde se ale může numerický řešič dopustit snadno chyby.

Proto zvoĺıme jiný postup než v předchoźıch př́ıkladech. Stanov́ıme smı́̌sené strategie
tvoř́ıćı Nashovy rovnováhy a ty poté dosad́ıme do rovnic (3.27). Tak pouze ověř́ıme, zda
jednotlivé rovnováhy představuj́ı i stacionárńı body dané hry. Pust’me se do toho tedy v
našem př́ıkladě.

Vı́me, že tato hra má celkem sedm Nashových rovnováh, viz Př́ıklad 8. Smı́̌sené stra-
tegie, které tvoř́ı tyto rovnováhy, dosad́ıme do předpisu (3.27) a zjist́ıme hodnoty ẋ1 a ẋ2.
Pro všechny tyto body (strategie) nám vyjde ẋ1 = 0 a ẋ2 = 0, tj. všechny představuj́ı
stacionárńı body naš́ı dynamiky. To, jestli existuj́ı i jiné pevné body, zat́ım nev́ıme. Vy-
kresleme si tedy fázový portrét této hry.
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Obrázek 3.5: Fázový portrét Smithovy dynamiky v Př́ıkladu 10

Z Obrázku 3.5 se zdá, že opravdu máme jen sedm stacionárńıch bod̊u a z toho plyne, že
plat́ı rovnost množin N a R. Opět vid́ıme tři asymptoticky stabilńı body v roźıch prostoru
X3. Ještě se v rychlosti pokusme pomoćı výše popsaného zp̊usobu určit linearizaćı stabilitu.
Vlastńı č́ısla Jacobiho matice nám ale vyjdou nulová, linearizace nám v tomto př́ıpadě tedy
nepomůže. Jelikož se ale jedná o jednoduchý př́ıklad, spokoj́ıme se s řešeńım pouze pomoćı
fázového portrétu.
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

Pro zadáńı z Př́ıklad̊u 8 a 10 jsme dostali stejné výsledky jak pro replikátorovou dy-
namiku, tak pro Smithovu dynamiku. Nemá cenu se tedy t́ımto př́ıkladem v́ıce zabývat a
přesuneme se hned k druhému.

�

Př́ıklad 11. Vyšetřeme Smithovu dynamiku pro zadáńı z Př́ıkladu 9. Máme užitkovou
bimatici

1 2 3
1 2;2 2;2 2;2
2 2;2 0;0 3;3
3 2;2 3;3 0;0

.

Sestav́ıme rovnice Smithovy dynamiky.

ẋ1 = (x2[x1 + 3x2 − 1]+ + (1− x1 − x2)[2− 2x1 − 3x2]+)−
−x1([1− x1 − 3x2]+ + [2x1 + 3x2 − 2]+),

ẋ2 = (x1[1− x1 − 3x2]+ + (1− x1 − x2)[3− 3x1 − 6x2]+)−
−x2([x1 + 3x2 − 1]+ + [3x1 + 6x2 − 3]+).

(3.28)

Vı́me, že tato hra má následuj́ıćı Nashovy rovnováhy:

((1, 0, 0), (1, 0, 0)), ((0, 1, 0), (0, 0, 1)) a ((0, 0, 1), (0, 1, 0)) (3.29)

Připomeňme, že pro replikátorovou dynamiku nám vyšly čtyři stacionárńı body, přitom
pouze jeden odpov́ıdal př́ımo Nashovým rovnováhám. Dosad’me tedy tyto body do rovnic
(3.28). Dosažené výsledky vyṕı̌seme do tabulky.

Tabulka 3.5: Hodnoty ẋ1 a ẋ2 stacionárńıch bod̊u v Př́ıkladu 9 pro Smithovu dynamiku

Bod ẋ1 ẋ2

(1, 0, 0) 0 0
(0, 1, 0) 2 −5
(0, 0, 1) 2 3

(0, 1/2, 1/2) 1/2 −1/4

To, že body (0, 1, 0) a (0, 0, 1) nejsou ve Smithově dynamice stacionárńı, neńı př́ılǐs
překvapuj́ıćı. Stacionarita těchto bod̊u v replikátorových rovnićıch je dána pouze jejich
specifickou vlastnost́ı, kterou jsme popsali na konci Kapitoly 3.2. Nicméně, zaj́ımavý je
výsledek dosažený pro bod (0, 1/2, 1/2), který sice nepředstavuje Nashovu rovnováhu, ale v
replikátorové dynamice se jednalo o stacionárńı bod. Důvod, proč tomu tak je, si ukážeme
vzápět́ı. Vykresleme si nejprve fázový portrét této hry.
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Obrázek 3.6: Fázový portrét Smithovy dynamiky v Př́ıkladu 11

Na Obrázku 3.6 vid́ıme jeden asymptoticky stabilńı bod (1, 0, 0), který odpov́ıdá rov-
nováze (1, 1). Je to také jediný pevný bod v této dynamice. Co se tedy stalo se stacionaritou
bodu (0, 1/2, 1/2)?

Pokusme se nyńı na tuto otázku odpovědět. Vyšetřeme užitky, které plynou z hrańı
jednotlivých strategíı pro strategii (0, 1/2, 1/2), tj. dosad’me do užitkové funkce (2.1) bod
x = (0, 1/2, 1/2).

F1 = 2,

F2 = 1.5,

F3 = 1.5.

Strategie 1 se v tomto př́ıpadě v populaci nepouž́ıvá. Teoreticky ale z jej́ıho hrańı plyne
nejvyšš́ı užitek. A to je kĺıčový faktor, který zde hraje roli. Řekli jsme totiž, že ve Smithově
dynamice se nepouž́ıvaná strategie může znovu obnovit. To je přesně ta situace, která zde
nastane. Nejvyšš́ı užitek z hrańı této strategie

”
přebije“ užitky strategíı 2 a 3, a proto bude

pro hráče vždy lepš́ı
”
přesunout“ se k hrańı strategie 1.

�

Na Př́ıkladu 11 jsme si ukázali zaj́ımavé chováńı Smithovy dynamiky. Nejvyšš́ı užitek
plynoućı z hrańı strategie 1 zde zajistil, že pro strategii (0, 1/2, 1/2) nevznikl v dynamice
žádný stacionárńı bod, což je rozd́ılné od chováńı replikátorové dynamiky. V [1, Kapitola
4] se lze doč́ıst, že ve Smithově dynamice existuje pro každou (symetrickou) Nashovu rov-
nováhu stacionárńı bod a zároveň všechny stacionárńı body odpov́ıdaj́ı Nashově rovnováze.
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3.3. SMITHOVA DYNAMIKA

Shrnut́ı Kapitoly 3

V Kapitole 3 jsme se snažili co možná nejlépe popsat základńı evolučńı dynamiky a
jejich vlastnosti. Ty bychom mohli shrnout v následuj́ıćıch bodech:

i Náhodný proces popisuj́ıćı vývoj strategíı v čase pro konečnou populaci na základě re-
vizńıho pravidla lze limitńım zvětšeńım velikosti populace aproximovat determinis-
tickou dynamikou, kterou jsme označili jako Pr̊uměrovou dynamiku

ii Základńım typem evolučńı dynamiky je replikátorová dynamika; pro tu plat́ı, že ne-
použ́ıvané strategie se nemohou znovu obnovit

iii V replikátorové dynamice existuje pro každou rovnovážnou strategii odpov́ıdaj́ıćı sta-
cionárńı bod; ne pro každý stacionárńı bod ale existuje i Nashova rovnováha

iv Př́ıkladem dynamiky, ve které se nepouž́ıvané strategie mohou obnovit, je Smithova
dynamika

v Na př́ıkladu jsme ukázali, že ve Smithově dynamice plat́ı rovnost množin N a R. Důkaz
tohoto tvrzeńı lze naj́ıt v [1, Kapitola 4]
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Kapitola 4

Jednopopulačńı hry s parametrem

4.1 Diskrétńı přechod v hrách s parametrem

V této kapitole se zaměř́ıme na hru z Př́ıklad̊u 9 a 11. Nejvyšš́ı užitek z hrańı strategie
1 v těchto př́ıkladech zajistil, že jedinou Nashovou rovnováhou této hry byla dvojice (1, 1).
Naš́ım ćılem nyńı bude vyšetřit chováńı této hry, pokud budeme mı́t možnost měnit velikost
užitk̊u pro strategie 2 a 3. Lze totiž očekávat, že zvětšeńım těchto užitk̊u dojde ke změně
rovnovážných strategíı, což zajist́ı i odlǐsné chováńı evolučńıch dynamik. Pro jednoduchost
přidáme do užitkové bimatice pouze jeden parametr c a budeme tedy zkoumat závislost
vlastnost́ı jednotlivých dynamik na tomto parametru. Uvažujme tedy následuj́ıćı zadáńı.

Př́ıklad 12. Populačńı hra je dána užitkovou bimatićı:

1 2 3
1 2;2 2;2 2;2
2 2;2 0;0 c;c
3 2;2 c;c 0;0

,

kde c ∈ [3, 5]. Hodnoty parametru c jsme zvolili záměrně tak, abychom doćılili zvětšeńı
užitku pro strategii (0, 1/2, 1/2). Tato strategie sice netvořila Nashovu rovnováhu, nicméně
stále, minimálně pro replikátorovou dynamiku, hrála ve výsledku určitou roli. V této kapi-
tole budeme řešit diskrétńı přechod, tj. rozděĺıme tento př́ıklad do třech část́ı, kdy budeme
uvažovat postupně

1) c1 = 3,

2) c2 = 4,

3) c3 = 5.

Výsledky těchto jednotlivých variant nám poté v následuj́ıćı kapitole pomohou při spojitém
přechodu parametrem c. Vrhněme se rovnou do řešeńı tohoto zadáńı. Variantu 1) máme
již vyřešenou, začneme tedy řešeńım 2).

Pro názornost si přeṕı̌seme užitkovou bimatici:
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4.1. DISKRÉTNÍ PŘECHOD V HRÁCH S PARAMETREM

1 2 3
1 2;2 2;2 2;2
2 2;2 0;0 4;4
3 2;2 4;4 0;0

,

Snadno urč́ıme, že máme stejné Nashovy rovnováhy jako v př́ıpadě 1), tj. (1, 1), (2, 3), (3, 2).
Řešeńım soustavy rovnic

u = 2,

u = −2x1 − 4x2 + 4,

u = 2x1 + 4x2

nalezneme smı́̌senou rovnováhu. V tomto př́ıpadě nemáme jednoznačné řešeńı, nýbrž
řešeńım je úsečka x2 = −0.5x1 + 0.5, x1 ∈ [0, 1]. To znamená, že tato hra má nekonečně
mnoho Nashových rovnováh. To je zp̊usobené t́ım, že na libovolném bodě této úsečky dojde
vždy k rovnosti užitk̊u. Jen ještě zmı́ńıme, že je zbytečné řešit př́ıpadnou rovnováhu mezi
strategiemi 2 a 3, protože výsledná strategie je již obsažena v řešeńı x2 = −0.5x1 + 0.5.
Jak to tedy bude se stacionárńımi body jednotlivých dynamik? Nejprve vytvoř́ıme rovnice
replikátorové dynamiky:{

ẋ1 = x1(2− (2x1 + x2(4− 2x1 − 4x2) + (1− x1 − x2)(2x1 + 4x2))),

ẋ2 = x2(4− 2x1 − 4x2 − (2x1 + x2(4− 2x1 − 4x2) + (1− x1 − x2)(2x1 + 4x2))).

Tyto rovnice polož́ıme rovny nule a vyřeš́ıme. Samozřejmě dostaneme jako kořeny body:
(0, 0), (1, 0) a (0, 1). Nás ale zaj́ımá hlavně situace na úsečce x2 = −0.5x1 + 0.5. Dosad’me
ji tedy do našich rovnic:

ẋ1 = x1(2− (2x1 + (−0.5x1 + 0.5)(4− 2x1 + 2x1 − 2) + (1− x1 + 0.5x1 − 0.5)

(2x1 − 2x1 + 2))),

ẋ2 = x2(4− 2x1 + 2x1 − 2− (2x1 + (−0.5x1 + 0.5)(4− 2x1 + 2x1 − 2)+

+(1− x1 + 0.5x1 − 0.5)(2x1 − 2x1 + 2))).

Sečteme a uprav́ıme:{
ẋ1 = x1(2− (2x1 + 2(−0.5x1 + 0.5) + 2(−0.5x1 + 0.5))),

ẋ2 = x2(2− (2x1 + 2(−0.5x1 + 0.5) + 2(−0.5x1 + 0.5))).

A odtud už je samozřejmě vidět, že plat́ı:{
ẋ1 = 0,

ẋ2 = 0.
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To samé uděláme pro rovnice Smithovy dynamiky:

ẋ1 = (x2[2x1 + 4x2 − 2]+ + (1− x1 − x2)[2− 2x1 − 4x2]+)−
−x1([−2x1 − 4x2 + 2]+ + [2x1 + 4x2 − 2]+),

ẋ2 = (x1[−2x1 − 4x2 + 2]+ + (1− x1 − x2)[−4x1 − 8x2 + 4]+)−
−x2([2x1 + 4x2 − 2]+ + [4x1 + 8x2 − 4]+).

Dosazeńım úsečky x2 = −0.5x1 + 0.5 nám vyjde:

ẋ1 = ((−0.5x1 + 0.5)[2x1 − 2x1 + 2− 2]+ + (1− x1 + 0.5x1 − 0.5)

[2− 2x1 + 2x1 − 2]+)− x1([−2x1 + 2x1 − 2 + 2]+ + [2x1 − 2x1 + 2− 2]+),

ẋ2 = (x1[−2x1 + 2x1 − 2 + 2]+ + (1− x1 + 0.5x1 − 0.5)[−4x1 + 4x1 − 4 + 4]+)−
−(−0.5x1 + 0.5)([2x1 − 2x1 + 2− 2]+ + [4x1 − 4x1 + 4− 4]+).

Odtud už také snadno urč́ıme, že opět plat́ı:{
ẋ1 = 0,

ẋ2 = 0.

Je tedy zřejmé, že úsečka x2 = −0.5x1 + 0.5 nepředstavuje pouze množinu Nashových
rovnováh, ale i stacionárńıch bod̊u. Tento výsledek lze shrnout tak, že hráči jsou indiferentńı
v̊uči tomu, jakou strategii odpov́ıdaj́ıćı bod̊um úsečky x2 = −0.5x1 + 0.5 budou použ́ıvat.
T́ımto uzavřeme řešeńı varianty 2) a pod́ıváme se na posledńı př́ıpad, tj. c = 5.

Znovu si nejprve přeṕı̌seme užitkovou bimatici:

1 2 3
1 2;2 2;2 2;2
2 2;2 0;0 5;5
3 2;2 5;5 0;0

,

V tomto př́ıpadě máme opět tři čisté Nashovy rovnováhy (1, 1), (2, 3) a (3, 2). Nesmı́me ale
zapomenout na př́ıpadnou rovnováhu mezi strategiemi 2 a 3. Řešme tedy soustavu rovnic:

u = −5x2 + 5,

u = 5x2.

Odtud dostaneme řešeńı (0, 1/2, 1/2). Přezkoumáńım rovnováhy této strategie podle užitk̊u
Fi zjist́ıme, že v tomto př́ıpadě se opravdu jedná o Nashovu rovnováhu. Vysvětleńı je totiž
jednoduché. Užitek plynoućı z určité lineárńı kombinace strategíı 2 a 3 je totiž vždy vyšš́ı
než užitek strategie 1. To, že je zachována Nashova rovnováha pro dvojici (1, 1), jen potvr-
zuje obecně známý paradox teorie her, že očividně horš́ı strategie může být stále Nashova
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rovnováha. Kdyby se totiž hráči měli možnost domluvit, měli by v tomto př́ıpadě vždy
vyšš́ı užitek z hrańı určité kombinace mezi strategiemi 2 a 3. Nicméně toto neńı předmětem
zkoumáńı této práce. Tento př́ıklad uzavřeme vykresleńım jednotlivých fázových portrét̊u
pro obě dynamiky a hodnoty c1, c2, c3.
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(b) Smithova dynamika

Obrázek 4.1: Fázové portréty hry z Př́ıkladu 12 pro c = 3
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(b) Smithova dynamika

Obrázek 4.2: Fázové portréty hry z Př́ıkladu 12 pro c = 4
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(b) Smithova dynamika

Obrázek 4.3: Fázové portréty hry z Př́ıkladu 12 pro c = 5

�

Tato kapitola měla za ćıl demonstrovat změny v chováńı jednotlivých dynamik a změny
v Nashových rovnováhách podle toho, jak se měnil parametr v užitkové bimatici. O tento
přechod se nyńı pokuśıme spojitě.

4.2 Spojitý přechod v hrách s parametrem

V této kapitole navážeme na Př́ıklad 12 s t́ım rozd́ılem, že přechod parametru c ∈
[3, 5] bude spojitý. Neńı třeba asi vysvětlovat, proč jsme vlastně hodnoty c zvolili zrovna
takto. Na intervalu [3, 5] totiž dojde dvakrát ke změně Nashových rovnováh, což zajǐst’uje
i zaj́ımavé chováńı našich dynamik. Ćılem našeho zájmu bylo právě toto chováńı a tento
zájem se nezměńı ani při spojitém přechodu parametru c. K popsáńı tohoto přechodu
použijeme tzv. bifurkačńı diagram. To je graf, ve kterém na vodorovnou osu vyneseme
hodnoty parametru c a na svislou osu hodnoty určité normy stacionárńıch bod̊u x (Normu
voĺıme proto, abychom byli schopni vykreslit vektor do jednoho bodu). Dopředu je ale
nutné ř́ıct, že ve Smithově dynamice nastane komplikace, jelikož neńı snadné analyticky
řešit jednotlivé rovnice této dynamiky. Proto se v tomto př́ıpadě uchýĺıme k numerickému
řešeńı. V replikátorové dynamice nám tato komplikace nenastane, a proto jsme schopni
źıskat analytické řešeńı.
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Začneme řešeńım pro replikátorovou dynamiku. Nejprve sestav́ıme jednotlivé rovnice:

ẋ1 = x1(2− (2x1 + x2(2x1 + c(1− x1 − x2)) + (1− x1 − x2)(2x1 + cx2))),

ẋ2 = x2(2x1 + c(1− x1 − x2)− (2x1 + (1− x1 − x2)(2x1 + cx2)+

+ x2(2x1 + c(1− x1 − x2)))).

Nás nyńı zaj́ımá, pro jaké body x je ẋ1 a ẋ2 rovno nule v závislosti na parametru c.
Řešeńım těchto rovnic nám vyjdou čtyři kořeny: (0, 0), (0, 1/2), (0, 1) a (1, 0). Pro hodnotu
parametru c = 4 dostaneme nav́ıc řešeńı x2 = −0.5x1 + 0.5, x1 ∈ [0, 1]. Nyńı jsme schopni
konečně vykreslit bifurkačńı diagram. Jak jsme zmı́nili výše, na svislou osu budeme vynášet
hodnotu určité normy. Výhodné bude zvolit takovou normu, ve které nám naše výsledné
body nebudou splývat, tj. budeme vykreslovat hodnoty: x21 + 2x22.
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Obrázek 4.4: Bifurkačńı diagram replikátorové dynamiky v Př́ıkladu 12

Poznámka 10. Červené úsečky na Obrázćıch 4.4 a 4.5 představuj́ı nestabilńı body, zat́ımco
zelené znač́ı body stabilńı.

Na Obrázku 4.4 přesně vid́ıme, co se z pohledu stacionárńıch bod̊u děje v replikátorové
dynamice pro c ∈ [3, 5]. Nejzaj́ımavěǰśım bodem je samozřejmě bod c = 4. V něm dojde k
vytvořeńı nekonečně mnoha pevných bod̊u a nav́ıc se prohod́ı stabilita bod̊u zobrazených
do hodnot 0.5 a 1. To jsou hodnoty, představuj́ıćı body (0, 1/2, 1/2), respektive (1, 0, 0). Body
zobrazené do hodnot 0 a 2 jsou stále nestabilńı a odpov́ıdaj́ı nerovnovážných hraničńım
bod̊um (0, 0, 1) a (0, 1, 0). T́ımto jsme vyřešili spojitý přechod pro replikátorovou dynamiku
a můžeme se přesunout ke Smithově dynamice.

Jelikož rovnice Smithovy dynamiky budeme řešit pouze numericky, nebudeme zde jejich
předpis (kv̊uli jejich délce) už vypisovat. V krátkosti poṕı̌seme, jak konkrétně budeme
řešeńı hledat. Interval [3, 5] si rozděĺıme s krokem 0.001. Poté se stejným krokem budeme
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4.2. SPOJITÝ PŘECHOD V HRÁCH S PARAMETREM

dosazovat body x simplexu X2 a budeme kontrolovat, zda ẋ1 a ẋ2 jsou pro body x rovny
nule. Pokud ano, tak daný bod vykresĺıme pomoćı stejné normy jako v předchoźım př́ıpadě.
T́ım dostaneme následuj́ıćı graf:
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Obrázek 4.5: Bifurkačńı diagram Smithovy dynamiky v Př́ıkladu 12

Pro Smithovu dynamiku obdrž́ıme samozřejmě rozd́ılný výsledek než pro replikátorovou
dynamiku. Bod zobrazený do hodnoty 1 je na intervalu [3, 4) stabilńı. V bodě c = 4 máme
opět nekonečně mnoho pevných bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch úsečce x2 = −0.5x1 + 0.5. Tyto body
jsou všechny nestabilńı. Poté se změńı stabilita bodu zobrazeného do hodnoty 1 a vznikne
nový stacionárńı bod, který se zde zobraźı do 0.5. Tento bod je stabilńı. Tyto závěry o
stabilitě lze ověřit pro obě dynamiky např́ıklad spočteńım vlastńıch č́ısel Jacobiho matice
nebo porovnáńım s fázovými portréty.

Shrnut́ı Kapitoly 4

Hlavńım záměrem této kapitoly bylo popsat chováńı jednotlivých dynamik v závislosti
na parametru c. Sṕı̌se než samotné řešeńı populačńıch her nás zaj́ımá řešeńı těchto dy-
namických systémů. Nelinearita obou uvedených dynamik může z pohledu diferenciálńıch
přinést velmi r̊uznorodé výsledky. To dokládá i výsledek z našeho př́ıkladu. V bodě c = 4
docháźı ke vzniku nových stacionárńıch bod̊u spolu se změnou stability. To znamená, že v
tomto bodě docháźı k zaj́ımavé bifurkaci. Bližš́ı pohled na tuto problematiku by mohl být
předmětem daľśıho zkoumáńı.
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Kapitola 5

Závěr

Tato bakalářská práce měla za hlavńı ćıl představit problematiku evolučńı dynamiky
z pohledu teorie her. V úvodu jsme čtenáře v rychlosti seznámili se základńımi pojmy
populačńıch her a s jejich řešeńım ve smyslu Nashových rovnováh. Už jen hledáńı těchto
rovnováh může být pro hry s v́ıce strategiemi poměrně komplikované a je nutné pečlivě
rozmyslet, zda daná strategie opravdu tvoř́ı Nashovu rovnováhu, či ne. V této práci jsme
se zaměřili na jednopopulačńı hry se třemi strategiemi a pokusili se uvést princip, jak rov-
nováhy efektivně hledat. Situace by se samozřejmě ještě v́ıc zkomplikovala, pokud bychom
uvažovali v́ıce strategíı nebo v́ıcepopulačńı hry.

V daľśı části jsme pomoćı náhodného procesu (Markovského řetězce) odvodili základńı
evolučńı dynamiku. Toho jsme doćılili limitńım zvětšeńım dané populace hráč̊u, č́ımž jsme
zajistili, že náhodnost z tohoto procesu

”
vymizela“. Vzniklou deterministickou dynamiku

jsme pojmenovali jako Pr̊uměrovou dynamiku. Při definováńı této obecné dynamiky jsme
potřebovali tzv. revizńı pravidlo. To udává, jakým zp̊usobem bude v populaci docházet k
př́ır̊ustku nebo úbytku jednotlivých strategíı. V této práci jsme si představili dvě revizńı
pravidla, d́ıky kterým vznikly následuj́ıćı dynamiky: replikátorová dynamika a Smithova
dynamika. Mezi těmito dynamikami je základńı kvalitativńı rozd́ıl. V prvńı zmiňované
se nepouž́ıvané strategie nemohou znovu obnovit. To mělo za následek určité vlastnosti,
kterými jsme se zabývali v Kapitole 3.2. Ve druhé popisované dynamice se naopak ne-
použ́ıvané strategie obnovit mohou. Dı́ky tomu je zajǐstěno, že stacionárńı body této dyna-
miky odpov́ıdaj́ı vždy Nashovým rovnováhám a naopak. Vlastnosti těchto dynamik jsme
demonstrovali na př́ıkladech.

V posledńı části jsme se zaměřili na populačńı hry, ve kterých je užitek závislým pa-
rametrem. Zkoumali jsme, jaké změny nastanou v chováńı jednotlivých dynamik. Hlavně
nás zaj́ımaly pevné body a jejich stabilita. Zde jsme došli k zaj́ımavým závěr̊um z pohledu
jak teorie her, tak obyčejných diferenciálńıch rovnic a jejich řešeńı. Právě toto chováńı by
mohlo být předmětem daľśıho zkoumáńı.
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