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UvoD

Tématem této bakalaiské prace jsou Resené Ulohy z obecné algebry. Toto téma je
vsak velice obsahlé, a proto jsem se zaméfila pouze na grupy. Mym cilem je seznamit

Ctenare s teorii grup.

Tato prdace je rozdélena do osmi kapitol. Prvni kapitola s nazvem Historie ¢tenare
informuje o tom, jak se teorie grup vyvijela a kdy pojem grupa vznikl. Na tuto cast jiz
navazuje kapitola Zakladni pojmy, ktera se sklada ze tfi podkapitol, jimiz jsou Binarni
algebraické operace, Algebraicka struktura a Cviceni. Prvni podkapitola se bude vénovat
vlastnostem bindrnich algebraickych operaci, jako jsou komutativnost, asociativnost,
existence neutralniho, inverzniho a agresivniho prvku a idempotentnost. Ve druhé
podkapitole Algebraickd struktura budeme definovat spolu s grupoidem, pologrupou a
monoidem také grupu a podgrupu, které jsou hlavnim cilem této bakalarské prace.
Posledni podkapitolou je Cvi¢eni. V némz se vyskytuji feSené priklady, které maji za ukol
shrnout celou predesSlou latku. Vtreti casti se zabyvame homomorfizmem a
izomorfizmem, jez jsou zvlastnimi pfipady zobrazeni jedné algebraické struktury do jiné a
zachovavaiji si urcité vlastnosti. Na tuto latku jiz navazuje samotné clenéni grup. Tato
bakaldrska prace je zamérena na grupy konecné, cyklické, normadlni, symetrické a
alternujici. Shrnutim téchto grup je posledni ¢ast prace s ndzvem Cviceni, ve kterém si

¢tenar mUze procvicit probranou latku.

V kazdé kapitole se nachazi nékolik definic a vét. Pod vétSinou z nich je i priklad, ktery

by mél ¢tendfi [épe vysvétlit a ndzorné ukdzat, co dana definice nebo véta znamena.



1 HISTORIE

Matematicka disciplina, ktera se zabyva grupami, se nazyva teorie grup. Je jednou
z nejstarSich a nejrozpracovanéjsich disciplin algebry. Jeji vznik je spjat s Galoisovym
objevem kritéria reSitelnosti rovnic vysSich stupnd v radikadlech. Ztohoto dlvodu
matematici nejprve studovali pouze konecné grupy permutaci a pozdéji pfisli na to, Ze pfi
feSeni rlznych probléma teorie grup mohou pracovat s libovolnou mnoZinou objektd, na

niz je definovdna urcitd binarni operace spliujici jisté axiomy.

Tento objev dal vzniknout abstraktni teorii kone¢nych grup. Velmi vyznamnymi
osobnostmi, které jsou spojeny s teorii grup, jsou Frobenius, Holder, Burnside a Schur.
Teorie konecnych grup se zacala rozvijet koncem 18. a za¢atkem 19. stoleti. V této dobé
byly objeveny klasické vysledky a zdkladni metody. Matematici se vSak zacali setkavat i

s nekonec¢nymi algebraickymi strukturami, které spliovaly axiomy grupy.

Pojem konelna grupa se stal tedy specidlnim pfipadem pojmu grupa. Bouflivy vyvoj
teorie grup byl zaznamenan aZ tehdy, kdy byla postavena na teoreticko-mnoZinové

zaklady a tim se tak stala abstraktni teorii. [5]



2 ZAKLADNI POJMY

Grupa je jednim znejdualezitéjSich a nejuzitecnéjSich algebraickych systému(. Lze ji
definovat rlznymi zplsoby. Nejdfive je ale béZné uvést definice nékolika velmi dllezitych

pojm{ jako naptiklad binarni algebraicka operace, grupoid, pologrupa.

2.1 BINARNI ALGEBRAICKE OPERACE

V SirSim slova smyslu mizZzeme binarni operace brat jako zobrazeni, které nékterym
uspofadanym dvojicim prvkd dané mnoZiny M pfifazuje jeden nebo nékolik prvkl

mnoziny M .
Definice 1:

Binarni operaci * definovanou na libovolné mnoziné M rozumime zobrazeni kartézského

sou¢inu MxM do M . Symbolicky

* 1 MXM —> M
nebo téz MxM ——M [8]
Priklad 1:
Necht M c N: [4; 4];8
tedy: 4+4=8

Mezi nejznaméjsi algebraické operace patfi aritmetické operace scitani a nasobeni,
které mohou byt provddény na mnoZinach cCisel celych, pfirozenych, racionalnich a
komplexnich. Operaci s¢itani velmi ¢asto nazyvame aditivni operaci a operaci nasobeni

nazyvame multiplikativni operaci.

Aritmetickd operace odeditdni nem(zZe byt realizovdna na mnoziné Cdisel
prirozenych, jelikoZz ke kazdé usporadané dvojici (a, b) nemGze byt pfifazeno Cislo c € N
takové, aby platilo ¢ = a — b. Ztohoto divodu muze byt aritmeticka operace odecitani

provadéna pouze na mnoZindach cisel celych, racionalnich a komplexnich. [9]



2.1.1 Vlastnosti binarnich algebraickych operaci

2.1.1.1 Komutativni algebraicka operace

Definice 2:
Operaci * nazyvame komutativni na mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati

(Va,beM) axb=b+a

Tato rovnost se nazyva komutativni zakon.
Z definice je dobfe vidét, Ze nezavisi na poradi operand(. [8]
Priklad 2:

Nyni si uvedeme pftiklady komutativnich operaci s pfislusSnymi obory, na kterych
jsou tyto operace definovany. Je zfejmé, Ze ne kazdd operace je definovdna na vsech

Ciselnych oborech.

Jako pfriklad komutativni algebraické operace mlizeme uvést aritmetické operace

s¢itani a nasobeni, které jsou definovany na mnozinach N, 7Z , Q a R . Dalsi komutativni
operaci mlze byt sjednoceni, prinik a symetricky rozdil mnozin.

Necht M je mnozina a P(M) znadi systém vsech jejich podmnozin, pak jsou
operace sjednoceni, prinik a symetricky rozdil na P(M) komutativni.

Logické operace konjunkce a disjunkce na mnoziné logickych vyrok( jsou

komutativni.
Necht V je vektorovy prostor. Operace scitani vektorti na V je komutativni.

Necht M je mnozina vSech ¢tvercovych matic stupné n nad télesem realnych

Cisel. Pak je operace s¢itani maticna M komutativni.

Naopak Ciselné operace odecitani a déleni, nasobeni matic, sklddani zobrazeni,

logicka operace implikace obecné komutativni nejsou.

V predchozim odstavci hovoiime o tom, Ze operace odecitani a déleni, ndsobeni
matic, sklddani zobrazeni, logickd operace implikace nejsou obecné komutativni.

Neznamena to vsak, Ze neexistuje situace, kdy komutativita i u téchto operaci nastane.



Jednd se vsSak spiSe o vyjimky nebo modelové priklady, které maji cilené vyjit jako

komutativni.

2.1.1.2 Asociativni algebraicka operace

Definice 3:

Operaci * nazyvame asociativni na mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati
(Va,b,ceM) (a*b)xc=ax*(bxc).

Tato rovnost se nazyva asociativni zakon. [8]
Priklad 3:

Protoze ne kaida operace je ve vSech ciselnych oborech definovana, uvedeme si zde

priklad operaci, jez jsou asociativni s pfehledem obor, na kterych jsou definovany.

Jako priklad asociativni algebraické operace mizeme uvést aritmetické operace
sCitani a nasobeni, které jsou definovdny na mnozinach N, Z , Q@ a R.
Necht M je mnoZina a P(M)znaci systém vsech jejich podmnozZin, pak jsou

operace sjednoceni, prlnik symetricky rozdil na P(M) asociativni.

Logické operace konjunkce a disjunkce na mnoziné logickych vyrokd jsou

asociativni.
Necht V je vektorovy prostor. Operace V je asociativni.

Necht M je mnoZina vSech Ctvercovych matic stupné n nad télesem realnych

Cisel. Pak je operace scitani matic na M asociativni.

Mezi neasociativni operace patfi Ciselné operace odeditani, déleni a mnozinova

operace rozdil.
Priklad 4:

Zjistéte, zda je binarni operace * definovand na mnoZiné R predpisem

a*b=a+ab+b;a,beR asociativni.

Nejprve vypocteme levou a ndasledné pravou stranu podminky asociativnosti.
Ziskané vysledky porovname, a pokud rovnost plati, midZzeme konstatovat, Ze podminka
asociativnosti je splnéna.
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(axb)*c=(a+ab+b)*c=(a+ab+b)+(a+ab+b)c+c=a+ab+b+ac+abc+bc+c=a+b+c+ab+ac+bc+abc

ax*(bxc)=a*(b+bc+c)=a+a(+bc+c)+(b+bc+c)=a+ab+abc+ac+b+bc+c=a+b+c+ab+ac+bc+abc

Binarni operace je asociativni, jelikoz jsme dokdzali rovnost mezi

(axb)xc=ax(b*c), platnou pro viechna a,b,c eR.
2.1.1.3 Neutralni prvek
Definice 4:

Prvek e nazyvdme neutrdlnim prvkem binarni operace * definované na mnoziné M

pravé tehdy, kdyz plati
(VaeM)exa=a*e=a.

Plati-li pouze

(VaeM)e*a=a,
nazyvame prvek e levym neutrdlnim prvkem bindrni operace *.
Plati-li pouze

(VaeM) a*e=a,

nazyvame prvek e pravym neutralnim prvkem bindrni operace *. [8]
Véta 1:
Necht M je mnoZina s binarni operaci *. Potom plati:

Existuje-li vmnoziné M levy i pravy neutralni prvek, pak jsou si rovny a jde o

oboustranny neutralni prvek.
V mnoziné M existuje nejvySe jeden neutralni prvek. [2]
Priklad 5:
Urcete neutrdlni prvek operace * definované na mnoziné M — R pFedpisem:

a*b=2a+b;a,beM
a*e=exa=a

11



gxa=a ax*e=a
2e+a=a 2a+e=a
e=0 e=-a

Vypoctem jsme zjistili, Ze existuje pouze levy neutralni prvek 0 pravé tehdy, pokud 0

patfi do mnoziny M .

Poznamka 1:

V pripadé standardnich operaci jako napfiklad scitani, nasobeni, scitani vektord

nebo ndsobeni matic (a dalsi) jsou neutrdlni prvky ziejmé.

_ vos a+0=a
Neutralni prvek pro scitani:
e=0
- . . a-l=a
Neutralni prvek pro nasobeni:
e=1
. wos o s o V+0=V
Neutralni prvek pro scitani vektoru: -
e=0

Neutralni prvek pro nasobeni ¢tvercovych matic:

a, a, . a, 1 0 .. 0 a, a, .. aq,

Ay Ay - B, |01 . 0] Ay a, .. &,
ay Ay, - a4, /)0 0 1 ay 8., .. A,
0
0
e=
0 0 1

2.1.1.4 Inverzni prvek

Definice 5:

Prvek a' nazyvame inverznim prvkem k prvku a v binarni operaci * definované na

mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati
a*xa‘=a'‘*a=e,

kde e je neutrdlni prvek operace * . [8]
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Poznamka 2:

Nema-li operace * na zadané mnoziné M neutrdlni prvek e, potom neexistuje

ani prvek inverzni a nema smysl ho vySetfovat.
Priklad 6:

Urcete inverzni prvek binarni operace *, ktera je definovana na mnoziné R a je dana

vztahem:
ax*b=ab;a,beR

Vidime, Ze operace * je definovana jako , obycejny” soucin. Jak jsme jiz zjistili

drive, neutralni prvek u této operace je e =1. Ma tedy smysl hledat inverzni prvek.

alxa=e
ata=1

a1
at==
a

ProtoZze se pohybujeme na mnoziné redlnych Cisel, ke kazdému nenulovému

redlnému Cislu a vidy existuje inverzni prvek — e R a plati:
a

1 1
ax|l —|=|=|*xa=1
a a
V prikladu jsme zaroven zjistili, Ze pro , obycejné” ndsobeni je inverznim prvkem

e . . 1
k redlnému Cislu a jeho prevracena hodnota —.
a

Priklad 7:

Ke kazdému racionalnimu Cislu a existuje Cislo opacné -a, které jej kompenzuje

v operaci scitani, tj. plati
a+(-a)=0
Poznamka 3:

Je potreba si fici, Ze v multiplikativnim zapisu operace se misto neutrdlniho prvku

Casto pouZiva ndzev jednotkovy prvek a misto inverzniho prvku prvek prevraceny.
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Podobné je tomu i v aditivnim zapisu operace. V tomto pfipadé totiz pouzivame nazev

nulovy prvek resp. opacny prvek.

2.1.1.5 Agresivni prvek

Definice 6:

Prvek g nazyvame agresivnim prvkem binarni operace * definované na mnoziné M

pravé tehdy, kdyz plati
(vaeM)g*a=axg=g

Plati-li pouze

(vaeM)g*a=g,
nazyvame prvek g levym agresivnim prvkem binarni operace *.
Plati-li pouze

(vaeM)axg=g,
nazyvame prvek g pravym agresivnim prvkem binarni operace *. [8]

2.1.1.6 Idempotentni prvek

Definice 7:

Operaci * nazyvame idempotentni na mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati

(vaeM)axa=a. [8]

2.2 ALGEBRAICKA STRUKTURA

Definice 8:

Pod algebraickou strukturou budeme rozumét mnozinu néjakych objekti (nemusi to byt

objekty matematické), na kterych je definovana aspon jedna bindrni operace. Tyto
struktury budeme symbolicky oznadovat nésledovné:(M,*),(K,#,°). Obecné budeme

hovofrit o algebraické strukture s jednou operaci, se dvéma operacemi atd. [8]
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2.2.1 Grupoid

Definice 9:

Grupoid je usporadana dvojice (G;*), kde G je libovolnd neprazdna mnoZina a * je
binarni operace na G . MnozZinu G nazyvdme nosi¢em a operaci * nazyvame operaci
grupoidu (G;*).

Priklad 8:

(N, +) operace scitani na mnoziné vsech pfirozenych Cisel;

(N,-) operace nasobeni na mnoziné viech pfirozenych Cisel;

(Z,+) operace scitani na mnoziné viech celych Cisel;

(Z,-) operace nasobeni na mnoziné vsech pfirozenych Cisel.

2.2.2 Pologrupa a monoid

Definice 10:
Algebraickou strukturu (P,*) nazyvame pologrupou praveé tehdy, kdyz operace * spliuje
nasledujici axiom
(Va,b,ce P)(axb)*c=ax*(b*c)(asociativnost).
Jestlize je navic splnén axiom
(Va, be P)a* b=Db*a (komutativnost).
nazyvame pologrupu pologrupou komutativni resp. abelovskou pologrupou.
JestliZe je navic spInén axiom
(He € P)(Va € P)e *a=a*e=a (existence neutrdlniho prvku),
potom plati definice: [8]
Definice 11:

Grupoid G s asociativni operaci *, ve kterém existuje neutralni prvek, se nazyvd monoid,

pfipadné pologrupa s jednotkovym prvkem.

15



Jestlize navic plati:
(Va,beG)axh=b=*a(komutativnost),

nazyvame monoid monoidem komutativnim resp. abelovskym monoidem. [8]
Priklad 9:

Pfikladem pologrup mohou byt napfriklad:

(N,+) Operace s¢itdni na mnoZiné vSech pfirozenych Cisel;
(N,-) Operace nasobeni na mnoziné viech pfirozenych &isel;
(Z,+) Operace s¢itani na mnoziné viech celych &isel;

(Z,-) Operace nasobeni na mnoziné viech pfirozenych &isel.

Priklad 10:
Urcete, zda je mnoZina pfirozenych cisel N vzhledem k operaci nasobeni monoidem.

V prikladu 9 jsme jiz zjistili, Ze pfirozena Cisla jsou vzhledem k soucinu pologrupou.

Stadi tedy pouze vysetfit existenci neutralniho prvku.
(VaeN)e-a=a-e=a

e-a=a a-e=a
e=1 e=1

Levy i pravy neutrdlni prvek se rovnaji a mGzeme fict, Ze neutrdlni prvek existuje.

MnozZina pfirozenych ¢isel N vzhledem k operaci nasobeni monoidem.

2.2.3 Grupa
Definice 12:

Algebraickou strukturu (G,*) nazyvame grupou pravé tehdy, kdyZz operace * spliuje

nasledujici axiomy.

(Va, b,ce G) (a*b) *C = a*(b *C) (asociativnost),

16



(He € G)(Va € G) g*a=a*e =a (existence neutralniho prvku),
(vae G)(Ela’l € G) a*a ' =a '*a=e(ke kazdému prvku existuje prvek inverzni).
Jestlize je navic splnén axiom
(Va, be G)a*b =Db*a (komutativnost),

nazyvame grupu grupou komutativni resp. abelovskou grupou. [8]

Priklad 11:

Zjistéte, zda mnozina redlnych cisel vzhledem k operaci scitani tvofi (komutativni)

grupu.
Aby operace s¢itdni na mnoziné redlnych Cisel tvofila grupu, musi splfiovat jisté podminky.

Komutativnost:

Va,pbeR:a+b=b+a

L=a+b
P=b+a
L=P

Komutativni operace plati.
Asociativnost:
Va,b,ceR:(a+b)+c=a+(b+c)
L=(a+b)+c=a+b+c
P=a+(b+c)=a+b+c

L=P

Asociativni zdkon plati.

17



Existence neutrdlniho prvku:

JeeRVaeR:a+e=a

a+e=a

e=0

Neni treba vySetfovat i levy neutralni prvek, protoZze zde plati komutativnost.
Neutralni prvek existuje a je roven 0.

Existence inverzniho prvku:

vacR3Ja'eR:a+a'=a'+a=e

a+a'=a'+a=0

=-a

Inverzni prvek ke kazdému a € R také existuje.

Plati tedy, Ze mnozZina redlnych Cisel s operaci scitani tvori grupu.
Poznamka 4:

Mnoziny vSech celych, raciondlnich, realnych cisel s operaci séitani tvofi grupu.
MnozZina realnych clisel s operaci nasobeni netvori grupu. Neexistuje totiz inverzni prvek
k Cislu 0. Grupu vsak tvofi mnozZina vSech nenulovych &isel s operaci ndsobeni. MnoZina
vsech celociselnych nasobkl pevného prirozeného cisla n s operaci scitani. Jako priklad

zde mlZeme jesté uvést nejmensi moznou grupu a to jednoprvkovou mnozinu G :{e}

soperaci exe=e.

2.2.4 Podgrupa
Definice 13:

Struktura (H,°) je podgrupou grupy (G,-), pravé kdyz

1) HcG;
2) Operace ,o“ je zuienim (restrikci) operace ,-“ na mnozZinu H, tj.
(Vx,yeH)(Xey=x-y);

3) (H,°) jegrupa [4]
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Véta 2:

Bud’ (G,-)grupa. Podmnozina H mnoZina G je podgrupou v G, praveé kdyz
1) H=O,
2) (WYX, yeH)x-y'eH[4]

Podgrupam se budeme vénovat pozdéji podrobnéji (kapitola 6), pro tuto chvili nam

tato definice a véta stadi.

2.3 CVICENI

V této cdasti bychom si méli procvicit nékolik typl prikladd na binarni operace,

grupy, tj. latku, kterou jsme si v predeslé c¢asti definovali a ukazali par prikladd.
Priklad 12:
Zjistéte, zda jsou scitani a nasobeni binarnimi operacemi na mnoziné realnych cisel.
sCitani: (a,b)eR—>(a+b)eR
nasobeni: (a,b)eR —(a-b)eR
Zjistili jsme, Ze operace scitdni a operace nasobeni jsou binarnimi operacemi

v oboru realnych Cisel. Na stfedni Skole bychom pouiZili tvrzeni ,mnozZina R je uzaviena

vzhledem k scitani a nasobeni”.
Priklad 13:

Na mnoZiné Z je definovana bindrni operace * predpisem Va,beZ:axb=2(a+b).

Zjistéte vlastnosti binarni operace.

Komutativnost:

Va,beZ:axb=bx*a

L=2(a+b)
P=2(b+a)
L=P

Komutativni zakon plati.
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Asociativnost:

Va,b,ceZ:(axb)*c=ax*(b*c)
L=2(a+b)*c=2[2(a+b)+c]=4a+4b+2c
P=ax[2(b+c)]=2[a+2(b+cC)]=2a+4b+4c

L=P
Asociativni zakon neplati.

Zdkon krdceni zleva:

Vajb;ceZ:a*b=axc=b=c
Dlkaz: axb=ax=c
2(a+b)=2(a+c)/:2
a+b=a+c

b=c

Zakon kraceni zleva plati. Zdkon kraceni zprava neni tfeba ovérovat, plati, coz plyne

z komutativnosti operace *.

Existence neutrdlniho prvku:

axb=2(a+b)
JdeeZ;VYaeZ:axe=a

2(a+e)=a

Pravy neutrdlni prvek neni tfeba vySetfovat, protoZe operace * je komutativni. Neutralni
prvek e € Z by mél byt pevny prvek, ktery nezavisi na a. Z tohoto divodu neutralni prvek

neexistuje.
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Priklad 14:
Je dén grupoid (R;*), kde xxy=(x+2y)-(2+xy). Zjistéte, zda operace * je
asociativni.

V pfipadé, kdy mame podezieni, Ze predlozend operace asociativni neni, byva rychlejsi
metodou nalezeni trojice prvkd, pro niz neplati asociativni zakon. To se v daném pfipadé

snadno podafi. Volme napf. x=1, y=-1a z=2.

Je (xxy)*z=1*x-1)*2=(-1-1)*2=-1%2=3-0=0,
X*(y*z)=1%(-1%2)=1%(3-0)=1x0=1-2=2.

Dostali jsme dva rGzné vysledky (0 a 2). Ztohoto dlvodu grupoid (R;*), kde
X*Yy=(X+2Yy)-(2+Xy), neni pologrupou.

Priklad 15:

Zjistéte, zda grupoid (Z,*) je grupou, je-li operace * definovana predpisem
Va,beZ axb=[a-b|.

Aby se jednalo o grupu, musi byt splnény tfi podminky. Grupoid musi byt pologrupou,
musi obsahovat neutralni prvek a inverzni prvek.

a) pologrupa

Necht a,b,ceZ pak

(a*b)*c=|a-bj*c=|a-b|-c|=|a-b-c|

a*(bxc)=axb-c|=a-|b-c|=|a-b-c|

Grupoid (Z,*) je pologrupou.

b) neutralni prvek

Musime najit takovy neutralni prvek e € G, Ze pro libovolné a € Gplati exa=a*e=a.
Kdybychom si zvolili a=-1 a dosadili do pfedchoziho fadku, vyjde |e-(~1)|=-1, coZ
nemuze platit.

Neutralni prvek neexistuje.
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c) inverzni prvek

Inverzni prvky neexistuji, protoZe neexistuje ani prvek neutralni.
Zavér: Grupoid (G, *) neni grupou, jelikoZ neobsahuje neutraini prvek.
Priklad 16:

Je ddna mnoZina M a operace * na této mnoZiné. Rozhodnéte, zda je (M,*) grupoid.

Pokud se bude jednat o grupoid, zjistéte, zda je dany grupoid dokonce pologrupou.
a) M =Na pro libovolné x,y e M plati x*xy=x-y,
b) M ={-1,0,1} apro libovolné x,y € M plati x*xy=x-y,

¢) M ={-1,0,1}a pro libovolné x,y € M plati x*y=x+y.

a) Volme napf. x=3,y=5. Pak ale x*y=3x5=3-5¢ N . Operace * neni na N

neomezené proveditelna a tudiz nejde o grupoid.

b) Volme napf. Xx=-1y=0.Pak x*y=-1-0=0€ M . Obdobné snadno zjistime, Ze
operace * je na mnoziné M provediteln3, tudiZ se jedna o grupoid. Vysetfime tedy jesté,

zda je splnéna podminka asociativnosti.

(x*y)sz=(x-y)*z=X"y-2

x#(y*z)=x*(y-2)=Xx-y-z

Podminka asociativnosti je splnéna a tudiz mizZeme fici, Ze se jedna o pologrupu.
c) O grupoid se nejedna. Lze to dokazat protipfikladem.

Volbou za X=1 aza y =1 dostdvame rovnost
Xxy=X+Yy=1+1=2

Cislo 2 nepatfi do mnoZiny M , a z tohoto ddivodu se o grupoid nejedna.
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Priklad 17:
Na mnoziné celych cisel Z vySetiete binarni operaci * definovanou predpisem
a*b=(a+b)+1

Komutativnost:

Va,beZ:axb=Dbx*a

L=(a+b)+1
P=(b+a)+1
L=P

Komutativni zakon plati.

Asociativnost:
Va,b,ceZ:(a*xb)*c=ax*(b*c)
L=(axb)*c=[(a+b)+1]*c=a+b+c+2
P=ax(b*c)=ax*[(b+c)+1]=a+b+c+2
L=P

Asociativni zdkon plati.

Existence neutrdlniho prvku:

a*b=(a+b)+1
JeeZ;VaeZ:a*e=a
(a+e)+l=a

e=-1

Neutrdlnim prvek je ¢islo -1.

Existence inverzniho prvku:

a*al=e

a*a'=-1

23



=-1-a

Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek a ten je dan rovnosti a ' =—1—a.
Poznamka 5:

V celé této praci budeme skladat zobrazeni zleva.

Priklad 18:

Na mnoziné G ={m,n,o, p} je dana operace * tabulkou. Rozhodnéte, zda je grupoid

(G, *) komutativni, resp. asociativni, resp. jestli ma neutralni prvek.

a) b)
« |m n o p « |m n o p
m|o m n p m| o m n m
nlo m n p n|lm m p n
olo m n p o|ln p n o
plo m n »p p|lm n o p

a) Ovéime, zda plati
(m=n)*p=m=(n=*p)
(m*n)*p=m*p=p
mx(n*p)=m*p=p
pP=p

Podminka asociativnosti je vtomto pfipadé splnéna. Bylo by nutné ovafrit jesté dalSich 63
trojic. Snad se ale podafi najit néjaky protipfiklad, pro ktery podminka asociativnosti

splnéna neni. Protiprikladem je napfiklad trojice n, m, o.
(n*m)*0=n=*(m=*0)
(n*m)*0=0*0=n
nx(m=*0)=n*n=m

n=m
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Nalezli jsme protipfiklad a nyni mGzeme fici, Ze grupoid neni asociativni.
Tabulka neni soumérna podle hlavni diagonadly, proto neni grupoid komutativni.

Prvky ve sloupcich i vradcich se neopakuji v zahlavi sloupct ¢i radkd, a proto vtomto

grupoidu neexistuje neutralni prvek.

b) Otestujeme, zda (m=*n)*0=mx*(n*0).

Je (m*n)*0=m#*0=n,

m=*(n*0)=m*p=m,

n=m.

Grupoid neni asociativni, jelikoZ nesplfiuje podminku asociativnosti.

Tabulka je soumérna podle hlavni diagondly a proto je grupoid komutativni.

Neutralnim prvkem je p, protoZe se prvky ve sloupci a v fadku opakuji v zahlavi sloupce a
radku.

Priklad 19:

Je dana mnozina M = {x, Y, z} a Castecna tabulka operace * na mnoziné M .

Dopliite tabulku tak, aby (M, *)

a) byl grupoid s neutrdlnim prvkem;
b) byl grupoid, v némz ma kazdy prvek inverzni prvek;

c) byla pologrupa.
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Neutrdlnim prvkem je z, protoZe se prvky ve sloupci/fadku shoduji se zahlavim

sloupce/radku.

b)

Inverznim prvkem k prvku x je y, k y je prvek x a prvek z je inverzni sam k sobé.
c)

Vypocltéme (x*x) *y = x*xy =za x*(x *y ) = x *xy = x. Tim je jasné, Ze jiz
v Castecné tabulce je mozné najit trojici prvkl, pro néz neplati asociativni zdkon. Z dané
Castecné operacni tabulky tedy nelze vytvofit operacni tabulku pologrupy. Museli jsme
ovsem danou trojici prvkl objevit. Podobné hledani ,vhodné“ trojice prvkl mlze byt

dost naroc¢né na ¢as a soustredénost ¢lovéka.

Vidéli jsme, Ze ovérovani asociativity je v koneénych algebraickych strukturach
Casto Casové dost narocné. Mohly by tuto praci prevzit programy pocitacové algebry jako
Maple & Mathematica? O nich je dobfe zndmo, Ze zvladaji mnohé vypocty z oblasti
klasické i linedrni algebry ¢i matematické analyzy nebo pravdépodobnosti a statistiky.
V posledni dobé se v nich objevuji povely ¢i bali¢ky, obsahujici funkce, které se tykaji
algebraickych struktur s konec¢nymi nosici, resp. teorie grup. Prozkoumejme alespon

nékteré funkce bali¢ku (package) Magna v programu Maple 17.

JiZ pfi zapisu konecné algebraické struktury Cayleyho tabulkou lze usSetfit trochu
prace, dohodneme-li se, Ze jeji prvky ocislujeme pfirozenymi Cisly 1, 2, ..., n. V takovém
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pfipadé jiz nemusime zaddavat zahlavi radkd ani sloupcl a pracujeme jakoby s maticemi.
Po ,zavolani“ balicku Magma vyuZijeme nékteré jeho povely, tykajici se zkoumani
asociativnosti operace. Program nam v okamziku zjisti, Ze existuje 24 pologrup na

mnoziné G = {1, 2, 3}. Mizeme si je nechat vypsat do seznamu, co? ugini dal3i povel.

Nakonec si ale povSimneme, Ze v prvnim fadku matice kodujici ¢aste¢nou operacni
tabulku z ptikladu 19 bude 1, 3, 1 a takovyto prvni fadek se v zZadné ze 24 operacnich
tabulek vydanych pocitacem nenachazi. | odtud je vidét, Ze ukol dany v bodé c) ptikladu

19 nelze splnit.

> with( Magma) :
Enumerate( 3, 'associative' );
24

> Enumerate( 3, 'associative',6 'output' = 'list' );
111 111 111 111 111 111 111 111
trrpfrreflrrr|rra{rerjrr2pftrr2pf121]
111 112 113 123 333 113 123 113

e ool oo oo e[
121 {t22lt22)t122 123 |123]|123]]222
333122123 133|]123]|132]|333/|]333

o3[t 3| o33 [ra3][122]]123]]123]
i3t 3Lj123lt23]123}|211][123}]231
113331113133 331211123312
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3 HOMOMORFIZMUS A IZOMORFIZMUS

Tyto dva pojmy zndme jiz z geometrie. Pfedstavuji totiz zobrazeni, ktera
zachovdvaji urcité vlastnosti. Podobné je tomu i v algebfe. Zobrazeni homomorfizmus a
izomorfizmus si muUZeme predstavit jako dva podobné a shodné trojuhelniky.
Homomorfizmus (podobnost) zachovdva pouze nékteré vlastnosti bindrnich operaci.

Izomorfizmus (shodnost) zachovava viechny vlastnosti binarnich operaci.

Obrazek 1: Homomorfizmus

Definice 14:

Zobrazeni ¢@:M — K nazveme homomorfnim zobrazenim algebraické struktury (M,0)

do algebraické struktury (K,a) pravé tehdy, kdyz plati
(Va,be M) g(a-b) =gp(a)ap().

Jestlize zobrazeni ¢ je surjektivni, nazyvame algebraickou strukturu (K,2) homomorfnim

obrazem algebraické struktury (M,0) a budeme znacit
(M,0) ~ (K,s).

Jestlize zobrazeni ¢ je bijektivni, potom algebraické struktury (M,0), (K,2) nazyvame

izomorfnimi a budeme znacit

(M,0) = (K,). [8]
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Véta 3:
Necht (M,0)~(K,a), tj. algebraickd struktura (K,s) je homomorfnim obrazem
algebraické struktury (M,0), potom plati:

1) lJestlize operace 0 je komutativni, je i operace a komutativni.

2) lJestlize operace 0 je asociativni, je i operace a asociativni.

3) Jestlize operace 0 ma neutrdlni prvek, ma i operace a neutralni prvek.

4) Jestlize operace 0 ma agresivni prvek, md i operace a agresivni prvek.
5) Pro obraz inverzniho prvku plati gp(a‘l) = [go(a)]fl. (Zachovéni inverzniho prvku.)

6) Jestlize operace 0 je idempotentni, je i operace a idempotentni. [8]
Definice 15:

Necht ¢:G — H je néjaky homomorfizmus grup. Jeho obraz je mnoZina

Im(p) = p*G ={p(9);g €G}

Tato podmnoZzina grupy H je uzaviend vzhledem na soucin, inverzni prvky a jednotku a je

to teda podgrupa grupy H. Na druhé strané mnozina
Ker(p) ={9:9 €G,p(g) =1e H}’
Je podgrupou grupy G a nazyvame ji jddrem homomorfizmu ¢ . Pfitom plati:

1) @:G — H je epimorfizmus & Im(p)=H
2) @:G—>H je monomorfizmus & Ker(p) =1
3) @:G—>H jeizomorfizmus & Ker(p)=1a Im(p)=H [3]

Priklad 20:

Uvazujeme zobrazeni ¢ definované predpisem:
1) ¢:(R",) > (R,+)

(VxeR") ¢(x) =log x
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2) o:(Z,+)—>(Z,+)
(VxeZ) p(x)=x-1

3) ¢:(R,+)—>(R",")
(VxeR)p(x) =€

1)
e ¢ jebijekce
o (VX yeR") p(x-y)=log(x-y)=logx+logy = @(X)+o(y)
@ je tedy izomorfizmus.

2)
o (WYX, YyeZ)p(X+y)=x+y-1
o(X)+o(y)=x-1+y-1=x+y-2
Tedy o(x+Y) # @(X)+¢@(y), ti. ¢ neni homomorfizmus.
3)
o« (I YER) plx-y) =€ e =) = p(x) ()

@ tedy je izomorfizmus.

30



4 KONECNE GRUPY

Definice 16:

Grupa (G,-)se nazyva nekonecna, je-li jeji nosic, tj. mnozina G, nekonecna. V opacném
pripadé fikdme, Ze (G,-) je konecna grupa a fadem této grupy rozumime pocet prvki
mnoziny G . [2]

Jako pfiklad bychom mohli uvést grupu shodnosti reprodukujici rovnostranny trojuhelnik.

Tato grupa je konecna fadu 6.
Priklad 21:

Urcete vSechny shodnosti v roviné reprodukujici rovnostranny trojuhelnik. Sestavte

Cayleyovu tabulku zachycujici operaci skladani téchto shodnosti.

Shodnosti reprodukujici rovnostranny trojahelnik v roviné jsou identita (1), rotace (R) a

osova soumérnost (O). Otocenim trojuhelnika o 120° resp. 240°, resp. 360° po sméru

hodinovych rucicek dostavame 3 ze symetrii (identitu a 2 rotace). Znaé¢ime (I,R, RZ).
Preklopenim trojuhelnika T okolo vysky prochazejici vrcholem 1,2,3 dostavame dalsi 3

symetrie O,,0,,0, . Dostavdme tak mnoZinu G Sesti symetrii trojuhelnika T :
Pfijmeme oznaceni pro:

G={1R.R?0,0,0,},

a situaci mdzeme nakreslit nasledovné.

Obrazek 2: Shodna zobrazeni rovnostranného trojuhelnika v roviné
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Sestavime Cayleyovu tabulku, kterd zachycuje binarni operaci skladani shodnosti
reprodukujici rovnostranny trojuhelnik. Shodnosti budeme skladat nasledovné (poznamka

5). Vezmeme-li si napfiklad RO, =0O;, zafiname zleva R a k nému pfiddvame O, .

Tabulka 1: Cayleyho tabulka reprodukujici rovnostranny trojuhelnik

* |1 R R® 0, 0, O

I |1 R R 0, 0, O

R|R R | 05 O, O,
R|R> | R 0, 03 O
O;/0; 0O O3 | R R?
0,0, 03 0; R | R

03 03 01 02 R R2 |

Véta 4:

Necht (G,) je grupa, @=H <G. (H,-) je podgrupou grupy (G,-) pravé tehdy, kdyz pro
viechna a,beH je a-b eH.[2]

Poznamka 6:

Kazda grupa je podgrupou sama sebe a podgrupou kterékoli grupy (G,-) je vidy
jednotkova podgrupa, tj. podgrupa obsahujici pouze neutralni prvek. Tyto dvé podgrupy

se nazyvaji nevlastni a vSechny ostatni podgrupy se nazyvaiji vlastni.
Priklad 22:

Naleznéte vSechny podgrupy grupy shodnosti v roviné, reprodukujicich rovnostranny

trojuhelnik. Kromé nevlastnich podgrup nalezneme zifejmé tyto vlastni podgrupy:
H, =({R, R?, I},o) - podgrupa rotaci; H, =({1,0,},°),H; =({1,0,},°),H, =({1,0,},°).
VSimnéme si, Ze fad kterékoli podgrupy H,, i=1,2,3,4 déli fad grupy G, t;. ¢islo 6.

Véta 5:

Pranik libovolného neprazdného systému podgrup grupy G je opét podgrupa grupy G.
(2]
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Definice 17:

Necht (G,-) je grupa a g jeji libovolny prvek. Existuje-li nejmensi kladné celé

islo n tak, ze g" =1, pak fikdme, Zze n je ¥ad prvku g, resp. ze prvek g je fadu n v
grupé (G,-).

Piseme: n=0(g), resp. n=|g|.

Jestlize takové Cislo n neexistuje, pak fikame, Ze prvek g je nekonecného fadu. [7]

Priklad 23:
Pokuste se popsat grupy fadu 6.
Tento pftiklad si rozdélime na dvé ¢asti.

1. V prvni ¢asti uvedeme tabulku cyklické grupy radu 6. Jejim generdtorem je prvek
a, pricemz plati a® =1.
Tabulka 2: Cayleyova tabulka cyklické grupy fadu 6

* '] a a° a a a

a“|a” a a a a
a®la’® a* a8 | a &
a'la* @ | a a*® @
a>|a | a a’ a® a'
2. Ve druhé ¢asti se budeme zabyvat necyklickou grupou fadu 6, jejiz nejednotkové

prvky jsou radu 2 nebo 3. Jiny fad mit nemohou, coZ plyne z dlisledku Lagrangeovy véty.
Nejdrive ukdzeme, Ze v grupé musi existovat prvek fadu 3. Nejednotkové prvky rfadu 2 by
v grupé G existovaly v opacném pripadé, napf. a=b. To by ovsem znamenalo, Ze grupa

G by obsahovala Kleinovu ¢tyfgrupu H, coz neni mozné v dlsledku Langrangeovy véty.

V G tedy existuje prvek a=1, kdy a®=1. Kromé prvk 1, a, a> =b musi grupa

G obsahovat jeité jeden prvek c. Lehce zjistime, ze i prvky ac=d a ac’=e. Timto
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zpUsobem jsme zjistili Sest prvk( grupyG, které budeme potiebovat ke konstrukci

cyklické grupy radu 6.

Dal$im krokem bude ukazat, 7e c®?=1. Vgrupé G plati zakon kraceni zleva i
zprava, a proto vylou¢ime moznosti ¢> =c, ¢ =ac a ¢* =a’c. Divodem je, e prvek ¢
je rzny od prvka 1, a, a’. Kdyby platilo ¢’ #1, potom by prvek ¢ mél ¥ad 3, a tedy
c® =1. Timto dostavame viak spor, pokud by c*=a, platilo by 1=c*=ac=d a nebo

také pokud ¢ =a?, potom 1=c®*=a’c =e. Je spInéna moznost c* =1.

Obdobné ukazieme, 7e d* =1, resp. e* =1. Prvek d, resp. e je rlizny od prvkd 1, a,
a’. Zde plati také zakon kraceni zleva i zprava a proto mdieme moznosti d?=d,
d*=ad, d*=a’d , resp. e =e, e’ =ae, e’ =a’e vyloudit, protoze by také vedly ke
sporu. Kdyby neplatilo d? =1, resp. e =1, potom by prvek d, resp. e mél fad 3, a tedy
d®=1, resp. e =1.

Pokud d?=a, resp. e =a, platilo by 1=d®=ad =e, resp. 1=€®=ae=c, &m?
se dostavame opét do sporu. Dal$i moznost, ktera vede ke sporu je d? =a?, resp. e* =a*
. Muselo by totiz platit 1=d®>=a’d =c, resp. 1=e’=a’e=d. To pro nds znamena
d?=e’=1.

Sestojime tedy Cayleyovu tabulku na mnozinég M = {l, a,b,C,d,e}

Tabulka 3: Cayleyova tabulka necyklické grupy fadu 6

« |1 a b ¢ d e

1({1 a b ¢ d e

Kazda cyklicka grupa je grupou komutativni. Z tabulky lze vycist, Ze tato grupa neni

komutativni. To je dalsi dlivod, pro¢ nemaze jit o cyklickou grupu.
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5 CYKLICKE GRUPY

Definice 18:

Bud' M podmnoZina grupy G . Prlinik vSech podgrup grupy G obsahujicich mnozinu M
nazyvdme podgrupou generovanou mnozinou M a znatime {M}. Jestliie {M} =G, pak
M nazyvdme mnoZinou generatord grupy G. Grupa G generovand jednoprvkovou
mnoZinou {g} se nazyvé cyklicka. Pifeme G =(g). [2]

Véta 6:

Bud M podmnoiZina grupy G. Je-li M =, pak {M}={e} (tj. neprézdna mnoiina
generuje trivialni podgrupu). Je-li M=zD, pak
{M}:{mlel-m;z-...-mne";mi M, e, eZ,i:1,2,...,neN}. (Neprazdnd mnoZina
generatord M nageneruje tudiz mnoZinu ,slov” konecné délky tvorenych celociselnymi
mocninami prvkd mnoziny M ). [2]

Véta 7:

Bud <a > cyklicka grupa. Pak bud vSechny celociselné mocniny prvku a jsou navzajem

razné a cyklickd grupa <a> je nekonecna, nebo existuje pfirozené Cislo n tak, Ze

2

<a> = {a,a an :e}. Pitom a™ =e pravé kdyz n|m. [2]

Véta 8:

Bud' <a> koneéna cyklickd grupa ¥adu n. Pak <a* > = <a > pravé tehdy, kdyz (k,n) =1.
(Pfipomenme, ze symbolem (k,n) znadime nejvétsi spolecny délitel Cisel k, n). [2]
Tvrzeni:

1) Kazda podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka.
2) Je-li <a> konecna cyklicka grupa fadu n a d pfirozené &islo délici n, n=d-m,
pak <a> obsahuje jedinou podgrupu fadu d, totiz <a™ >. [2]
Z toho tvrzeni vyplyva, Ze konecna cyklickd grupa <a> rfadu n ma pravé tolik rlznych

podgrup, kolik prirozenych déliteld ma Cislo n.
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Definice 19:

Bud H podgrupa grupy G, aeG. Pak mnoZinu aH ={ahheH}/resp.
Haz{ha,heH}/ nazyvame levou/resp. pravou/tfidou grupy G podle podgrupy H
uréenou prvkem a. [2]

Priklad 24:

Je dana grupa G shodnosti v roviné reprodukujicich rovnostranny trojuhelnik ABC (viz

priklad 17) tj. G:({I,Ol,Oz,Os,R,RZ},o). Podgrupu H ozna¢me podgrupou rotaci,

H= ({I R, RZ},o) . Utvofme vSechny levé tfidy grupy G podle podgrupy H .

Mdame
IH ={1,R,R?} OH ={0,,0,,0,)
RH ={R,R 1} O,H ={0,,0,,0;}
R’H ={R,R,1} O;H ={0,,0,,0,}.

Ukazuje se, Ze kazdé dvé levé/pravé/ tfidy se budto rovnaji, nebo jsou disjunktni. Vznikl
tedy rozklad mnoziny {I ,0,,0,,0,,R, R2} na tridy. To plati obecné.

Véta 9:

Kazdé dvé levé tridy grupy G podle podgrupy H se budto rovnaji nebo jsou disjunktni.

(2]

5.1 Lagrangeova véta:

Lagrangeova véta jasné vymezuje fady podgrup, které jsou mozné.
Véta 10:

Bud H podgrupa konetné grupy G. Potom |G|=H.[G:H]. Pfitom |G

H| znati rad

’

grup G,H . [2]
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Dakaz:

Levé tfidy grupy G podle podgrupy H tvoti rozklad mnoziny G na tfidy. Téchto tfid je

[G:H] a kaidé dvé maiji stejny pocet prvki jako podgrupa H, tj. |[H|. Celkem tedy
|G|=|H|.[G:H].[2]
Dusledek:

1) R&d podgrupy i index podgrupy dané koneéné grupy G déli vidy Fad grupy G ..
2) Vkonetné grupé G déli &islo o(g) ¢islo |G

, tj. fad prvku g/tj. fad jim
generované cyklické grupy/ déli ¢islo G .

3) Konecné grupy prvociselného fadu maji pouze nevlastni podgrupy. [2]

5.2 Eulerova funkce

Definice 20:

Funkce ¢ definovand predpisem: pro kazdé ne N znaci ¢(n) pocet vsech &isel k e N,

takovych, Zze k <n aze D(k,n) =1, se nazyva Eulerova funkce. [4]
Véta 11:
Pro Eulerovu funkci ¢ plati (Va,b e N,)D(a,b) =1= ¢(ab) = ¢(a)p(b) .

Toto tvrzeni zachycuje takzvanou multiplikativnost, jez je velmi dualeZitou vlastnosti

Eulerovy funkce. [4]. PFimym vypoctem se snadno ovéfi, ze pro prvocislo p a n €N plati

o(p)=p-1, o(p")= p”[l—l)

Y
Priklad 25:

Udejte vSechny moiné generatory cyklické grupy Z,.

Abychom nalezli prvek n ze Zg, jez by generoval tuto grupu, je nutné a staci, aby n

nebyl soudélny s 8. Proto dostdvame pouze cislal, 3,5a7.

37



Priklad 26:
Dokaite, Ze pro grupu Z,, je moZné nalézt Sest riiznych generatord.

Tento dlkaz lze provést dvéma zpUsoby. Prvni zplisob je elementarni, ale vhodny jen pro

grupy s malym poctem prvkd. Grupa Z,, nema mnoho prvkid a z toho divodu dokazeme

generatory vypsat. Musime vypsat Cisla, jez jsou nesoudélnd s Cislem 14 v Z . Generatory

této grupyjsou 1, 3,5,9,11a 13.

Druhy zpusob je v tomto prikladu sice zdlouhavéjsi, ale jeho postup je vyhodnéjsi pro jiné
priklady. NemlzZeme se byt jisti, Ze vidy dostaneme grupu, ve které dokazeme vypsat

vSechny generatory.

Pro tuto variantu pouZijeme Eulerovu funkci, kterou jsme si zde pred chvili definovali.
Uréime tedy hodnotu Eulerovy funkce. Nejprve nalezneme prvociselny rozklad cisla
14=2.7. Pocet generator( cyklické grupy Z,, podle rovnice p(14) =(2-1)-(7-1) =6 je

Sest.
Priklad 27:
Urcete pocet generatort cyklické grupy G fadu 550.

Zde vidime, Ze vypisovanim generator( by bylo velmi zdlouhavé, a proto musime vyuZit

Eulerovy funkce. Prvnim krokem bude vypis prvoéiselného rozkladu ¢isla 550 = 2-52-11.

Vypotteme ¢(550) = ¢(2)-¢(5°)- p(11),
¢(550) = (2—1) -5 (1—%) -(11-1) = 200.

Pocet generator(i cyklické grupy G je tedy 200.
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6 NORMALNI PODGRUPY

Definice 21:

Rekneme, 7e podgrupa H grupy G je normalni podgrupou grupy G (zna¢ime H <1 G),
jestlize pro kazdé geG je gH =Hg. Jednotkova grupa a grupa G jsou normalnimi
podgrupami grupy G (tzv. nevlastni normalni podgrupy). VSechny ostatni normalni

podgrupy grupy G se nazyvaji vlastni. [2]
Definice 22:
Indexem podgrupy H vgrupé G budeme rozumét pocet tfid v levém resp. pravém
rozkladu grupy G podle podgrupy H . Uzivame znaeni [G:H]. [2]
Véta 12:
Necht H je podgrupa grupy G . Jestlize [G:H]=2, pak H <G.[7]
Dikaz:
Je-li [G:H]=2, pak v G existuji pravé dvé rizné levé tfidy, ato H =1H, druha je aH
pro nékteré a¢ H . Necht he H,g € G. Pfedpokladejme, 7e g thg ¢ H .
1. Jestlize g e H, pak g_l € H nebot H je podgrupa a tedy g_lhg € H, coi je spor.
2. Jestlize gg¢H, pak g-eH tedy pak g'H=H. lJelikoz [G:H]=2, je
aH=g"H, a tedy g'hgegH, takie g'hgeg'H. Odtud dostavame
g'hg =g*h, pro nékteré hyeH, tedy hg=h,, ti. g=h"h,eH, co? je opét
spor. Musi tedy platit g'hge H ,tj. H <G. [7]
Véta 13:

Pranik libovolné mnoziny normalnich podgrup grupy G je normalni podgrupou grupy G .
(6]

Véta 14:

Podgrupa vnorena libovolnou mnoZinou normdlnich podgrup grupy G je také normadini

podgrupou grupy G . [6]
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Poznamka 7:

MuUzZeme konstatovat, Ze vSechny podgrupy Abelovy grupy jsou zaroven normalnimi
podgrupami. Normalnimi podgrupami grupy G jsou sama grupa G a jednotkova
podgrupa E. Grupa G se nazyva jednoduchd, pokud neobsahuje jiné normalni podgrupy

nez G a E. [6]
Véta 15:

Jednoduchou Abelovou grupou je kazda konec¢nad cyklickd grupa prvociselného radu a jiné

jednoduché Abelovy grupy neexistuiji. [6]
Priklad 28:

Necht je dana grupa shodnosti vroviné G reprodukujici étverec ABCD s binarni
operaci * skladani shodnych zobrazeni a podgrupa rotaci H ={I,R, RZ,RB} . Zjistéte,
zda se jednda o normalni podgrupu.

Shodnych zobrazeni vroviné, kterd zobrazuji ¢tverec ABCD na sebe, je 8. Témito
zobrazenimi jsou identita (1 ), rotace (R, R?,R?) se stfedem S 0 90° resp. 180°, resp. 270°
(pro tento priklad budeme uvaZovat rotaci po sméru hodinovych rucic¢ek) a Ctyfi osové

soumérnosti (O,,0,,0,,0,) pomocios O,,0,,0,a 0, .

Abychom mohli pokradovat dal, sestrojime Etverec s osami soumérnosti a napiSeme si

operacni tabulku.

0,
D C
=
0,
A
0, 0,

Obrazek 3: Shodna zobrazeni ¢tverce ABCD
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Tabulka 4: Operacni tabulka shodnych zobrazeni ¢tverce ABCD

11

2 R®0,/0,| 05|04

o) X
N
X
[

01]0,| 03|04

R
R
R

N

21 110,|]05|04]0;

N

o) o)
w

[ R 03 04 01 O2

w

R|R*|0,]0,|0,]|0;:

0,./0,]0,/03|0,| I |[RR|R*|R

N

0,|0,|01|04 |03

~ | R
- —_
—_ DJW
Pl )

03]|03|0;| 01|04

el X
w
o)
)
X

0304|030, |0g

Nejprve sestrojime vsechny levé tfidy grupy G podle podgrupy H:

| H={I,R,R* R’ 0, H={0,0,,0,,0,}
RH={R,R*R’1} 0, H={0,,0,,0,,0,}
R? H ={R?,R% IR} 0, H={0,,0,,0,0,!}
R H ={R%I,R,R} 0, H={0,,0,,0,0;}

Nyni vytvofime vSechny pravé tridy grupy G podle podgrupy H :

H1={I,R,R* R’ H0,={0,,0,,0,,0,}
HR={R,R* R’ 1} H 0,={0,,0,0,,0,}
H R? ={R?,R’,I,R} H0,={0,,0,,0,0,}
H R*={R%1,R,R?} H O, ={0,,0,,0,,0,}
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Nasledné zjistime, zda se ndm levé a pravé tfidy rovnaji, plati-li tedy predpis z definice 23,

ze gH =Hg:
I H={I,R,R, R’} =H I 0, H={0,0,,0,,0,} =H O,
RH={R,R*RI|=HR 0, H={0,,0,0,,0,}=H O,
R?H ={R%,R%I,R}=H R’ 0, H={0,,0,,0,0,}=H O,
R*H ={R%,1,R,R?} =R° H 0, H={0,,0,,0,,0,}=H O,

Zjistujeme tedy, Ze podgrupa H je normalni podgrupou grupy G, tj. plati H < G.
Tento priklad Ize Fesit jeSté jinym efektivnéjsSim postupem s vyuzitim definice 22 a
véty 12. Grupa G ma osm prvkii. Jeji podgrupa H md pouze &tyFi prvky. Je [G:H]=2.

Existuji tedy prave dve levé a pravé dvé prave tfidy grupy G podle podgrupy H . Pokud je
geH,je gH=H=Hg.Jestlize g¢H,je gH =G—-H =Hg . Jetedy H <G.

......

Vysledek toho ptikladu byl pfedem jasny. Mohli bychom zkusit vzit jinou podgrupu

H ={1,0,} a zjistit, zda je normalni podgrupou grupy G .

Sestrojenim levych ttid a nasledné pravych tfid grupy G podle podgrupy H zjistime,
Ze levé a pravé tfidy se nerovnaji. Tato podgrupa H tedy neni normalni podgrupou grupy

G.
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7 SYMETRICKE A ALTERNUJiCI GRUPY

Shodné zobrazeni v roviné resp. v prostoru, které zobrazuje dany objekt sam na sebe,
nazyvame symetrii Utvaru v roviné resp. v prostoru. MnoZinou vSech symetrii tohoto

utvaru spolu s operaci skladani zobrazeni je grupa symetrii.

V kapitole 2.2.3 jsme si definovali grupu. Vime tedy, Ze grupa splfiuje asociativitu,
obsahuje neutrdlni i inverzni prvek. V grupé symetrii je tomu stejné. Pokud sloZzime dvé
symetrie, dostdvdme opét symetrii. Jiz tedy vidime, Ze podminka asociativnosti je splnéna,
jelikoZ skladani zobrazeni je asociativni. Do mnozZiny symetrii patti identické zobrazeni,
které nechava dany Utvar na misté. Z toho vyplyva, Ze neutrdlni prvek také existuje. Zbyva
uz jen dokdazat existenci inverzniho prvku, kterou dokdZeme nasledujicim tvrzenim.
Symetrie jsou bijektivnimi zobrazenimi, a proto je ziejmé, Zze ke kazdé symetrii nutné

existuje symetrie inverzni.

Definice 23:

Mnotina viech permutaci na M ={1,2,...,n} je vzhledem k operaci ndsobeni permutaci

grupou, nazyvame ji symetricka grupa stupné n aznacime S . [7]
Definice 24:

Necht M ={12,...,n} je mnoZina, s, S,, ..., S, jeji prvky a 7 permutace na mnoziné M
takovd, ze 7z(s)=s,, 7(S,)=S, .., 7#(S,)=S., 7(s)=s a kaidy
SeM:{Sl, S, ...,Sk} je samodruznym bodem permutace . Permutaci 7 pak
nazyvame cyklem a zapisujeme 7 =(S;, S,, ..., S,). Cislo k se nazyvd délka cyklu. Cykl
délky dva se nazyva transpozice. Dva cykly (S;, S,, ..., S,) a (t, t,, ..., t,) se nazyvaji
nezavislé, jestlize {Sl, Sy ey Sk}ﬁ{tl, t, .. tm}=®. Konecnd mnozina cykl( se nazyva

nezavisld, jsou-li kazdé dva cykly z této mnoziny nezavislé. V opacném pfripadé fikame, Ze

cykly jsou zavislé. [2]
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Definice 25:

Rekneme, 7e permutace 7 je sudé a jeji znaménko znatime 7 =1, jestlize ji lze rozloZit
v soucin sudého poctu transpozic. V opacném pfripadé fikdme, Ze permutace 7 je licha a

jeji znaménko znac¢ime 7 =-1.[2]

Vyznamné postaveni mezi grupami symetrii zaujimaji dihedralni grupy D,, jezZ jsou
grupami symetrii pravidelnych n-uhelnikl pro n>3 spolu soperaci skladani. Témito
symetriemi jsou rotace a osova soumérnost. Pocet symetrii pravidelného n-thelniku
urcuje

e n-rotaci

. , . , v , Y , 2k
pravidelny n-uhelnik Ize otocit okolo svého stfedu o uhel ——, kde
n

k=0,..,n-1, aby se zobrazil opét sdm na sebe (pokud k=0 jedna se o
identickou symetrii)

e n-osovych soumérnosti, jak pro liché tak i pro sudé n:

liché n: osy prochazejici kazdym vrcholem a stfedem protilehlé strany

(celkem n)

n
sudé n: osa pro kazdou dvojici protilehlych vrcholl (celkem E)

n
osa pro kazdou dvojici protilehlych stfed( stran (celkem E) (7]
Grupa D, obsahuje pravé 2n symetrii (n rotacia n osovych soumérnosti)

Oznacime vrcholy n-uhelniku postupné ¢isly 1, 2, ..., n. Potom je kazdd symetrie
urcena tim, jak zobrazuje vrcholy 1, 2,..., n tohoto n-Uhelniku. Smér oznacuje orientaci

zachovavani uhla. (Maze byt po sméru ¢i proti sméru hodinovych rucicek). [7]

Dihedrdlni grupa D, je podgrupou symetrické grupy S, nebot se sklada pravé
z téch permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které vzniknou, kdyz cisly 1, 2, ..., n ocislujeme
vrcholy pravidelného n-uhelniku a poté uvazujeme vSechny jeho symetrie. [7]

Rotace zachovavaji poradi vrcholl i jejich smér.
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Oproti tomu osova soumérnost vzdy méni smér. Dvoji zménou poradi dostaneme plvodni
poradi. SloZzenim libovolnych dvou zrcadleni (osovd soumérnost podle osy prochdzejici
vrcholem) dostaneme rotaci. [7]

Tabulka 5: Cayleyho tabulka pro grupu Dn

Cayleyho tabulka pro grupu D,

. i R r R ] e R O« 8 . Osg!
i i R R Re-! o] R 0« R . (e et
R R s g I o«F"" 0 R . DR
B gEOpiee phmede R Qe peg"! o} e Qe
B! F o | R FE'Y 0eR OeR OeR™ ]
e} 0 Ok Oef e OeRTY g R e N o
s R JsR Qe (e piees 0 R i R I b
Qe | e f 00 BT Qe g (e R R B! I .. r
QR ge R 0 R e OeR-T R R JRmedn I

Definice 26:
KaZzda podgrupa dihedrdlni grupy D, je generovdna maximalné dvéma prvky. Dostavame
jen tfi druhy podgrup grupy symetrii D, pravidelného n-tuhelniku:
{I R, R . .,R“*j} pro kazdé j|n,
{ } pro vsechna 0<i<n,
e {I,R,R*.,R™ 00R"0oR*" 0-R™"} pro kazdé k|n a
kazdé 0<h<n [7]
7.1 Cayleyho véta:
Véta 16:
Kazda konecna grupa (G,*) rfadu n je izomorfni s jistou podgrupou symetrické grupy S,
(neboli grupu (G, *) Ize izomorfné vnofit do grupy S, ). [7]
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Pokud bychom permutaci rozuméli prosté zobrazeni jakékoliv mnoZziny (i nekonecné) na

sebe, mohli bychom vyslovit tuto vétu i v obecnéjsim tvaru.
Véta 17:

Libovolnd mnoZina (G,*) je izomorfni s jistou podgrupou grupy vsech permutaci mnoziny

G.[7]

Jako pfiklad dihedralni grupy D, si nyni uvedeme grupu shodnosti v roviné

reprodukujicich pravidelny Sestithelnik.
Priklad 29:

Necht je dana grupa shodnosti vroviné G reprodukujici pravidelny Sestithelnik
ABCDEF s binarni operaci * skladani shodnych zobrazeni. Sestavte Cayleyovu tabulku
zachycujici operaci skladani téchto shodnosti a popiSte alespon jednu netrivialni

podgrupu této grupy.

Nejdfive je dobré predstavit si, jak jsou symetrie v Sestiuhelniku zobrazeny, a proto

si sestrojime obrazek 5.

() (), )y

Obrazek 4: Shodna zobrazeni Sestitihelniku ABCDEF v roviné

Shodnych zobrazeni v roviné, ktera zobrazuji pravidelny Sestithelnik ABCDEF na

sebe je 12. Jsou jimi identita (Id), zobrazeni samo na sebe. Déle pak pét rotaci, které otoci

pravidelny Sestiuhelnik okolo svého stfedu po sméru hodinovych ruci¢ek o uhel nn-60°,

kde n=1,2,...,5. Jak jiz vime z predchozi ¢asti, osové soumérnosti mizeme délit na sudé a

46



liché. Ddle je zde Sest osovych symetrii, z nichZ jsou 3 sudé a 3 liché. Tabulku mizeme

doplnit vyuZitim permutaci nebo dopInénim do tabulky pro dihedralni grupy D, . Rychlejsi

zpUsob je doplnéni dihedralni tabulky D, .

Tabulka 5: Operacni tabulka shodnych zobrazeni Sestitihelniku ABCDEF

« |[d|R|R|R|R"|R|0;]/0,|05|04]|05|Og

Id|1d|R|R|R|R" R|0,]0,|0:|04| 05| 0
R|R|R*|R|R|R|Id|0,]05]/04]|05| 06| 0,
R°[R*|R*|R*R|Id| R|0;{04|05| 06|00,
R°|R*|R*|R°|Id|R|[R*| 0,05 06| 0|0, 0;
R*[R*|R°|Id| R |R* R*| 05|06 0;,|0,| 05|04
R[R|Id| R|R*|R*|R*|0|0,|0,|05|04]|0;s

0,/0,][06|05|0,/0:|/0,|1d|R|R* R R*|R
0,[0,/0,|06|05/0,|0s| R |Id|R|R'|R| R
0:;(05/0,|0,|06|05|0,(R*| R|Id|R|R* R
0,(04]/05/0,{0,|06|/0s|R* R R|Id|R|R
Os|0s5[0,]0:{0,/0:|06|R* | R|R|R|Id|R
Og |06 |05 0,]|0:/0, 0, |R|R* | R|R|R|Id

Podgrupou grupy symetrii pravidelného Sestithelniku je napfiklad grupa, jiz jsme

rozebirali jiz v prikladu 21, a to grupa symetrii rovnostranného trojuhelniku.

Priklad 30:
Popiste 30 rdiznych podgrup grupy S, izomorfnichs S;.

Nejprve se pokusime nalézt podgrupy, které nechavaji na misté tfi prvky

z uvazovanych 3esti. Ty oviem musi byt izomorfni s S,. Podgrup, které spliuji tuto

6
podminku je (BJ:ZO. Generuji je dvojice typu {(123),(1 2)}. Odkazeme-li se na
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geometrii, pomaze nam napfiklad grupa rovnostranného trojuhelnika, ktera je podgrupou

grupy pravidelného Sestiuhelniku. Dostavame napfriklad podgrupu generovanou
permutacemi (1 2 3) (4 5 6), 1 2) (4 5. Timto zplUsobem Ize popsat 30

rGznych podgrup, avsak jich existuje mnohem vice.

Vezmeme-li si ze symetrické grupy S, n-tého stupné pouze podmnozZinu sudych

permutaci A, , dostdvame nasledujici tvrzeni:

Permutace z n prvkd je suda a pocet faktorl v kazdém rozkladu této permutace na soucin
transpozic je sudy. Z toho vyplyva, Ze soucin sudych permutaci z n prvkl je opét sudou

permutaci. ProtoZe plati, Ze inverzni permutace ksudé permutaci je suda, je A
podgrupou grupy S, . [6]

Definice 27:

Pro kazdé n>1 je mnoZina A, vSech sudych permutaci mnoZiny n podgrupou grupy S, a

(nh)

ma T prvkl. Tato grupa se nazyva alternujici grupa stupné n. [6]

Véta 18:

MnoZina A, vsech sudych permutaci mnoziny M ={l, 2,...,n}, n>2, tvori podgrupu
symetrické grupy S, indexu 2. Je tedy normalini podgrupou. [7]

Véta 19:

Je-li n>2, pak mnoZina transpozic {(1, P); p:2,...,n} je  mnoZinou generatorl
symetrické grupy S,. Je-li n>3, pak mnoZina cykld délky 3 {(1,2, p);p=3,...,n} je

mnoZzina generdtoru alternujici grupy A, . [7]

48



8 CVICENI

Priklad 31:

Urcete vSechny shodnosti v roviné reprodukujici obdélnik. Sestavte Cayleyovu tabulku

zachycujici operaci skladani téchto shodnosti a dokazte, Ze vytvareji grupu.

A B C D
Identita: | =

A B C D
Osova soumérnost: D] C

—
O(0)_ABCD S_-”'J 0,
SR A D C ~
A B
Oy
Obrazek 5: Shodna zobrazeni obdélnika ABCD v roviné

0,(0,) = A B C D
227" Ilbc B A
Rotace:

; (A B C Dj
R.(S,+180%) = S(S) =

C D AB

Tabulka 6: Cayleyho tabulka reprodukujici obdélnik

*I'l R 01 O,
| I R 01 O
R|R I 0, O
0,(0; O, I R
0,0, O; R |
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Priklad 32:

Vyjadrete kazdou z nasledujicich permutaci ve tvaru soucinu disjunktnich cykla:

1 2 3 456 1 2 3 456)(1 2 3 4567

2 6 453 1))531624)(74236251)

Prvni permutaci lze psat ve tvaru (1 2 6) (3 4 5), je radu tfi a inverzni permutaci je

16 23 5 4).

Druhou permutaci mizeme zapsat ve tvaru (1 5 2 3) (4 6), je fadu Ctyfi a inverzni

permutaciknije @ 3 2 5) (4 6).

Treti permutaci lze vyjadfit jako sou¢in 1 7) (2 4 3) (5 6). Je fadu Sest a ma
inverzni permutaci (1 7) (2 3 4) (5 6).

Priklad 33:

Urcete, jaky nejvyssi fad mohou mit permutace z grupy S, a S;;.

V prvnim kroku rozloZzime permutace vsoudin nezdvislych cykll tak, aby nejmensi

spole¢ny nasobek jejich délek byl co nejvétsi.

S, nsn (4,6)=24

S, nsn(2,6,8) =92

Permutace v grupé S, mohou byt az fadu 24 a v grupé S,; az fadu 92.

Priklad 34:

1 23 456

Redte v S rovnici: A-B-X =C, je-li A=
2 56 413

C_123456
4 326 5 1)

Pfi feSeni rovnice budeme postupovat v nékolika krocich. V prvnim kroku si rovnici

j,Bz(l 4 6 3)(2 5),

zapiSeme a nahradime pftisluSnymi permutacemi. Permutaci X zapiSeme ve tvaru
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[123456

]. Pfi vypoltu postupujeme zprava doleva. Skladanim
Xl X2 XS X4 X5 X6
permutaci na levé strané rovnice potfebujeme docilit, aby se leva strana rovnala pravé.

A-B-X=C
123 456\(1 2345%6)(1 2 3 45 6_123456
256413451623/ x % % x % %, (432651
V druhém kroku provedeme sloZeni permutaci A a B. Ziskdme permutaci D.
1 23 4586)(1 2 3 4 5 6_123456
412 356)(x % % X % %) (432651
Po sloZeni permutaci D a X na levé strané rovnice by méla vyjit permutace shodna

s permutaci C. Nyni jsme uZ tedy schopni vypozorovat vysledek. Zacneme prvkem 1

v permutaci X, tak X, musi mit takovou hodnotu, abychom po sloZeni s permutaci D
ziskali hodnotu 4. Ztoho vyplyva, Ze prvek X, musi byt roven 1. Analogicky budeme

postupovat az do X

1. 1,24 x1=1
2. x> 3 X,=4
3. x3—>2 X3=3
4, x4, > 6 X3=6
5. xs>5 Xs=5
6. x¢~>1 Xg=2

123456}

Re3enim rovnice A-B-X =C v S, vy3lo X =
1436 52
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Priklad 35:

V mnoziné komplexnich ¢isel C Feste rovnici x* =1. Ukazte, Ze mnozina viech kofen

této rovnice spolu s operaci nasobeni komplexnich cisel tvofri cyklickou grupu.

Nejprve musime zjistit kofeny rovnice. V mnoziné komplexnich &isel C ma rovnice Xx* =1
pravé Ctyri kofeny 1, i, —1 a —i. Dostali jsme tedy Ctyf prvkovou grupu. Sestavime

operacni tabulku.

Tabulka 7: Cayleyova tabulka cyklické grupy fadu 4

« | 1 0 -1 i
1|1 i -1 i
i i -1 - 1
101 -1 i
iAo 1 i -1
Zjistujeme, Ze se jedna o cyklickou grupu. Generatory jsou prvky i, resp. —i. Vezmeme-li

si napfiklad (i)' =—i, (i) =-1, (-i)’=i a (~i)* =1. Ztabulky 6 vidime, 7e cyklicka
grupa obsahuje kromé nevlastnich podgrup i podgrupu cyklickou radu 2, kterd je

generovana prvkem -1.
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Cilem této prace bylo sezndmit ¢tenare s teorii grup. V kazdé kapitole bylo pouzito
nékolik duleZitych definic a vét, z nichZ nékteré byly lépe vysvétleny na prikladech. Ddle
zde bylo obsazeno nékolik fesenych prikladd, které mély ctendfi poskytnout lepsi ndvod

na reSeni danych problému.
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RESUME

This bachelor thesis deals with Solving problems in the general algebra. Since this
theme is very comprehensive | focus on the groups only. Therefore, the aim of this thesis

is to introduce the theory of groups.

The thesis is divided into eight chapters. Each chapter covers couple definitions and
sentences. Most of these definitions and sentences are also provided with an example
which further illustrates what a specific definition or sentence means. Furthermore, the
work includes two chapters which contain couple solved examples which should provide a

reader with the instructions to solve the further matters.
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