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Uvod

Jak jiz znazvu vyplyva, tato bakalarskd prace se zamétuje na konkrétni typ
linearniho zobrazeni, a sice endomorfismus. Jde o zobrazeni vektorového prostoru V
do téhoz vektorového prostoru V.

Endomorfismy (linearni operatory) slouzi obecné k popisu zmény. V linearni
algebfe se bez endomorfismii neobjede vyklad o podobnosti matic a Jordanoveé
kanonickém tvaru. Linedrni operatory vektorovych prostori nekonecné dimenze jsou
pfedmétem studia funkciondlni analyzy. Ta ve svych pocatcich studovala vektorové
prostory funkci a linedrni operatory mezi takovymi prostory, coz bylo uzitecné pro feSeni
diferencialnich a integralnich rovnic.

S popisem transformaci (tj. endomorfismi) pomoci rovnic se setkdvame uz
v Eulerove praci Problema algebraicum ab affectiones prorsus singulares memorabile
zroku 1771. Z dnes$niho pohledu se v ni zabyval ortogonalnimi maticemi, kterymi lze
popsat transformace kartézskych soutadnic. Slozeni linearnich substituci kvadratickych
forem umél maticové vyjadiit C. F. Gauss v praci Disquisitiones arithmeticae z roku
1801. Rovnéz pii studiu forem, tentokrate kubickych, dospél F. G. Eisenstein k popisu
linearnich substituci pomoci c¢tvercovych schémat tvorfenych koeficienty téchto
substituci. Maticovy popis linearnich transformaci se piiblizuje dnesni podob¢ v pracich
A. Cayleyho a J. J. Sylvestera.

Ve své praci Se snazim sepsat uceleny text, ktery by obsahoval zékladni
informace o endomorfismech, doplnény o fadu ilustrativnich piikladu.

Pro vétsi prehlednost je prace rozdélena do nékolika kapitol. V jednotlivych
kapitolach je postupné definovan pojem endomorfismu, jeho jadra a obrazu. Dale jsou
zde uvedeny nekteré ze zakladnich piikladi endomorfismu, vlastnosti toho zobrazeni
a jeho typy. Taktéz jsem se zabyvala problematikou endomorfismii na linearnich
prostorech se skalarnim soucinem. Protoze kazdé linedrni zobrazeni lze reprezentovat
I maticové, jedna z kapitol je vénovana také tomuto problému. V zavéru jsem se zaméfila
na aplikaci endomorfismu, konkrétné na jejich vyuziti v geometrii. Soustiedila jsem se
na shodnd zobrazeni, tj. identitu, posunuti, otoCeni, stfedovou soumeérnost a osovou
soumé&rnost, coZ je latka probirana jiz na zakladni Skole, a tato prace mi umoznila podivat
se danou problematiku z jiného tihlu pohledu.

V prubéhu celé prace jsem se snazila definice a véty doplnit o fadu vlastnich
prikladd. Ty by mély ¢tenafi pomoci v pochopeni ptedlozenych tvrzeni. U vétSiny

6



prikladl jsem také uvadela ndvod a vysvétleni, jak postupovat pti vypoctu, opét z divodu
snadnéjSiho pochopeni dané problematiky. Nékteré z piikladi jsou si typoveé podobné,
li§i se vSak ve zvoleném vektorovém prostoru. Volila jsme tak zdmérné, aby ¢tenat mél
moznost srovnani pii pocitani v riznych prostorech.

Veskeré definice a véty jsem prevzala doslovné, nebo s mensimi Gpravami tak,
aby odpovidaly pojmu endomorfismu, ze zdrojl, které jsou uvedeny v zavéru prace

V seznamu pouzité literatury.



Pojem endomorfismu

Homomorfismus (téZ oznacovany jako linearni zobrazeni) prostoru V do téhoz
prostoru V se nazyva endomorfismus prostoru V nebo téz linearni opereitor1 na prostoru
V, resp. linearni transformace prostoru V. Linearni operator tedy zobrazuje prvky jednoho
prostoru do téhoz prostoru a zachovava ptritom vektorové s¢itdni a nasobeni skalarem
dané na téchto vektorovych prostorech. Mnozina vSech takovych transformaci je také

vektorovym prostorem.

1.1  Definice. Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T. Zobrazeni f prostoru V
do prostoru V se nazyva endomorfismus, jestlize plati:
o Vuvev fu+v)= f(w)+ f(v),
e Vu€eV,Va€eT fla-uw) = a-f(uw.

Mnozinu v§ech endomorfismi prostoru V znac¢ime End V.

Piiklad 1. Rozhodnéte, zda zobrazeni f prostoru R®, které je dano predpisem
f,y,z)=(x—y+2zx—2y,x+3y —22),

je endomorfismus.
Aby zobrazeni mohlo byt endomorfismem, musi byt splnény podminky, které jsou
stanovené v predchazejici definici. Predevsim musi jit o zobrazeni v ramci jednoho
prostoru, v tomto ptipadé R®. Ze zadani vidime, 7e trojici realnych cisel je pfifazena
trojice redlnych cisel, jde tedy o zobrazeni z R® do R®. Pro ovéfeni dalsich podminek si
zvolime dva vektory tak, aby zastupovaly libovolné vektory prostoru V - napiiklad takto:

u = (uy,up, uz),

v = (1, V2, V3).
Nejprve oveéfime prvni podminku.

fu+v) =fu +v,uy, +vy,uz +v3) =
= (g + vy — Uy +v3) +uz +v3,u; +v; — 2(uy + vy),
Uy + v+ 30y +vy) —2(uz +v3)) =

= (U — Uy + Uz + vy — Uy + V3, U — 2Uy + v — 205,

! Linearni operator je nékdy chapan ve vyznamu obecnéjsiho linedrniho zobrazeni, které prevadi prvky
z jednoho linearniho prostoru U do druhého prostoru V.



uq + 3uy, — 2uz + vy + 3v, — 2v3)
fw) = (ug —uy +uz,uy — 2uy, uqg + 3uy, — 2u3)
f() = (v — vy + v3, V1 — 2v,, V7 + 3V, — 203)
fwW+ fw) = —uy +us +vy — vy + g,
Uy — 2uy + vy — 2v,, Uy + 3uy, — 2uz + vy + 3v, — 2v3)
Prvni podminka je tedy splnéna. Nyni ovéfime druhou podminku.
fla-w) =fla-w,a -uza-uz) =
=(a-uyy—a-u,+a-uza-u —2a-ua-u; +3a-u; —2a-u;z)
a-f(u) =aluy —u, +us, uy — 2uUy, Uy + 3u, — 2uU3)
Ove¢rili jsme, Ze je splnéna i druha podminka a muzeme tedy fici, ze zobrazeni f je

endomorfismem.

Priklad 2. Endomorfismus f prostoru (Zs)? je dan piedpisem
fl,v,z) =(x+y2y+2zx+2y+2).
Najdéte obraz vektoru u = (2,3,1).
Obraz vektoru (2,3,1) ziskdme dosazenim 2, respektive 3, respektive 1, za X, resp. v,
resp. z, v predchozim ptedpisu. Plati tedy:
f(231)=2+3,2-3+1,2+2-3+1)
f(2,3,1) = (0,2,4)
v=1(0,24)

Vektor u se zobrazi na vektor v = (0,2,4).

Endomorfismus (zobrazeni f:V — V vektorového prostoru V do téhoz prostoru V)
tedy ,,zachovava“™ operace s¢itani a nasobeni skalarem. Seéteme-li libovolné dva prvky
zV a vysledek zobrazime v endomorfismu f, vyjde tentyz vysledek, jako kdybychom
nejprve tyto prvky pievedli prostiednictvim zobrazeni (zobrazili v endomorfismu f)
a poté vysledky secetli. Obdobné je tomu i u nasobeni skaldrem. Jestlize libovolny vektor
v € V vynasobime skalarem a € T a ziskany vysledek zobrazime pomoci f, ziskame
tentyz vysledek, jako kdyz vektor v nejprve zobrazime pomoci f a ziskany obraz

vynésobime skalarem.



Pf¥iklad 3. Mame dany endomorfismus f prostoru R® piedpisem
fl,y,z)=W+zx+3y—22x—2).
Dale mame dané vektory u = (2,3,5) a v=(4,1,3) a ¢isloa =4. Na danych
vektorech ukazte, Ze obraz souctu vektort v endomorfismu f je roven souctu jejich
obrazli a obraz nasobku vektoru U je roven nasobku obrazu vektoru v endomorfismu f.
Postupné pocitame.
fu+v)=f(2+43+15+3)=((6,48) =
=(4+86+3-4-8,2:-6—-8)=(12,10,4)
fw)=B+52+3-3-52-2-5)=(8,6,—1)
fw=@0+34+3-1-3,2-4-3)=(4,4,5)
fw) + f(w) =(8,6,—1) + (4,4,5) = (12,10,4)
Opravdu tedy plati
fu+v)=fW+f@)
Nyni dokdZeme vySe uvedené tvrzeni o obrazu nasobku.
fla-u)=£(4(2,3,5) = f(8,12,20) =
=(12+20,8+3:12—-20,2-8 —20) = (32,24,—4)
a-f(u)=4f(2,3,5) =4(3+52+3:-3-52-2-5)=4(8,6,—-1) =
= (32,24,—4)

Tim jsme potvrdili, ze i f(a - u) = a - f(u) plati pro zadané hodnoty a a u.

V nasledujicim ptikladu budeme mit obdobné zadani, jako v piikladu €. 3, jen si

pocitani trochu ztizime a budeme pracovat s prostorem polynomd.

Priklad 4. Mame dany endomorfismus f prostoru Q,[x] = {ax? + bx + c; a,b,c € Q}
tedy endomorfismus na prostoru polynomu stupné nejvyse dva, které maji koeficienty
Vv télese racionalnich ¢isel Q. Zobrazeni je dano pfedpisem
flax?+bx+c)=(a+c)x*+ (2a+b—2c)x+a—b+ 2c.
Dale mame dané vektory
u=3x>—x+4,

v=2x%+2x+1

10



a Cislo a = 4.
Na danych vektorech ukazte, ze obraz souctu vektorl je roven souctu jejich obrazl
a obraz nasobku vektoru je roven nadsobku obrazu vektoru.
fu+v)=fBx?>—x+4+2x*>+2x+1)=f(Gx?+x+5) =
=G+5)x?+(2-5+41—-2-5)x+5-1+2-5=10x2+x + 14
fW)=fBx2—x+4)=0CB+4)x*+(2:-3-1-2-4)x+3+1+2-4=
=7x%—3x+12
fW)=f2x*+2x+1)=QC+Dx*+2-2+2-2-D)x+2-2+2-1=
=3x%+ 4x + 2
fW+fWw)=7x2—-3x+12+3x> +4x+2 =10x*> + x + 14
Jak jsme se presvédeili, opravdu plati f(u + v) = f(w) + f(v).
Nyni se presveédcime, zda plati také tvrzeni o obrazu nasobku. Ovéieni provedeme pouze
pro vektor u a ¢islo a.
fla-w)=f(4-Bx2—x+4)) =f(12x% — 4x + 16) =
=(12+16)x*+(2-12—-4—-2-16)x+12+4+2-16 =
= 28x%2 — 12x + 48
a-f(u)=4-fBx*—x+4) =
=4-(3+4)x*+(2-3-1-2-4)x+3+1+2-4)=
=4-(7x? —3x+12) = 28x% — 12x + 48
Opét se potvrdila rovnost f(a - x) = a - f(x).

Priklad 5. Rozhodnéte, zda je homomorfismus dany predpisem
fx,y,z) =(2x+ 23y + 2)
endomorfismus.
Jiz ze zadani je patrné, Ze nejde o endomorfismus, protoze ten zobrazuje vektorovy
prostor V do téhoz vektorového prostoru V. Zde jde o zobrazeni z prostoru R® do prostoru

R?. Neni tedy nutné dale pocitat.
Priklad 6. Zobrazeni f: R? - R? je d4no piedpisem

fl,y)=02x+1,x+y).

Rozhodnéte, zda-li se jedna o endomorfismus.
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Podle definice je endomorfismus zobrazeni vektorového prostoru V do téhoz
vektorového prostoru V, coz v tomto piipad¢ plati, mohlo by tedy jit o endomorfismus.
Dale ale také musi podle definice platit:

VuveV  flu+v)=fw+fw)

VueV,VaeT f(a-u)=a-f(u)
Mame dvé moznosti, jak mizeme postupovat — bud’'to ukazeme, Ze libovolné dva vektory
splituji uvedené dvé rovnosti (obdobné, jako v piikladu ¢islo 1), nebo, mame-li
podezieni, ze nepuijde o endomorfismus, zvolime libovolnou dvojici vektora z R?
a ukdzeme, Ze alespon jedna z rovnosti neplati.

Zvolime naptiklad vektory u = (2,3) av = (1,1).
flu+v)=fQ2+13+1)=fB4)=2-3+1,3+4)=(7,7)
fw)=f23)=2:-2+12+3)=(55)
fwW=fQL1D)=2-1+1,1+1)=(3,2)
f@+fw) =065 +@B2) =(87)

Jak ¢tenaf muze vidét, v tomto piipadé pro zde zvolené vektory u a v plati:
flu+v)#fw)+f@).
Protoze z definice je patrné, ze podminky musi platit pro libovolnou dvojici vektora,
zobrazeni tedy neni homomorfismus. Jestlize zobrazeni neni homomorfismem, nemuze

byt ani endomorfismem. Ovéfovat druhou podminku jiz neni nutné.

Pro vétsi nazornost i zde uvedeme piiklad obdobného zadani, jako je piiklad 6.,

tentokrat ale na prostoru polynomi stupné€ nejvyse jedna.

Piiklad 7. Zobrazeni f: R;[x] = R;[x] je dano pfedpisem
flax +b) = Ra+2)x+a+b.
Ovéite, zda se jednd o endomorfismus.
Postupovat budeme stejné jako Vv piedchozim piikladu. Zvolime libovolné dva vektory
a oveéfime, zda plati podminky stanovené v definici 1.1. V opa¢ném piipadé je jasné,
ze nejde o endomorfismus.
Vektory zvolime napf.
u=2x+3av=x+1.
flu+v)=fRx+3+x+1)=fBx+4) =

=2:3+2)x+3+4=8x+7
12



fW=f2x+3)=2-2+2)x+2+3=6x+5
f)=fx+D=2-1+2)x+1+1=4x+2
f)+fw)=6x+5+4x+2=10x+7
Jak vidime, pro nami zvolené vektory neplati podminka z definice endomorfismu,

protoze f(u + v) # f(u) + f(v). Nejde tedy o endomorfismus.

1.2 Definice. Jestlize f je endomorfismus prostoru V do prostoru V, potom se mnozina
Ker f = {v € V; f(v) = 0} nazyva jadro endomorfismu f ,

Im f ={w € V;3v € V f(v) = w} nazyva obraz endomorfismu f.

Jadrem endomorfismu f tedy rozumime mnozinu vSech vektort prostoru V, které
se zobrazi na nulovy vektor prostoru V. Na zaklad¢ této definice pocitame jadro
endomorfismu i v praktickych tlohach. Obrazem endomorfismu f rozumime mnozinu
vSech vektort prostoru V, ke kterym existuje vzor v prostoru V. Vypocet obrazu se opira
0 vlastnost homomorfismi, podle niz je obraz endomorfismu generovan obrazy vektord,
které generuji prostor V, tj. pro obraz endomorfismu plati

Imf = [f(vy), f(W2), ..., f (W],
kde {vy, vy, ..., v} je mnoZinou generatort V. Dalsi vlastnosti endomorfismii uvedeme

pozdéji ve tieti kapitole.

Priklad 8. Pro endomorfismus f: (Z5)? — (Z5)? plati
f(x,y) = (2x +3y,4x + ).
Urcete jeho jadro a obraz.
Nejprve vypocitdme jadro daného endomorfismu. Vektory (x,y), které tvoii jadro,
se podle definice musi zobrazit na nulovy vektor, plati tedy
f(x,y) =(0,0) —  (2x+3y,4x+y) =(0,0)

Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych nad télesem Zs.

2x+3y =0

4x+y=0
Z druhé¢ rovnice vyjadiime y a dosadime do prvni rovnice a vypocitame X. Nasledné pak
dopocitame hodnotu y.

4x+y =0 — y=x

2x+3y =0 — 2x+3x =0
13



Soustavé vyhovuje libovolné x a y = x. Muzeme zvolit x = t, kde t je parametr, za ktery
muzeme dosadit libovolné ¢islo ze Z5. Plati tedy:
Ker f ={(t,t),t € (Zs)*} = [(L,1].
Nyni vypocitame obraz endomorfismu Im f.
Nejprve zvolime mnozinu vektorl, které generuji vektorovy prostor (Zs)2.
Nejjednodusi je zvolit kanonickou bazi%, pak je
(Zs)? = [(1,0),(0,1)] a
Im £ = [£(1,0), f(0,1)] = [(2,4), (3,1)]
Protoze v (Zs)? plati, ze 4(2,4) = (3,1), plati [(2,4), (3,1)] = [(3,1)], a tedy
Im £ = [(3,1)]

Dosud jsme pracovali pouze sendomorfismy, které byly zadany obrazem
libovolného vektoru. (Napi. v uloze 3 byl zadan vektor (y + z,x + 3y — z,2x — z) jako
obraz libovolného vektoru (x,y,z) prostoru R® vendomorfismu f, coz bylo stru¢né
vyjadieno piedpisem f(x,y,z) = (y + z,x + 3y — z,2x — z).)

Pfipomenime nyni jeden z dalSich zplisobli zadani endomorfism — pomoci obrazl

bazovych vektort.

1.3  Véta. Necht Vje vektorovy prostor nad télesem T. Kazdy endomorfismus

prostoru V do prostoru V je ur¢en obrazy vektort libovolné zvolené baze® prostoru V.

Priklad 9. Pro endomorfismus f: R3 — R3 plati:
F(1,1,1) =(0,01), f(421) =(201), f(65,0) = (1,00)
Urcete jeho jadro a obraz.
Snadno bychom zjistili, ze vektory {(1,1,1),(4,2,1),(6,5,0)} tvoii bazi prostoru R®

a endomorfismus je zadan obrazy bazovych vektor. Pokud by tato mnozina nebyla bazi,

2 Bud' v; € T™ vektor majici na i-tém misté prvek 1 a viude jinde 0. MnoZina {vy, V5, ..., ¥}, tj. mnoZina
vektort v, = (1,0, ...,0), v, = (0,1, ...,0), -, v, = (0,0, ...,1), je linedrn& nezavisla mnoZina generatorl
aritmetického vektorového prostoru T", a tedy baze tohoto prostoru, nazyvame ji kanonickou bazi.
Kanonicka baze prostoru polynoma stupné nejvyse n je {1,x, x2, -+, x™}.
3 Rikdme, 7e podmnozina M = {uy, uy, ..., u, } vektorového prostoru V nebo 7e vektory uy, u,, ..., U, tvofi
bazi tohoto prostoru, jsou-li tyto vektory linedrné nezavislé a zaroven generuji V. Podmnozina M generuje
V pravé kdyz kazdy vektor z V je linedrni kombinaci vektor z mnoziny M.
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zobrazenim f by endomorfismus nebyl uréen. Pfeved'me pred vypoctem jadra a obrazu
tento zpusob zadani endomorfismu na obvyklejsi predpis pro obraz f(x,y,z)
libovolného vektoru u = (x,v, z) z R%. Protoze plati
u=(xy,2) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1),
plati tedy 1
f(x,y,2) = £(x(1,0,0) + ¥(0,1,0) + 2z(0,0,1)) =
= xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1).
Sta¢i nam najit obrazy vektord kanonické baze prostoru R® v endomorfismu f.
Pii vypoctu budeme postupovat nasledovné. Zadané vektory a jejich obrazy zapiSeme
do matic — prvni fadek miizeme chapat tak, ze vektoru (1,1,1) odpovida v endomorfismu
f vektor (0,0,1), podobné v druhém fadku vektoru (4,2,1) odpovida vektor (2,0,1),
analogicky sestavime i tfeti fadek. Postupné, pomoci elementarnich Gprav (u obou matic

provedeme vzdy stejnou Upravu), pirevedeme levou stranu na jednotkovou matici.

1 1 110 0 1 1 1 110 0 1 1 1 110 0 1
(4 2 1(2 0 1>~(0 -2 3|12 0 —3>~(0 -1 —-6/1 0 —6>~
6 5 01 0 O 0 -1 -e6l1 0 -6/ \0 -2 =312 0 -3
11 110 0 1 1 1 0 0 O
~(0 1 6[-1 0 6>~(0 6 -1 0 0)~
0 0 990 0 9 0 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0
-1 0 60 1 O
0 0 1 0 0 1
1 0 0
-1 0 O

0 1
f(lrolo) = (110;0)1

0
£(0,1,0) = (—1,0,0),
£(0,0,1) = (0,0,1),

1
1
0
1 0 0
~<010
0

0 1

Z tadkl matice lze vycist, ze

a proto
f(x,y,z) =xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1) =
= x(1,0,0) + y(—1,0,0) + 2z(0,0,1) = (x — ¥, 0, 2).
Jadro endomorfismu tvofi vSechny vektory (x,y,z) € R3, pro které plati
fG,y,2) =0,14.
(x —y,0,2z) = (0,0,0).
Odtud vyplyne feSeni soustavy tii rovnic o tfech neznamych.
x—y=0->x=y
0-y=0->y=t
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z=0
Nalezena trojice prestavuje jadro daného endomorfismu, tedy

Ker f = {(t,t,0),t € R} = [(1,1,0)].

Nyni uréime Im f. Im f je dan obrazy generatorti prostoru R®. Vzory vektort
(0,0,1), (2,0,1), (1,0,0) tvoii dokonce bazi prostoru RS, proto

Im f =[f(1,1,1), f(4,2,1), f(6,5,0)] = [(0,0,1),(2,0,1), (1,0,0)].
Upravu linearniho obalu provedeme ,maticové“. Vektory zapiseme do matice
a elementarnimi Gpravami pfevedeme na schodovity tvar. Zjistime tak, jestli se néjaky

vektor nezméni na nulovy.

00 1\ /1 0 0\ /1 0 O
<2 0 1>~(2 0 1)~<0 0 1>~((1) 8 (1))
100 \o 0o 1/ \o o0 1

Jeden z vektori se opravdu zménil na nulovy, zbylé dva vektory jsou linearné nezavislé,

a proto
Im f = [(1,0,0), (0,0,1)].

Ptiklad 10. Pro endomorfismus f: Q3 — Q3 plati:
f(1,1,0)=(2,01), f(-2,-1,1) =(011), f(-1,-11) =(1,1,0)
Urcete jadro a obraz endomorfismu.

Postupujeme stejné, jako v piikladu 9.

1 1 012 0 1 1 1 02 0 1 1 1 02 0 1
(—2 -1 1{0 1 1>~<0 1 114 1 3>~<0 1 01 O 2>~
-1 -1 111 1 0 0 0 113 1 1 0 0 113 1 1

1 0 01 0 -1
~<0 1 0j1 O 2)
0 0 113 1 1

£(1,0,0) = (1,0,—-1)
£(0,1,0) = (1,0,2)
f£(0,0,1) = (3,1,1)
Miuzeme proto psat:
fl,y,z2) =(x+y+3z,2z,—x+2y+2)
Pro vypocet jadra hledejme x, y, z tak, aby platilo:
(x+y+3z,z,—x+2y+z)=(00,0)
x+y+3z=0->x+y=0->x=-y
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z=0
—x+2y+z=0->—-x+2y=0-3y=0-y=0
Kerf = (0,0,0).
Pro vypocet obrazu endomorfismu opét zvolime kanonickou béazi vektorového
prostoru Q3.
Imf = [£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,)] = [(1,0,~1), (1,0,2), 3,1,1)]

Nyni se presvéd¢ime, jestli néktery z vektorid neni linedrni kombinaci jiného vektoru.
Vektory zapiSeme do matice 3 X3 a pomoci elementarnich uprav prevedeme

na schodovity tvar.

1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1

1 0 2110 0 31710 1 41~10 1 4

3 1 1 0 1 4 0 0 3 0 O 1
Upravami se zadny z vektor nezménil na nulovy, a proto miizeme fict, e vektory jsou
linearné nezavislé a tvofi obraz endomorfismu. ProtoZe libovolna mnozina linearné

nezavislych generatorti tvoii bazi prostoru, mizeme fici, Ze vektory (1,0,—1), (1,0,2),

(3,1,1) tvoti bazi prostoru Q3 iImf atedy Imf= Q3.
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Priklady endomorfismi

Dosud jsme uvadéli priklady endomorfismi, jimiz je n¢jakému vektoru prostoru

T2, respektive T3, pfifazen vektor téhoZ prostoru. Setkavali jsme se tedy s ptipady, kdy

V je tvofen dvojicemi, resp. trojicemi prvki télesa T. Také jsme pracovali s vektorovymi

prostory polynomu stupné nejvyse n.

V této kapitole uvedeme také dalsi ptiklady endomorfisma jinych (¢i obecnéjsich)

vektorovych prostort, nez je vySe zminovany T, ¢i prostory polynomdi.

Necht' Vje vektorovy prostor. Zobrazeni, kter¢ kazdému vektoru prostoru
V pfiftadi nulovy vektor prostoru V, je endomorfismus. Nazyva se nulovy
endomorfismus a znaci se obvykle symbolem O. Jeho jadrem je cely prostor V,
jeho obrazem je nulovy podprostor prostoru V.

Necht' V je vektorovy prostor vSech véazanych vektorG prostoru, které maji
spolecny pocatek v pevné zvoleném bod¢ S. Necht je dana piimka p, kterd
prochdzi bodem S. Otoceni prostoru V kolem pfimky p 0 thel a pfirozenym
zpusobem urcuje homomorfismus prostoru V do prostoru V (tedy endomorfismus
prostoru V). Jadro tohoto endomorfismu je trivialni, obrazem je cely prostor V.
Necht' V je vektorovy prostor vSech vazanych vektorG prostoru, které maji
spolecny pocatek Vpevné zvoleném bod¢ S. Necht je dana rovina p, kterad
prochazi bodem S. Ptifadime-li kazdému vektoru prostoru V jeho kolmou
projekci na rovinu p, dostaneme homomorfismus prostoru V do prostoru V
(endomorfismus prostoru V). Jadrem je mnozina vSech vektor prostoru V, které
jsou kolmé k roviné p (lezi na kolmé ptimce k roviné p prochazejici bodem S).
Obrazem je rovina p.

Necht' V je vektorovy prostor vSech realnych funkci definovanych na intervalu
(—o0, +00). Funkce v se nazyva suda, resp. licha, jestlize pro kazdé realné ¢islo X
plati v(—x) = v(x), resp. v(—x) = —v(x). Tedy napt. funkce sin je licha
a funkce cos je suda. Zobrazeni f, které kazdé funkci v € V pritazuje funkci w,

w(x) = %(v(x) + v(—x)), je homomorfismus V do V (endomorfismus prostoru

V) a Ker f je mnozina vSech lichych funkci a Im f je mnozina vSech sudych

funkci. Zobrazeni ¢, které kazdé¢ funkci v €V piifazuje funkci w,

w(x) = %(v(x) —v(—x)), je rovnéz homomorfismus V do V (endomorfismus
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na V). Ker g je mnozina vSech sudych funkci a Im g mnozina vSech lichych
funkei.
Zobrazeni f, které¢ kazdému polynomu s realnymi koeficienty piifazuje jeho
derivaci, je endomorfismem prostoru R[x] do prostoru R[x]. Jadro tohoto
endomorfismu tvoii vSechny konstantni polynomy, mizeme psat Ker f = [1].
Ztejmé je Im f = R[x]. Obrazem podprostoru tvoieného pravé viemi polynomy
stupné nejvysSe N je podprostor pravé vSech polynomil stupné nejvyse n — 1.
Uplnym vzorem polynomu

ApX™ + ap_ X"+ + agx + ag
je linearni mnozina

an

—x 4 %x” 4+ apx +[1].

Polynomy této mnoziny se 1i§i pouze absolutnim ¢lenem.

Necht’ V je vektorovy prostor vSech redlnych funkci realné promeénné, které jsou
spojité na uzavieném intervalu (0,1). Zobrazeni, které kazdé¢ funkci v € V
pfifazuje funkci w, w(x) = foxv(t)dt, x € (0,1) je homomorfismus prostoru

V do prostoru V (endomorfismus prostoru V).
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Vlastnosti endomorfismii vektorového prostoru

V nasledujici kapitole si ukazeme, ze sendomorfismy lze provadét nékteré
operace — naptiklad je mozné zavést na mnoziné endomorfismti daného prostoru soucin

a soucet endomorfismt a nasobek endomorfismu prvkem télesa.

3.1  Definice. Budte f:V = V a g:V — V endomorfismy téhoz vektorového prostoru.
Sou¢inem (slozenim) endomorfismi f a g rozumime gf(u) = g[f(u)]. Souctem
endomorfismt f a g rozumime (f + g)(u) = f(u) + g(u). Nasobkem endomorfismu f

prvkem r € T rozumime (rf)(u) = rf(u).

Souc¢inem, ¢ili slozenim endomorfismi gf tedy rozumime situaci, kdy dany
vektor nejprve zobrazime prostfednictvim zobrazeni f a nasledné pak vysledek zobrazime
prostfednictvim zobrazeni g. Soucet endomorfismt f a g provedeme podle definice tak,
7e secCteme piedpisy jednotlivych endomorfismii a pomoci vysledného zobrazeni
zobrazime dany vektor. Vysledek, ktery ziskame, bude stejny, jako v ptipadé¢, kdy
nejprve jednotlivymi endomorfismy vektor zobrazime a poté vysledky a secteme. Pod
pojmem nasobeni endomorfismu prvkem télesa pak chiapeme situaci, kdy piedpis
endomorfismu vyndsobime libovolnym prvkem daného télesa a nasledné provedeme
zobrazeni vektoru. Vysledek bude odpovidat vysledku, ktery ziskame zobrazenim

vektoru danym piedpisem a naslednym vyndsobenim vysledku prvkem télesa.

PFiklad 11. Endomorfismy f, g prostoru R? jsou dany piedpisy:

fl,y) = (2x +y,x + 4y)

g(x,y) = (x +y,3y).

Ov¢fit, Ze zadand zobrazeni jsou skutecné endomorfismy, dokaze jiz ctendi sam. Postup
je obdobny, jako u ptikladi v prvni kapitole. Vypocitejte soucet endomorfismt f + g,
nasobek endomorfismu r - f pro r =3 a souin gf,fg endomorfismi f a g. Dale
najdéte endomorfismus g tak, aby endomorfismus g + g pfifazoval libovolnému vektoru
nulovy vektor.
Nejprve vypocitame soucet endomorfismil.

F+9)xy)=Qx+y,x+4y)+ (x+y,3y)=0CBx+2y,x + 7y)
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Vsimnéme si, ze ke stejnému vysledku bychom dospéli, kdybychom endomorfismy
s¢itali v opa¢ném potadi, tedy g + f. Ovéfeni, Ze vysledné zobrazeni je endomorfismem,
ponechame opét na Cenafi.
Vypocet nasobku endomorfismu provedeme pro Cislo r = 3.
3-f=32x+y,x+4y) = (6x+3y,3x +12y)
Ové¢fieni platnosti definice endomorfismu opét provede ¢tenaf sam.
Nyni provedeme vypocet slozeného endomorfismu gf a poté fg.
Pfi prvnim vypoctu budeme postupovat obracené, tedy nejprve zobrazime vektor (x,y)
V zobrazeni f a potom v endomorfismu g. V druhém pfipad¢ nejprve zobrazime pomoci
zobrazeni g a nasledn¢ pomoci zobrazeni f.
gf = glf ] =gl2x +y,x +4y] = [2x +y) + (x + 4y),3(x + 4y)] =
= (3x + 5y,3x + 12y)

fg="rlgt.yn]=flx+y3yl=[2x+y)+3y,x+y+4Gy)] =
= (2x + 5y,x + 13y)
Zde si mizeme povSimnout, ze vysel jiny vysledek pti skladani endomorfismi v potadi
fg a jiny vysledek v potadi gf, tj. fg # gf. Skladéani (soucin) endomorfismui tedy neni
komutativni. Existuji vSak dvojice endomorfismi, pro néz plati gf = fg. Definici
uvedeme pozd¢ji.
Nyni budeme hledat endomorfismus g takovy, aby soucet g a g byl roven nulovému
endomorfismu. Snadno zjistime, Ze posta¢i zménit znaménka v piedpisu endomorfismu.
Pro hledany ptedpis g tedy plati
gx,y) =(—x—y,—3y).
Snadno ovétime, ze opravdu plati

g+g=&+y3y)+(—x—y,—-3y) =(0,0).

3.2 Véta. Necht f:V >V a g:V >V jsou endomorfismy vektorovych prostorti.
Pak plati:
e jsou-li f a g endomorfismy, je i gf endomorfismus,

e je-li gf endomorfismus, jsou i f a g endomorfismy.
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Priklad 12. Mame definované endomorfismy f:R* — R* a g: R* - R*. Ptedpisy pro
zobrazeni jsou
fl,y,z,t) =Qx—z,x+y+t,3x+t3z—1t)
g,y zt) =(x+z3x—y+t2zy—t).

Urcete predpis pro slozeny endomorfismus gf a dokazte, ze jde o endomorfismus.
Pfi vypoCtu budeme postupovat v obraceném potadi, tedy nejprve zobrazime
pomoci zobrazeni f a potom g.

glfe,y,z,t)] =gl2x—z,x+y+t,3x+t,3z—t] =

=(2x—2)+Bx+1t),32x—2)—(x+y+t)+(Bz—-1),2(3x + t),
x+y+t)—Bz—-1t)) =

=0Bx—z+t5x—y—2t6x+2t,x+y—3z+2t)

Ptedpis pro slozené zobrazeni gf je tedy
9f =(Bx—z+t5x—y—2t,6x+ 2t,x+y—3z+2t).

Ovéteni, ze slozené zobrazeni je také endomorfismem, provedeme obdobné jako

v ptikladu 1. Neni tfeba ho jiZ podrobné rozepisovat.

Priklad 13. Ve vektorovém prostoru

(A |

tj. ve vektorovém prostoru ¢tvercovych matic fddu dva, mame dany endomorfismus f
a g predpisem

G D=GA% 5

z t
x y\_( ytz 2x+ 2t>
g(z t)_<y+z—t z+t )
Urcete predpis pro slozeny endomorfismus gf.
Pti vypoctu budeme opét postupovat v obraceném potadi.
X Y\l _ x+2y 2y+z+1t\ _
g[f(z t)]_g(2x+2t 3Z-2t)_
_( Qy+z+t)+ (2x + 2t) 2-(x+2y)+2-(32—2t)>_

QRy+z+t)+ (2x+2t) — (3z— 2t) (2x + 2t) + (3z — 2t)

_<2x+2y+z+3t 2x+4y+6z—4t>
~ \2x 42y —2z+ 5t 2x + 3z

Predpis pro slozené zobrazeni gf je tedy
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_<2x+2y+z+3t 2x+4y+6z—4t)
f= 2x + 2y — 2z + 5t 2x + 3z

Jak jsem jiz dfive zminila, existuji dvojice endomorfismi f a g, pro které plati rovnost

fg=9f.

Nyni uvedeme definici a v§e ukaZzeme na konkrétnim ptikladu.

3.3 Definice. Jestlize pro endomorfismy f a g plati rovnost fg = gf, potom fikame,

ze fa g komutuji nebo Ze jsou zameénné.

Priklad 14. Rozhodnéte a vypoctem dokazte, zda-li jsou nésledujici endomorfismy
f:(Zs)® - (Zs)® ag:(Zs)® - (Zs)? komutujici (zamé&nné).
Ptedpisy pro zobrazeni jsou:
fQxy, 2) = (2x,y,32),
9(x,y,z) = (3x,4y,32).
Nejprve vypocitdme slozené zobrazeni f g.
fg=1(g(x,y.2)) = f(3x,4y,32) = (2- 3x,4y,3 - 32) = (x, 4y, 42)
Dale vypocitame slozené zobrazeni gf.
9f =9(f(x,y,2z) = g(2x,¥,32) = (3- 2x,4y,3 - 32) = (x,4y,42)
Jak jsme ukdazali, vtomto ptipad¢ plati fg = gf a mizeme tedy fict, ze dané

endomorfismy jsou zdménné.

Priklad 15. Vypoctem ovéite, zda-li jsou zadané endomorfismy f a g na prostoru
polynomi nejvySe prvniho stupné nad t€lesem Z5 (tj. (Z3);[x] = {ax + b; a,b € Z3})
komutujici. Endomorismy jsou dany ptedpisy:
f(ax +b) = 2a+b)x+ (a+b)
glax + b) = 2bx + (2a + b).
Vypocitame slozené zobrazeni fg.
flg(ax + b)] = f[2bx + 2a + b] = [2(2b) + 2a+ b]x +2b + 2a+ b =

= [2a + 2b]x + 2a

Nyni vypocitame sloZzené zobrazeni gf .
glf(ax + b)] = glRa+b)x+a+b]l=[2(a+b)]x+2Q2a+b)+a+b=
= [2a + 2b]x + 2a

Jak vidime, i v tomto ptipadé plati fg = gf a endomorfismy jsou tedy komutujici.
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Na konkrétnich ptipadech jsme zjistili, Ze s¢itani endomorfisml je komutativni,
Ize najit nulovy endomorfismus a endomorfismus opa¢ny k danému. Bylo by mozné
ovérit, ze scitani endomorfismll je asociativni a Ze ndsobeni vektoru skaldrem také
splituje odpovidajici axiomy vektorového prostoru.

Mnozina End V = Hom (V,V) vS8ech endomorfismii prostoru V se s¢itanim
endomorfismt a nasobeni endomorfismu skalary je vektorovym prostorem nad télesem
T. Skladani endomorfismt je asociativni, jednotkovym prvkem vzhledem k této operaci
je identicky automorfismus. Plati i oba distributivni zdkony a vazba skladani
endomorfismu a nasobeni endomorfismi skalary: proVf,g,h € EndVaa €T je

flg+h)=fg+rh,
(f +9h =fh+gh,
(af)g = a(fg) = f(ag).

V nésledujici vété jsou shrnuty zdkladni vlastnosti endomorfismi.

3.4  Véta. Necht f je endomorfismus prostoru V do prostoru V. Potom plati:

e Endomorfismus f zobrazuje nulovy vektor prostoru V na nulovy vektor prostoru
V.

e Endomorfismus f zobrazuje opac¢ny vektor k vektoru v € V na opacny vektor
k vektoru f (v).

e Endomorfismus f zobrazuje linearni kombinaci vektorii prostoru V na stejnou
linearni kombinaci obrazi téchto vektort. Presn&ji: je-li vy, -, v, €V a
ay,-,ax € T, potom (X, avy) = Xhe, aif (vy).

e Obraz podprostoru prostoru V je podprostor prostoru V.

e Imf je podprostorem prostoru V.

e Obraz mnoziny generatord prostoru V je mnozinou generatord prostoru Im f.

e Uplny vzor podprostoru prostoru V je podprostorem prostoru V.

e Ker f je podprostorem prostoru V.

e Uplny vzor vektoru w € Im f je linearni mnozinou v + Ker f, kde v €V je

libovolny vektor, pro ktery f(v) = w.
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Typy endomorfismi

4.1  Definice. Bijektivni endomorfismus prostoru V (tj. izomorfismus V na V — ,,prosty
a na“) se nazyva automorfismus prostoru V. Mnozinu vSech automorfismi prostoru

V zna¢ime AutV *.

Piikladem automorfismu je endomorfismus z ptikladu €. 10, nebot’ je to prosté

zobrazeni prostoru Q° na prostor Q°. Jde o automorfismus na prostoru Q°.

Pfipomenme, Ze bijektivni zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B je zobrazeni, které

je injektivni a surjektivni zaroven. Pro injektivni (prosté) zobrazeni plati:
Vxy, X, €EVixg # x5 = f(x1) # f(x3).

Mame-li tedy dva rGzné prvky, zobrazi se opét na rizné prvky. Surjektivni zobrazeni (na
mnozinu) je zobrazeni, kdy kazdy prvek z mnoziny B ma sviij vzor v mnoziné A. Obecné
tedy miizeme fici, Ze bijekce mnoziny A na mnozinu B znamend, ze kazdy prvek
Z mnoziny B mé prave jeden vzor v mnozing A.

Je poteba také zminit, Ze jiz z vySetieni jadra a obrazu endomorfismu lze poznat,
zda jde o zobrazeni prosté a zda jde o zobrazeni na. Pokud je Ker f = 0, je zobrazeni f
prosté. Pokud je Im f =V, je zobrazeni f na. Pokud je tedy jadro trividlni, je
endomorfismus (obecné kazdy homomorfismus) prosty, pokud je obrazem
endomorfismu cely vektorovy prostor, do néhoz endomorfismus zobrazuje, pak je to

zobrazeni na (taktéz plati obecné pro homomorfismy).

Ktomu, aby endomorfismus byl automorfismem, postacuje na konecné
generovanych prostorech, aby f byl bud’ jen prosty, nebo jen surjektivni. Toto tvrzeni

zformulujeme v nasledujici véte.

4.2  Véta. Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T. Nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

e prostor V ma kone¢nou dimenzi,

e kazdy injektivni endomorfismus prostoru V je automorfismus,

e kazdy surjektivni endomorfismus prostoru V je automorfismus.

* Plati: AutV € EndV = Hom(V, V).
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Priklad 16. Endomorfismus f prostoru R® do prostoru R® zobrazi vektory (x,y,z) na
vektory (x + z, 2y + z,2z). Uréete jadro zobrazeni a na jeho zakladé rozhodnéte, zda jde
0 automorfismus.
Vypocet jadra jsme si pripomnéli v prvni kapitole, proto jiZz neni tfeba vice rozebirat a
muzeme rovnou pocitat.
f(x,y,2) = (0,0,0)
(x+2z2y+z72z) =(0,0,0)

VyieSime soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych.

x+z=0
2y+z=0
2z=0

Po vyfeSeni dostdvame nasledujici feseni:
x=0,y=0,z=0.
A proto plati
Ker f = [(0,0,0)].
Jak jsem jiz uvedla dfive, pokud je Ker f = [(0,0,0)], je zobrazeni f prosté, ¢ili jde o
injektivni zobrazeni. Podle véty 4.2 plati, ze kazdy injektivni endomorfismus je

automorfismem, proto i zobrazeni f je automorfismem.

26



Maticové vyjadreni endomorfismi

Kazdy homomorfismus (linearni zobrazeni) jde reprezentovat maticové. Matice
linearniho zobrazeni vzhledem k bazim B,, B, ptevadi soufadnice vektoru vzhledem
k dané bazi B; na soufadnice jeho obrazu uréené vzhledem k bazi B,.

Nejprve zde uvedeme definici matice obecného linearniho zobrazeni, dale se pak

budeme zabyvat pouze matici endomorfismu.

Pfipomenme, ze matice homomorfismu g:U — V vzhledem k bazim M, N je
matice typu n X m a ma ve sloupcich zapsané soufadnice obrazi vektord baze M
vyjadiené vzhledem k bazi N, tj. ve sloupcich jsou soufadnice

(f udw, (f I, =, (f (umd s
kde
M = {uy, up, -, U},

N = {Ul, 15T ;Un}-

5.1 Definice. Matici endomorfismu g prostoru V vzhledem k bazim M a N budeme

rozumé&t matici homomorfismu g prostoru V do prostoru V vzhledem k bazim M a N.

Pro endomorfismy bude vzdy vychazet ¢tvercova matice, protoze jde o zobrazeni

zV do V a vSechny baze prostoru V maji stejny pocet vektort.

Priklad 17. Endomorfismus f prostoru R* do prostoru R* zobrazi vektory (x,v,z,t) na
vektory (x +y,y +2z,z+t x +t). Najdéte matici A endomorfismu f vzhledem ke
kanonické bazi prostoru R,
Kanonickou bézi prostoru R* tvoii vektory
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1).

V endomorfismu f se tyto vektory zobrazi na vektory:

£(1,0,0,0) = (1,0,0,1)

£(0,1,0,0) = (1,1,0,0)

£(0,0,1,0) = (0,1,1,0)

£(0,0,0,1) = (0,0,1,1)
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Ziskané vektory zapiSeme do matice a to tak, ze jednotlivé vektory budou tvofit
postupné sloupce matice. Matici endomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi prostoru

je tedy ¢tvercova matice A fadu 4.

1 1 0 0

(0 1 1 0

A=10 0 1 1

1 0 0 1

Vsimnéme si, Ze pro matici endomorfismu plati:

x+y 1 1 0 0 x
y+z 0 1 1 0).(Y
z+t 0 0 1 1 z
x+t 1 0 0 1 t

5.2  Véta. Necht' V je vektorovy prostor dimenze m nad télesem T a M je baze tohoto
prostoru. Necht’ f je endomorfismus prostoru V do prostoru Va A matice m X m nad
télesem T. Matice A je matici endomorfismu f vzhledem k bazi M prave tehdy, kdyz pro
kazdy vektor v € V je (f ()}, = A - (v)%,.

Priklad 18. Najdéte matici B endomorfismu f z ptedchoziho ptikladu vzhledem k bazim
M a N prostoru R*. Baze M a N jsou:
M = {(1,0,1,0), (0,1,0,1), (—1,0,0,0), (0,—1,0,0)},
N = {(2,0,1,0),(0,1,1,1), (1,1,1,0), (0,2,0,—1)}.
Vektory baze M se endomorfismem f zobrazi na nasledujici vektory:
£(1,0,1,0) = (1,1,1,1),
£(0,1,0,1) = (1,1,1,1),
f(—1,0,0,0) = (—1,0,0,—1),
£(0,—1,0,0) = (=1, —1,0,0).
Tyto vektory musime vyjadfit soufadnicemi vzhledem k bazi N. Je potieba je tedy
vyjadfit jako linearni kombinaci vektorti baze N. Nékdy je l1ze snadno urcit pouhym
pohledem. V tomto pfipad¢ ale budeme pocitat — vyuzijeme k tomu soustavy linearnich
rovnic.
Vektor (1,1,1,1) ma soufadnice (a, b, ¢, d) vzhledem k bazi N, tj.
((1,1,1,1))y = (a, b, c,d).
Potom plati
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(1,1,1,1) = a(2,0,1,0) + b(0,1,1,1) + ¢(1,1,1,0) + d(0,2,0,—1).
Z rovnosti vektort na levé a pravé stran¢ vyplyne soustava ¢tyr rovnic,
2a+0b+1c+0d =1
Oa+1b+1c+2d=1
la+1b+1c+0d =1
0a+1b+0c—1d =1,

kterou pfevedeme na matici a elementarnimi upravami pfevedeme na schodovity tvar.

2 0 1 001 1 1 1 01 1 0 (1
01 1 2|]1)_(0 1 1 2 1 1 2|1 _
111 0|1 2 0 —1 0[-1
0 1 0 -11 0 1 -11
1 1 1 011 1 1 1 01
0 1 1 21 0 1 1 211
0 0 1 401 0 0 1 41
0 0 -1 =310 0 0 0 11
Upravenou matici pfevedeme zpét na soustavu rovnic, kterou vyteSime.
a+b+c=1
b+c+2d=1
c+4d =1
d=1
Ctenaf sam jiz snadno dopoc¢ita, zea = 2,b = 2,c = =3,d = 1.

Plati tedy, ze
(1,1,1,1) = 2(2,0,1,0) + 2(0,1,1,1) — 3(1,1,1,0) + 1(0,2,0, - 1),
tj. ((1,1,1,1))y = (2,2, -3,1).
Stejné najdeme soufadnice ostatnich vektord.
Druhy vektor je shodny s prvnim, proto neni nutné jiz pocitat. Pfesto se u néj ale
zastavime a ukdzeme si dal$i z moznych zptisobtl vypoctu.
Matici, kterou jsme ziskali ze soustavy rovnic, nejprve pievedeme na schodovity tvar a

nasledné elementarnimi Gpravami pievedeme na jednotkovou matici.

2 0 1 01 11 1 o1 11101
01 1 2ty _f[o 11 251)_(0 1 1 of-1)_
111 ofa 0 0 1 41 0 0 1 of-3
010 -1l oo o0 1h o0 o0 11
110 0] 4 10 0 0] 2
~01002>~01002
0 0 1 0]-3 0 0 1 of-3
00 o0 11 o0 o0 11
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Jak vidime, na pravé strané matice nam vysel shodny vysledek, jako u prvniho zpiisobu
vypoctu. Overili jsme si, Ze oba zplisoby pocitani jsou mozné.
Pro tfeti vektor plati
(-1,0,0,—1) = a(2,0,1,0) + »(0,1,1,1) + ¢(1,1,1,0) + d(0,2,0,1).
2a+0b+1c+0d =-1
Oa+1b+1c+2d =0
la+1b+1c+0d =0
Oa+1b+0c—1d =-1

Ziskame matici, kterou upravime.

2 0 1 0p-1 11 1 070 1 1 1 0 0
01 1 210 01 1 2|10}_(01 1 2 0 _
111 0] 0 2 01 0]-1 0 -2 -1 2|-1
0 1 0 -—-1l-1 2 1 0 -1l-1 o 1 0 -1l-1
1 1 1 0 0 1 11 00
_(10 1 1 2 oy _([0 1 1 20
0 0 1 4]|-1 0 0 1 4|-1
0 0 -1 =31 0 0 0 11-2
Opét prevedeme na soustavu rovnic a dopocitame.
a+b+c=0
b+c+2d=0
c+4d =-1

d=-2
Celkem snadno by ¢tenaf zjistil, ze a = —4,b = =3,c = 7,d = —2.
Plati tedy
(-1,0,0,—-1) = —4(2,0,1,0) — 3(0,1,1,1) + 7(1,1,1,0) — 2(0,2,0, —1).
Pro posledni vektor miizeme napsat, ze plati
(-1,-1,0,0) = a(2,0,1,) + b(0,1,1,1) + ¢(1,1,1,0) + d(0,2,0, —1).

Déle pocitame stejnym zptsobem.
2a+0b+1c+0d =-1
Oa+1b+1c+2d =-1
la+1b+1c+0d =0
0Oa+1b+0c—1d =0

Upravujeme vyslednou matici.
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2 0 1 0)-1 11 100 11 107]0
o112—1~0112—1> 01 1 2 |-1)_
111 0]0 2 0 1 0[-1 0 —2 -1 0]-1
010 —1lo o010 -1l o0 0o 1 0 -1l0
11 1070 11100
o1 1 2 |-1)_[0o 1 1 2/-1
00 1 4|3 0 0 1 4/-3
00 -1 -31 00 0 1l-2

Sestavime upravenou soustavu rovnic a dopocitame.

a+b+c=0
b+c+2d=-1
c+4d = -3
d=-2

Zjistili jsme, ze a = —3,b = —2,¢c = 5,d = —2.
Ze ziskanych soufadnic nyni utvofime matici B. Soutadnice pro jeden vektor budou vzdy

tvofit sloupec matice B. Matice B je matici endomorfismu f vzhledem k bazim M a N.

2 2 -4 -3
2 2 -3 -2

B=l_3 23 7 5
1 1 -2 -2
Plati rovnost
2a + 2b —4c — 3d 2 2 —4 =3 a
2a+2b—3c—2d |_ 2 2 -3 =2\ (b
—3a—3b+7c+5d -3 -3 7 5 c
a+b—2c—2d 1 1 -2 =2 d

a tato rovnost definuje endomorfismus f v soufadnicich vzhledem k bazim M, N.

Vsimnéme si, ze jsme fesili tfi soustavy linearnich rovnic, které se lisily pouze sloupcem
pravych stran. Bylo by proto mozné vyieSit soustavy najednou. K matici soustavy
pripiSeme za svislou ¢aru vSechny pravé strany — ve sloupcich jsou vektory, pro néz

chceme najit souradnice v bazi N.

2 0 1021 -1 -1
01 12|11 1 0 -1
1 11 01 1 0 0

Vzniklou matici typu 4 x 8 upravujeme tak, aby v levé ¢asti byla jednotkova matice. Ve
sloupcich matice v pravé casti jsou hledané soufadnice. V pravé ¢asti je tedy hledana

matice endomorfismu vzhledem k bazim M a N. Mizeme tedy zapsat, Ze

(NIf (M) ~ (E|B).
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Na nasledujicim piikladu ukdzeme, jak vypadd matice sloZzeného zobrazeni.
Pokud mame zobrazeni f, které ma matici A a zobrazeni g S matici B, potom matice

slozeného zobrazeni f g bude matice C, pro kterou plati C = A - B.

Piiklad 19. S vyuzitim zadani z piikladu ¢. 11 dokazte, ze pro matici C slozeného
zobrazeni fg plati C = A - B, kde A je matici zobrazeni f a B matici zobrazeni g.
Ze zadani snadno zjistime, Ze matici endomorfismu f je
201
a=(1 o)
Obdobné¢ pro matici endomorfismu g plati
_(1 1
B=(, ,)

Ze zadani také vime, Ze matice slozeného zobrazeni f g je

_(2 5
€= (1 13)'
Nyni vypocitame souin matic A4, B.

8= )6 )=l 1ataa) =G p)=c

Jak jsme se vypoctem presveédcili, uvedend rovnost opravdu plati.

5.3  Definice. Necht' V je vektorovy prostor a M, N jeho dvé baze. Matici pfechodu od
baze M k bazi N budeme rozumét matici identického automorfismu prostoru V vzhledem

k bazim M a N. Identicky automorfismus na prostoru V budeme znacit 1.

Priklad 20. Uvazujme baze

M = {(3,1,1),(1,2,0), (1,2,2)},

N ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
vektorového prostoru (Z)3. Najdéte matici prechodu od baze M Kk bazi N.
Vektory baze M vyjadiime pomoci vektorti baze N takto:

(3,1,1) =(1,1,1) + 2(1,0,0)
(1,2,0) = (1,1,1) + (1,1,0) + 4(1,0,0)

(1,2,2) = 2(1,1,1) + 4(1,0,0)

Matice prechodu od baze M k bazi N tedy vypada takto:
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1 1 2
A=10 1 0
2 4 4

54  Véta. Bud'te M, M’ baze vektorového prostoru V, bud’ A matice piechodu od baze
M k bazi M" a bud’ B matice endomorfismu f:V — V vektorového prostoru V vzhledem

k bazi M. Pak A'BA je matice endomorfismu f vzhledem k béazi M".

Matice B a A'BA jsou tedy matice téhoz endomorfismu (vzhledem k riiznym
bazim — M,M").

Vyse uvedeny vyraz Al oznaduje inverzni matici. Rekneme, Ze Al je inverzni
matice k matici A, nebo Ze A je inverzni matice k matici A™, jestlize plati:
A1 A=A-A"1=E,
kde E je jednotkovéa matice’.

Pouze pro pripomenuti vypoctu inverzni matice zde uvedeme nasledujici ptiklad.

Piiklad 21. K matici A nad télesem Zs vypocitejte inverzni matici.

1 2 3
A=10 1 4
1 4 4

Matici piepiSeme na matici (A|E) typu 3 X 6 a pomoci elementarnich uprav prevedeme

levou stranu matice na jednotkovou matici. Na pravé stran¢ timto zptisobem dostaneme

1 2 3|11 0 O 1 2 3|/11 0 O 1 2 3|11 0 O
0 1 40 1 0)~10 1 40 1 0)~(0 1 4/0 1 0|~
1 4 410 0 1 0 2 114 0 1 0 0 314 3 1
1 2 3|]11 0 O 1 2 0|12 2 4 1 0 0]1 3 0
~10 1 40 1 0)J~(0 1 0/13 2 2)]~{0 1 03 2 2
0 0 113 1 2 0 0 113 1 2 0 0 113 1 2
Od matice (4|E) jsme dospéli k matici (E|A™1), kde inverzni matici je

1 3 0
At=(3 2 2|
3 1 2

Pro ovéfeni mizeme spocitat, 7e opravduplati A - A™1 = E.

matici inverzni.

> Jednotkovou matici Fadu n nazyvame takovou matici E = (el-j), pro kterou plati, Ze e;; = 1 pro kaZdé
i=1,2,---,nazéarovent mimo hlavni diagonalu ma samé 0.
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1 2 3 1 3 0 1+6+9 3+4+3 4+6 1 0 0
01 4)-\3 2 2|= 3+12 2+4 2+8)=(0 1 0

1 4 4 31 2 1+12+12 3+8+4 8+8 0 0 1

55  Véta. Bud' f endomorfismus vektorového prostoru V a bud’ A matice f vzhledem
k bazim M a M  prostoru V. Pak f je automorfismus, pravé kdyz matice A je regularni®,
Rovnéz plati, ze endomorfismus f vektorového prostoru V je automorfismus, pravé kdyz

determinant matice f vzhledem k libovolné bazi prostoru V je nenulovy.

Piiklad 22. Vyjdeme z piikladu 13 a pouZzijeme matici A endomorfismu f vzhledem ke
kanonické bazi prostoru R* z tohoto prikladu.
1 1 0 0
S
1 0 0 1
Elementarnimi Gpravami prevedeme na schodovity tvar a zjistime, zda-li jsou vSechny

fadky linearné nezavislé a tim zjistime 1 hodnost matice.

11 0 0 1 1 00 1 1.0 0 11 0 0
01 1 0y_([0 1T 10 06011 0)_(0 1 1 0
0 01 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 -1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 O

Jak je vidét, posledni fadek se vynuloval, tudiZ byl linearné zavisly a hodnost dané
matice (tedy pocet jejich linearné nezavislych fadka) je 3. Matice proto neni regularni a

V tomto piipad¢ nejde o automorfismus.

5.6  Definice. Necht' A a B jsou ¢tvercové matice téhoz fadu nad télesem T. Budeme
fikat, Ze matice A, B jsou podobné, jestlize existuje regularni matice C nad télesem T

takova, ze plati A = ~1BC.

V definici 5.6 je lhostejné, zda piSeme inverzni matici vpravo nebo vlevo; matice

A vznikne vynasobenim matice B zleva a zprava navzajem inverznimi maticemi.

® Matice A nad T se nazyva reguldrni pravé tehdy, jestlize k ni existuje inverzni matice At v opacném
pfipadé se nazyva singularni.
Regularni matice je takova Ctvercova matice, jejiz determinant je rlzny od nuly (det A # 0).
Ekvivalentné Ize téz o regularni matici tvrdit:

- jeji radky jsou linedrné nezavislé,

- jeji sloupce jsou linearné nezavislé,

- hodnost ¢tvercové regularni matice o velikosti n X n je pravé n.
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Endomorfismy na linearnich prostorech se skalarnim

soucé¢inem

V uvodu této kapitoly pfipomenime, ze prostorem se skalarnim soucinem (téz
oznacovanym jako unitarni prostor) rozumime kazdy vektorovy prostor s néjakym pevné
zavedenym skaldrnim souc¢inem ¢ (u, v). V této kapitole se omezime pouze na vektorové

prostory nad télesem realnych ¢isel.

Pfipomenme, ze skalarni soucin ¢ je zobrazeni, které kazdé dvojici vektoru
u,v € V vektorového prostoru nad télesem realnych cisel ptifazuje realné cislo (tedy
skalar) ¢ (u,v) € R. Zaroven plati:
e VYVuyvev o(w,v) =p,u),
o YVuv,weVlV owv+w)=¢v)+oeuw)),
o VuveV VkeR o@k-uv)=k-o(uv),
e YueV o¢wu)=0 A ¢@(uu)=0,paku jenulovy vektor.

Z téchto vlastnosti, které musi spliiovat kazdy skalarni soucCin, lze napt. dokazat, ze

skalarni sou¢in nulového vektoru s libovolnym vektorem je roven nule, tj. ¢ (u,0) = 0.

Priklad 23. Mé&jme vektory u = (5,1,3) a v = (—2,1,0) prostoru R3. Uréete standardni
skalarni soucin u - v.
Ptfipomenime, Ze standardni skalarni soucin dvou vektort obecné vypocitame
u-v=(Up,uy, Uy (U, Vg, 0) = UV F Uy Vg Uy .
V tomto piipad¢ tedy pocitame
u-v=5-(-2)+1-1+4+3-0=-9,

Uved’'me nyni nékteré piiklady skalarniho soucinu dvou vektort, které jsou prvky
prostord odlisnych od R™.
Mame-li mnoZinu dvou nenulovych vektori v prostoru (rovin¢), které maji pocatek
Vv pevné¢ zvoleném bod¢, skaldrni soucin pak definujeme jako soucin délek vektorii a

kosinu uhlu, ktery vektory sviraji.
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Pr¥iklad 24. Necht jsou dany v roviné vektory u, v, kde |u| = 1j,|v| = 2j a g = 60° je

velikost uhlu, ktery vektory sviraji. Urcete jejich skalarni soucin.

Obr. 1: Skalarni soucin vektor(

Skalarni soucin vektort roviny se spoleénym pocatkem je dan souc¢inem
o, v) = |u| - |v| - cosB,
proto

@, v) =1-2-c0s60°=1-2--=1.

Na prostoru vSech polynomt stupné nejvySe n je skalarni soudin definovan pomoci

urcitého integralu takto:

P(f (0, 9(0)) = [} F()g(x)dx.

Piiklad 25. Urlete skalarni sou¢in vektord p(x) = 2x — 1,q(x) = —x + 3 prostoru

R;[x] se skalarnim sou¢inem definovanym pfedpisem

o) = [1, p()q(x)dx.

Provedeme vypocet.

o, q) = f 2x—1)-(—x +3)dx = f (=2x%2 + 7x — 3)dx =
1 1

2ol 3]1 (-241-5)- (B4 l4s) -2
x4t .,7\7372 372 -3

V prostoru R™™ vSech étvercovych matic fadu n definujeme skalarni soucin matic A, B
rovnosti

@(A,B) = tr(A-B7),
kde trC je tzv. stopa matice C, tj. soucet prvki na jeji hlavni diagonale, tedy

trC = Z;{lzl Crk-
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Priklad 26. Mame definované matice A a B v prostoru R2*?
_(3 1 _(0 2
A_(z 1) B_(1 3)
Urcete skalarni soucin ¢ (4, B).

Nejprve vypocitdme matici C, ktera je sou¢inem matic A a BT .

306 D=Caria =2 9

Nyni secteme prvky na hlavni diagondle matice C.
trC=2+5=7

Skalarni soucin matic A a B je tedy roven 7.

C=A-BT=(

6.1  Definice. Necht' U je unitarni prostor nad télesem R. Zobrazeni f prostoru U do
prostoru U se nazyva unitarni endomorfismus, jestlize pro kazdé dva vektory x,y € U je
o(f (), f(¥) = o(x, ).

Unitarni endomorfismus je tedy definovan jako zobrazeni, které zachovava skalarni

soucin.

Piiklad 27. Na prostoru R? se standardnim skalarnim sou¢inem mame dany
endomorfismus, ktery je dan predpisem
[y, x2) = (—x1,%2).
Rozhodnéte, zda jde o unitarni endomorfismus.
Unitarni prostor zachovava skaldrni soucin, pro libovolné dva vektory tedy musi platit
f(x)-f(y) =x-y. Zvolime tedy obecné vektory (x;,x;) a (y1,¥,) a jednoduchym
vypoctem ovéfime, zda tato rovnost plati.
fO) - f) = (=x1,%2) - (=¥1,¥2) = (=x1) - (=¥1) + X2 * y2 = X1Y1 + X3
x -y =(x1,%2) - (Y1, ¥2) = x1Y1 + %2

Jak vidime, rovnost plati a jde o unitarni endomorfismus.

Priklad 28. Mame zobrazeni f na prostoru R2se standardnim skalarnim souc¢inem, které
je uréené piedpisem

fOoy) =(2x—3y,x+y).

Rozhodnéte, zda jde o unitarni endomorfismus.
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Pfi vypoctu muzeme postupovat dvéma zpusoby. Jednak mizeme pocitat s vektory
S obecnymi soufadnicemi, stejné jako Vv piredchozim piipadé. Pokud ale mame podezieni,
ze nejde o unitarni zobrazeni, zvolime konkrétni dva vektory a vypocitame skalarni
souciny. Tentokrat zvolime pro vypocet druhy zptsob.

Zvolila jsem vektory

u=(12),v=(3,-1).
u-v=_012)-3,-1)=3-2=1
fw)=@2-1-3-21+2)=(—43)
fWw)=(@2-3-3-(-1,3-1)=(92)
fw: fw)=(-43)-092)=-36+6=-30
Jak je vidét, zadané zobrazeni nezachovava skaldrni souin a nejde proto o unitdrni

endomorfismus.

Uved'me vlastnosti tykajici se skladani unitarnich endomorfismda.

6.2  Véta.
e SloZeni dvou unitarnich endomorfismi je unitarni endomorfismus.

e Mnozina vSech unitdrnich automorfismil prostoru tvofii grupu.

Priklad 29. V unitarnim prostoru R? se skalarnim sou¢inem jsou dany endomorfismy f a
g. Ukazte, ze jejich sloZzenim je endomorfismus, ktery rovnéz zachovava skaldrni soucin,
je tedy unitarni. Predpisy unitarnich zobrazeni jsou:

f(xq,x2) = (—x1,%2)

g(xy,xy) = 1x2x1 xz
vz \/_\/_\/_\/_

Nejprve vypocitame slozené zobrazeni f g, pro které plati:

fo=floe)=f(-F+ 22+ 2) = (G5 2+ F)

Dale budeme postupovat stejné jako v ptikladu €. 26.

x-y=(x1,x3) - V1, ¥2) = x1¥1 + x2¥2
X1 X2 X1 X3 Yi Y2 Y1 Y2

fg(x)-fg(y)—(T—T\/_+\/_) <T_F T+\/_)

=(%—%)(%—%>+(ji j;i) (3/]1 ?) X1y1 T X2¥2
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Jak jsme se presvedcili, opravdu plati rovnost
fa@)-fgly) =x-y.

Slozené zobrazeni je tedy unitarni.

V dal8$im textu se zaméfime na matice v souvislosti s endomorfismy na unitarnich

prostorech a maticové vyjadieni takovych endomorfismii.

6.3  Definice. Ortogonalni, nebo téz ortonormalni, piipadné unitarni matice je
tvercova matice A, pro kterou plati ATA = E, kde AT je transponovana matice k A a E je

jednotkova.

Piiklad 30. M¢jme matici nad télesem realnych ¢isel

_1 3
_ 2 2
A‘E 1

2 2

Protoze matice A je symetrickd, plati A = AT, je tedy:

_1
T _ 2 2
S
2 2
Snadno vypocitame, ze plati
_1 3\ /1
T, A — 2 2 2 21_(1 O
SRR W S A W =(o 1)
2 2 2 2

tedy matice A je ortonormalni.

Nyni uvedeme ekvivalentni podminky ortogonalni matice:
6.4  Véta. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem realnych Cisel. Nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
e AAT = E, tj. A je ortogonalni,
e sloupce A tvoii ortonormalni bazi prostoru R™ se standardnim skalarnim
soudinem,
e tadky A tvofi ortonormalni bazi prostoru R™ se standardnim skalarnim soucinem,

e Ajeregularnia A~ = AT,
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e endomorfismus, jehoz matici vzhledem k ortonormalni bazi je A, je unitarni

endomorfismus.

Pro ptfipomenuti zde vysvétlime dilezité pojmy pouzité v predchozi véte, které se
V této praci objevuji poprve.

Ortonormalni baze je mnozina tvofena vektory, které jsou vzdy po dvou na sebe
kolmé, tj. jejich skalarni soucin je nula. Zaroven jsou také jednotkové, tj. jejich velikost
je 1. Prikladem ortonormalni baze prostoru R3 se standardnim skaldrnim soucinem je

kanonicka baze tohoto prostoru.

Priklad 31. Ovéite, e mnozina M je ortonormalni bazi prostoru R3.

13 V3 1
M={(—5,7,0>,(7,§0>,(O,O,1)}

Jak je uvedeno vyse, skalarni sou¢in kazdych dvou vektorii ortonormalni baze musi byt

roven nule. Pocitejme tedy.

1 V3 31 1 3 31
I (BL :(__).£+£._+0.0:0
2° 2 22 2 2 2 2
V3 1 V3 1
(7,§,O>°(0,0,1)—7'0+§'0+0'1—0
13 1 V3
<_§)710>'(0;0;1)_<_E>'0+7'0+0'1—0

Zaroven musi byt vektory jednotkové.

(32l [ (D) ve- e
ey e i

1(0,0,1)] =02 +02+12 =1

Podle véty 6.4 je kazda matice, jejimiz fadkovymi, resp. sloupcovymi vektory jsou

vektory mnoziny M, ortogonalni. Proto je matice
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|
nl%
Wi =
oN| - Nla
o
_/

ortogonalni.

Zvéty 6.2 vime, ze vSechny unitarni automorfismy unitdrniho prostoru tvoii
grupu. Podle pfedchozi véty je matici unitdrniho automorfismu ortogonalni matice. Proto
muzeme tvrdit, Ze v§echny ortogonalni matice fadu n tvoii také grupu. Ozna¢me ji O (n).
Pro n=1 je 0(1) ={(1);(—1)}, tedy pouze dvouprvkovd mnozina. VSechny
ortogonalni matice fadu dva lze zapsat maticemi

cosa —Ssina cosa sina
( ) nebo (

. . ), a € R.
sina cosa sina —cosa

6.5 Véta. Necht U je unitarni prostor, ktery ma konecnou dimenzi. Potom je
endomorfismus f prostoru U do prostoru U unitarni pravé tehdy, kdyz jeho matice

vzhledem k néjakym ortonormalnim bazim prostoru U je unitarni.

Priklad 32. Endomorfismus f unitdarniho prostoru R3 se standardnim skaldrnim
soucinem, ktery vektoru (x, y, z) pfitazuje vektor

(\V3x +y —2z,V3x —3y,V3x +y + 22),

mé vzhledem ke kanonické bazi prostoru R3 matici

V3 1 =2
A={V3 -3 0
V3 1 2

Rozhodnéte, zda je zobrazeni unitarni a zda je matice ortogonalni.

Podle vyse uvedené definice musime ovéfit, ze plati A - AT = E.

V3 1 -2\ (V3 V3 V3
A-AT=(V3 -3 0 -<1 -3 1>=
V3 1 2/ ‘-2 0 2

3+1+4 3-34+0 3+1-4 8 0 0
=13—-3+0 3+9+0 3—-3+0|=|0 12 O

3+1-4 3-3+0 3+1+4 0 0 8
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Je ziejmé, Ze matice A neni ortogonalni. Je tedy pravdépodobné, Ze ani zadané zobrazeni
f neni unitarni. Zvolime tedy libovolné dva vektory a vypoétem ovéiime, zda-li
zobrazeni f zachovava skalarni soucin.
Pro nés vypocet jsme zvolila vektory
(1,1,1) a (1,0,-1).
Nejprve vypocteme jejich skalarni soucin.
1,1,1)-(1,0,-1)=1-141-0+1-(-1)=0
Nyni vypoc¢teme skalarni souciny jejich obrazu.
f11,1)=(V3+1-2V3-3V3+1+4+2)=(/3-1,vV3-3,V3+3)
f(1,0,-1) = (V3+2,V3,V3-2)
(V3-1,v3-3,v3+3)-(V3+2,V3,V3-2) =
=(V3-1)-(V3+2)+(¥V3-3)-(vV3)+(¥3+3)-(V3-2)=1-+3

Z vysledk je jasné, ze se skalarni sou¢in nezachoval, tudiz f nemuaze byt unitarni.

6.6  Véta. Necht V je unitarni prostor kone¢né dimenze, M, N jeho dvé baze a A
matice prechodu od baze M k bazi N. Potom plati:

e jestlize jsou baze M a N ortonormalni, je matice A unitarni,

e jestlize je baze N ortonormalni a matice A unitarni, je baze M ortonormalni,

e jestlize je baze M ortonormalni a matice A unitarni, je baze N ortonormalni.

Priklad 33. MnoZina M = {(—%,\/2—5, 0),(?,%,0), (0,0,1)} je ortonormalni baze
prostoru R® a matice
1 0 1
I/\/E ? I
a=| L n2z 1 |
3W2 3 32
2 1 2
3 3 3

je unitarni matice a zaroven je to matice prechodu od baze M k néjaké bazi N. Ukazte, ze
N je ortonormalni baze.

ProtoZe je dand matice matici pfechodu od baze M k bazi N a vektory baze M zname,
ziskaji se vektory baze N jako sloupcové vektory matice, kterd je soucinem matice A a

matice, jejiz sloupce tvoii vektory baze M:
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(7 ° ‘%\/Jﬁo\
i1 22 1|.|\/§2i _
vz 3 sz | |2 12

\agz _% 322)\5 é(1))

1 2 1 1 1

1
2 3 276 6 3
1 1 2
V2 32 3
V2 46 -2 —2—\/5\
4 12 6
_| V6 4V2+6 —1+2\/§|
4 12 6
V2 V2 2
2 6 3
Bézi N tvoii vektory
(V26 V2
nl_ 4’4! 2 )
(W6 -2 42 +6 V2
2 = 12 12 6/
_[(—2-V3 -1+2v3 2
3 = 6 ' 6 '3/

Zbyva ovéfit, ze vektory baze N jsou ortonormalni, tedy kazdé dva vektory jsou na sebe

kolmé¢ a zaroveni jsou jednotkové.

(VI I\ (B WIHVE VT
"1'"2_<_T’T'_7>°< 12 ' 12 ’?)‘

1-4V3 3+44/3 1

24 24 6
(46 =2 42++6 V2\ (—2-+3 —1+2V3 2\ _
M2 M3 = 12 '~ 12 6 6 '~ 6 '3/
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_7\/€+10\/§+7\/8+2\/E+@:

- 72 72 g =0
_( V2 N6 V2\ [(—2-+3 —1+2V3 2\ _
ny- Nz = ) 3 ) 6 3=
_Ve+2z —Ve+evz vz _
T 24 24 3

Jak jsme se presveédcili, bazové vektory jsou opravdu na sebe kolmé.

= 9 ()

= [ (5 () -

12 12 6

i () () -

Je patrné, Ze 1 druhad podminka je splnéna a vektory jsou ortonormalni.

Vzhledem Kk tomu, Ze pracujeme s endomorfismy, jsou matice takovych zobrazeni
ctvercové. Nasledujici véta charakterizuje pomoci determinantu, ktery je definovan prave

pro ¢tvercové matice, nutnou podminku pro to, aby matice byla unitarni (ortogonalni).

6.7  Véta. Jestlize je A Etvercova unitarni matice, potom je |det A| = 1.
Ctvercova unitarni matice je tedy regularni. Determinant ortogonalni matice je roven bud’

1, nebo -1.

Priklad 34. Ukazme si platnost této véty na matici, u které jsme jiz diive ukazali, ze je

unitarni. Matice 4 je

_1 3
_ 2 2
A\lE s
2 2
Vypocitame determinant:
detA = (—l).l_ﬁ.ﬁ: 13- 1
2 2 2 4 4

Jak jsme se piesvédcili, determinant matice je skute¢né —1, ¢ili |detA| = 1.
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Endomorfismy a geometricka zobrazeni

V posledni kapitole se budeme vénovat aplikaci endomorfismd, €ili jejich pouziti.
Zaméiime se na uziti endomorfismii v geometrii, ackoliv moznosti jejich pouziti je
mnohem vice. Uk4dzeme, ze matice, které se objevuji v analytickém vyjadieni zndmych
geometrickych zobrazeni jako je identita, rotace, stejnolehlost apod., jsou matice
specialnich typti endomorfismil.

Piipomenime dulezity model vektorového prostoru — mnozinu vSech vazanych
vektorti v roviné ¢i prostoru, které maji spole¢ny pocatek v néjakém pevné zvoleném
bodé. Zavedenim soustavy soufadnic Ize tyto ,,geometrické vektory“ nahradit
maritmetickymi vektory®, tj. uspofadanymi dvojicemi, trojicemi a piipadné n-ticemi

realnych Cisel.

Transformace soustavy souiadnic

Nejprve definujme pojem soustava soutadnic.

7.1 Definice. Zobrazeni S dané repérem7 (0;eq4,e,,++,ey,), které kazdému bodu
X € A, pfifazuje uspofadanou n-tici {X}s = [x4,*+, x,] € R™ (tzv. soufadnice bodu X),
nazyvame soustava soufadnic v afinnim prostoru A,. Bod O se nazyva pocatkem
soustavy soufadnic. Soufadnicemi vektoru u € V' vzhledem k Srozumime jeho
soufadnice ug = (uq, -+, u,) € R™ vzhledem kbazi {e;, e, -+, e}, tj. u=ue; +

Uze, + -+ upe, = X, u;e;, kde u; €R.

Zvolime-li novy repér (P;dy,dy, -+, dy), ktery ve stejném prostoru definuje soustavu
soufadnic S, vyjadiime stejny vektor u € V linearni kombinaci
U =uydy +updy + - + updy, = Yoy u;d;u €R.
Pro soufadnice libovolného vektoru u Vv soustavé S a S, kde
u = (uy,uy, -, uy)’,
u' = (ui,ué,---,u,'q)T.

plati transformacni vztah

” Repér je uspotadana (n + 1)-tice (0; ey, -, e,), kde O € A, je pevné zvoleny bod a {e, -+, e, } je baze
prostoru V.
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Pokud vztah rozepiSeme, dostavame

ul a1 1 a1 2 o alTL ul
Uy | _ [ @21 G 7 Gan | [ U
Un Ap1 QApz -+ Qpp Un

Matice A je matici pfechodu od baze {e;} k bazi {dj} vektorového prostoru V, mizeme
tedy fict, ze je matici endomorfismu vektorového prostoru V. Jeji sloupce tvoii
soufadnice novych bazovych vektorti d; vzhledem Kk pivodni bazi {e;}. Snadno se
muzeme presveédCit, ze matice A je regularni. Pokud by tomu tak nebylo, byl by jeden
radek nulovy, nebo by byl linearni kombinaci zbyvajicich radkda.
Pokud zaménime obé& baze {e;} a {dj}, ziskame obdobnou rovnici
u=B-u'
Sloupce matice B tvoii soufadnice starych bazovych vektorti e; vzhledem k nové bazi
{a;}.
Pokud oba vyse uvedené vztahy slou¢ime do jednoho, ziskdme vztah
u=A-B-u
Z n¢hoz vyplyva, ze
A-B=E - B=A".

Pro transformaci soufadnic bodu X Vv afinnim prostoru A4,, plati vztah

x=A-x +b,
po rozepsani
X1 a;1 A A1n /x1\ by
XZ _ a21 a22 a’ZTL . xzr + bz
— _ ,
Xn an1 an2 ot Apn \x,; bn

novy pocatetk P ma vzhledem ke star¢ soufadné soustavé soufadnice

b= [bl,bz,"‘,bn]T.

7.2  Definice. Geometrickym zobrazenim nazyvame piedpis g:A — B, které
kazdému bodu X z mnoziny A (tzv. vzoru) piifazuje nejvyse jeden bod X = g(X) z

mnoziny B (tzv. obraz).

Geometrické zobrazeni g:A, — A, definované na afinnim prostoru A,, které

zachovava Kolinearitu, rovnobéznost a délici pomér je specialnim piipadem afinniho
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zobrazeni. Toto afinni zobrazeni indukuje zobrazeni f:R™ — R", vnémz je kazdému
vektoru OX pritazen vektor 0'X', plati 0'X = f(0X) = g(X) — g(0), kde g(X) = X' je
obraz bodu X v afinnim zobrazenim g, g(0) = 0O je obraz pocatku soustavy soufadnic O
v afinnim zobrazeni g. Odtud lze ziskat analytické vyjadieni afinniho zobrazeni g ve
tvaru:

gX) = f(0X) + g(0),
tj.

X'=4-X+0,

kde A je matice endomorfismu f.

Vztah pro soufadnice vzoru X a obrazu X' v zobrazeni g lze napsat téZ po slozkach
X1 a1 aqiz o Qqn X1 01
X, | _ [ Q21 Gz 7 Gon X2 02

\. / - : . : : : + :
X, An1 Qnz - Qnpn Xn On

Shodna zobrazeni
Nejprve piipomeiime, ze eukleidovsky prostor je afinni prostor, Vjehoz vektorovém
zaméfeni je definovan skaldrni soucin dvou vektord. Pomoci skalarniho soucinu lze

definovat vzdalenost dvou bodu

XY =1y —x| =y —x)2

7.3  Definice. Bud’ E,, eukleidovsky prostor. Afinni zobrazeni f: E, — E, se nazyva
shodné zobrazeni (shodnost), pravé kdyz pro kazdé dva body X,Y € E,, a jejich obrazy
X,Y' € E,plati |X'Y'| = |XY].

Z vySe uvedeného tvrzeni také vyplyva, ze shodna zobrazeni zachovavaji velikost thli,

obsahy a objemy.

Kazda shodnost mé analytické vyjadieni
fix' =A-x+b.
Tato rovnice popisuje shodnost prave tehdy, kdyZ matice A je ortonormalni, jinak fe¢eno
plati
AT-A=E.
Pro kazdou ortonormalni matici A plati
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det(AT - A) = detA” - detA = (detA)? = detE =1,
coz nastava ve dvou piipadech, bud’to je detA = +1 (pfima shodnost), nebo detd = —1
(nepiima shodnost).
V ptipad¢ pfimé shodnosti je matici A matice

A+_<cos<p —sin(p)
¢ \sing cose )

Vv ptipad¢ nepiimé shodnosti pak

4; = (cgsgo sing@ )
sing —cos¢

Pro shodna zobrazeni v roving je ortonormalni matice typu 2 X 2 a hodnoty thlu ¢ jsou
z intervalu (0,27).
Analytické vyjadfeni pfimé shodnosti je

fix'=A}-x+b.
Podle hodnoty thlu ¢ a vektoru b rozliSujeme nasledujici typy pifimych shodnosti —
identita, posunuti (translace), otoCeni (rotace) a jeji specialni druh sttedovou soumérnost.

Jestlize je ¢ = 0 (tj. A, = E, a tedy E je matice endomorfismu indukovaného takovym

afinnim zobrazenim) a vektor b je nulovy, potom zobrazeni f je identitou

id:x' = x.
D=0D cC=C
A=A B=B

Obr. 2: Identita

Pokud tedy rozepiseme obecné analytické zobrazeni pro shodnost
fix =A-x+b,
dosadime za A matici endomorfismu

A_(cosgo —sin<p>
~\singp cos¢@ )

tedy konkrétné pro identitu plati, ze ¢ je rovno nule a dostaneme tim

4=(5 1)
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ProtoZe b je nulovy vektor, miiZzeme psat

(=) =0 9-6)+)

po Upravé

Jestlize je ¢ =0 (fj. A; = E) a vektor b je nenulovy, potom se jednd o posunuti
(translaci) s vektorem posunuti b, zna¢ime
Tp:x =x+b.
M

K L

Obr. 3: Posunuti

Obdobn¢ jako u identity, i vtomto pifipadé mizeme rozepsat analytick¢ vyjadieni

posunuti. Uhel ¢ je opét nulovy, proto matice A je ve tvaru

_(1 0
a=(, 4)

Vektor posunuti je v§ak nenulovy, proto jej napiSeme obecné, jako
b == (b1’ bz)

Po dosazeni do obecné rovnice tedy ziskdme
x\ _ (1 0\ (% b1>
(y') - (0 1) (y) + (bz ’

x =x+bg,

tedy

y =y +b,.
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Je-li ¢ # 0 (tj. existuje-li pravé jeden samodruzny bod® S), potom je f oto&eni (rotace) se
sttedem S a tthlem otoceni ¢:

Rspix = Ab(x —5) +s.
Pokud obecnou rovnici rozepiseme, dosadime za matici endomorfismu

A+_<cos<p —singo)
¢ \sing cos¢

a stied rotace S ma soutadnice
S= [51'82]-
Po dosazeni tedy dostavame
(x) (cos @ —sin (p) X — S Sy
)= o)+ ()
y sing cos¢@ X =82 S2
a po uprave ziskame
x =(x—51)-cosp —(y—s,)-sing + sy,

y =(x—s;) - sing+ (y—s,)-cosg +s,.

0 P=P
Obr. 4: Rotace

V ptipad¢, ze ¢ = +m, je rotace f sttedovou soumérnosti se sttedem S:

Sex' = —x+ 2s.
Taktéz rovnici stiedové soumérnosti mizeme rozepsat na jednotlivé slozky. Po dosazeni
¢ + © do matice endomorfismu v obecné rovnici shodného zobrazeni jsme ziskali

predpis

& Mame-li zobrazeni f mnoziny A na mnozinu A’, pak bod S € A N A’ nazveme samodruznym bodem,
pokud plati f(S) = S.
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Po tpravé

X =—x+2-54,
y=-yt2-s,
T
s=S R
R

Obr. 5: Stfedova soumérnost

Obdobné¢ jako shodnost pfimou miZeme nepiimou shodnost v roviné analyticky zapsat
fix =A,-x+b.

Podle existence samodruznych bodii pak rozliSujeme jednak osovou soumérnost O,

S 0SoU o, jednak posunutou soumérnost (posunuté zrcadleni), které je slozenim osové

soumérnosti Op:x = A-x + b atranslace T;:x = x + u, kde % || o.

Piiklad 35. Vratme se k prikladu ¢. 26 a pouzijme ptedpis pro zobrazeni z tohoto
piikladu, pouze upravime znaceni. Pfedpis je

f(x1,y1) = (=x1,¥1).
Pokud budeme dvojice realnych cisel znazornovat v pravouhlé soustavé soutradnic jako
geometrické vektory s pocatkem v bodé [0,0] a skoncovym bodem v bodé [x,y;]

zjistime, Ze zobrazenim f je kazdému vektoru pfifazen vektor osov€é soumérny podle

osy y.

—x' X

Obr. 6: Osova soumérnost
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Podobna zobrazeni

Jednoduse feceno, jsou podobnd zobrazeni euklidovského prostoru zobrazeni, jez

zachovavaji tvar geometrickych utvara.

7.4  Definice. Bud E, cuklidovsky prostor. Afinni zobrazeni f:E, — E, se nazyva

podobné zobrazeni (podobnost), jestlize existuje takové redlné ¢islo k > 0 (tzv. pomér

podobnosti), ze pro kazdé dva body X,Y € E, a jejich obrazy X,Y €E, plati

XY'| =k-|XY|.

Pokud je pomér podobnosti k = 1, hovofime o tzv. nevlastni podobnosti. Pro

k # 1 je pak podobnost ozna¢ovana jako vlastni. Z definice 7.4 také plyne, Ze podobna

zobrazeni zachovavaji velikost thll, poméry obsahil a objemil.
Podobnost je popséana rovnici

fix =A-x+b
prave tehdy, kdyz pro matici A plati

AT -A=k?-E,

neboli

Gy )=

tj. existuje k takové, ze matice G . A) je ortogonalni.

Cl

A B’

Obr. 7: Podobnost
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Priklad 36. Dokazte, Ze matice A je matici podobného zobrazeni.
_ (-1 2
a=(3 1)
Jak je uvedeno vySe, matice podobného zobrazeni musi spliiovat podminku
AT -A=k?-E

Snadno se presvéd¢ime, ze matice transponovana k matici A4 je

=3 1)

Jednoduchym vypoctem zjistime, ze

=G DG D=6 956 1)

Podminka tedy plati a miZeme fici, Ze

k=5 - |kl =+/5.

53



Zavér

Cilem této bakalatské prace bylo podat uceleny piehled zakladnich informaci
o endomorfismech vektorového prostoru. Také piiklady jsem volila tak, aby vhodné
doplnily vyklad a tim dopomohly ke snadnéjSimu pochopeni dané problematiky.

Samoziejm& jsem ve své praci neobsdhla veSkeré otdzky tykajici se
endomorfismli, coz ani nebylo mym cilem. Pfedev§im v posledni kapitole jsem se
vénovala pouze uziti endomorfisma ve shodném a podobném zobrazeni v roviné, ackoliv
moznosti vyuziti endomorfismt v geometrii jsou daleko rozsahlejsi. Zamerné jsem si
zvolila pouze tuto oblast geometrie, protoze se s touto problematikou kazdy setkava jiz
na zakladni Skole. Nicméné uziti endomorfismu umoziiuje zabyvat se jednoduchym

zobrazenim v roving Z jiné stranky.
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Resumé

How it is resulted of the topic, this thesis is concerned on one concrete type of the
linear picture : the endormorphism. It is based on the picture of vector space V to the
same vector space V. The aim of this thesis is to report the comprehensive summary of
some basic information about this type of picture.

The term of endomorphism, its nub and its picture is progressively defined in the
particular chapters. Furthermore there are mentined some of basic examples of
endomorphism, the features of this picture and the types. Each linear picture is possible
to represent by the perspective of matrix, one of these chapters is dedicated to this
problem, too. The final charter is specialized on the aplication of these endomorphisms
and concretely its application in geometry.

The definitions and the theorems are completed by many concrete examples
in this thesis. These examples should assist to understand these statements to the reader.
The instructions and the explanations how to proceed in calculation are mentioned

in most of these examples.
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