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Uvod

Bakalaiska prace se zabyva problematikou posloupnosti a nekonecnych ciselnych tad.
Ptestoze byla tato latka v minulosti jiz nékolikrat zpracovéna, rozhodla jsem se ji
podrobnéji zabyvat v mé bakalarské praci predevSim proto, ze se jednd o ucivo
probirané jak na stfednich, tak vysokych Skolach a vzdy se jednalo o jeden z mych

oblibenych matematickych obort.

Hlavnim zamérem bylo shrnout zdkladni tidaje k této problematice a doplnit je o feSené
ptiklady. Snazila jsem se vytvofit jakysi uceleny ucebni text, ktery by studentiim jasné a
stru¢né osvétlit toto ucivo a pomohl jim pii feSeni matematickych tkont spojenych

S touto latkou.

Prace je rozdélena do dvou casti. Prvni Cast je pievdzné teoretickd a definuje pojem
posloupnost a nekonecnd ciselnd tada. Déle se zabyva zdkladnimi vlastnostmi
posloupnosti a nekone¢nych ¢iselnych fad, vypoctem jejich limity a konvergence. Tato
teorie je doplnéna o jednoduché feSen¢ piiklady, které napomahaji k pochopeni

probirané latky.

Druhé prakticka ¢éast prace je pojata jako kapitola feSenych piikladi. Zde jsou feSeny
komplexni piiklady za pomoci metod objasnénych v teoretické casti prace. VéEtSina
zvolenych prikladil je vybrana z internetové sbirky tloh Trial z Fakulty aplikovanych

véd, které jsem doplnila o své vlastni pozndmky a feseni.

Vysledny text by mél slouZit piedev§im jako jednoducha pomicka pro studium

zékladnich pojmti z matematické analyzy a napomoct s jejich feSenim.



1 Posloupnosti

1.1 Definice posloupnosti

Posloupnost (at’ kone¢na ¢i nekoneCna) je funkce, jejimz definiénim oborem je
podmnozina mnoziny pfirozenych ¢isel. Funkéni hodnota této funkce pfifazena Cislu
n € N se nazyva n-ty ¢len posloupnosti a znaci se nejcastéji a,, b,, apod. Posloupnost s
n-tym ¢lenem a, se znadi {a,}. Grafem posloupnosti je mnozina izolovanych bodu

{n; a,} roviny, kden e N.

Posloupnost je nejcastéji zadana jednim z téchto tii zptsob:

a) analytickym vyjadienim tedy vzorcem, vyjadiujici n-ty ¢len posloupnosti pomoci n
b) rekurentnim vyjadfenim ur¢enym nej¢astéji prvnim ¢lenem a vzorcem vyjadiujicim
¢len posloupnosti (nejcastéji ¢len n + 1) v zévislosti na pfedchozich

C) vyctem prvkd clent posloupnosti (a to 1 castenym), znéhoz lze urcit
charakteristickou vlastnost posloupnosti

d) grafickym znazornénim tedy zobrazenim Vv soufadnicové soustavé v roviné. Toto

znazornéni je podobné jako vyjadieni vyétem prvkd, avSak v piipadé grafického
znazornéni vynasime jednotlivé hodnoty prvka posloupnosti do grafu. Grafem
posloupnosti je mnozina izolovanych bodl, které odpovidaji hodnotdm clenil
posloupnosti {a,}. Na osu x vynaSime hodnoty nezavislé proménné n a na osu y pak

hodnoty a,,. [10]

Obrazek ¢. 1: Tlustraéni graf posloupnosti (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)
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1.1.1 ReSené piiklady podle typu zadani posloupnosti a grafické znazornéni

posloupnosti

Pf. 1. Napiste prvnich Sest ¢lentt posloupnosti a, = 8n. Posloupnost graficky
znazorngéte.

Reseni:

Mame zadany vzorec, vyjadiujici n-ty ¢len posloupnosti a,, = 8n. Do vzorce pro n-ty
¢len posloupnosti budeme postupné zaddvat hodnoty jednotlivych €lent. Pro prvni ¢len
je hodnota n = 1. Prvni ¢len a; = 8- 1 je roven hodnoté¢ 8. Pro druhy ¢len a, je
hodnota n = 2. Druhy ¢len a, = 8 - 2 je roven hodnoté 16. Pro dalsi ¢leny posloupnosti
bude platit stejné pravidlo a jako posledni ¢len spocteme ¢len ag. Pro Sesty Clen ag je

hodnota n = 6. Sesty ¢len ag = 8 - 6 je roven hodnoté 48.
Vyslednych Sest ¢lentt posloupnosti a, = 8n zapiSeme: a; =8, a, =16, az =
24‘, a, = 32, as = 4‘0, Ag = 48.

Grafem posloupnosti je mnoZzina izolovanych bodi, které odpovidaji hodnotdm clenti
ay, a,, as, a4, ds, ag posloupnosti {a,}. Na osu X vynasime hodnoty nezavislé proménné

n od 1 do 6 a na osu y pak hodnoty a,, posloupnosti {a,,}.
Obrazek ¢. 2: Graf posloupnosti k ptikladu €. 1 (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)
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Pi. 2. Je dano prvnich sedm ¢lenti koneéné posloupnosti {a,,}, kde a; = 1,a, = 4,a3 =
9,a, = 16,as = 25,a, = 36,a, = 49. UrcCete jeden z moznych predpisti pro n-ty ¢len

posloupnosti {a,, }.



Reseni:

Pozorné si prohlédneme zadanych prvnich sedm ¢lent posloupnosti {a, }: a; = 1,a, =
4,a; =9,a, = 16,as = 25,a4 = 36,a; = 49. Ze vztahu po sobé jdoucich cClenu je
patrné, Ze se jednd o posloupnost se vztahem n?, predpis pro n-ty ¢len konecné

posloupnosti {a,} tedy bude {a,} = n?.

Zpétnym dosazenim do piedpisu pro n-ty ¢len posloupnosti {a,}, ktery jsme uréili

{a,} = n?, ové&iime, zda jsme piedpis pro n-ty ¢len posloupnosti {a, } uréili spravné.

Pi. 3. Napi$te prvnich pét ¢lent rekurentné zadané posloupnosti {a,}, kde a; = 10 a
Ap41 = Ay — 3. Vyslednych prvnich pét élent posloupnosti {a,,} graficky znazornéte.
Reseni:

Ze zadani vime, ze prvni ¢len a; je roven hodnoté 10. Ze vztahu a, ., = a, — 3, kde
¢len a,, pfedchazi ¢lenu a, ., je patrné, ze kazdy nasledujici ¢len bude mensi o hodnotu
3 nez ¢len jemu predchazejici. Je-li hodnota prvniho ¢lenu a; rovna 10, nasledujici ¢len
a, musi byt mensi o hodnotu 3. Clen a, = a; — 3. Po dosazeni je tedy ¢len a, roven
hodnoté 10 — 3. Clen a, = 7. Dalsi ¢len a, predchéazi ¢lenu a;. Hodnota ¢lenu a; musi
byt o 3 mensi nez hodnota ¢lenu a,. Clen a; = a, — 3. Po dosazeni je tedy ¢len as

roven hodnoté 7 — 3. Clen a; = 4. Pro dali ¢leny posloupnosti {a,} bude platit stejné

pravidlo.

Vyslednych prvnich pét ¢lenti posloupnosti {a,} ma tedy hodnoty a; = 10,a, =
7,a3 =4,a, =1,a5 = —2.

Jako posledni graficky znazornime vypo¢tenych prvnich pét ¢lend posloupnosti {a,}.
Grafem posloupnosti je mnoZina izolovanych bodi, které odpovidaji hodnotam ¢lenti

posloupnosti a4, a,, as, a,, as. Na osu x vynasime hodnoty nezavislé proménné n od 1

do 5 a na osu y pak hodnoty a,, posloupnosti {a,,}.
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Obrazek ¢. 3: Graf posloupnosti k piikladu ¢. 3 (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)
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1.2 Vlastnosti posloupnosti
Posloupnost {a, } se nazyva omezena, existuje-li ¢islo K > 0 takové, ze plati

| an | <K VneN.

Posloupnost {b,,} se nazyva:

a) shora omezend, existuje-li ¢islo M takové, zZe
b, <M VneN;

b) zdola omezend, existuje-li ¢islo m takové, Ze
b, =2m VneN.

Cislo a € A, kde mnozina A je podmnoZinou R, se nazyva minimum mnoziny A, pokud

Vx e Aplatia < x.

Minimem posloupnosti {x,,} se rozumi minimum mnoziny X = {xq, X, X3, ... }; znaci se

min{x,}.

Cislo b € A, kde mnozina A je podmnoZinou R, se nazyva maximum mnoziny A, pokud

Vx e Aplatib > x.

Maximem posloupnosti {x;,} se rozumi maximum mnoziny X = {xy, x,, X3, ... }; znaci se

max{x,}.
Pro definici suprema a infima definujeme podmnozinu R* jako mnozinu R + {+o0}.

11



Supremum mnoziny A, kde A je podmnozinou R*, je ¢islo h € R* takové, Ze
a)VxeA:x<h ,»h je horni zavora®
b)Vx;e R*:x; < h=>dx,e A: x, > x4 ,»h je nejmensi horni zdvora“

Supremem posloupnosti {x,} se rozumi supremum mnoziny X = {xy, x5, X3, ... }; znaci

se sup{x,}.

Infimum mnoziny A, kde A je podmnozinou R*, je ¢islo d € R* takové, ze

a)VxeA:d <x ,»d je dolni zavora®

b) Vx;eR*:d <x; > dx,€A:x, <x; ,,d jenejvétsi dolni zavora™

Infimem posloupnosti {x,} se rozumi infimum mnoziny X = {xy, x5, X3, ... }; znaci se
inf{x,}.

Je — li posloupnost {a,,} shora neomezena, piSeme sup{a,} = +o.

Je — li posloupnost {a,,} zdola neomezena, pisSeme inf{a,} = —oo. [1, s. 32]
Posloupnost {a, } se nazyva konstantni, pokud

Api1 = Ay pro vSechnan € N.

Posloupnost {a, } se nazyva

rostouct, plati-li Ani1 = Ay VneN;
ostre rostouct, plati-li Ane1 > A g vneN,
klesajici, plati-li A1 < Ay vneN,
ostre klesajici, plati-li Ansq < Ay VneN.

V nekterych publikacich mizeme misto pojmu klesajici nalézt nazvoslovi nerostouci a
misto pojmu rostouci mizeme nalézt nazvoslovi neklesajici. V této praci vSak budeme

dale pracovat s ndzvoslovim uvedenym vyse.
Posloupnost {a, } se nazyva monotonni, pokud pro jeji ¢leny plati neostrd nerovnost.

Posloupnost {a,} se nazyva osti‘e monotonni, pokud pro jeji ¢leny plati ostrd nerovnost.
[1,s.31]

12



1.2.1 ReSené priklady na vlastnosti posloupnosti

Pf. 1. Urcete, zda zadana posloupnost {a,} je rostouci, klesajici, ostie rostouci nebo

ostfe klesajici.

aa, =-n+2

b) a, =n?—7n+ 12

Qa,=Vn+8

Reseni:

a) Pii feSeni vyuzijeme vztah a,,; < a, kdy predpokladame, ze posloupnost a, =
-n+2

bude ostie klesajici.

Za Cleny posloupnosti a1 < a, dosadime ¢leny zadané posloupnosti a, = —n + 2.

Tedy ¢len a, = —n+2 a ¢len a,y,; = —(n+ 1) + 2. Po upravé dostavame vztah

-n+ 1< —n+ 2. Nerovnici déale upravime na kone¢ny vysledek 1 < 2. Z vysledné
nerovnice je patrné, Ze plati pivodni vztah a,,; < a, a posloupnost a, = —n+ 2 je

ostfe klesajici.
Posloupnost a,, = —n + 2 je ostie klesajici.

b) Pfi feSeni vyuzijeme vztah a,,; = a, kdy predpokladame, ze posloupnost a, =
n? — 7n + 12 bude rostouci.

Za ¢leny posloupnosti a4, = a,, dosadime ¢leny zadané posloupnosti a,, = n? — 7n +
12. Tedy ¢len a, =n? —7n+ 12 a&len a,.; = (n+ 1)2 = 7(n + 1) + 12. Po Gpravé
dostdvame vztah n? —7n+ 12 > n? —5n+ 6. Rovnici dale fesime nasledujicim

zplisobem:
—2n= -6
n<3

Z vysledné nerovnice je patrné, ze plati pavodni vztah a,,,; = a, a posloupnost
a, = n?> —7n+ 12 je rostouci od tfetiho ¢lenu posloupnosti. Zbyva uréit, jak vypada

posloupnost ve svych prvnich tfech ¢lenech. Ty vypocitame dosazenim do piedpisu

13



posloupnosti. Zjistime, ze a, = 6, a, = 2, az = 0. Posloupnost a,, = n? — 7n + 12 je

tedy klesajici pro své prvni ti ¢leny a od tietiho ¢lenu je rostouci.
c) Pfi feSeni vyuzijeme vztah a,,; > a, kdy predpokladame, ze posloupnost a, =

vn + 8 bude ostie rostouci.

Za Cleny posloupnosti a, 41 > a, dosadime ¢leny zadané posloupnosti a,, = Vn + 8.

Tedy ¢len a, =Vn+8 a ¢len a,;q =+ (n+ 1)+ 8. Po Gpravé dostavame vztah

vn + 9 > vn + 8. Nerovnici umocnime na druhou, abychom odstranili odmocninu, a

poté dale feSime nasledujicim zptisobem:
n+9>n+8
9>8

Z vysledné nerovnice je patrné, ze plati ptvodni vztah a,,; > a, a posloupnost

a, = Vn + 8 je ostie rostouci.
Posloupnost a,, = Vn + 8 je ostie rostouci.

V nasledujicich piikladech pfi feSeni vyzijeme vypocet limity posloupnosti {a,}, viz

kapitola Limita posloupnosti {a,,}.

Pt. 2. Urcete, zda zadana posloupnost {a,} je omezend shora, omezend zdola nebo

omezena.

aa,=n*-9

n—4
b) a, = m

Reseni:
Omezenost posloupnosti {a,,} zjistime vypoétem limity posloupnosti {a,}.

a) Pro posloupnost a,, = n? — 9 budeme pocitat limitu lim,,_,;(n% — 9). Z vysledku
lim,_, ;o (n% —9) = + je patrné, Ze posloupnost a,, = n? — 9 neni shora omezena a

nebude tedy ani omezena.

Jako posledni krok zjistime, zda je posloupnost a, =n?—9 omezena zdola.
K vypoétené limit¢ musime piidat vypodet monotonie posloupnosti a, = n? —9. Tu
vypofteme pomoci vzorce a,yq = a,, kdy budeme ptedpokladat, Ze posloupnost

a, = n? —9 bude rostouci. Po dosazeni dostavdme vztah (n+1)2—9>n?-9 a
14



tento vztah déle upravime do tvaru n? + 2n — 8 > n? — 9. Vysledna nerovnice bude
vypadat n > —% a z tohoto vysledku je ziejmé, Ze posloupnost a,, = n? — 9 je rostouct,
dokonce je ostie rostouci. Posloupnost a, = n? —9 je tedy zdola omezend a to
hodnotou prvniho ¢lenu a; = 12 — 9.

Posloupnost a,, = n? — 9 je tedy zdola omezen4 ¢islem —8.

b) Pro posloupnost @, =-— budeme pogitat limitu limy o). Z vysledku

limn%oo(Z—:;) =1 je patrné, Ze Cleny posloupnosti a, = Z—:; se blizi k hodnoté 1.
Piedpokladejme, Ze posloupnost bude omezena shora hodnotou 1 a tento vztah
vyjadiime jako a, < 1. Po dosazeni dostaneme nerovnici :—:; < 1, kterou upravime
nasledujicim zptisobem:

n—4<n+7

0<11

’ . R -4 . ,
Z vysledku je zfejmé, ze posloupnost a,, = % je omezena shora hodnotou 1.

C : n—4 . SRR TINE
Nyni vySettime, zda je posloupnost a, = —, omezena zdola. K vypoctené limité

; v r . . n—4 ¥ ;
musime pfidat vypocet monotonie posloupnosti a,, = —. Tu vypofteme pomoci

n+7
y . y —4 ,
VZorce a,,q = a,, kdy budeme piedpokladat, ze posloupnost a,, = % bude rostouci.

h (n+1)-4 _ n—4

Po dosazeni dostavame vzta >
(n+1)+7 n+7

a tento vztah dale upravime do tvaru

n? + 4n — 21 > n? + 4n — 32. Vysledna nerovnice bude vypadat 11 > 0 a z tohoto
vysledku je zfejmé, ze posloupnost a, = Z—:; je rostouci, dokonce je ostfe rostouci,
nebot’ v celém fetézci pravé provedenych tprav lze znaménko nerovnosti > nahradit

. -4 . . .
znaménkem >. Posloupnost a,, = % je tedy zdola omezend a to hodnotou prvniho

. 1-4 -4, s -3
Clenu aq = e Posloupnost a,, = % je tedy zdola omezena Cislem e

. n—4 . o oy -3 _ .
Celkové je posloupnost a,, = — omezena shora ¢islem 1 a zdola ¢islem - ale tady

omezena.

15



Pt. 3. Urcete maximum, minimum, supremum a infimum zadané posloupnosti {a,, }.

a)a,=n3+5n-3

3n-7
b)a, =——
) n n+1

Reseni:
a) Jako prvni krok spoéteme limitu posloupnosti a, =n3+5n—3. Z vysledku
lim,_, ;o (n3 + 5n — 3) = + zjistime, Ze posloupnost a,, = n3 + 5n — 3 neni shora

omezena a tedy pro ni neexistuje maximum. Dale vidime, Ze sup(n® + 5n — 3) = +oo.

Zbyva ur¢it minimum a infimum posloupnosti a, = n3+ 5n — 3. Tyto hodnoty
vypoéteme pomoci vzorce a,,q = a,, kdy budeme piedpokladat, Ze posloupnost
a, = n3 + 5n — 3 bude rostouci. Po dosazeni dostdvame vztah (n + 1)3 + 5(n + 1) —
3>n3+5n—3 a tento vztah dile upravime do tvaru n3+ 3n? +8n+3 >ns +
5n — 3. Vysledna nerovnice bude vypadat n? +n+2 >0, a protoze proménou n
volime z mnoziny pfirozenych &isel N, je ziejmé, Ze posloupnost a,, = n3 + 5n — 3 je
rostouci. Minimem posloupnosti a,, = n® + 5n — 3 bude tedy prvni ¢len a; = 13+ 5 -
1 — 3. Minimum posloupnosti a,, = n®+ 5n — 3 se rovna 3, dale vime, Ze pokud

existuje minimum, jeho hodnota je shodna s infimem.
Vysledné hodnoty posloupnosti a,, =n3+5n—3 jsou: maximum neexistuje,
supremum je rovno +oo, minimum je rovno 3 a infimum je rovno 3.

3n-7
n+1’

b) Jako prvni krok vypolteme limitu posloupnosti a, = Z vysledku

3n—-7

o .y . 3n— ru <
n+1) =3 zjistime, ze ¢leny posloupnosti a, = :Tf se blizi k hodnoté 3.

Predpokladejme, Ze posloupnost bude omezena shora hodnotou 3 a tento vztah
vyjadiime jako a, < 3. Po dosazeni dostaneme nerovnici ?::T_f < 3, kterou upravime
nasledujicim zptisobem:

3In—-7<3(n+1)

-10<0
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, . v N 3n-7 . ,
Z vysledku je zfejmé, ze posloupnost a, = — Je omezena shora hodnotou 3. To
;o . 3n-7 . " .
znamend, ze hodnota suprema posloupnosti a, = —7 Je rovna 3, avSak maximum

. 3n—-7 . . v v v v I
posloupnosti a,, = — 7 heexistuje, protoZe se hodnoté¢ 3 pouze nekonecné blizi.

e . . 3n-7 y
Zbyva urcit minimum a infimum posloupnosti a, = % Tyto hodnoty vypocteme
. y . y 3n-7
pomoci vzorce a,,q1 = a,, kdy budeme ptedpokladat, ze posloupnost a,, = % bude

3(n+1)-7 _ 3n-7 L .
D7 > . Nerovnici dale upravujeme
(n+1)+1 n+1

rostouci. Po dosazeni dostdvame vztah

nasledujicim zptisobem:

3n—4>3n—7
n+2 n+1

Bn—-4)-n+1)=Bn—-7)-(n+2)
3n?—n—4>3n*—n-14
-4 >-14
Z vysledku nerovnice je ziejmé, ze posloupnost a,, = 3:7_17 je rostouci.

3-1-7
1+1 °

.. . 3n-7 L. ..
Minimem posloupnosti an=% bude tedy prvni &len a; = Minimum
: 3n-7 , o y . .
posloupnosti a, = ﬁ se rovna —2, dale vime, ze pokud existuje minimum, jeho
hodnota je shodnd s infimem.

’ ’ . 3In-7 . . . . .
Vysledné hodnoty posloupnosti a, = % jsou: maximum neexistuje, supremum je

rovno 3, minimum je rovno —2 a infimum je rovno —2.

1.3 Aritmeticka posloupnost

Posloupnost {a,} se nazyva aritmeticka, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo d, ze

pro kazdé piirozené ¢islo n je
Apnir =a, +d
[6, s. 37]

Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.
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Dale plati: {a,}jerostouci = d >0 ;
{a,} je klesajici © d < 0;
{a,} je konstantni & d = 0.

Grafem aritmetické posloupnosti je mnozina izolovanych bodi lezicich na pfimce

(dtsledek vzorce pro n-ty ¢len).
V aritmetické posloupnosti {a, } s diferenci d plati pro kazdé n e N
a, =a, +(n—1)d.[6,s. 38]

K odvozeni vyuzijeme vzorec a,,; = a, + d kdy za ¢leny posloupnosti {a, } postupné
dosadime. Dostaneme tak sled rovnosti, které budeme déle upravovat nésledujicim

zpusobem:

Nejprve vytvoiime soustavu rovnic: [11]
a, =a;+d
a; =a; +d

a, =az+d

a, =a,_1+d
Poté seéteme vSechny pravé a levé ¢leny soustavy: [11]
a, +az+as+..+a, =(a, +d)+ (a3 +d)+ (ay +d)+..+(a, +d) + (a1 + d)
a, +as+as+..+a, =a,+az +a,+..+a, +a,_, +(n—1)d

a, =a,+(n—-1)d
V aritmetické posloupnosti {a,} s diferenci d plati Vr,s e N
a; =a, + (s —r)d.[6,s. 39]
Pro soucet s, prvnich ¢lent aritmetické posloupnosti {a,},

tj. proa; + a, + -+ + a,, plati
n
Sn zi(al + a,)

[6, s. 41]
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Odvozeni vzorce provedeme tak, Zze zapiSeme soucet s, prvnich n Clent aritmetické
posloupnosti {a,}, kdy vSechny ¢leny a, aritmetické posloupnosti {a,} vyjadiime
pomoci prvniho ¢lenu a,. Pak tento zapis provedeme jesté jednou, ale v obraceném

poradi. [11]
Ssp=a; + (a1 + d)+..+[a; + (n—2)d] + [a; + (n — 1)d]
Sp=la; + (n—1)d] + [a; + (n —2)d]+..+(a; + d) + a4
Tento vztah, dale seéteme a Upravime nasledujicim zpusobem: [11]
2s, =la; +a; + (n— Dd]+..+[a; + a; + (n — 1)d]

2s, = [a, + a,] + [a; + a,]+.. +[a; + a,]

n
Sp = E (a; + a,)

1.3.1 ReSené piiklady na aritmetickou posloupnost

Pi. 1. DokazZte, ze zadand posloupnost a, = 2n — 17 je aritmetickd a urCete jeji

diferenci d.

Reseni:

Pro ovéteni platnosti vyuzijeme vzorec a,, ., — a, = d. Po dosazeni dostdvame rovnici
2(n+1)—17 — 2n + 17 = d. Z rovnice po Uprave vyplyva, ze hodnota diference d je

2. Ovéfeni provedeme pomoci vzorce a, = a; + (n — 1)d, kdy dosazenim dostaneme

rovnici 2n — 17 = 2 — 17 + (n — 1)d. Rovnici dale feSime nasledujicim zpisobem:
2n—2=nd —d
2(n—1)=d(n-1)

Nyni rovnici vydélime vyrazem (n — 1) a dostdvame konecny vysledek d = 2, ¢imz

jsme ovéfili platnost predchoziho vypoctu.

Posloupnost a,, = 2n — 17 je aritmeticka s diferenci d = 2.

Pt. 2. V aritmetické posloupnosti {a,} je zadan prvni ¢len a; = 15 a diference d = 3.
a) Kolikaty ¢len je roven ¢islu 150?

b) Ktery ¢len je nejblize hodnoté 2007 [7, s. 68].
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Reseni:

a) Pro vypocet pouzijeme vzorec a, = a; + (n — 1)d. Po dosazeni dostaneme rovnici
150 = 15 + (n — 1)3. Vysledkem je n = 46 a tudiz hodnoté 150 je roven ¢len a,g.

b) Pro vypocet pouzijeme vzorec a, = a; + (n — 1)d. Po dosazeni dostaneme rovnici
200 = 15 + (n — 1)3. Jelikoz se vSak zadny ¢len posloupnosti nerovna hodnoté 200
dostavame pouze pribliznou hodnotu n = 1%8. Vysledek zaokrouhlime na n = 62,6.
Budeme tedy muset vysetiit Cleny aq, a agz. Opét vyuzijeme vzorec a, = a; +
(n — 1)d a po dosazeni vypocitame aq, = 198 a ag; = 201. Po porovnani obou ¢lenti
vidime, ze k hodnot¢ 200 je nejblize Clen agz.

Pt. 3. V aritmetické posloupnosti {a,} je zadany sedmy ¢len posloupnosti a; = 61 a

. 3 rrx o .
diference d = - Urcete hodnotu dvanactého ¢lenu a,, posloupnosti {a,}.
Reseni:
Pro vypocet dvanactého ¢lenu a,, vyuZijeme vzorec a; = a, + (s —r)d, kdy za a,
dosadime Clen a;, a za €len a, dosadime Clen a,. Po dosazeni tedy ziskame rovnici

a, =61+(12-7) % Tuto rovnici dale feSime nasledujicim zplisobem:

36 21
a12 =61+?_?
a12:64

Hodnota dvanactého ¢lenu aritmetické posloupnosti {a, } je 64.

Pt. 4. V aritmetické posloupnosti {a,} urcete soucet prvnich dvaceti clenti posloupnosti
{a,}, mame-li zadany prvni ¢len posloupnosti a; = —6 a dvacaty ¢len posloupnosti

a,o = 74.

Reseni:

Pro vypocet pouzijeme vzorec s,, = 2(611 + a,). Do vzorce dosadime a ziskdme rovnici
Sy0 = 22—0 (=6 + 74). Tuto rovnici dale upravime nasledujicim zptisobem:

120 1480

S20 = > 5
520 - 680
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Soucet prvnich dvaceti ¢lentd aritmetické posloupnosti {a,} je roven hodnoté 680.

Pt. 5. Urcete prvni Clen aritmetické posloupnosti {a, }, mame-li zadany soucet prvnich

dvanacti ¢lent s;, = 520 a dvanacty ¢len a,, = 80.

Reseni:

Ptfi feSeni opét vyuzijeme vzorec s, = %(al + a,). Do vzorce dosadime a ziskdme
rovnici 520 = % (aq + 80). Tuto rovnici dale upravime nasledujicim zptisobem:

12a, 960
+_

520 =
2 2

2-520 = 12a, + 960

20
a1=?

o . — .. 20
Hodnota prvniho ¢lenu a; aritmetické posloupnosti je 35

1.4 Geometricka posloupnost
Posloupnost {a,} se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje takové realné Cislo q, ze
pro kazdé piirozené ¢islo n je
ap+1 = An " 4.
Cislo q se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

V geometrické posloupnosti {a, } s kvocientem g # 0 plati pro kazdé n e N

Pro soucet s, prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti {a,,} s kvocientem q plati

a)je—liqg = 1, pak S, =N-aq;
b)je—liqg # 1, pak s, = alﬁ;:f
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Odvozeni vzorce provedeme tak, Ze zapiSeme soucet s, prvnich n ¢lenl aritmetické

posloupnosti {a,}, kdy vSechny ¢leny a, aritmetické posloupnosti {a,} vyjadiime

pomoci prvniho ¢lenu a;.

a) Prokazdéne N je a; = a4, potom s, =a; + -+ a; = nay

b) s, = a; + a;q + -+ + a;q™ 1, tento vztah dale upravime nésledujicim zptisobem:

q- S, =a1q+ alqz + -+ aq"

sp(q—1) =a1q" — a4

(Odvdarko 2008, s. 50. — 53.).

Grafickym znazornénim pro geometrickou posloupnost {a,} je grafické znazornéni

exponenciely, kde:

Obrazek ¢. 4: Grafické znazornéni geometrické posloupnosti (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)

a‘n = (—OO,—]_) a‘n = (_1,0)
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Specialnim ptipadem je grafické znazornéni, kdy grafem geometrické posloupnosti {a,,}
mohou byt 1 body lezici na pfimce (pro g = 1) ¢i body lezici na dvojici exponenciel

(pro g < 0 A g # —1) nebo body lezici na dvojici ptimek (pro g = —1).
1.4.1 Resené p¥iklady na geometrickou posloupnost

n
Pi. 1.V zadané geometrické posloupnosti a,, = —>__ uréete kvocient q.

4(n+2)
ReSeni:
L . " an+1 , . .
Pro vypocet kvocientu q vyuzijeme vzorec q = Z Po dosazeni dostavdme rovnici
n
3(n+1)
_ 4n+D)+2
=45
4(M+2)

Rovnici dale upravime nasledujicim zptisobem:

3(n+1) . 4(n+2)
q= 3n. 4(n+3)

3n.3. 4(n+2)
q= 3n . 4(n+2) . 4

S w

q =
Z rovnice po upraveé vyplyva, Ze hodnota kvocientu q je %.

Pf. 2. V geometrické posloupnosti {a,} je zadan prvni ¢len a; = 2816 a kvocient

q= i. Vypocitejte hodnotu sedmého ¢lenu a, posloupnosti {a,,}.

Reseni:

Pro vypocet sedmého ¢&lenu a, posloupnosti {a,,} pouZijeme vzorec a,, = a, - q" 1. Po
7-1

, . - 1 < , ‘L ,
dosazeni dostavame rovnici a; = 2816 ', - Konecnou tpravou ziskame vyslednou

. v 11
hodnotu sedmého ¢lenu a, = e

Pt. 3. V geometrické posloupnosti {a,, } je zadany desaty ¢len posloupnosti a;o = 132 a

kvocient g = 2. Urcete hodnotu sedmnactého ¢lenu a;, posloupnosti {a,,}.
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ResSeni:
Pro vypocet sedmnactého Clenu a,, vyuZijeme vzorec as = a,-q° ", kdy za ag
dosadime ¢len a;, a za ¢len a, dosadime Clen a,y. Po dosazeni tedy ziskdme rovnici

a,; = 132 - 217710 tento vztah jiz staci jen dopoéitat.
Hodnota sedmnactého ¢lenu geometrické posloupnosti {a,,} je 16896.

Pi. 4. V geometrické posloupnosti {a,} urCete soucet prvnich Sesti ¢lent posloupnosti
{a,}, mame-li zadany prvni ¢len posloupnosti a; = 4 a kvocient g = —3.
Reseni:

n

, v ves q—1 , , 1, ..
Pro vypocet pouzijeme vzorec S, = aq 1 Do vzorce dosadime a ziskame rovnici

—3)6—
(=9 T 1, tento vztah jiz staci jen dopocitat.

56:4'

Hodnota souétu prvnich Sesti ¢lenti geometrické posloupnosti {a,, } je —728.

Pt. 5. UrCete prvni ¢len aritmetické posloupnosti {a,}, mame-li zadany soucet prvnich
osmi ¢lentt s = 13107 a kvocient g = 4.
Reseni:

q"-1
q—-1

. Do vzorce dosadime a ziskame rovnici

Pti feSeni opét vyuzijeme vzorec s, = ay -
48-1 .oy , . -~ o
13107 = a4 - T Tuto rovnici dale upravime nasledujicim zptisobem:

13107 = a4 - 21845

13107
M = 51845

Prvni ¢len geometrické posloupnosti {a,} je roven hodnoté

v | w

1.5 Alternujici posloupnost

Prikladem alternujici posloupnosti je posloupnost {a,,} = (—1)" pron > 1.
Pro ¢leny alternujici posloupnosti {a,} plati:

a,=-1,a,=1,a3=-1,a4 =1,a5 = —1..

Grafické zndzornéni alternujici posloupnosti {a, }:
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Obrazek ¢. 5: Grafické znazornéni alternujici posloupnosti (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)

n

az a4 ag

- — —»

- — -9

Pro alternujici posloupnost {a, } neexistuje limita, mizeme urcit pouze ¢astecné limity:
lim,,_,, . a, = 1, tato limita plati pro sudé leny alternujici posloupnosti {a,, }
alim,_ ., a, = —1, tato limita plati pro liché ¢leny alternujici posloupnosti {a,, }.

Pi. Vypocitejte prvnich pét ¢lent alternujici posloupnosti a, = (—3)™.

Reseni:

Mame zadany vzorec, vyjadfujici n-ty ¢len posloupnosti a,, = (—3)™. Do vzorce pro n-
ty ¢len posloupnosti a, = (—3)" budeme postupné zadavat hodnoty jednotlivych ¢lent.
Pro prvni ¢len posloupnosti a,, = (—3)" je hodnota n = 1. Prvni ¢len a, posloupnosti
a, = (=3)™" je roven hodnoté¢ —3. Pro druhy ¢len a, je hodnota n = 2. Druhy ¢len
a, posloupnosti a,, = (—3)" je roven hodnoté 9. Pro dalsi ¢leny posloupnosti a, =
(—3)™ bude platit stejné pravidlo a jako posledni ¢len spocteme ¢len as. Pro paty ¢len

as je hodnota n = 5. Paty ¢len ag posloupnosti a,, = (—3)™ je roven hodnoté —243.

Vyslednych Sest ¢lentt posloupnosti a, = (=3)" zapiSeme: a; = =3, a, =9, az =

—27,a, = 81,a; = —243.
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2  Limita posloupnosti

Rikame, Ze posloupnost {a,} ma viastni limitu a € R, jestlize ke kazdému €€ R*

existuje

ng € N takové, ze Vn = ny(n € N) plati | a, — al = €.
Zapis:

lim,,,0a, =a nebo také a, = a.

Rikame, e posloupnost {a,} ma neviastni limitu +oo, jestlize ke kazdému K € R

existuje
ng € N takové, Zze Vn = ny(n e N) plati a,, > K.
Zapis: limy,_,,, a, = +o0 nebo také (a,, > +0).

Rikame, e posloupnost {a,} ma nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému K € R

existuje

ng € N takové, ze Vn = nyg(ne N) platia , < K.

Zapis: lim,_,,, a, = —© nebo také (a,, = —). [5, s. 21 — 22]
Posloupnost {a, } n-1 je konvergentni v R, ma — li tuto vlastnost:
daeR Ve >0 dng e N VneN:

(n > ng :>|an—a|<s).

Cislo se nazyva limita dané posloupnosti. Pigeme

lim, . a, = a; nebo také a,, = a,

a fikame, ze posloupnost {a, } konverguje k ¢islu a. [1, s. 33]
Posloupnost {a, } se nazyva divergentni, jestlize neni konvergentni.
RozliSujeme tfi zakladni typy divergentnich posloupnosti:

a) Posloupnost {a,} diverguje k +oo, kdyz

VE >0dn5eN:n > ny=>a, > E.

Oznacujeme

lim,_ o a, =+ nebo také a,, = +oo.
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b) Posloupnost {a,} diverguje k —oo, kdyz
VE>0dn,e N:n>ny, = a, < —E.
Oznacujeme

lim,, o a, = —© nebo také a,, » —oo

¢) Posloupnost {a, } nema zadnou limitu [1, s. 44]

2.1 Re$ené piiklady na limity posloupnosti

Pt. 1. Vypocitejte limitu posloupnosti {a,}.

_ 5n+2
a‘) an - 3n

_ (=1)"(n-3)
b) an = 2n2-7n+4

Reseni:

Vypocet limity li B2 \ypodt asledujici usobem:
a) Vypocet limity lim,, ;o Sw Vypocteme nasledujicim zptisobem:
nejprve vytkneme proménou n

2
n(5+-)
lim ——1

n—+oo 3n
Po upraveé vidime, ze ve jmenovateli je exponenciela, ktera se k 4+oo blizi rychleji nez

vyraz v Citateli n(5 + %)

Vysledkem tedy je lim,,_, ;o 5:—:2 =0.
. .o . (-1)™(n-3) v , . o
b) Vypocet limity lim,,_, ;o S VYpocteme nasledujicim zptisobem:

nejprve vytkneme proménou n

(~D"n(1 - )

7 4
ntnz

lim

N2 —

Po upravé vidime, ze n? ve jmenovateli se k +oo blizi rychleji nez n v &itateli a
z vyrazu (—1)™ mohou vyjit pouze hodnoty 1 a —1.

CO"m-3) _

Vysledkem tedy je lim,_, ;o P
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Pt. 2. Urcete, zda posloupnost {a, } ma vlastni ¢i nevlastni limitu.

_ (n-3)(n+6)
a) an = nZ+12n-2
b) a, = (n+ 3)!
Reseni:

Nejprve spo¢teme limitu posloupnosti {a,}. Pokud hodnota limity bude —oco nebo +co
posloupnost {a, } ma nevlastni limitu. Pokud vysledkem bude libovolné ¢islo z mnoziny

realnych cisel posloupnost {a,,} ma vlastni limitu.

a) Vypocet limity lim,,_,; o (:2_2% vypocteme nasledujicim zplisobem:
n® +3n — 18
im ————
n-+on? 4+ 12n — 2
3 18
n(l+=—-=
. n_n
U 12 2
n——+oo 2 44e &
n*(1+— 2
, C 3 18 12 2 (v o
Po dosazeni za n vidime, Ze jednotlivé vyrazy ST T3 88 blizi k nule. Proménné
2 ;s o . . 1 , . . (n-3)(n+6) _
n“ se vykrati a zlistane jen nl_l)rfoo = Vysledkem tedy je lim,_ o s =

Vysledné ¢islo limity patfi do mnoziny realnych ¢&isel, tudiz posloupnost a, =

(n-3)(n+6)

> ma vlastni limitu rovnou hodnot¢ 1.
nc+12n-2

b) Pro vypocet limity lim,,_,, ., (n + 3)! nebude potieba provadét zadné pocetni upravy
a mizeme rovnou dosadit za n hodnotu +oo. Vidime, ze lim,,_,,(n + 3)! = 400 a

tedy posloupnost a,, = (n + 3)! ma nevlastni limitu.
Pt. 3. Urcete, zda posloupnost {a, } konverguje nebo diverguje.

a)a, =V2n+5

(n-2)!
nl(n2-3n+2)

b) a, =
Reseni:
Poté mohou nastat tii situace. V piipadé, Ze limita posloupnosti a, neexistuje nebo se

jedna o nevlastni limitu rovnou Foo, jde o posloupnost divergentni. Pokud je naopak
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vysledkem libovolné ¢islo z mnoziny redlnych Ccisel, potom je posloupnost

konvergentni.

a) Pro vypocet limity lim,,_, ;. ¥2n + 5 nebude potieba provadst zadné poletni tpravy
a miizeme rovnou ,,dosadit za n hodnotu 4oo. Vidime, e lim,_,,c V2n + 5 = + a
tedy posloupnost a,, = ¥2n + 5 je divergentni.

(n-2)!

b) V}'/poéet hmlty limn_,+oo n'(nz——3n+2)

vypocteme nasledujicim zptisobem:

n—2)(n—1)n!
nstbo 71! (n?=-3n+2)

V tuto chvili miizeme zkratit jak faktorial n!, tak kvadratickou rovnici n? — 3n + 2.

(n=2)!

(n-2)! _ = —
1. Posloupnost a, = nl(n?—3n+2)

nl(n2-3n+2)

Vysledkem tedy je lim,_ e je

konvergentni a konverguje k hodnot¢ 1.
2.2 Vlastnosti limity posloupnosti
Jestlize pro skoro vSechnan e N je a, = a, a € R, pak lim,,_,, , a, = a.

Necht' {a,} a {b,} jsou posloupnosti takové, ze pro skoro vSechna ne N je a, = b,,.

Pak

lim,,_, ;o anexistuje, pravé kdyz lim,,_, o byexistuje a ob¢ limity jsou si rovny. [1, S.

26]

Necht {a,} a {b,} jsou konvergentni a plati lim,,_,,, a,, > lim,_,., b,. Potom pro skoro
vsechna n plati a,, > b,,.

2.2.1 Algebra limit

Necht realné posloupnosti {a,,} a {b,,} jsou konvergentni a ozna¢me a = lim,,_, ., a,

ab = lim,_,, b,. Potom i posloupnosti {a,, + b, }; {a, — b,}; {an * b, }; {Z—"},

b, # 0, kde Vn € N, jsou konvergentni a plati:
a) lim,_,,, aa, = aa, a€R.

b) lim,, . (a, + by) =a+b.

¢) lim,_,.(a, —b,) =a—0>b.
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d) lim, 400 (G2) = 7, (kdyZ b =0, nelze o konvergenci posloupnosti {-2} timto
zptuisobem rozhodnout)
e) lim,_,(a, *b,) =a=b[l,s.37]

Posloupnost {ay_}, kde {a,} je danad posloupnost a {k,} je rostouci posloupnost
ptirozenych Cisel, se nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti {a,} nebo také

podposloupnost posloupnosti {a,}.
Ma — li posloupnost {a,,} limitu a, a € R, pak kazda posloupnost {a_} z ni vybrand
ma limitu a, tj. [5, s. 27]

limg, . ag, =lim, a0, =a

2.2.2 ReSené priklady na vlastnosti a algebru limit

y T , ) (42
Pf. 1. Vypocitejte limity zadanych posloupnosti a, =%, n =n2+;n+6,

,dy = /nl_fz a vyberte posloupnosti, které¢ maji shodnou limitu.

Resent:

(n+3)-(n+2)
noto n2+6n-8

lim ————=0
n—1>Toon2 +5n+6

. n+5
lim ——=

ot pZ 13

15
lim =0
n-+oo |n+ 2

Posloupnost {a,,} ma shodnou limitu s posloupnosti {c, }. Posloupnost {b,,} ma shodnou

limitu s posloupnosti {d,, }.

Pt. 2. Vypocitejte limity zadanych posloupnosti a, =%, b, = L3

posloupnosti navzajem porovnejte.
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Reseni:
Nejprve spocteme jednotlivé limity posloupnosti {a,} a {b,} a ovétime, zda jsou
posloupnosti konvergentni. Nasledn€ porovname vysledky limit.

(2n+5)-(2n-9) 1
noteo  4n2 —5n+6 4

1
lim =0

n=+oyn + 2

Ovéfili jsme, ze ob& posloupnosti jsou konvergentni, a proto nyni miZzeme porovnat

vysledky limit:

y < 2n+5)-(2n-9)
n—1>r-Poo Vn+2 n—lgloo 4n? —5n+6

Pro skoro vSechny prvky posloupnosti a,, a b, plati a,, > b,,.

. o _— . __ 5n3®-2n%+5n-8 , o
Pi. 3. Spoététe limitu posloupnosti a, = e @ uvedte piiklad

podposloupnosti k posloupnosti {a,,}.
Reseni:

5n3-2n2+45n-8

3 .
P tonZ—6 vytkneme n° takto:

Z limity posloupnosti lim,,_,; «
P (55 d)
lim

B

Po tpravé vidime, ze jednotlivé zlomky s promé€nou n ve jmenovateli se blizi k 0 a

5n3-2n%+5n-8 5

v , .3 ror , . .
roménna n> se zkrati. Vysledkem tedy je lim ==
p y Y] no+0 T on34onZ—6 2

. Podposlopnost

5n3-2n%+5n-8

k posloupnosti a,, = 3 1on?—6

bude naptiklad posloupnost zadana vyctem prvki

b = {17 62 150 2421 3230 5352}

n " 9’33’ 77 71097’ 1449’ 2363)"
Pi. 4. Je zads 1 t a, =220 5 hodnota i (a, + by) =2
I. 4. Je zadana posloupnost a, = ——on—10 imy,_..(a, n) =3

Pomoci vzorce pro vypocet souctu limit posloupnosti urcete hodnotu limity

n—10

posloupnosti  {b,}. Daéle rozhodnéte, které z posloupnosti x, = Vo =

(3n+2):(2n-1)

maji odpovidajici limitu.
6n2+5n
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Resent:

Nejprve vypocitame limity vSech zadanych posloupnosti. Tedy
. (n-8)(n+2) _ . n-10 . (3n+2)-(2n-1) _ 1
limy, o veo n2-on-10 1 limp 00 (n2+2) 0, limp, yeo 6n2+5n 6

K vypoctu souctu limity posloupnosti vyuzijeme vzorec lim,_ .. (a, + b,) = a + b.
Zvzorce vyjadiime b =lim,_,,,(a, +b,) —a a dale upravime nasledujicim

zpusobem:

Limita posloupnosti {b,,} ma hodnotu %. Nyni sta¢i porovnat limity posloupnosti {x,} a

{y,.} s limitou posloupnosti {b,,}. Vyhovujici posloupnost je posloupnost {y,,}.
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3  Nekonecné Ciselné rady

3.1 Definice nekone¢né Ciselné rady

M¢éjme posloupnost {a,};;Z; realnych &isel. Symbol

400

a1+a2+a3+"-=2an

n=1
se nazyva nekonecna ciselnd rada, ¢isla a,, se nazyvaji ¢leny rady.

Posloupnost ¢dstecnych souctii fady je posloupnost {s,, };;Z; definovand predpisem

400

Sn=a1+a2+a3+"‘+an=zak
k=1

Rada Y2, a,, se nazyva konvergentni, je-li piislusna posloupnost ¢astecnych soucti
{s,}+2 konvergentni. Je-li fada }+2; a,, konvergentni, potom existuje lim,_, s, = s a
nazyva se soucet (konvergentni) Fady. V opaéném pitipadé se fada Y+Z, a, nazyva

divergentni a nema soucet. [1, s. 48]
3.2 Vybrané priklady nekonecnych Ciselnych rad

3.2.1 Nekone¢na geometricka irada

Nekoneéna geometricka fada je fada Y;Z; a, je takova fada, kde posloupnost a, je

geometricka posloupnost.
Prikladem nekonecné geometrické rady je
a; +a,q+ a;q* + -
kdea; = a €R.
Tato fada je konvergentni, pravé kdyz |q| < 1. Pro soucet s konvergentni nekonecné

geometrické fady pak plati s = 1a_—1q. [10] Pro ostatni ptipady je tato fada divergentni.

3.2.2 Alternujici rada

Necht (a,,) je posloupnost kladnych &isel. Rada
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+o0
Z(—l)n“an =a;—a;taz—--
n=1

se nazyva alternujici fada. [12]

3.2.3 Harmonicka rada

Rada ZZ‘;‘}% =1+ ; + § + -+ spliiuje nutnou podminku konvergence fady (viz. nize),
ale je divergentni. [1, s. 50]

4

. o % +o0 _
Pi. Je dana fada )5 %, a,, kde a,, = s

a) Urcete piedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢asteénych souctt s,,.
b) Vypocitejte soucet nekonecné Ciselné fady.

¢) Sectéte prvnich sedm ¢lenti posloupnosti a,,. [12]

Reseni:
. vz . a 1 R .
a) Nejprve vypocitame hodnotu kvocientu q = Z—“, tedy q = = Jelikoz je kvocient
n
oy ;o ./ 1-q" .
q # 1, mizeme pro vypocet s, pouzit vzorec s, = a; - — Do vzorce dosadime a

upravime nasledujicim zptisobem:

1
4 1-@E"
Sn=51+1. 1 1
5

1 -n
Sn =g (1-5")
Ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢astecnych soucti s,, = % -(1-5).

’ v v v a ’ I ’
b) Pro vypocet souctu pouzijeme vzorec s = 1—1 Do vzorce dosadime a dale upravime

nasledujicim zptisobem:

4
25

©
Il



(S

Soucet nekonecné Ciselné fady je roven hodnot¢

¢) Pro vypocet prvnich sedmi ¢lent fady staci dosadit do vyse vyjadieného vzorce pro
row R NI v, 0 1 - P
n-ty ¢len posloupnosti ¢asteCnych souctl s, = o (1 -=5™™). Do vzorce dosadime a

dale upravime nasledujicim zptisobem:
— 1 1 5—7
S7 = 5 ( )

. . N . . 78124 ,
Soucet prvnich sedmi ¢lent posloupnosti je roven hodnoté PP kterou zaokrouhlime

na hodnotu 0,2.
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4  Vybrana Kkritéria konvergence nekoneCnych Cciselnych

A

rad

4.1 Nutna podminka konvergence

Je-li fada Y%, a, konvergentni, potom musi platit lim,,_,., a, = 0. [1, s. 50]

4.2 Podilové Kritérium

Existuje-li ¢islo qg: 0 < g < 1 takové, ze od urcitého ¢lenu pocinaje (tj. pro n = n,)

plati

a;‘“ < q < 1, potom fada Y}%, a,, konverguje.
n

Jestlize od urcitého ¢lenu pocinaje (tj. pro n = n,) plati

Int1 > 1, potom fada ¥}%, a,, diverguje. [1, s. 52]

an

4.2.1 Limitni podilové Kritérium

an+1

Mgjme fadu Y, %, a,, s kladnymi ¢leny a necht’ existuje limita lim,,_, ., — Potom

n
TR an+1 ¥ +o0 .
a) je-li lim,,_, ;. —— <1, fada Yz a, konverguje;
n

an+1

b) je-li lim,,_, ., —— . > 1, fada Y2 a, diverguije;

c) je-li limn%waa— = 1, nelze o konvergenci %, a,, rozhodnout. [12]
n

4.3 Odmocninové Kritérium

Existuje-li ¢islo g: 0 < g < 1 takové, Ze od urcitého ¢lenu pocinaje (tj. pro n = ny)

plati
Y/a, < q < 1, potom fada Y ;Z; a,, konverguje.
Jestlize od urcitého ¢lenu pocinaje (tj. pro n = ng) plati

\/a—n > 1, potom fada Y%, a, diverguje. [1, s. 54]
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4.3.1 Limitni odmocninové kritérium

Mgéjme fadu Y12, a,, s kladnymi ¢leny a necht’ existuje limita lim,,_, ,,, v/ a,. Potom
a) je-li lim,_,,, Y/a, < 1,fada 2, a, konverguje;
b) je-li lim,_, .., Y/ a, > 1, fada }.}Z, a, diverguje;

¢) je-li lim,_, ., Y/a, = 1, nelze o konvergenci Y12, a,, rozhodnout. [12]

4.4 Srovnavaci kritérium

Necht’ Y} Z a,, ¥:+2, b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny takové, Ze pro skoro vSechna n

plati 0 < a,, < b,,. Potom

a) kdyz konverguje Y. %, b,,, konverguje také -2, ay;

b) kdyz diverguje Y12, a,,, diverguje také Y. =, b,,.

Rada Y12 b, se nazyva majorantou fady Y+® a,. Rada Y, * a, se nazyva
minorantou fady Y., %, b,. [12]

4.4.1 Limitni srovnavaci kritérium

Necht Y2, ap, X+2, b, jsou fady takové, ze vn € N: a,=0ab, = 0.

Pokud existuje vlastni limita lim,,_, , . Z—" > 0, potom
n

a) Xr2, a, konverguje © Y+2, b, konverguje,

b) 2, a, diverguje & ¥;:2, b,, diverguje. [12]

4.5 Re$ené priklady na kritéria konvergence nekone¢nych ¢&iselnych

w

rad

Pt. 1. Pomoci limitniho podilového kritéria rozhodnéte, zda nekonecna ciselnd fada

o (2Nl .
Z’“(')Z

je konvergentni nebo divergentni. [12]
Reseni:

v r ~ Ve . a ,
Pro uréeni konvergence fady pouzijeme vzorec lim,_, Z—“ Do vzorce dosadime a
n

dale upravime nasledujicim zptisobem:
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(2n + 2)!

. (n+1)H?2
Am !
(n)?

L (2nt 2)(2n + D(@n) ()
note  (n+ 1)2(n)2(2n)

2n+2)2n+1)
n-+ow (n+ 1)2

. An® +6n+2
m—
R oo n2+2n+1

4n?+6n+2

————=4. Rada
ne+2n+1

Takto upravenou limitu vypocitame. Zjistime, ze lim,_ .

Z+oo()

=12 je tedy divergentni.

Pf. 2. Pomoci limitniho odmocninového kritéria rozhodnéte, zda nekonec¢na Ciselna rada

3TL+1
> — 1 —— je konvergentni nebo divergentni.

Reseni:
. y yo . n .
Pro uréeni konvergence fady pouzijeme vzorec lim,_ ., y/a,. Do vzorce dosadime a

déle upravime nasledujicim zptsobem:

n 231’l+1
lim | ——
no+w |n2n-1

242
lim

n—>+oon2 L n—l

llm—r(/_T{/_

n-+won?
s . v P . 8 “r
Takto upravenou limitu vypocitame. Limitu hmn_,+oo¥-7{/§- Vn rozlozime podle
ve . o . 8 . n . n .y ,
Cinitell na llmn_,+oo§ =0, lim,_ 4, V2 =1 a lim,_,,., ¥n = 1. Jednotlivé vysledky

v J . . 4 7 .. 7 v . 8 n n _ ~ +o0 23n+1
rozdélené limity vyndsobime a zjistime, ze llmn_ﬂmﬁ- V2 -%n = 0. Rada 3,/%, —

je tedy konvergentni.
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4

Pf. 3. Pomoci limitniho srovnavaciho kritéria rozhodnéte, zda nekone¢na Ciselna rada

400
n=1 n2+7

je konvergentni nebo divergentni. [12]
Reseni:

Nejprve ovétime, zda je splnéna nutna podminka konvergence nekone¢né Ciselné fady.

1

—aTn = 0 a nutna podminka je tedy splnéna. Nyni pouZzijeme

Zjistime, ze lim,,_, .,
srovnavaci kritérium. Zadanou fadu budeme srovnavat s fadou $w1 — O této trade

vime, ze je konvergentni. Zbyvé jen dosadit do vzorce limitniho srovnéavaciho kritéria

- a 14 . 14 7 14 <]
lim,,_, ;. b—" a dale upravit nasledujicim zptisobem:
n

lim ——=
n—-+oo 7
1+ n

Takto upravenou limitu vypocitame. Zjistime, Ze llrn,1_>Jroo 7= =1>0. Vtomto
n

piipadé plati, ze fada Y} = je konvergentni, a proto je fada Y2 také

2+7

konvergentni.
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5  Resené priklady

2(-1)"

Pf. 1. Je dana posloupnost a,, = — —————.
p p n n2+9n+20

a) Vypocitejte limitu lim,,_, ;o ay,.
b) Rozhodnéte o konvergenci posloupnosti {a,, }.

¢) Uréete maximum, minimum, supremum a infimum posloupnosti {a,, }.

d) Urcete alesponi jeden index n takovy, ze a, = ﬁ.

e) Vyjadrete Cleny aj_g a ag_o.

f) Nacrtnéte graf posloupnosti {a,}. [12]

Reseni:
a) Limitu lim,,_ —% nejprve pomoci vytykani upravime do nasledujiciho
tvaru:

im = 2(—91)7120

" n*(1+5+7

Do takto upravené limity jiz mizeme ,,dosadit* za n hodnotu +oo. Jelikoz proménna n?
ve jmenovateli se blizi 400 a vyraz (—1)" v Citateli nabyva stfidavé kladnych a

2(-1)"

zapornych hodnot +2, bude vysledek lim;,_, o, — nZ1oniz0

b) Pro urceni konvergence posloupnosti vyuzijeme vypocet limity, ktery jsme provedli

— n
v predchozim ikolu. Jelikoz je vysledek limy .so ————=0 je posloupnost
— 2Dt .
an = = 5= konvergentni.

¢) Jako prvni krok musime ur¢it monotonii posloupnosti {a,}. Vyraz (—1)" v Citateli
zpusobi pravidelné stiidani znamének a tudiz posloupnost {a,} neni monotdnni.

Abychom nastinili podobu posloupnosti {a,}, je dobré uréit, jakym zpisobem se bude

2

chovat posloupnost b,, = T Zrontz0"

K tomu vyuzijeme vztah b,,; > b,. Do vzorce
dosadime a dale upravime nasledujicim zptisobem:

2 2
J— >_—
(n+1)2+9(n+1)+ 20 n?+9n + 20
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—2(n%4+9n + 20) > —2(n? + 11n + 30)
4n > -20
n>-5

Z vysledku nerovnosti je ziejmé, ze posloupnost b, = je ostie rostouci.

n2+9n+20

Z toho divodu uréime jako maximum posloupnosti prvni kladny ¢len a; a jako
minimum posloupnosti pak prvni zaporny ¢&len a,. Dale vime, Ze pokud existuje
maximum (minimum), jeho hodnota je shodné se supremem (s infimem).

21"

Vysledn¢ hodnoty posloupnosti - a, = ——————

. f . 1

jsou: maximum je rovno —,
. 1 .. . 1 - g - 1

supremum je rovno —, minimum je rovno — - a infimum je rovno — —.

d) Pro urceni indexu n tak, aby se a, = 2—;6 bychom mohli postupovat néasledovné.

. . 1 ¥ o1 oy . 2(-"
Nejprve dosadime za a,, = — do pfedpisu pro n-ty ¢len posloupnosti a,, = — ———.
P n = 576 GO PIECPISUD y p p n n2+9n+20
- - o ;.1 2" ¢ .
Ziskame tak rovnici o jedné neznamé — = —————— kterou dale upravime
276 n2+9n+20

nasledujicim zplisobem:

1 2(-1)"
276 n2+9n+20

(n?> +9n +20) = =276 - 2(—=1)"
(n+5)(n+4) = =552(—1)"
(n+5)(n+4)=552-(-1) - (=)™
(n+5)(n+4) =552(-1)"*!

Jelikoz je ¢islo % kladné, musi byt exponent n + 1 sudy, tudiz proménou n budeme

volit z lichych ¢isel. Hodnotu 552 rozlozime na soucin dvou po sob¢ jdoucich ¢isel,

ktery nalezneme prvociselnym rozkladem.
552 =23%-3-23
552 =23-24
Ziskany rozklad dosadime do rovnice.

(n+5m+4) =23-24- (-1
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Z takto upravené rovnice vyplyva, ze hledané n musi spliovat nasledujici tvrzeni:

n+5=24An+4=23

2(-1)"
n2+9n+20

Vyslednym hledanym indexem n posloupnosti a,, = je tedy hodnota 19.

e) Hodnoty a;,_g a aj_g ziskame dosazenim do piedpisu pro n-ty ¢len posloupnosti

2(-1)"

—————aupravime.
n<+9n+20

a, = —
Pro aj_g:

B 2(_1)k—8
T8 = " = 8)2 + 9(k — 8) + 20

~ 2(_1)k—8
-8 = 12 "7k + 12

Pro aj_o:

B 2(=1)**
=9 = T k—9)2+9(k — 9) + 20

2R
-9 = T12 "ok + 20

2(-1)*® 2(-1)k°

Vysledkem jsou tedy Cleny ay_g = — 5 ——a a9 = — 15—

f) Grafem posloupnosti je mnoZzina izolovanych bodt, které odpovidaji hodnotdm ¢lenti
a,. Na osu x vynasime hodnoty nezavislé proménné n a na osu y pak hodnoty a,

posloupnosti {a,}.

Obrazek ¢. 6: Graf nekone¢né ¢iselné fady k piikladu €. 1 (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)
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cos("z—n)

Pt. 2. Je déna posloupnost a,, = —

a) VySetfete monotonii posloupnosti {a,}.
b) Vypocitejte limitu lim,,_,, , a,,.
¢) Urcete maximum, minimum, supremum a infimum posloupnosti {a,}.

y .. . . 1
d) Urcete alespon jeden index n takovy, ze a, = P

e) Urcete, zda plati nerovnost a, < 0,2, Vn € N.

f) Nacrtnéte graf posloupnosti {a,}. [12]

Reseni:

a) Pokud budeme dosazovat za n € N do vyrazu cos("z—"), zjistime, ze Citatel ¢lend

posloupnosti bude nabyvat periodicky hodnot 0,—1,0,1,0,—1,0,1,... Dochéazi tedy
K pravidelnému stfidani kladnych a zapornych znamének ¢lent posloupnosti a, =

cos(nz—n)

a z toho diivodu posloupnost {a,, } neni monoténni.

b) Vime, Ze pro vyraz v Citateli plati nerovnost —1 < Cos(nz—n) <1 a tedy miZeme

——2=rozlozit nasledujicim zptisobem:

limitu lim,,_, ; —

m
-1 o cos() 1
lim < lim < lim

noton+ 2 n-oteo N+ 2 n-+on + 2

_ . -1 . 1 . . Ce

Limity llmn_)_,_oom a llmn_,_,_oom se rovnaji hodnoté¢ 0. A jelikoz sviraji
mn. mn

. cos T) . T cos(T)

lim,,, ;00 — ez tohoto vztahu patrné, ze lim,,_,, ., —2— = 0.

c) Kurceni hodnot maxima a minima posloupnosti {a,} vyuZijeme vypocti limity a

monotonie z pfedchozich bodu piikladu. Jelikoz jiz vime, Ze posloupnost {a,} neni

monoténni, pro zjisténi maxima a minima vyfeSime monotonii a limitu po castech

vybranych podposloupnosti s koeficienty n = 4k a n = 4k — 2, tedy ¢, = c°:}i’;k)
__ cos[m(2k-1)] . iy .. . cos(2mk)

d, = — Nejprve vypocitame limity lim;, 4 00 T

li cos[m(2k—-1)] , o, .. , o, .

My sy = = 0. Po té ur¢ime monotonii podposloupnosti c¢,, a d,,. V ptipadé
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cos(2mk)
4k+2
cos[m(2k—1)]

posloupnosti d,, = — ¢ jedna o rostouci posloupnost zapornych ¢isel. Nyni jiz

posloupnosti ¢, = se jedna o klesajici posloupnost kladnych cisel a v ptipadé

mizeme uréit hodnoty pro maximum a minimum posloupnosti {a,}. Jako maximum
posloupnosti prvni kladny ¢len a, a jako minimum posloupnosti pak prvni zéporny ¢len
a,. Dale vime, ze pokud existuje maximum (minimum), jeho hodnota je shodna se

supremem (s infimem).

, , . cos(50) . . . 1 .
Vysledné hodnoty posloupnosti a,, = n+22 Jsou: maximum je rovno -, supremum Je

1 - . 1 _ . g . 1
rovno p minimum je rovno — 1 a infimum jerovno — 7

d) Jelikoz hledame a, = 11—8 a hledany vysledny ¢len ma kladnou hodnotu, budeme
hledat mezi sudymi ¢leny s indexy n = 4k, jejichz citatel je roven 1. Dale vime, Ze
musi platit vztah ﬁ = 11—8. Tuto rovnici dale upravime a ziskame hledany index n =
16.

e) Pro ovéteni pravdivosti nerovnice a, < 0,2, Vn € N vyuzijeme hodnotu maxima %
vypoctenou v piedchozim bodu piikladu. Hodnotu maxima dosadime za ¢len a, a
porovname s hodnotou 0,2. Zjistime, ze %< 0,2. Tim jsme dokézali, Ze nerovnost
a, <0,2,vn € N je pravdiva.

Pro ovéfeni pravdivosti vypocti téZ mlZeme vyuzit nasledujici postup. Z feSeni
monotonie posloupnosti {a,} vime, Ze liché ¢leny posloupnosti budou nulové a sudé

¢leny posloupnosti budou pravidelné ménit znaménko. Dale ur¢ime, jakym zplsobem

1 e L, v . “ sy
se bude chovat posloupnost b,, = — Zjistime, Ze posloupnost {b,} je ostie klesajici.
To znamena, ze pro vyieSeni nerovnice a, < 0,2, Vn € N ndm sta¢i porovnat prvni

kladny ¢len posloupnosti a, s hodnotou 0,2. Vysledna nerovnost je pravdiva, a tudiz je

pravdiva i cela nerovnost a, < 0,2, Vn € N.

f) Grafem posloupnosti je mnoZina izolovanych bodi, které odpovidaji hodnotam ¢lenti
a,. Na osu x vynasime hodnoty nezavislé proménné n a na osu y pak hodnoty a,

posloupnosti {a,, }.
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Obrazek ¢. 7: Graf nekoneéné Eiselné fady k piikladu €. 2 (Zdroj: vlastni zpracovani dle Geogebra)
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Pt. 3. Vypoditejte limitu posloupnosti {a,, }

n(n+2)!—(n+3)!

a) ap = (n+3)!

b) an = ()"

ResSeni:

nn+2)!—(n+3)!

a) Limitu lim,,_, ; budeme fesit nasledujicim zplisobem:

(n+3)!
i nn+2)!—m+3)(n+2)!
n—IHIOO (n+3)(n+2)!
 (m+2)-[n—(+3)]
lim

n>+o  (n+2)I(n+3)

. n—nm+3
lim ————
n->+0 n+3
3

li =0
n—1>rPoon + 3

n(n+2)!-(n+3)!

Vysledek limity lim,,_, o Ty = 0.

In+1

)"*2 budeme fesit nasledujicim zptisobem:

9n 1 n+2
I (—+—)
n—lHloo 9n  9n

b) Limitu lim,,_,; o ( o

n+2
1\ on
lim l(l-&-—) l
n-+oo on
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n
Nyni provedeme upravu podle vztahu lim,,_, ( 1+ %) = e. Déle tedy:

n+2
lim e 9In
n—-+oo
2
- Tl(l‘l‘z)
lim e 9n
n—-+oo

Proménné n Vv exponentu se zkrati a vyraz % se blizi k0. Vysledkem je tedy

1 1
lim,, ;o €° = eo.

-1
n2+9n+20’

Pt. 4. Je ddna nekone¢na ¢iselnd fada Y+ a,,, kde a,, =

a) UrCete ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢aste¢nych souct (s;,).
b) Vypocitejte soucet nekonecné Ciselné tady.

¢) Sectéte prvnich dvanacti ¢lent posloupnosti (a,,).

d) Rozhodnéte o konvergenci nekone¢né ¢iselné fady. [12]

Reseni:

-1

a) Jako prvni krok provedeme rozklad na parcialni zlomky fady Y12 S romiao

-1 _a b
n2+9n+20 n+5 n+4

—1=a(n+4)—-b(n+5)
Nyni porovname jednotlivé proménné n.
n%: —1=4a—-75b
nt:0=a-»b

Porovnanim jsme ziskali soustavu dvou rovnic o dvou neznamych a, b. Soustavu

vyfesime a ziskdme hodnoty a = 1, b = 1.

’ s 1 o ’ v, v s 1 1
Pomoci parcidlnich zlomk tedy upravime fadu do kone¢né podoby Y+ (m — m).

Nyni nalezneme piedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢aste¢nych souétt (s,,). Soucet fady

rozepiSeme nasledujicim zptisobem:
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1 1+1 1+1 1
n+3 n+2 n+4 n+3 n+5 n+4

a az as an-2 an-1 an

Lyg
7

. . . v . o 1 1 1
V takto rozepsaném souctu fady vidime, ze vétSina zlomka, napiiklad ca—< nebo — 2

1 y . , « y y . ,
——, se odeCtou, tim padem se Cleny a, az a,,_; odectou a z prvniho a posledniho
n+4

Clenu ziistanou pouze vyrazy _§ a ﬁ Hledany ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti
1

ey oo 1
¢astecnych soucti je tedy s, = — st—

b) Soucet nekonecné Ciselné fady spocitime pomoci vzorce s = lim,,_, + S,. DO vzorce
1

1 . . .
= —=. Soudet nekonec¢né
n+5 5

dosadime a ziskame vyslednou limitu hmn_>+oo—g+

¢iselné fady je tedy roven hodnoté — %

¢) Pro vypocet souctu prvnich dvanacti ¢leni posloupnosti (a,) stac¢i dosadit do

w1 . s o 1, 1 ,
pfedpisu pro n-ty ¢len posloupnosti ¢astecnych souctd s, = -t Po dosazeni
1 . 1 1 y , o ape . .
ziskdme rovnici s, = —:t o Soucet prvnich dvanacti ¢lent posloupnosti (a,) je

hodnota — =2
85

4

d) Nejprve ovéiime, zda je splnéna nutnd podminka konvergence nekonecné Ciselné
-1

Tront20 — 0 a nutnd podminka je tedy splnéna.

fady Y12 a,. Zjistime, ze lim,_ ;o
Pro zjisténi konvergence fady Y.+ a, pouZijeme limitni srovnavaci kritérium
. an ~ , v + 00 1 ’ v v 7 v .
lim, ;0 P Zadanou fadu budeme srovnavat s fadou ), ;2 — = O této fad¢ vime, Ze je

n

konvergentni. Do vzorce dosadime a upravime nésledujicim zptisobem:

-1
lim n% 4+ 9n + 20
n—+oo _i
nZ
. —1n?
im
ot 1n2 9,20
1n?(1+ -t nZ)
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‘s NESUUITI . o 9 _ 20 s ,
Proménné —1n? v ¢itateli a jmenovateli se zkrati, vyrazy ~a—se blizi k 0 a vysledek

-1

. T om0 e e e w 1. ,
limy,_, 4o 2428420 — 1 > 0, V tomto piipadé plati, 7e fada Y 1% — —Je konvergentni, a

n2

. v 400 -1 I3 r
roto je fada ), >, —————— také konvergentni.
p J Yn=1 n2+9n+20 g

v , v 7 owr , n+5
Pt. 5. Je dana nekone¢na &iselna fada Y%, a,,, kde a,, = In (ﬁ)

a) UrCete ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢aste¢nych souctd (s;,).

b) Vypocitejte soucet nekonecné Ciselné fady.

¢) Sectéte prvnich Sest ¢lent posloupnosti (a,,).

d) Rozhodnéte o konvergenci nekone¢né ¢iselné fady. [12]

Reseni:

a) Nejprve si upravime fadu Y+ In (Z—:z) na Y& [In(n + 5) — In(n + 6)].

Nyni nalezneme ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢asteénych souéti (s, ). Soucet fady
rozepiSeme nasledujicim zplisobem:

S, =In6—-In7+In7—-In8+1n8—1n9 + -

az az as
+In(n+3)—In(n+4) +In(n+4) —In(n +5)
[« P an-1
+In(n+5) —In(n + 6)
an

V takto rozepsaném souctu fady vidime, ze vétSina logaritmt, napiiklad —In7 a In7
nebo —In(n +5) a In(n + 5), se odeétou, tim padem se ¢leny a, az a,,_, odeétou a
z prvniho a posledniho ¢lenu zlstanou pouze vyrazy In6 a —In(n + 6). Hledany

ptedpis pro n-ty ¢len posloupnosti ¢aste¢nych soucti je tedy s,, = In6 — In(n + 6).

b) Soucet nekoneéné ¢iselné fady spocitame pomoci vzorce s = lim,,_, . S,. DO vzorce
dosadime a ziskame vyslednou limitu lim,_,.,In6 —In(n+ 6) = —co. Soucet
nekonecné ¢iselné fady je tedy roven hodnoté —oo.

¢) Pro vypocet souétu prvnich Sesti ¢lend posloupnosti (a,) sta¢i dosadit do predpisu

pro n-ty c¢len posloupnosti ¢asteénych soucti s, =In6 —In(n + 6). Po dosazeni
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ziskame rovnici S¢ =1In 6 —In(6 + 6). Soucet prvnich dvanacti ¢lenti posloupnosti

(a,) je hodnota ln% = —0,6931.

d) Pro zjisténi konvergence fady Y% a, pouZzijeme limitni odmocninové kritérium

lim,,_, ;o 1/ @y,. Do vzorce dosadime a dale upravime nasledujicim zptisobem:

n n+5
lim ln( )
n-+oo n+6
n n(1+ %)
lim |In — &
e n(l + ﬁ)

Y \ - L . fr 5_6 ey , ; ¥
Proménné n v ¢itateli a jmenovateli se zkrati, vyrazy —a—se blizi k 0 a dale vime, Ze

In1=0. Vysledkem tedy je lim,_ e n/ln (Z—:z) =0<1 a fada Y} % a, je
konvergentni.

Pt. 6. Pomoci vhodného limitniho kritéria rozhodnéte o konvergenci nekonecné ¢iselné

fady Y7 % a,, kde

1

a) an = Jnn+2)
2

b) an = 5n-1in—1

Reseni:

a) Nejprve ovétime, zda je splnéna nutna podminka konvergence nekonecné cCiselné
y + ey v . 1 _ , p . »
fady Y72 a,. Zjistime, Ze 11mn—>+w\/ﬁ = (0 a nutna podminka je tedy splnéna.

Nyni postupné¢ vyzkousime podilové, odmocninové a srovnavaci limitni kritérium
konvergence, vybereme vyhovujici kritérium a sjeho pomoci rozhodneme o

konvergenci fady Y%, a,,.

, v C e, , P 1o . a ,
Jako prvni vyzkousime limitni podilové kritérium lim,,_, ;o Z—“ Do vzorce dosadime a
n

dale upravime nasledujicim zptisobem:
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1
- Jn+ 11)(n +3)

Jnn+2)

i Vn? + 2n
im ——————
no+wy\n? +4n + 3

’nz(l + Z)
. n
lim

n—-+4oo
an(l + 3y %)

n

‘o y o P 2 4 _ 3 i .
Proménné n pfed odmocninami se zkrati, vyrazy ~ a3 se blizi k 0 a vysledek
_r
lim;, 400 @)@ — 1. Pomoci limitniho podilového kritéria tedy o konvergenci

Jnn+2)
nekone¢né &iselné fady Y, a, nelze rozhodnout. Zkusime tedy vyuzit limitni

odmocninové kritérium lim,_,, \/a,. Do vzorce dosadime a dale upravime

nasledujicim zptisobem:

1
lim = [|————
n-oteo n(n+ 2)
li !
"—l’er n?2 + 2n
) 1
lim
n-—-+oo

1
(n? + 2n)2n

1
Exponent % se blizi k 0 a tedy cely vyraz ve jmenovateli (n? + 2n)z= se blizi k 1, tudiz

n 1

vysledek lim,_, o o) =1 a ani pomoci limitniho odmocninového kritéria o

konvergenci nekone¢né &iselné fady Y. a, nelze rozhodnout. Zda je fada Y2 a,

konvergentni nebo divergentni tedy ur¢ime pomoci limitniho srovnavaciho kritéria
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. a ¥ , ¥ 1 fe N AN s v -
lim,,_, ;. —. Zadanou fadu budeme srovnavat s fadou Y12 =. O této fad& vime, Ze je
bn n

divergentni. Dosadime do vzorce a dale upravime nasledujicim zptisobem:

1
. Jn(n+2)
lim ——=
n—->+oo 1
n
n
lim

noteyn2 + 2n

n
lirp —2
n—-+oo

n /1+ﬁ

v s \ . . . ror , 2 iy ,
Proménné n v Citateli a jmenovateli se zkrati, vyraz — se blizi k0 a vysledek

[y

nn+2)

: w1 C vy 1. .. ,
lim,, ;0 =1 > 0. V tomto piipadé plati, Zze fada Y+ —je divergentni, a proto

ﬂ
[

o v + 00 r . ’

2 —— také divergentni.
je tada ;2 D) g
b) Nejprve ovétime, zda je splnéna nutna podminka konvergence nekonecné Eiselné

2

y +00 - T
fady Y521 a,. Zjistime, Ze My yo0

= 0 a nutnd podminka je tedy splnéna.
Nyni postupné vybereme vyhovujici kritérium a sjeho pomoci rozhodneme o

konvergenci fady Y5 ay,.

v e ey, ’ ’ g e . a ’ 7
Zacneme s limitnim podilovym kritériem lim,,_ Z—“ Do vzorce dosadime a dale
n

upravime nasledujicim zplisobem:

_2
lim _S"+n
n—-+oo 2
5n-14+n-—-1

1,on 1
S o)

oY 5n(1 4+ 2n)

n

Vyrazy 5" v Citateli a jmenovateli se zkrati, vyrazy o & oy se blizi k 0 a vysledek

1
5n
. 1_1 T . , o
llmn_,_,_oog =:< 1. Nekoneén4 &iselna fada Y% a, je tedy konvergentni. Pro ovéfeni

o1



r LR 7 v v 7 o v v . . 7 r 7 sz . a
spravnosti predchoziho feSeni mizeme vyuzit limitni srovnavaci kritérium lim,,_,, o b—”.
n

y . y 1\" e Yo% i .
Zadanou fadu budeme srovnavat s fadou Y% (E) . O této fadé¢ vime, ze je

konvergentni. Dosadime do vzorce a dale upravime nasledujicim zptisobem:

2
En-1 4 , — 1
lim Srr4n—1 +Q 1
=0
5
. 257
lim

—>+00 _1
" sn (51 4+ Do)

Mocniny 5™ v ¢itateli a jmenovateli se zkrati, vyraz ns—_nl se blizi k0 a vysledek

2

—_ n . r
lim,,_ 40 5”6%‘1 = 10 > 0. V tomto ptipadé plati, ze fada Y72 (%) je konvergentni,
5
o v + r e
a proto je fada Y52 = v—y také konvergentni.
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Zavér

V uvodu teoretické ¢asti mé bakalatské prace jsem se zabyvala definici posloupnosti,
jejimi zékladnimi vlastnostmi a limitou posloupnosti. Dale jsem probirala zakladni latku
nekone¢nych ¢iselnych fad a kritéria konvergence. VSe jsem rozsifila o jednoduché

feSené priklady, které maji ctenari napomoci k pochopeni probrané teorie.

V praktické casti se pak nachazi kapitola feSenych ptikladd. Tyto ulohy jsou
jsem volila z internetové sbirky tloh Trial z Fakulty aplikovanych véd a samostatné
uvedla jednu z moznosti jejich feSeni. Piiklady by mély ctenafi osvétlit vypocet
posloupnosti, limit, nekone¢nych ¢iselnych fad a konvergence, které patii k zdkladni

problematice matematické analyzy.

Cilem mé bakalaiské prace bylo podat uceleny a piehledny vyklad posloupnosti a
nekoneénych cCiselnych fad. Tuto teorii jsem se dale snazila rozsifit o feSené piiklady
tak, aby celkovy obsah prace ctenafi napomohl k pochopeni této problematiky.

vvvvvv

tfady, limita posloupnosti a konvergence nekonecné ¢iselné fady a nastin jejich vypoctu.

V teoretické Casti prace jsem se zabyvala fadou ptikladii feSicich vypocet zakladnich
posloupnosti a nekoneénych C¢iselnych fad. Objevily se zde piiklady pracujici s
vlastnostmi posloupnosti a jejich limitou, a také piiklady k aritmetické a geometrické
posloupnosti. Déle pak ulohy na zakladni kritéria konvergence nekonecnych cCiselnych
fad. V kapitole feSenych pfiklad v praktické casti prace se pak jednalo o Sest

vvvvvv

teoretické Casti prace.
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Resumé

This bachelor thesis pursues the issue of sequence and infinite series. At first | define
the term of sequence and infinite series. | write also about basic characteristic of
sequences and series and about computation of their limits and convergence. This
theoretical part is explained by easy examples which help to understand this issue
better. The second part of my bachelor thesis contains several exercises with solutions.
Here | separately solve exercises which are taken from internet task collection called

,»rial z Fakulty aplikovanych véd®.
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