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Abstract

This master thesis deals with the theory of T-spline surfaces. The beginning part
reviews fundamental de�nitions and features of Spline, Bézier, B-spline, and NURBS
curves and surfaces, and introduces the de�nition of T-spline surface. The middle part
is dedicated to conversion between T-spline and hierarchical B-spline surface. And the
�nal part focuses on �nding the approximation of scattered 3D data points.
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Úvod

CAD/CAM (Computer-Aided Design / Computer-Aided Manufacturing) programy, v
p°ekladu programy pro po£íta£em podporované navrhování, jsou v dne²ní dob¥ hojn¥
vyuºívány. Jejich hlavním cílem je pomoci konstruktérovi vytvá°et geometrický popis
navrhovaného objektu, na n¥mº pozd¥ji bude provád¥t simulace. Kup°íkladu automo-
bily jsou nyní navrhovány, vytvá°eny a testovány (simulací) s pomocí po£íta£e, £ímº se
p°edchází nákladnému a £asov¥ náro£nému vytvá°ení fyzických prototyp·, p°icházejí-
cími s kaºdou zm¥nou návrhu, které byly pot°eba d°íve.

Geometrický popis objektu v po£íta£i je obvykle konstruován pomocí nejzáklad-
n¥j²ích tvar·, tzv. primitiv, která se li²í na základ¥ dimenze. Pro dvou-dimenzionální
objekty jsou primitivy p°ímky a k°ivky, a pro t°í-dimenzionální to jsou roviny a plochy.
S t¥mito primitivy konstruktér manipuluje tak dlouho, dokud nevytvo°í poºadovaný
tvar. Takovému procesu se °íká modelování a výsledný objekt se nazývá model.

V této diplomové práci se v¥nujeme k°ivkám a plochám, jejichº primitiva mají na-
stavitelné komponenty, zvané °ídící body. �ídící bod je tím nejzákladn¥j²ím prvkem,
kterým konstruktér m·ºe manipulovat. Zm¥nou pozice °ídících bod· se m¥ní tvar od-
povídající £ásti primitiva. �ídící body k°ivek tvo°í °ídící polygon a pro plochy je to
°ídící sí´.

V p°ípad¥, ºe je objektu pot°eba p°idat v¥t²í detaily, je do primitiva vloºen nový
°ídící bod. Stinnou stránkou ale je, ºe p°íli² mnoho bod· model zbyte£n¥ komplikuje.
Proto existuje i opa£ný postup - zjednodu²ení - kdy se odebírají body, které nenesou
ºádnou d·leºitou informaci, £i jsou prost¥ navíc.

Hlavní náplní diplomové práce je pouºít T-spline plochy k aproximaci zadaných
bod· v prostoru. T-spline plochy jsou pom¥rn¥ novým zp·sobem geometrického mo-
delování, který zobec¬uje NURBS plochy tím, ºe v jejich °ídících sítích povolí existenci
spoj· ve tvaru T, proto název T-spline. T-spline plochy jsou ideální aproxima£ní plo-
chou hned ze dvou d·vod·.

Za prvé, dovolují lokální zjemn¥ní, takºe se nové body nepropagují po celé °ádce
£i sloupci, jako je tomu u B-spline ploch. Tímto je zaru£eno, ºe °ídících bod· nebude
mnoho, a co nejmén¥ bude bod· nadbyte£ných, tj. bod·, které jsou v °ídící síti jen
kv·li spln¥ní pravidel a nenesou ºádnou d·leºitou informaci.

Za druhé si T-spline plochy udrºují spojitost t°ídy C2, a mohou být p°evedeny do
NURBS reprezentace, coº umoº¬uje jejich pouºití v komer£ních softwarových systé-
mech.

V první kapitole se seznámíme se základními prvky standardn¥ pouºívaných repre-
zentací v geometrickém modelování, jejich vlastnostmi a popisem, jako jsou Bézierovy,
spline, B-spline a NURBS k°ivky a plochy, a v neposlední °ad¥ také s tématem celé
diplomové práce, T-spline plochami. Ve druhé kapitole je popsána konverze mezi T-
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spline plochou a hierarchickou B-spline plochou. Ve t°etí £ásti je hrubý popis nalezení
°ídící sít¥ neuspo°ádané mnoºiny bod· v prostoru a její následná konverze na °ídící sí´
T-mesh. Záv¥r se v¥nuje popisu navrºené metody pro vytvo°ení plochy, která co nejlépe
aproximuje zadané body v prostoru.



Kapitola 1

Objekty geometrického modelování

Zam¥°ením této diplomové práce jsou T-spline plochy a jejich získání ze zadaných
bod·, proto si p°edtím musíme vysv¥tlit n¥kolik základních pojm·, které jsou pot°eba
k pochopení této problematiky. Pokud není uvedeno jinak, v¥t²ina teorie je £erpána z
[1], [10].

1.1 Spline k°ivky a plochy

Spline je dostate£n¥ hladká po £ástech de�novaná polynomiální funkce S : [a, b] → R.
Na daném intervalu [a, b] je sloºená z uspo°ádaných disjunktních podinterval· [ti−1, ti],
pro které platí

a = t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk = b.

V technických oborech pat°í spline k°ivky k nej£ast¥ji pouºívaným interpola£ním
k°ivkám.

Poznámka: Interpolace se v po£íta£ové gra�ce pouºívá k ur£ení k°ivky, pro kterou
jsou zadané body, nazýváme je op¥rnými body. Interpola£ní k°ivka, na rozdíl od
aproxima£ní, v²emi t¥mito body prochází. Zadanými body ale spline k°ivka není
ur£ena jednozna£n¥, a proto je je²t¥ nutné p°idat n¥jaké dal²í informace, nap°.
te£né vektory v bodech.

V minulosti se spline k°ivky hojn¥ pouºívaly pro konstrukce lodních trup·, kde kon-
struktér·m slouºily jako matematický model pruºného la´kového k°ivítka. Parametrické
vyjád°ení spline k°ivky s op¥rnými body P0, . . . ,Pn a hodnotami t0, . . . , tn parametru
pro tyto body je

P = P (t) , t ∈ 〈t0, tn〉 ,
a platí

Pi = P (ti) , i = 0, . . . , n.

Podle volby parametr· máme bu¤ uniformní parametrizaci interpola£ní k°ivky, kde
ti+1 − ti = konst, nej£ast¥ji se v tomto p°ípad¥ volí ti = i. Nebo parametrizaci neu-

niformní, nap°. chordálovou, v níº krok parametru pro oblouk spline k°ivky je dán
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vzdáleností krajních bod· oblouku a je de�nována vztahem ti+1 = ti + k |Pi+1 −Pi|,
kde k je jistá konstanta. Neuniformní parametrizace se pouºívá pro siln¥ nerovno-
m¥rn¥ rozloºené op¥rné body. Interpola£ní k°ivku £asto tvo°í n¥kolik oblouk· k°ivky,
protoºe pokud bychom cht¥li k°ivku popsanou jedinou vektorovou funkcí s polynomic-
kými sloºkami, byly by tyto polynomy p°íli² vysokého stupn¥. Základem pro výpo£et
jednotlivých oblouk· je tzv. Fergusonova kubika.

1.1.1 Fergusonova kubika

Nech´ jsou dány vstupní body Pi a Pi+1, kterým odpovídají hodnoty parametru ti a
ti+1, jejich polohové vektory Pi a Pi+1, a te£né vektory P

′
i a P

′
i+1 v t¥chto bodech.

Fergusonovu kubiku potom de�nujeme vztahem

P (t) = Ho (t− ti)Pi +H1 (t− ti)Pi+1 +H2 (t− ti)P
′

i +H3 (t− ti)P
′

i+1, (1.1.1)

kde Hi (s) jsou polynomy t°etího stupn¥, které vyplývají z okrajových podmínek

P (ti) = Pi, P (ti+1) = Pi+1, P
′
(ti) = P

′
i, P

′
(ti+1) = P

′
i+1. (1.1.2)

Hi (s) p°i zna£ení ik = ti+1 − ti a s = t− ti vypadají následovn¥ (zdroj [1]):

H0(s) = 2
ik3
s3 − 3

ik2
s2 + 1

H1(s) = − 2
ik3
s3 + 3

ik2
s2

H2(s) = 1
ik2
s3 − 2

ik
s2 + s

H3(s) = 1
ik2
s3 − 1

ik
s2.

1.1.2 Kubické spline k°ivky

Ze v²ech typ· spline k°ivek mají kubické spline k°ivky nejv¥t²í význam. Kubickou spline
k°ivkou pro op¥rné body Po, P1, . . . , Pn, a hodnoty parametru t ∈ 〈to, tn〉,
n = 0, 1, . . . , n rozumíme k°ivku P = P (t) , t ∈ 〈t0, tn〉, kde kaºdá sloºka vektorové
funkce P (t) je kubickou spline funkcí.

Jen op¥rnými body ale kubická spline funkce není zadána jednozna£n¥, nebo´ kaºdý
z n kubických polynom· má 4 vektorové koe�cienty, dohromady tedy 4n, a k dispozici
máme jen 4n−2 podmínek. n+1 z interpola£ních podmínek, n−1 z C0 spojitosti k°ivky,
n−1 ze spojitosti první a dal²ích n−1 ze spojitosti druhé derivace. Proto je t°eba je²t¥
dal²í dv¥ podmínky k ur£ení kubické spline funkce. Nej£ast¥ji se jako tyto dodate£né
podmínky zadávají te£né vektory v po£áte£ním a koncovém bod¥ k°ivky, nebo hodnoty
druhých derivací v t¥chto bodech (speciální podmínkou je �podmínka volného konce�,
kde v krajních bodech je druhá derivace nulová), nebo podmínka uzav°enosti spline
k°ivky.

Samotný výpo£et kubické spline k°ivky se pak provádí ve dvou krocích: nejd°íve
ur£íme te£né vektory k°ivky v op¥rných bodech a poté vypo£teme jednotlivé oblouky
k°ivky jako Fergusonovy kubiky podle vztah· (1.1.1) a (1.1.2). Pro provedení prvního
kroku si ozna£íme hledané te£né vektory v op¥rných bodech jako P

′
i, i = 0, . . . , n. Z

poºadavku spojitosti druhé derivace získáme ze vztah· (1.1.1) a (1.1.2) po úpravách
rovnici
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1
ik
P
′
i +
(

2
ik
+ 2

i+1k

)
P
′
i+1 +

1
i+1k

P
′
i+2 =

3
i+1k2

Pi+2 +
(

3
ik2
− 3

i+1k2

)
Pi+1 − 3

ik2
Pi,

i = 0, . . . , n− 2, ik = ti+1 − ti.
(1.1.3)

• Pokud dodate£nou podmínkou jsou vektory v po£áte£ním a koncovém bod¥, do-
stáváme n−1 rovnic pro n−1 neznámých, tudíº lineární soustavu rovnic o jednom
°e²ení.

• Jsou-li dány vektory druhých derivací v po£áte£ním a koncovém bod¥, musíme
doplnit soustavu (1.1.3) o dv¥ rovnice

2P
′
0 +P

′
1 = 3

0k
(P1 −P0)−

0k
2
A

P
′
n−1 + 2P

′
n = 3

n−1k
(Pn −Pn−1)−

n−1k
2

B.

Speciálním p°ípadem je A = 0, B = 0, kdy dostáváme tzv. kubický p°irozený

spline.

• Podmínka uzav°enosti spline k°ivky rovn¥º p°idává dal²í dv¥ rovnice k soustav¥
(1.1.3). Rovnice získáme pouºitím obecné formule (1.1.3) pro i = n − 1 a i = n
tak, ºe od index· v¥t²ích neº n ode£teme n+ 1.

K vy°e²ení získané lineární soustavy o n + 1 rovnicích s n + 1 neznámými pouºíváme
Gaussovu elimina£ní metodu.

1.1.3 Spline k°ivky stupn¥ s

Spline k°ivky stupn¥ s, s ≥ 1, jsou chápány jako po £ástech polynomické funkce stupn¥
s se spojitou derivací do stupn¥ s − 1. Z d·vodu symetrie okrajových podmínek, coº
zaru£uje nezávislost na orientaci k°ivky, se v praxi nej£ast¥ji pouºívají spline k°ivky
lichého stupn¥. Kaºdý segment k°ivky je ur£en sudým po£tem podmínek, protoºe k
jeho jednozna£nému ur£ení jsou pot°eba nejen krajní body, ale i vektory derivací v
kaºdém z nich.

Máme zadáno n + 1 op¥rných bod· Po, . . . ,Pn pro n oblouk· spline k°ivky, a
pot°ebujeme tedy ur£it n polynom· stupn¥ s. Kaºdý polynom (oblouk k°ivky) je ur£en
s + 1 koe�cienty, takºe celkem pot°ebujeme n (s+ 1) podmínek abychom pro dané
body ur£ili spline k°ivku stupn¥ s. Interpola£ní podmínky nám dávají n + 1 rovnic
a ze spojitosti nulté aº (s− 1)-té derivace plyne s (n− 1) rovnic. Celkem tedy máme
n+1+ s (n− 1) = n+1+ sn− s = n (s+ 1)+1− s rovnic. Je tedy z°ejmé, ºe je t°eba
doplnit je²t¥ s− 1 okrajových podmínek.

Pokud je spline k°ivka stupn¥ s uzav°ená, je uº jednozna£n¥ ur£ena svými op¥rnými
body a parametrizací.
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1.1.4 Spline plochy

Spline plocha se °adí mezi plochy ur£ené sítí bod·, tzn. je ur£ena maticí bod· a okrajo-
vými podmínkami, jimiº jsou p°í£né derivace v okrajových bodech a twisty v rohových
bodech.

Pro výpo£et spline plochy je t°eba najít oba te£né vektory pro kaºdý bod °ídící sít¥,
coº se dá najít jako te£né vektory spline k°ivky dané sloupcem nebo °ádkem matice
bod·, a twisty neboli zkruty, coº jsou smí²ené parciální derivace v rohových bodech
zadané sít¥ bod·.

1.2 Bézierovy k°ivky a plochy

1.2.1 Bézierovy k°ivky

Po£átek Bézierových k°ivek se datuje na p°elom 50. a 60. let dvacátého století, kdy dva
francouz²tí muºi, pracující ve dvou r·zných automobilkách, nezávisle na sob¥ publiko-
vali své práce. Prvním byl matematik a fyzik Paul de Casteljau pracující u automobilky
Citroën, který roku 1959 vyvinul algoritmus, pozd¥ji pojmenovaný po n¥m algoritmus
de Casteljau, s nímº byl schopen spo£ítat Bézierovy k°ivky. Krátce poté, roku 1962,
technik pro automobilku Renault Pierre Bézier p°i²el se svou studií k°ivek. Ta byla
uznána ²irokou ve°ejností, na£eº po n¥m byly k°ivky pojmenovány. Bézier se snaºil
popsat tvarov¥ sloºité plochy, na které v automobilovém pr·myslu neustále naráºel, co
moºná nejjednodu²eji a aby se daly snadno modi�kovat. Tímto poloºil základní kameny
teorie t¥chto k°ivek.

De�nice 1. M¥jme lomenou £áru, nazývanou °ídící polygon, která se skládá z vrchol·
V0, . . . , Vn a jejich p°íslu²ných polohových vektor·V0, . . . ,Vn, kde n ≥ 1 a n ∈ Z.
Pak vztah

P (t) =
n∑

i=0

ViB
n
i (t) , t ∈ 〈0, 1〉 ,

kde Bn
i (t) jsou Bernsteinovy polynomy dané vztahem

Bn
i (t) =

(
n

i

)
ti (1− t)n−i , i = 0, . . . , n,

de�nuje Bézierovu k°ivku. Pokud v Bn
i (t) vznikne výraz

(
0
0

)
nebo

(
n
0

)
poloºíme ho rovný

nule. Na obrázcích 1.2.1 (a), (b), (c) a (d) jsou zobrazeny úplné systémy Bernsteinových
polynom· pro n = 1, 2, 3, 6.

Vlastnosti Bézierových k°ivek

• Bézierova k°ivka za£íná bodem V0, jehoº polohový vektor je V0 a kon£í bodem
Vn, který má polohový vektor Vn.

• Te£nou Bézierovy k°ivky v po£áte£ním bod¥ je první strana °ídícího polygonu a
obdobn¥ v koncovém bod¥ je te£nou poslední strana °ídícího polygonu.
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n = 3
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(d) Bernsteinovy polynomy pro
n = 6

Obrázek 1.2.1: Úplné systémy Bernsteinových polynom·

• Pokud jsou body °ídícího polygonu kolineární, Bézierovou k°ivkou je úse£ka V0Vn.

• Nebo´ sou£et hodnot Bernsteinových polynom· se pro libovolné t ∈ 〈0, 1〉 rovná
jedné, tak celá Bézierova k°ivka leºí v konvexním obalu svého °ídícího polygonu.

• Ze vztahu Bn
i (t) = Bn

n−i (1− t), coº vyjad°uje symetri£nost Bernsteinových po-
lynom·, plyne, ºe Bézierova k°ivka je nezávislá na orientaci °ídícího polygonu.

• Bézierova k°ivka je invariantní v·£i a�nní transformaci, to znamená, ºe výsledná
transformovaná Bézierova k°ivka je totoºná s k°ivkou vzniklou z transformova-
ného °ídícího polygonu.

• Po£et pr·se£ík· libovolné p°ímky a Bézierovy k°ivky je nejvý²e roven po£tu pr·-
se£ík· p°ímky a °ídícího polygonu k°ivky - variation diminishing property.

• Jestliºe p°idáme bod do °ídícího polygonu nebo zm¥níme polohu n¥kterého bodu
polygonu, zm¥ní se tvar celé k°ivky.

• Pokud aplikujeme postup výpo£tu Bernsteinových polynom· na výpo£et bod·
Bézierovy k°ivky, dostaneme algoritmus de Casteljau. Tento algoritmus je za-
loºen na postupném d¥lení úse£ek °ídícího polygonu v daném pom¥ru (daném
parametrem t0), £ímº vznikají nové body. Algoritmus opakujeme aº do doby neº
nám vznikne jediný bod - bod k°ivky. Na obr. 1.2.2 je pro daný polygon tvo°ený
body V0, V1, V2, V3, V4 ur£en bod P pro t = 0.3. Abychom získali v²echny body
Bézierovy k°ivky, je nutné provést algoritmus pro v²echna t ∈ 〈0, 1〉 .

� Algoritmus de Casteljau lze také pouºít pro získání te£ny Bézierovy k°ivky v
daném bod¥. Obecn¥, te£na v bod¥ P (t) je ur£ena body V n−1

1 (t) a V n−1
2 (t).
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Obrázek 1.2.2: Algoritmus de Casteljau

1.2.2 Bézierovy plochy

Bézierovy plochy se °adí mezi plochy ur£ené sítí bod·.

De�nice 2. Nech´ je dána mnoºina (m+ 1) × (n+ 1) navzájem r·zných bod· s po-
lohovými vektory V0,0,V0,1, . . . ,Vm,n, kterou nazýváme °ídící sí´ a dá se popsat
maticí

V =

 V0,0 · · · V0,n
... . . . ...

Vm,0 · · · Vm,n

 .

Bézierovu plochu pak de�nujeme p°edpisem

P (u, v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Vi,jB
m
i (u)Bn

j (v) , u, v ∈ 〈0, 1〉 ,

kde Bm
i (u) a Bn

j (v) jsou Bernsteinovy polynomy.

Vlastnosti Bézierových ploch

• Bézierova plocha prochází rohovými body °ídící sít¥ (bodyV0,0,V0,n,Vm,0,Vm,n),
a její okrajové k°ivky jsou Bézierovy k°ivky dané okrajovými lomenými £arami
sít¥.

• Stejn¥ jako Bézierovy k°ivky i Bézierovy plochy jsou a�nn¥ invariantní a leºí v
konvexním obalu své °ídící sít¥.

• Pro Bézierovy plochy uº ov²em neplatí �variation diminishing property�, tj. po£et
pr·se£ík· libovolné p°ímky a Bézierovy plochy není nikterak omezen po£tem
pr·se£ík· této p°ímky s °ídící sítí plochy.
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• Pro te£nou rovinu v rohových bodech Bézierovy plochy platí, ºe je ur£ena tímto
bodem a jeho sousedy. Tedy te£ná rovina v rohovém bod¥ Vm,n je ur£ena body
Vm−1,n,Vm,n a Vm,n−1.

• Algoritmus de Casteljau se u ploch realizuje bu¤ po plochách (p°ímý algoritmus

de Casteljau), coº je zaloºeno na postupném generování bod· hyperbolických
paraboloid· a na rekurentním vztahu

Vk+1
i,j = (1− u, u)

(
Vk

i,j Vk
i,j+1

Vk
i+1,j Vk

i+1,j+1

)
(1− v, v)T ,

k = 0, . . . , n− 1, i, j = 0, . . . , n− k,

£i po k°ivkách, kde se vyuºívá algoritmus de Casteljau pro k°ivky. Algoritmus
aplikujeme nejd°íve na sloupce matice V, £ímº získáme polygon bod·, jako kdy-
bychom po£ítali P (u, v0), na který op¥t aplikujeme algoritmus de Casteljau.
Tímto jsem získali ur£ení bodu P (u0, v0). Algoritmus se samoz°ejm¥ m·ºe nej-
prve aplikovat na °ádky matice, výsledek bude stejný.

1.3 B-spline k°ivky a plochy

1.3.1 B-spline báze

Základem pro Bézierovy k°ivky a plochy byly Bernsteinovy polynomy, zato pro B-spline
k°ivky se de�nují bázové funkce po £ástech s tím, ºe tyto funkce jsou spline funkcemi,
tj. jsou to po £ástech polynomické funkce se �spojitou derivací co do nejvy²²ího °ádu�.

Ozna£me T = (t0, . . . , tm) tzv. vektor parametrizace (uzlový vektor) neklesající
posloupnost parametr· ti, tj. t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tm. Hodnoty ti nazýváme uzly.

B-spline bázové funkce Nk
i stupn¥ k pro vektor parametrizace T = (t0, . . . , tm) jsou

de�novanými rekurentním p°edpisem:

• pro k = 0

N0
i (t) =

{
1 pro ti ≤ t < ti+1

0 jinde

• pro k > 0

Nk
i (t) =

t− ti
ti+k − ti

Nk−1
i (t) +

ti+k+1 − t
ti+k+1 − ti+1

Nk−1
i+1 (t), (1.3.1)

kde t ∈ 〈t0, tm〉 . V p°ípad¥, ºe vzniknou výrazy typu a
0
, poloºíme je rovny nule. Na

obrázku 1.3.1 (a), (b), (c), (d) je zobrazeno, jak vypadají bázové funkce pro vektor
parametrizace T = (0, 1, 3, 5, 6) a stupn¥ k = 0, 1, 2, 3, a na (e) jsou pro porovnání
v²echny dohromady.

B-spline báze je tedy charakterizována: stupn¥m k polynom·, vektorem parametri-
zace, který má m+1 uzl· t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tm, a £íslem j, které znázor¬uje po£et funkcí
tvo°ících bázi. Ze vztahu (1.3.1) plyne, ºe pro funkci Nk

i (t) je pot°eba mít ve vektoru
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Obrázek 1.3.1: B-spline bázové funkce

parametrizace aº sloºku s indexem i + k + 1. Jelikoº i nabývá maximální hodnoty j,
platí vazba m = j + k + 1, nebo-li m + 1 = j + k + 2, coº znamená, ºe po£et sloºek
vektoru parametrizace (m+ 1) je roven sou£tu stupn¥ B-spline báze (k), po£tu funkcí
tvo°ících bázi (j + 1) a jedni£ky.

Pokud by sloºky parametrického vektoru byly tvaru t0 = t1 = . . . = tn = 0 a tn+1 =
tn+2 = . . . = t2n+1 = 1, tedy vektor parametrizace by m¥l tvar T = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1),
pak B-spline bází jsou Bernsteinovy polynomy.

Vlastnosti bázových funkcí

• Pro v²echna t, i, k jsou bázové funkce nezáporné: Nk
i (t) ≥ 0.

• Sou£et v²ech bázových funkcí je roven jedné:
∑p

i=0N
k
i (t) = 1, t ∈ 〈t0, tm〉 .

1.3.2 B-spline k°ivky

B-spline k°ivka stupn¥ k s °ídícím polygonem V0, . . . ,Vn, k ≤ n a vektorem parame-
trizace T = (t0, . . . , tm) je de�nována vztahem

P(t) =
n∑

i=0

ViN
k
i (t). (1.3.2)
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Vektor parametrizace

Obecn¥ rozli²ujeme periodický a neperiodický tvar vektoru parametrizace. Zatímco
periodický vektor nemá ºádnou speciální vnit°ní strukturu, pro neperiodický vektor
parametrizace platí

T =

(
a, . . . , a︸ ︷︷ ︸, tk+1, . . . , tm−k−1, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸

)
.

k + 1 k + 1

Jak uº z názvu vypovídá, uzav°ené k°ivky mají periodický vektor parametrizace a
otev°ené neperiodický.

Parametrizace m·ºe být bu¤ uniformní, a to pokud pro dva sousední uzly platí
ti+1 − ti = konst, nebo neuniformní, coº je nap°. parametrizace, která respektuje
pom¥ry délek stran °ídícího polygonu.

Vlastnosti B-spline k°ivek

• B-spline k°ivka stupn¥ k je spline k°ivkou, tzn. obecn¥ je t°ídy Ck−1 a tedy je
spojitá aº do (k − 1)-ní derivace. T°ídu spojitosti lze ve vybraných bodech i sníºit,
a to uvedením násobných hodnot ve vektoru parametrizace. Pro takové k°ivky
pak platí, ºe jsou t°ídy Ck−q, kde q je násobnost uzlu.

• V²echny body B-spline k°ivky leºí v konvexním obalu zadaného °ídícího poly-
gonu a také platí, ºe pokud t je z intervalu 〈ti, ti+1), pak bod k°ivky P (t) leºí v
konvexním obalu (k+1) po sob¥ jdoucích vrchol· Vi−k, Vi−k+1, . . . , Vi, zdroj [11].

� P°íklad:
Na obr. 1.3.2 je kubická B-spline k°ivka s °ídícím polygonem o devíti bodech
V0, . . . , V9 a parametrickém vektoru T = (0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6, 6). Je-
likoº parametrický vektor obsahuje ²est skok· uzlových hodnot, skládá se
k°ivka ze ²esti oblouk·. Uzly jsou ozna£eny mod°e. Bod s t = 3.8 (ozna£en
£erven¥) spadá do uzlového intervalu 〈ti, ti+1) = 〈3, 4), takºe (k + 1) = 4
B-spline bázové funkce, které jsou na tomto intervalu nenulové jsou N3

3 , N
3
4 ,

N3
5 , N

3
6 a ze vztahu (1.3.2) je z°ejmé, ºe to jsou koe�cienty bod· V3, V4, V5, V6.

Z vlastnosti sou£tu B-spline bázových funkcí rovnému jedné plyne, ºe je-
jich �váºený� pr·m¥r P (t) leºí v konvexní oblasti de�nované t¥mito °ídícími
body.

• Obdobn¥ jako u Bézierových k°ivek i zde platí a�nní invariantnost, tzn. výsledná
transformovaná k°ivka je totoºná s k°ivkou vytvo°enou z transformovaného °ídí-
cího polygonu.

• Vliv zm¥ny polohy °ídících bod· je lokalizován, tzn. poloha bodu Vs ovliv¬uje
tvar k°ivky pouze v intervalu 〈ts, ts+k〉 a nedochází tedy ke zm¥n¥ celé k°ivky.

• Algoritmus de Casteljau má pro B-spline k°ivky obdobu v de Boorov¥ algoritmu.
Ten ale neprovádí d¥lení stran °ídícího polygonu v konstantním pom¥ru jako je
tomu u algoritmu de Casteljau, ale je prom¥nný a závisí na rozdílu hodnot ve
vektoru parametrizace.
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Obrázek 1.3.2: Konvexní obal

Na obrázku 1.3.3 jsou pro daný °ídící polygon o osmi bodech vykresleny B-spline k°ivky
o stupních 1, 2, 4 a 7. Pov²imn¥me si, ºe pro k = 1 je B-spline k°ivkou samotný °ídící
polygon a s rostoucím stupn¥m se k°ivka více vyhlazuje. Pokud se stupe¬ k°ivky rovná
po£tu stran °ídícího polygonu, v tomto p°ípad¥ pro k = 7, je výslednou B-spline k°ivkou
Bézierova k°ivka pro stejný °ídící polygon.

k=1

k=2

k=4

k=7

V0

V1

V2

V3

V4

V5

V6

V7

Obrázek 1.3.3: B-spline k°ivky o stupních k = 1, 2, 4, 7

B-spline k°ivkami se dají modelovat jen objekty, které mají po £ástech polynomiální
vyjád°ení, coº znamená, ºe kruºnice, hyperboly a jejich oblouky nelze pomocí B-spline
reprezentovat. Proto se zavádí racionální specializace (viz. odstavec 1.4.1).

1.3.3 B-spline plochy

Nech´ máme °ídící sí´ (m+ 1)×(n+ 1) bod·, které jsou popsány polohovým vektorem
Vi,j, a vektory parametrizace U,V pro parametry u a v. Pro obecnou B-spline plochu
stupn¥ (k, l), kde k je stupe¬ polynom· B-spline báze pro parametr u, a l je stupe¬
polynom· báze pro parametr v, potom platí vztah

P (u, v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Vi,jN
k
i (u)N

l
j (v) , (1.3.3)



KAPITOLA 1. OBJEKTY GEOMETRICKÉHO MODELOVÁNÍ 17

kde Nk
i (u), resp. N

l
j (v) jsou B-spline bázové funkce stupn¥ k pro parametr u, resp.

stupn¥ l pro parametr v.

Vlastnosti B-spline ploch

• Hrani£ními k°ivkami jsou B-spline k°ivky dané lomenou £árou hrani£ních bod·.

• I zde platí podmínka konvexního obalu.

• De Boor·v algoritmus aplikovaný po k°ivkách dokáºe generovat body B-spline
plochy.

1.4 NURBS k°ivky a plochy

1.4.1 Racionalizace

Protoºe se Bézierovými a B-spline k°ivkami a plochami nedají reprezentovat n¥které
objekty nap°. kuºelose£ky a kvadriky, je t°eba de�novat postup, který nám to umoºní.
Tomuto postupu se °íká racionalizace. Podstatou racionalizace v na²em podání je vy-
uºití projektivního roz²í°ení Euklidovského prostoru, tedy prostoru vyuºívajícího ho-
mogenních sou°adnic. Tato homogenizující sloºka sou°adnic bod· se nazývá váha. Po
projektivním roz²í°ení prostoru je navíc moºné mít v °ídícím polygonu £i síti nevlastní
body.

Nech´ máme bod P = (x, y, z), potom jeho sou°adnice po p°echodu do projek-
tivn¥ roz²í°eného prostoru jsou Pw =

(
x
′
, y
′
, z
′
, w
)
, kde w je daná váha a pro p·vodní

sou°adnice platí p°evody x = x
′

w
, y = y′

w
a z = z

′

w
.

1.4.2 NURBS k°ivky

NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) je de�nován jako B-spline v projektivním
roz²í°ení Euklidovského prostoru. V po£íta£ovém modelování se t¥chto objekt· pouºívá
nej£ast¥ji (CAD systémy).

M¥jme polohové vektory pro body °ídícího polygonu P0,P1, . . . ,Pm,
kde Pi = (xi, yi), jejich váhy w0, w1, . . . , wm, kde wi 6= 0, a vektor parametrizace
T = (t0, . . . , tq). NURBS k°ivku stupn¥ k potom de�nujeme s pomocí B-spline bá-
zových funkcí Nk

i (t) jako

P(t) =

m∑
i=0

PiwiN
k
i (t)

m∑
i=0

wiNk
i (t)

.

Vlastnosti NURBS k°ivek

• Moºnost konstrukce kuºelose£ek.
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• Stejn¥ jako B-spline k°ivka i NURBS k°ivky procházejí prvním a posledním bo-
dem °ídícího polygonu.

• Jsou projektivn¥ invariantní.

• Lokalizace zm¥n. P°i zm¥n¥ polohy bodu Ps je ovlivn¥n tvar k°ivky pouze v
intervalu 〈ts, ts+k〉 a ne celé k°ivky.

• Platí �variation diminishing property� - po£et pr·se£ík· libovolné p°ímky a NURBS
k°ivky je nejvý²e roven po£tu pr·se£ík· p°ímky a °ídícího polygonu k°ivky.

• P°idáním parametru váhy se zvy²uje po£et moºností jak k°ivku modi�kovat.

• Pokud jsou váhy wi ∀i kladné, tak NURBS k°ivka leºí v konvexním obalu svého
°ídícího polygonu, je-li ale jediná váha záporná, uº to neplatí.

• Pro konstrukci se pouºívá de Boor·v algoritmus.

Na obrázku 1.4.1 jsou vid¥t NURBS k°ivky s r·znými vektory vah. Pokud wi = 1 ∀i
je k°ivkou B-spline k°ivka. P°i wi > 1 se k°ivka k bodu Vi p°ibliºuje, a p°i wi ∈ (0, 1)
se oddaluje.

w=H1, 1, 1, 1, 1L w=H1, 1, 8, 1, 1L w=H1, 6, 8, 0.5, 1L

Obrázek 1.4.1: R·zné váhy bod·

1.4.3 NURBS plochy

M¥jme °ídící sí´ o (m+ 1)× (n+ 1) bodech, které jsou popsány polohovým vektorem
Vi,j , jejich váhy wi,j a vektory parametrizace U,V pro parametry u a v. NURBS
plocha je de�nována vztahem

P(u, v) =

m∑
i=0

n∑
j=0

Vi,jwi,jN
k
i (u)N

l
j (v)

m∑
i=0

n∑
j=0

wi,jNk
i (u)N

l
j (v)

,

kde Nk
i (u), resp. N

l
j (v) jsou B-spline bázové funkce stupn¥ k pro parametr u, resp.

stupn¥ l pro parametr v.
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Vlastnosti NURBS ploch

• Jelikoº NURBS plochy mají za základ B-spline bázové plochy, sdílí s nimi mnoho
vlastností.

• Váha °ídícího bodu Vi,j ovliv¬uje tvar plochy v oblasti 〈ui, ui+k+1〉× 〈vj, vj+l+1〉.

• Obdobn¥ jako u NURBS k°ivek platí lokalizace zm¥n. Bod Vi,j ovliv¬uje tvar
plochy pouze v kone£né oblasti °ídící sít¥. P°íklad, jaká oblast to je pro °ídící
sí´ kubické NURBS plochy, je na obrázku 1.4.2. Bázové funkce N3

i (u) závisí na
uzlových intervalech (e2, e3, e4, e5) a bázové funkce N3

j (v) závisí na (d2, d3, d4, d5).
Co vlastn¥ takovéto ozna£ení interval· je, a jak se zji²´uje, je popsáno v odstavci
1.5.1.

e0 e0 e0 e0 e0 e0 e0 e0

e1 e1 e1 e1 e1 e1 e1 e1

e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2

e3 e3 e3 e3 e3 e3 e3 e3

e4 e4 e4 e4 e4 e4 e4 e4

e5 e5 e5 e5 e5 e5 e5 e5

e6 e6 e6 e6 e6 e6 e6 e6

e7 e7 e7 e7 e7 e7 e7 e7

d0

d0
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d6

d6

d6
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d7

d7

d7

d7

d7

d7

d8

d8

d8

d8

d8

d8

d8

Vi, j

Obrázek 1.4.2: Oblast vlivu bodu Vi,j

1.5 T-spline

NURBS plochy mají dv¥ hlavní nevýhody:

• Topologii °ídící sít¥. Sice je snadné ji matematicky popsat, ale m·ºe vést k vzniku
mnoha nepot°ebných bod·, které nenesou ºádnou d·leºitou informaci a existují
jen kv·li spln¥ní topologických vazeb NURBS plochy.

• Parametrizace NURBS ploch nedovoluje popsání n¥kterých b¥ºných tvar·, a po-
kud uº, tak £asto ne jen jedinou plochou. NURBS plochy jsou homeomorfní (ho-
meomor�smus je vzájemn¥ jednozna£né zobrazení mezi topologickými prostory,
které zachovává topologické vlastnosti) k rovinám, otev°eným válcovým plochám
a anuloid·m, takºe nap°íklad NURBS reprezentace kulové plochy je ve skute£-
nosti válec se sbalenými konci a ne uzav°ená plocha.

T-spline plochy, p°edstaveny ²iroké ve°ejnosti ve £lánku [3], jsou novou matematickou
formulací ploch, které tato omezení NURBS ploch odbourávají, protoºe nejen ºe, ne-
musí být zadané pouze na obdélníkových oblastech, ale hlavn¥ výrazn¥ sniºují po£et
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nadbyte£ných °ídících bod·, coº zlep²uje následnou manipulaci s modelem. To, co nej-
více odli²uje °ídící sí´ T-spline plochy (zvanou T-mesh) a °ídící sí´ pro NURBS je, ºe
T-mesh dovoluje ukon£ení °ady °ídících bod· v °ádku £i sloupci, coº znamená vznik
T-spoje (T-junction).

Na obr. 1.5.1 je vid¥t rozdíl mezi plochou trupu lodi modelovanou jako NURBS
plocha a T-spline plocha. �erven¥ jsou ozna£eny nadbyte£né body a modrou jsou zvý-
razn¥ny T-spoje.

Obrázek 1.5.1: Rozdíl mezi NURBS a T-spline plochami, zdroj [6]

Dal²í vlastnosti T-spline ploch

• Jelikoº je T-spline plocha zaloºena na stejných bázových funkcích jako NURBS
plochy, sdílí s nimi uºite£né vlastnosti jako lokalizace zm¥n, variation diminishing
property a vlastnosti týkající se spojitosti.

• V²echny vnit°ní body °ídící sít¥ NURBS plochy mají valenci 4, tzn. ºe do daného
bodu v kontrolní síti p°icházejí £ty°i hrany. Narozdíl od toho T-mesh umoº¬uje i
jiné valence.

1.5.1 Uzlový interval

Jak uº víme, sloºky vektoru parametrizace, jinak zvaného uzlového vektoru, tedy uzly,
se pouºívají k ur£ení B-spline bázových funkcí. Rozdíl hodnot dvou po sob¥ jdoucích
uzl· de�nuje nový pojem, uzlový interval, který je zárove¬ délkou parametru Bézierovy
k°ivky, která se nachází mezi t¥mito dv¥ma uzly. Toto nezáporné £íslo je p°id¥leno ke
kaºdé hran¥ v °ídící síti T-spline plochy. Pojem uzlový interval (knot interval) byl
p°edstaven v £lánku [2].

Na obrázku 1.5.2 z £lánku [3] je p°íklad kubické B-spline k°ivky o ²esti °ídících
bodech. Uzly jsou zna£eny t a hodnoty di podél °ídícího polygonu znázor¬ují uzlové in-
tervaly. Vektor parametrizace pro tuto k°ivku má tvar T = (1, 2, 3, 4, 6, 9, 10, 11). První
a poslední hodnota uzlového intervalu pro neuzav°ené k°ivky se p°i°azuje imaginárním
hranám °ídícího polygonu, na obrázku to jsou d−1 a d5.

Jde provést i opa£ný proces, a to ur£it sloºky vektoru parametrizace na základ¥ uzlo-
vých interval·. Jednodu²e p°i°adíme prvnímu uzlu n¥jakou hodnotu, a potom abychom
dostali hodnotu druhého uzlu, k ní p°ipo£teme první uzlový interval, pro t°etí uzel p°i-
po£teme k hodnot¥ druhého uzlu druhý uzlový interval atd.
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Obrázek 1.5.2: Kubický B-spline, zdroj [3]

1.5.2 PB-spline

Tato plocha je zaloºena výhradn¥ jen na svých °ídících bodech, tzn. body mezi sebou
nemají ºádný topologický vztah. Odsud je odvozen název Point Based.

K de�nici PB-spline plochy je tedy pot°eba mnoºina °ídících bod· a pro kaºdý bod
dvojice uzlových vektor·. Uzlový vektor v prom¥nné s je pro bod Pi de�nován jako
si = [si0, si1, si2, si3, si4], a v prom¥nné t jako ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4]. Jejich získání je
zobrazeno na obrázku 1.5.3.

Nech´ Pi jsou zadané °ídící body a Di = (si0, si4) × (ti0, ti4) je oblast vlivu bodu
Pi. Pro PB-spline plochu potom platí vztah

P(s, t) =

∑n
i=1PiBi(s, t)∑n
i=1Bi(s, t)

, (s, t) ∈ D, (1.5.1)

kde Bi(s, t) jsou bázové funkce de�nované jako

Bi(s, t) = N3
i0(s)N

3
i0 (t) , (1.5.2)

kdeN3
i0(s), resp.N

3
0i(t) jsou kubické B-spline bázové funkce pro vektor si = [si0, si1, si2, si3, si4],

resp. ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4] dané (1.3.1).

Hsi2,ti2L

Hsi2,ti3L

Hsi2,ti4L

Hsi2,ti1L

Hsi2,ti0L

Hsi0,ti2L Hsi1,ti2L Hsi3,ti2L Hsi4,ti2L
Pi

Obrázek 1.5.3: Sestavení uzlového vektoru, zdroj [3]

Vlastnosti PB-spline plochy

• Spl¬uje vlastnost konvexního obalu.
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• N3
0i(s) a N

3
0i(t) jsou nem¥nící se £ásti bázových funkcí PB-spline plochy. Jelikoº je

PB-spline plocha zaloºená na bodech a jejich uzlových vektorech, jsou tyto £ásti
jedine£né pro kaºdý bod. Naproti tomu u NURBS ploch platí, ºe N3

0i(s) je stejná
pro v²echny °ídící body v sloupci, a N3

0i(t) je stejná pro v²echny body v °ádku.

1.5.3 �ídící sí´ T-spline plochy (T-mesh)

Te¤, kdyº uº máme de�novaný pojem PB-spline plochy, lze °íci, ºe T-spline plocha
je ve skute£nosti PB-spline plochou, jejíº °ídící sí´ spl¬uje ur£itá pravidla. Takovouto
°ídící sí´ budeme nazývat °ídící sítí T-spline plochy (T-mesh).

T-mesh je de�nován mnoºinou hran a °ídících bod·. Kaºdá hrana spojuje dva °í-
dící body, a je jí p°id¥lena hodnota uzlového intervalu. Mnoºina v²ech hran vytvá°í
sí´, jejíº st¥ny se skládají ze £ty° stran a zárove¬ kaºdá strana st¥ny m·ºe obsahovat
více hran spojených T-spojem. Na obrázku 1.5.4 lze vid¥t moºné zobrazení T-mesh v
parametrickém prostoru (s, t). Hodnoty si ozna£ují s sou°adnice, hodnoty ti ozna£ují
t sou°adnice, a di, ei p°edstavují uzlové intervaly. Z obrázku je dále vid¥t, ºe platí
s4 = s3 + d3, t5 = t4 + e4, apod, a T-spoj je nap°íklad v bodu P2.

s1 s2 s3 s4 s5

t1

t2

t3

t4

t5

e0

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7
e8

e9

d0 d1 d2 d3 d4 d5

d6 d8

d7

P1

P2

P3

Obrázek 1.5.4: T-mesh, zdroj [3]

Kaºdá hrana v °ídící síti T-spline plochy je úse£kou s konstantním s, resp. t, coº
nazýváme s-hrana, resp. t-hrana. Nyní lze lépe de�novat T-spoj: T-spoj je vrchol spo-
le£ný bu¤ pro jednu s-hranu a dv¥ t-hrany nebo naopak, pro jednu t-hranu a dv¥
s-hrany. Kaºdá hrana je v °ídící síti ozna£ena uzlovým intervalem, který musí spl¬ovat
následující pravidla:

• Sou£et uzlových interval· na protilehlých stranách kaºdé st¥ny musí být stejný.
Takºe nap°. v obr. 1.5.4 platí d7 = d2 + d6 a e6 + e7 = e8 + e9.

• Pokud T-spoj na jedné hran¥ st¥ny lze spojit s T-spojem na prot¥j²í hran¥ bez
poru²ení prvního pravidla, tak tato spojovací hrana musí být zahrnuta do °ídící
sít¥ T-mesh. Jinými slovy, spojovací hrana rozd¥lí zkoumanou st¥nu na dv¥ men²í.
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Pokud je T-mesh obdélníková sí´ bez T-spoj·, T-spline plocha se stává B-spline plo-
chou.

Lokální uzlový sou°adnicový systém se dá vyvodit z uzlových interval· v °ídící
síti T-mesh. K jeho zavedení je t°eba nejprve zvolit °ídící bod, který bude slouºit
jako po£átek parametrického prostoru (s, t) = (0, 0) . Nap°. v °ídící síti na obrázcích
1.5.5 (a), (b) ozna£íme (s1, t1) za uzel po£átku. Jakmile je po£átek vybrán, m·ºeme
za£ít p°id¥lovat s uzlovou hodnotu ke kaºdé vertikální hran¥, a t uzlovou hodnotu ke
kaºdé horizontální hran¥. Tyto hodnoty jsou v obrázcích 1.5.5 ozna£eny jako si a ti.
Vzhledem k na²í volb¥ po£áte£ního uzlu, jsme dostali s1 = t1 = 0, s2 = d1, s3 = d1+d2,
t2 = e1 + e2, t3 = e1 + e2 + e3, atd. Obdobn¥ kaºdý °ídící bod má uzlové sou°adnice.
Nap°. P1 = (s5, t1 + e1 + e5), P2 = (s3, t1 + e6) a P3 = (s1, t3).

s1 s2 s3 s4 s5 s6

t1

t2

t3

P1

P2

P3

e0

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6

d7

d8 d9 d10 d11 d12

(a) Uzlový vektor s1

s1 s2 s3 s4 s5 s6

t1

t2

t3

P1

P2

P3

e0

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6

d7

d8 d9 d10 d11 d12

(b) Uzlový vektor t1

Obrázek 1.5.5: Nalezení uzlových vektor·

Te¤, kdyº uº máme popsané v²echny body a hrany v °ídící síti T-mesh, m·ºeme
ur£it uzlové vektory pro kaºdý bod. Práv¥ touto moºností vyvodit uzlové vektory z
°ídící sít¥, se T-spline plochy li²í od B-spline ploch.

Uzlové sou°adnice bodu Pi jsou (si2, ti2), a uzlové vektory, které hledáme, jsou tvaru
si = [si0, si1, si2, si3, si4] a ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4]. Nech´ je dán paprsek
R(α) = (si2 + α, ti2), tzn. vycházející z bodu Pi = (si2, ti2) sm¥rem doprava. Uzly
si3 a si4 jsou potom s sou°adnice prvních dvou s-hran (vertikální hrany), které jsou
paprskem protnuty, p°i£emº s-hrana, na které bod Pi leºí, se nezahrnuje. Pro uzly si1 a
si0 vysíláme paprsek doleva. Pro uzly ti0, ti1, ti3 a ti4 vysíláme paprsek dol· a nahoru a
sledujeme jeho protnutí s horizontálními hranami. V²e je znázorn¥no na obrázku 1.5.5.

Tedy nap°. pro P1 je s = [s1, s2, s5, s5+d7, s6] a t = [t1+ e6, t1+ e1, t1+ e1+ e7, t1+
e1 + e5, t1 + e1 + e5 + e8] a podobn¥ pro P2 je s = [s1, s2, s3, s4, s5] a t = [t1− e0, t1, t1 +
e6, t1+e1, t1+e1+e5]. P3 je hrani£ní °ídící bod. V závislosti na které hranici se nachází,
se v uzlových vektorech hrani£ního °ídícího bodu zduplikují sloºky. V p°ípad¥ z obrázku
nezáleºí na s3,0 a t3,4, takºe vektory mají tvar: s = [s1 − d0, s1 − d0, s1, s2, s2 + d8] a
t = [t2 − e2, t2, t3, t3 + e4, t3 + e4].

Jakmile máme ur£eny uzlové vektory pro v²echny body, m·ºeme de�novat T-spline
plochu pomocí rovnic pro PB-spline plochu (1.5.1).
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1.5.4 Standardní T-spline plochy

Pojem standardní T-spline plocha je de�nován jako T-spline plocha, kde sou£et bá-
zových funkcí Bi(s, t) z rovnice (1.5.1) daných vztahem (1.5.2) je roven jedné pro
∀ (s, t) ∈ D. Tudíº i B-spline plocha je standardní T-spline plochou. D·leºitou vlast-
ností je, ºe pokud standardní T-spline plocha projde procesem vloºení uzlu do jejích
bázových funkcí, nadále z·stává standardní T-spline plochou.



Kapitola 2

Konverze ploch

2.1 Hierarchická B-spline plocha a T-spline plocha

T-spline plochy a hierarchické B-spline plochy jsou dv¥ r·zná zobecn¥ní B-spline ploch,
která umoº¬ují lokální zjem¬ování. Pro B-spline k°ivky platí, ºe jemn¥j²í detaily lze
získat vloºením uzlu do vektoru parametrizace, coº vyvolá pouze lokální zm¥nu k°ivky.
Naproti tomu, pokud vloºíme uzel do vektor· parametrizace B-spline plochy, zp·sobí
to vytvo°ení celé nové °ádky nebo sloupce °ídících bod·. Aby se p°ekonala tato ne-
dokonalost, Forsey a Bartels v £lánku [8] p°edstavili pojem hierarchických B-spline
ploch.

Nejv¥t²ím rozdílem mezi hierarchickými B-spline plochami a T-spline plochami jsou
jejich výjime£né vlastnosti, tzn. hierarchie a existence T-spoj·. Hierarchie se pouºívá
p°edev²ím pro multirezolu£ní modelování (multirezolu£ní model je model skládající
se z n¥kolika °ídících sítí s r·znou úrovní detail·, které popisují malou £ást objektu, a
vztah·, které umoº¬ují vybrat podmnoºinu sítí a slou£it je do °ídící sít¥, která popisuje
objekt s ºádaným stupn¥m detail·) a výhodou T-spoj· je, ºe výrazn¥ redukují po£et
bod· v °ídící síti.

V p°edchozích publikacích bylo ukázáno, ºe hierarchické (racionální) B-spline plochy
a T-spline plochy se dají p°evést na (racionální) B-spline plochy. Také existují algoritmy,
které aproximují danou B-spline plochu T-spline plochou nebo hierarchickou B-spline
plochou. Pokud v t¥chto postupech nastavíme odchylku aproximace na nulu, potom se
z algoritmu aproximace stane algoritmus p°evodu. Tento zp·sob je ov²em nep°ímý a
nebere v potaz strukturu hierarchických B-spline a T-spline ploch. Na to mají v £lánku
[7] odpov¥¤ a p°estavují p°ímý zp·sob p°evodu, který vyuºívá algoritmu lokálního
vkládání bodu z [5] popsaného pozd¥ji v odstavci 3.2.2.

2.1.1 Hierarchická B-spline plocha

Hierarchická B-spline plocha se skládá ze série úrovní, které jsou sloºeny z n¥kolika B-
spline plát·. Nejspodn¥j²í úrove¬ 0 má nejniº²í rozli²ení a popisuje pouze základní tvar
plochy. Kaºdý jeho dal²í potomek, zvaný p°ekrytí, popisuje ur£itou vlastnost plochy.

Nech´ je dáno p°ekrytí úrovn¥ k s °ídícími body P (k), potom kaºdý bod p°ekrytí
je popsán tvarem �reference plus o�set�, tj. P (k) = R(k) + O(k), kde R(k) je získán z
rodi£ovské plochy na úrovni k − 1, a O(k) je vektor posunu (o�set). Z toho plyne, ºe

25
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jakákoliv zm¥na na niº²ích úrovních je ihned propagována do v²ech úrovní nad ní.

2.1.2 Konverze hierarchické B-spline plochy na T-spline plochu

Transformovat hierarchickou B-spline plochu do T-spline plochy znamená spojit v²echny
její úrovn¥ do jedné plochy, jejíº °ídící sí´ obsahuje pouze pár nadbyte£ných bod· a
zárove¬ zachovat tvar výsledné plochy.

Konverzi provedeme rekurzivním procesem. Za£neme s B-spline plochou úrovn¥ 0
a p°idáme k ní v²echna p°ekrytí první úrovn¥, abychom vytvo°ili T-spline plochu. K té
op¥t p°idáme v²echna p°ekrytí, tentokrát druhé úrovn¥, abychom vytvo°ili sloºit¥j²í T-
spline plochu, a takhle pokra£ujeme do doby, aº ºádná p°ekrytí uº nejsou. Esenciálním
prvkem v tomto postupu je algoritmus, který p°idává p°ekrytí do T-spline plochy, proto
si ho popí²eme.

Nech´ máme T-spline plochu P (s, t) danou vztahem (1.5.1), a p°ekrytí V (s, t).
T-spline plocha je kombinací v²ech p°ekrytí, které mají men²í úrove¬ neº V (s, t) a
n¥kolika p°ekrytí, které mají stejnou úrove¬, p°idaných do po£áte£ní B-spline plochy
úrovn¥ nula.

Sloºení p°ekrytí a T-spline plochy se realizuje t¥mito kroky:

1. Vloºení bod· Oij, které jsou spojené s uzly (si, tj), a jejich p°íslu²ných bázových
funkcí do °ídící sít¥ T-mesh na pozice indikované jejich uzly, tedy (si, tj).

2. Pokud vektory n¥které bázové funkce obsahují uzel, který nelze v °ídící síti nalézt,
vloºit p°íslu²ný bod do °ídící sít¥.

3. Pokud ve vektorech n¥které bázové funkce chybí uzel, který by tam podle °ídící
sít¥ m¥l být, vloºit daný uzel do uzlového vektoru bázové funkce.

4. Opakuj kroky 2. a 3. dokud uº ºádná poru²ení nejsou.

5. Pokud existuje bod, který je hrani£ním bodem pouze jedné hrany, prodluº tuto
hranu a vloº do °ídící sít¥ její první pr·se£ík s jinou hranou. Pak jdi znovu na
krok 2.

2.1.3 Konverze T-spline plochy na hierarchickou B-spline plo-
chu

Na rozdíl od p°edchozí konverze, je konverze T-spline plochy na hierarchickou B-spline
plochu trochu nelogická, protoºe vytvá°íme hierarchii B-spline ploch z jedno-úrov¬ové
T-spline plochy.

Algoritmus se provádí v následujících krocích:

1. P°edzpracování dané °ídící sít¥ T-mesh, aby t°i nejokrajov¥j²í �okruhy� bod·
sít¥ neobsahovaly ºádné T-spoje. Jak takové p°edzpracování vypadá a co jsou to
okruhy bod· sít¥ je vid¥t na obrázku 2.1.1, kde vlevo je vstupní sí´ a vpravo je
sí´, na které jiº bylo p°edzpracování provedeno.

2. Nastav k = 0 a aktualniMesh = p°edzpracovaný T-mesh.
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Obrázek 2.1.1: Okruhy bod·

3. Odvodit B-spline plochu úrovn¥ k z aktualniMesh.

4. Ur£it o�setové plochy pro úrove¬ urv = k + 1.

5. For(°ídící sí´ kaºdé o�setové plochy úrovn¥ urv)

(a) Zpracuj sí´.

(b) If(zpracovaná sí´ není °ídící sítí pro B-spline plochu)

i. Nastav aktualniMesh = zpracovaná sí´ a k = urv.
ii. Jdi do kroku 3.

Podrobnosti o jednotlivých krocích, lze najít v £lánku [7].



Kapitola 3

Aproximace neuspo°ádané mnoºiny
bod· v prostoru

3.1 Shrnutí sou£asného stavu

Nejt¥º²ím úkolem aproximace neuspo°ádané mnoºiny bod·, je vytvo°ení °ídící sít¥,
která co nejlépe vystihuje vlastnosti hledané plochy, a zárove¬ jejíº po£et °ídících bod·
je rozumný. I v dne²ní dob¥ je²t¥ stále existují p°ípady, kdy manuální zásah do °ídící sít¥
je ºádoucí, jelikoº výsledná plocha zaloºená na upravené °ídící síti, je mnohonásobn¥
lep²í aproximací zadaných bod·.

Jedna z metod, které kombinují jak automatické vytvo°ení, tak manuální zásahy do
°ídící sít¥ je prezentována v £lánku [9]. Metoda je pouºitelná pro vytvá°ení ²iroké ²kály
reprezentací, jako B-spline, NURBS nebo T-spline plochy, coº nás zajímá nejvíce.

Metoda je sloºená z t¥chto krok·:

• Prvotní vytvo°ení sít¥ se provede nejmodern¥j²ími metodami, jako nap°. PGP
(Periodic Global Parameterization).

• Dále je moºné manuáln¥ zasáhnout do sít¥, pokud si uºivatel p°eje vytvo°it ur£ité
vlastnosti budoucí plochy. Bu¤ je moºné ovlivnit sí´ jiº p°i jejím vytvá°ení, coº se
provede zm¥nou ur£itých parametr· v metod¥ PGP, nebo je moºné si po vytvo°ení
po£áte£ní sít¥ pohrát s hranami, nap°íklad n¥které hrany vym¥nit za geodetiky,
vloºit nové hrany nebo naopak hrany vymazat.

• P°evést sí´ na °ídící sí´ T-spline plochy, tím ºe vynutíme spln¥ní pravidel °ídící sít¥
T-mesh. Platnost pravidel se pokusíme vynutit v²ude, kde jsou n¥jaká poru²ení.
Pokud se vyskytnou p°ípady, ºe vloºení hran nikterak nepom·ºe, vloºíme do
sít¥ tzv. mimo°ádné body a okolí t¥chto bod· bude ve výsledné plo²e nahrazeno
T-NURCC plochou [3]. Rozli²ujeme t°i druhy mimo°ádných bod·:

� Do kaºdého okruhu o N hranách, kde N je sudé, se vloºí nový bod tak,
ºe se spojí s kaºdým druhým vrcholem okruhu. Toto vytvo°í N/2 nových
£ty°úhelník· a jeden mimo°ádný bod.

� Do kaºdého okruhu o N hranách, kde N je liché, se vloºený bod spojí s
kaºdou hranou okruhu, £ímº se nejenºe vytvo°í jeden mimo°ádný bod, ale i
N nových T-spoj· a N nových £ty°úhelník·.

28
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� Obdobn¥ pro okruhy o N hranách, kde N je liché a okruh obsahuje bod s
valencí 3, se vloºený bod spojí s kaºdou hranou okruhu.

• Po tomto kroku je uº sí´ platnou °ídící sítí pro T-spline plochu (krom¥ okolí
mimo°ádných bod·) a je moºné vypo£ítat T-spline plochu vztahem (1.5.1).

3.2 Adaptivní aproximace T-spline plochou

Úkolem metody, která je zde p°estavena, je konstrukce hladkých povrch· objekt· ze
zadaných bod· v E3, nap°. geodat. Metoda je zaloºena na konstrukci T-spline °ídící
sít¥. Za£íná se s hrubou aproximací bod·, která se postupn¥ zjem¬uje tam, kde je to
t°eba.

3.2.1 P°íprava dat

Program je navrhovaný pro vypo£ítání T-spline plochy ze zadaných geodat terénu,
tudíº vstupem jsou reálné sou°adnice bod· v E3. Nejd°íve chceme zjistit, jak jsou
body v prostoru umíst¥ny a jaký zhruba má mnoºina bod· tvar. Za tímto ú£elem body
promítneme do roviny a zjistíme konvexní obal jejich bod· v rovin¥.

Poznámka: Konvexní obal kone£né mnoºiny M v E2 je nejmen²í konvexní mnoho-
úhelník, který obsahuje v²echny body z M , tzn.

∀a, b ∈M, t ∈ 〈0, 1〉 : ta+ (1− t) b ∈M.

Abychom mohli ohrani£it mnoºinu promítnutých bod· do roviny £ty°mi k°ivkami, je
t°eba zjistit �rohové body�. �ty°i body, jenº povaºujeme za rohy mnoºiny bod· v rovin¥,
jsou body konvexního obalu, jejichº hrany spojující je se sousedními body z konvexního
obalu, svírají úhly, které se co nejvíce blíºí úhl·m pravým.

�ídící polygon B-spline k°ivky k-tého stupn¥ musí obsahovat minimáln¥ k+1 bod·,
tudíº aby B-spline k°ivky, které pozd¥ji de�nujeme mezi t¥mito rohy, byly kubické, musí
se jejich polygony skládat minimáln¥ ze £ty° °ídících bod·, tzn. rohy mezi sebou mít
minimáln¥ dva body. Pro zjednodu²ení bude odte¤ situace vysv¥tlována na p°íkladu
bod· jen mezi dv¥ma rohy, tzn. na jedné �stran¥� mnoºiny promítnutých bod· do
roviny, protoºe postup na zbylých t°ech stranách je stejný. Tyto strany budeme nazývat
oblouky.

Te¤, kdyº víme, které body konvexního obalu jsou rohy, snadno zjistíme body leºící
mezi nimi. Ozna£íme je V0, V2, . . . , Vn a vybereme z nich body Pj, j ∈ 〈0,m〉 , m ≤ n
tak, ºe mezi rohovými body musí být minimáln¥ dva Pj body (op¥t kv·li zaru£ení
kubické B-spline k°ivky), a Pj musí být rozd¥leny mezi rohy p°ibliºn¥ ekvidistantn¥.
Je z°ejmé, ºe kdyby nastala situace, ºe se mezi rohy mnoºiny bod· promítnutých do
roviny nacházejí jen dva body Vi, tak body Pj budou jen tyto body. Potom, co rohy
také zahrneme do bod· Pj, máme na oblouku minimáln¥ £ty°i body Pj. Body Pj budou
°ídícími body hledané B-spline k°ivky. Budeme se snaºit je posouvat, a to tak, aby nová
k°ivka lépe aproximovala body oblouku.

Na obrázku 3.2.1 je pro mnoºinu bod· v rovin¥ k vid¥ní její konvexní obal, rohy
konvexního obalu (£ervené body) a body Pj (modré body).
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Obrázek 3.2.1: Konvexní obal, rohy, body Pj

Následuje vytvo°ení B-spline k°ivky P (t) z bod· Pj oblouku pomocí vztahu (1.3.2).
Tato k°ivka je jen po£áte£ní a pom·ºe nám nalézt lep²í B-spline k°ivku, která bude
body obsaºené v oblouku aproximovat lépe.

Tento úkol provedeme díky metod¥ nejmen²ích £tverc·.

Poznámka: Metoda nejmen²ích £tverc· je aproxima£ní metoda spo£ívající v tom,
ºe hledáme takové parametry funkce f , pro které je sou£et £tverc· odchylek
vypo£tených hodnot od hodnot nam¥°ených minimální [12].

V na²em p°ípad¥ hledáme parametry bod· B-spline k°ivky vytvo°ené z bod· Pj, které
mají nejmen²í vzdálenost od daných bod· oblouku, tzn.

ti = min ‖Vi −P (t)‖ , ∀t ∈ 〈0, 1〉 , ∀i ∈ 〈0, n〉 . (3.2.1)

Protoºe chceme, aby body oblouku leºely na k°ivce, dosadíme nalezené parametry do
rovnice pro B-spline k°ivku rovnající se bodu oblouku ve tvaru

m∑
j=0

QjN
3
i (ti) = Vi, ∀i ∈ 〈0, n〉 , (3.2.2)

kde Qj = Pj + (xj, yj) jsou posunuté °ídící body Pj, pro které nová B-spline k°ivka
lépe aproximuje zadané body oblouku Vi. Vyjde nám tedy (n+ 1) rovnic pro (m+ 1)
neznámých. Jelikoº platí m ≤ n, máme víc rovnic neº neznámých, tj. p°eur£enou
soustavu rovnic.

Poznámka: Nech´ soustava lineárních rovnic Ax = b je p°eur£enou soustavou, tzn.
má více rovnic neº neznámých. Pokud vektor pravých stran b není lineární kom-
binací sloupc· matice A platí, ºe °e²ení x neexistuje, jinak existuje práv¥ jedno
°e²ení, pro které platí

x =
(
ATA

)−1
ATb. (3.2.3)

Rovnice podle vztahu (3.2.3) vy°e²íme a hodnoty (xj, yj) p°i£teme k Pj. Z t¥chto nových
bod· Qj op¥t vypo£teme B-spline k°ivku a provedeme metodu nejmen²ích £tverc· a
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hledání nových bod· Rj = Qj + (xj, yj) je²t¥ jednou. Celý postup je znázorn¥n v
algoritmu 1.

Algoritmus 1: Metoda nejmen²ích £tverc·

vstup: body oblouku Vi a Pj, vstupní body
výstup: body Pj, B-spline k°ivka
begin

vypo£ítat B-spline k°ivku P (t)
For (dvakrát)

pro kaºdý bod oblouku Vi najít parametr bodu na k°ivce, aby platilo (3.2.1)
parametr dosadit do (3.2.2)
vy°e²it p°eur£enou soustavu
nalezený posun p°ipo£íst k bod·m Pj

vypo£ítat B-spline k°ivku z Pj

return (Pj, P (t))

Výsledkem jsou dvakrát posunuté body, ze kterých ur£íme výslednou B-spline k°ivku.
Jelikoº máme £ty°i oblouky konvexního obalu promítnutých bod· do roviny, máme i
£ty°i B-spline k°ivky, které co nejlépe aproximují body t¥chto oblouk·.

Na tyto k°ivky pouºijeme metodu NURBS4 z balí£ku bakalá°ské práce Petra And¥la
[4] a získáme sí´ bod·, kterou pouºijeme pro po£áte£ní °ídící sí´ T-mesh.

Poznámka: Rovinná oblast ur£ená £ty°mi okrajovými k°ivkami [4].
Vstupem jsou £ty°i okrajové NURBS k°ivkyN1 := [P1,W1,U1],N2 := [P2,W2,U2],
N3 := [P3,W3,V1],N4 := [P4,W4,V2], jeº mají °ídící polygonyP1 = (P1

0, . . . ,P
1
m),

P2 = (P2
0, . . . ,P

2
n), P

3 =
(
P3

0, . . . ,P
3
p

)
, P4 =

(
P4

0, . . . ,P
4
q

)
, p°íslu²né váhy W1,

W2, W3, W4 a vektory parametrizace U1, U2 a V1, V2. K°ivky, musí spl¬o-
vat podmínku kompatibility, tj. platí rovnosti P1

0 = P3
0, P

4
0 = P1

m, P
2
0 = P3

p a
P4

q = P2
n, a totéº pro jejich váhy.

Metoda prob¥hne ve dvou fázích. Nejprve se sjednotí vektory parametrizace k°i-
vek, které jsou naproti sob¥, tj. k°ivek N1, N2 a N3, N4.

• Pokud po p°evodu na normalizovaný tvar (0, . . . , 0, . . . , 1, . . . 1) jsou vektory
shodné, tzn. k°ivky jsou stejného stupn¥, nic se s vektory ned¥lá.

• Pokud se stupn¥ k°ivek rovnají, ale vektory se bu¤ li²í v normalizovaných
tvarech, £i mají rozdílnou velikost, tak se vektory upraví pomocí vkládání
uzl·, aby byly shodné.

• Jsou-li k°ivky rozdílného stupn¥, pouºije se algoritmus na jejich srovnání a
p°ípadn¥ se i upraví vektory vkládáním uzl·.

Poté se dopo£te °ídící sí´ a matice vah.

• Nejprve se naleznou vnit°ní body sít¥ pro okrajové k°ivky N1, N2 a dosta-
neme matici bod· A = (Aij).
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• Následn¥ se vnit°ní body naleznou pro okrajové k°ivky N3, N4, z £ehoº
dostaneme matici B = (Bij).

• Vnit°ní °ídící body, které hledáme jsou st°edy úse£ek daných body Aij a
Bij. To samé platí pro váhy.

Nyní máme ur£enu °ídící sí´ pro £ty°i okrajové k°ivky, která je tvaru
P̂1

0 = P̂3
0 · · · · · · · · · P̂3

m = P̂2
0

... Q1
1 · · · Qm−1

1

...
...

... . . . ...
...

... Q1
p−1 · · · Qm−1

p−1

...
P̂4

0 = P̂1
p · · · · · · · · · P̂2

p = P̂4
m

 .

�ídící sí´ budeme odte¤ zna£it jako M = (Mij) , i ∈ 〈0, p〉 , j ∈ 〈0,m〉.
Pro zjemn¥ní °ídící sít¥, které budeme chtít provést, je t°eba znát uzlové vektory

pro kaºdý °ídící bod. Hledání uzlových vektor· z £lánku [3], které je popsáno v odstavci
1.5.3, je provád¥no paprskem v parametrickém prostoru (s, t), který je postupn¥ vysílán
z bodu, pro n¥jº uzlový vektor hledáme, do £ty° stran: doleva, doprava, nahoru a dolu.
Uzly jsou potom první dv¥ s-hrany zleva a zprava, resp. t-hrany shora a zdola pro
uzlový vektor v s, resp. v t. Navrhovaná metoda toto °e²í trochu jinak. Za ú£elem
hledání uzlových vektor· si nejprve vytvo°íme tzv. matici soused· pro °ídící sí´. Matice
soused· má jednoduchou podobu

MS =

 (c,M00) · · · (c,M0m)
... . . . ...

(c,Mp0) · · · (c,Mpm)

 ,

kde c je:

• 1, pokud Mij je reálný bod.

• 2.1, pokud Mij je virtuální bod na horizontální hran¥, Mij je pak 0 a do matice
se neukládá.

• 2.2, pokud Mij je virtuální bod na vertikální hran¥, Mij je pak 0 a do matice se
neukládá.

• 3, pokud Mij je kompletn¥ virtuální, Mij je op¥t 0, takºe se do matice neukládá.

P°i prvním vytvo°ení budou v²echna c samoz°ejm¥ rovná jedné, protoºe v²echny body
jsou reálné, ale po n¥kolika zjemn¥ních, m·ºe °ídící sí´ vypadat jako na obrázku 3.2.2.
Konstanta c má nap°íklad pro M3,3 hodnotu 2.2, pro M3,9 hodnotu 2.1, a pro M6,3

hodnotu 3, jelikoº bod je ryze virtuální a nenachází se na ºádné reálné hran¥.
Z matice soused· uº je jednoduché zjistit uzlové vektory pro kaºdý reálný bod °ídící

sít¥. Jak uº bylo uvedeno v kapitole 1.5.3, uzlové vektory mají tvar s = [si0, si1, si2, si3, si4]
a t = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4].

Pro nalezení uzl· si0 a si1, je t°eba se podívat na sousední body po levé stran¥ bodu.
Pokud je bod reálný, nebo je virtuální a nachází se na reálné vertikální hran¥, uzlem je
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M6,3

M3,3 M3,9

Obrázek 3.2.2: Zjemn¥ná °ídící sí´

hodnota s-hrany, na které leºí. Kdyº hledáme uzly si3 a si4, prozkoumáváme sousední
body na opa£né stran¥. Sloºky uzlového vektoru v parametru t, hledáme naho°e a dole,
a zajímají nás reálné sousední body nebo virtuální body na reálné horizontální t-hran¥.
Tomuto procesu hledání uzlových vektor· budeme °íkat uzlové pravidlo.

3.2.2 Zjem¬ování sít¥

�ídící body se nacházejí zatím jen v rovin¥, takºe jim p°i°adíme pr·m¥rnou vý²ku
vstupních bod· Vij abychom získali body v E3. Dal²í moºností jak °ídící body �pozved-
nout� je, pro kaºdý °ídící bod najít vstupní bod, který je mu nejblíºe a pak °ídícímu
bodu p°i°adit vý²ku tohoto bodu.

Tyto uº prostorové body aproximujeme B-spline plochou P (u, v) dle vztahu 1.3.3,
a op¥t dvakrát, tentokrát na v²echny vstupní body, aplikujeme metodu nejmen²ích
£tverc·, kde hledáme parametry bod· vytvo°ené B-spline plochy, které mají nejkrat²í
vzdálenost od vstupních bod·, tzn.

(uij, vij) = min ‖Vij −P (u, v)‖ , ∀u, v ∈ 〈0, 1〉 , ∀Vij,

a následné ur£ení posunu bod· a samotný posun, aby B-spline plocha lépe aproximovala
vstupní body.

�ídící sí´ nám rozd¥luje B-spline plochu nam×p oblastí. Ve zjednodu²eném p°ípad¥
pro 3× 3 oblasti, lze samotnou °ídící sí´ promítnutou do roviny vid¥t na obrázku 3.2.3.

Jádro navrhované metody leºí ve zjem¬ování °ídící sít¥ tam, kde je chyba aproxi-
mace nejv¥t²í, takºe si v kaºdé oblasti zjistíme kumulativní chybu vzdáleností zadaných
bod·, které spadají do této oblasti, od jejich nejbliº²ích bod· na B-spline plo²e. Do
oblasti, kde je chyba nejv¥t²í, budeme vkládat novou hranu a to tak, ºe její krajové
body se umístí do st°ed· del²ích stran oblasti [5].

Je pot°eba si uv¥domit, jak blízce spolu bázové funkce °ídících bod· a °ídící sí´ T-
mesh souvisejí. Pro kaºdý bod °ídící sít¥ existuje bázová funkce Bi (s, t) (1.5.2), a uzlové
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Obrázek 3.2.3: Oblasti B-spline plochy

vektory pro kaºdou bázovou funkci jsou nalezeny v °ídící síti uzlovým pravidlem. V
pr·b¥hu zjem¬ování ale toto spojení do£asn¥ rozd¥líme, tzn. dovolíme existenci bázové
funkce Bi (s, t), která poru²uje uzlové pravidlo, a existenci °ídících bod·, ke kterým
není p°i°azena ºádná bázová funkce.

Rozli²ujeme t°i druhy poru²ení, které se b¥hem procesu zjem¬ovaní mohou vyskyt-
nout:

• Poru²ení 1 - Ve vektorech bázové funkce chybí uzel, který by tam podle uzlového
pravidla pro aktuální °ídící sí´ být m¥l.

• Poru²ení 2 - Ve vektorech bázové funkce je uzel, který není uzlovým pravidlem
p°edepsán.

• Poru²ení 3 - Existuje °ídící bod, k n¥muº není p°i°azena ºádná bázová funkce.

Pokud se vyskytují jakákoliv poru²ení, je t°eba je jedno po druhém °e²it, aº uº ºádná
neexistují. Vy°e²ením v²ech p°ípad· poru²ení 1 a 2 se automaticky vy°e²í i p°ípady 3.

Tento p°ístup z £lánku [5] se lehce li²í od p·vodního p°ístupu v £lánku [3]. Tam bylo
ke dv¥ma pravidl·m, které jsou popsány v odstavci 1.5.3, pro T-spline plochy p°idáno
je²t¥ t°etí pravidlo:

• Nap°íklad na obrázku 3.2.4 m·ºe být bod A p°idán na horizontální hranu v °ídící
síti pouze v p°ípad¥, ºe t1 = t2 = t4 = t5.

To znamená, ºe uzlové vektory v t pro £ty°i okolní body (dva vlevo, dva vpravo) bodu,
který chceme vloºit, musí být stejné. Protoºe, ale uzlový vektor v t pro bod P2 je
odli²ný od uzlových vektor· v t pro body P1, P4 a P5, není moºné ihned p°idat nový
bod do °ídící sít¥. Jakmile se p°idají nové °ídící body pod body P1, P4 a P5, jako je
tomu na obrázku 3.2.4 vpravo, uº je vloºení bodu A povoleno.

Obdobn¥, p°i vloºení bodu na vertikální hranu, by musely být stejné uzlové vektory
pro £ty°i okolní body v parametru s.

Zárove¬ jsou je²t¥ dány rovnice pro p°epo£ítání pozic zú£astn¥ných bod·. Nap°íklad
pro vloºení bodu P

′
3, jako je zobrazeno na obrázku 3.2.5 mají rovnice podobu:
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Obrázek 3.2.4: T°etí pravidlo, zdroj [3]

P
′

1 = P1, P
′

5 = P5

P
′

2 =
d4P1 + (d1 + d2 + d3)P2

d1 + d2 + d3 + d4
(3.2.4)

P
′

4 =
(d4 + d5 + d6)P4 + d3P5

d3 + d4 + d5 + d6
(3.2.5)

P
′

3 =
(d4 + d5)P2 + (d2 + d3)P3

d2 + d3 + d4 + d5
(3.2.6)

V £lánku [3] je sice v rovnici (3.2.5) koe�cient u bodu P4 uveden jako (d4 + d4 + d4),
ale kv·li zachování konzistence s rovnicí (3.2.4) si jsem docela jista, ºe je tam chyba a
správn¥ je to tak, jak je zde uvedeno.

Obrázek 3.2.5: T°etí pravidlo, zdroj [3]

3.2.3 Zjemn¥ní bázové funkce. [5]

Zjem¬ovat T-spline plochu znamená vloºit do °ídící sít¥ jeden nebo více bod·. Jelikoº
jsou s °ídící sítí úzce spjaty bázové funkce a jejich uzlové vektory, vloºení nového °ídícího
bodu musí být spojeno s vloºením nových uzl· do bázových funkcí. Proces zjem¬ování
je realizován v t¥chto krocích:
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1. Vloºení poºadovaných bod· do °ídící sít¥.

2. Pokud se n¥jaká bázová funkce dopustila poru²ení 1, je t°eba do uzlových vektor·
této bázové funkce provést vloºení nového uzlu.

3. Pokud se n¥která bázová funkce dopustila poru²ení 2, vloºením p°íslu²ného bodu
do °ídící sít¥ se to napraví.

4. Opakuj kroky 2 a 3 dokud nejsou ºádná dal²í poru²ení.

Vloºení nového uzlu do uzlových vektor· bázové funkce je de�nováno následujícím
zp·sobem. Nech´ s = [s0, s1, s2, s3, s4] je uzlový vektor a s̃ je uzlový vektor om sloºkách,
který s obsahuje. Potom je moºné vyjád°it funkci N [s0, s1, s2, s3, s4] (s) , coº je kubická
B-spline bázová funkce N3

0 (s) spojená s uzlovým vektorem s = [s0, s1, s2, s3, s4], jako
lineární kombinaci (m− 4) B-spline bázových funkcí de�novanými nad podmnoºinami
o p¥ti sloºkách uzlového vektoru s̃.

Pro m = 6 vypadají rovnice zjemn¥ní takto (pro m > 6 jsou rovnice nalezeny
opakovanou aplikací t¥chto rovnic):

• Pokud s̃ = [s0, k, s1, s2, s3, s4],
pak N (s) = c0N [s0, k, s1, s2, s3] (s) + d0N [k, s1, s2, s3, s4] (s),
kde c0 = k−s0

s3−s0
a d0 = 1.

• Pokud s̃ = [s0, s1, k, s2, s3, s4],
pak N (s) = c1N [s0, s1, k, s2, s3] (s) + d1N [s1, k, s2, s3, s4] (s),
kde c1 = k−s0

s3−s0
a d1 = s4−k

s4−s1
.

• Pokud s̃ = [s0, s1, s2, k, s3, s4],
pak N (s) = c2N [s0, s1, s2, k, s3] (s) + d2N [s1, s2, k, s3, s4] (s),
kde c2 = k−s0

s3−s0
a d2 = s4−k

s4−s1
.

• Pokud s̃ = [s0, s1, s2, s3, k, s4],
pak N (s) = c3N [s0, s1, s2, s3, k] (s) + d3N [s1, s2, s3, k, s4] (s),
kde c3 = 1 a d3 = s4−k

s4−s1
.

• Pokud k ≤ s0 nebo k ≥ s4, potom se N (s) nem¥ní.

Bázová funkce Bi (s, t) m·ºe projít metodou vloºení bodu, jak v parametru s, tak v
parametru t. V algoritmu 2 je vid¥t stru£ný popis postupu.

Algoritmus 2: Metoda zjem¬ování °ídící sít¥

vstup: °ídící sí´, vkládaný bod
výstup: °ídící sí´
begin

vloºení nového °ídícího bodu do sít¥
While (existuje poru²ení)

Kontrola
If (existuje poru²ení 1)

vloºit nový uzel



KAPITOLA 3. APROXIMACE NEUSPO�ÁDANÉMNO�INY BOD�V PROSTORU37

If (existuje poru²ení 2)
vloºit nový bod do °ídící sít¥

return (°ídící sí´)

P°íklad: Postup vloºení bodu do °ídící sít¥ a následné zjemn¥ní bázových funkcí
budeme ilustrovat na p°íkladu. Na obrázku 3.2.6 (a) je zobrazena platná °ídící sí´ T-
mesh bez jakýchkoliv poru²ení. Jakmile v²ak vloºíme do sít¥ bod P2 (obr. 3.2.6 (b)),
vyvstane hned n¥kolik poru²ení.

P1

s0 s1 s2 s4 s5

t0

t1

t2

t3

t4

(a)

P1

s0 s1 s2 s4 s5

t0

t1

t2

t3

t4

P2

s3

(b)

P1

P2

s0 s1 s2 s4 s5

t0

t1

t2

t3

t4

(c)

Obrázek 3.2.6: Ilustra£ní p°íklad vloºení bodu do °ídící sít¥

Jelikoº má P2 uzlové sou°adnice (s3, t2), bázové funkce pro £ty°i nejbliº²í body na
hran¥ t2 nabývají poru²ení 1, jsou to bázové funkce umíst¥né v (s2, t2), (s1, t2), (s4, t2)
a (s5, t2). Jak bylo de�nováno na za£átku tohoto odstavce, nápravou je vloºení nového
uzlu, zde s3, do kaºdé z t¥chto funkcí.

Bázová funkce umíst¥ná v (s2, t2) má p°ed zjemn¥ním tvar

N [s0, s1, s2, s4, s5] (s)N [t0, t1, t2, t3, t4] (t) ,

a po zjemn¥ní, kde vkládáme uzel s3, se dle t°etího bodu 3.2.3 rozp·lí do dvou bázových
funkcí,

c2N [s0, s1, s2, s3, s4] (s)N [t0, t1, t2, t3, t4] (t) ,

k vid¥ní na obrázku 3.2.6 (c), a

d2N [s1, s2, s3, s4, s5] (s)N [t0, t1, t2, t3, t4] (t) ,

k vid¥ní na obrázku 3.2.7 (a).
Bázová funkce c2N [s0, s1, s2, s3, s4] (s)N [t0, t1, t2, t3, t4] (t) spl¬uje uzlové pravidlo,

a stejn¥ tak i zjemn¥ní bázových funkcí umíst¥ných v (s1, t2), (s4, t2) a (s5, t2).
Co v²ak podléhá poru²ení 2, je uzlový vektor v parametru t bázové funkce

d2N [s1, s2, s3, s4, s5] (s)N [t0, t1, t2, t3, t4] (t), na obrázku 3.2.7 (a), protoºe vektor de-
�novaný zjemn¥ním je [t0, t1, t2, t3, t4], kdeºto uzlové pravidlo uzel t3 nenajde. Tento
problém je moºné napravit jedin¥ vloºením nového °ídícího bodu do °ídící sít¥. Bodem,
který pot°ebujeme, je bod P3, zobrazen na obrázku 3.2.7 (b). Jeho vloºením se odstraní
poru²ení 2, ale zárove¬ vzniká poru²ení 1, protoºe jak je vid¥t na obrázku 3.2.7 (c),
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Obrázek 3.2.7: Pokra£ování ilustra£ního p°íkladu

bázová funkce umíst¥ná v (s2, t3) má uzlový vektor v parametru s, který neobsahuje
uzel s3, jak je uzlovým pravidlem poºadováno.

Poru²ení 1 se op¥t vy°e²í vloºením chyb¥jícího uzlu do uzlového vektoru. Tímto
vloºením se vy°e²í v²echna poru²ení 1 a 2 a tím zárove¬ i poru²ení 3.

Jelikoº zjem¬ování bázových funkcí a vkládání nových °ídících bod· do °ídící sít¥
vyºaduje uzlové hodnoty, které uº v °ídící síti T-mesh existují, algoritmus popsaný
tímto odstavcem, se provede v kone£ném po£tu krok·. Nejhor²í p°ípad, který m·ºe
nastat je, ºe by algoritmus protáhl £áste£nou °adu °ídících bod·, kterou vyrábí, podél
celé plochy.

Oproti algoritmu zjem¬ování ze star²ího £lánku [3], který je popsán ve druhé polo-
vin¥ odstavce 3.2.2, má toto zjem¬ování dv¥ výhody: je zaru£eno, ºe bude vºdy fungovat
a obvykle poºaduje vloºení o mnoho mén¥ dodate£ných °ídících bod·.

3.2.4 Zakon£ení

Jakmile máme vy°e²ena v²echna poru²ení pro vloºenou hranu, op¥t zjistíme posun
bod· °ídící sít¥ pro lep²í aproximaci metodou nejmen²ích £tverc·.

Poté spo£ítáme kumulativní chybu vzdálenosti vstupních bod· od plochy v kaºdé
oblasti (pouºíváme nové oblasti vytvo°ené vloºením hrany a dodate£nými body), a do
oblasti, kde je chyba nejv¥t²í op¥t vloºíme hranu. Toto provádíme tak dlouho, dokud
maximální vzdálenost vstupních bod· od plochy, neklesne pod zadanou p°esnost.

Hledanou výslednou plochou, která co nejlépe aproximuje vstupní body, je tato B-
spline plocha, jiº jsme vytvo°ili na za£átku a jejíº °ídící sí´ byla st°ídav¥ zjem¬ována a
posouvána.



Záv¥r

Cílem této diplomové práce bylo vymyslet a implementovat algoritmus pro aproximaci
bod· v prostoru T-spline plochou.

Za£átek je v¥novaný základ·m standardn¥ pouºívaných reprezentací v geometric-
kém modelování, tudíº Bézierovým k°ivkám a plochám, obecným spline k°ivkám a
plochám, B-spline k°ivkám a plochám, NURBS k°ivkám a plochám a nakonec tématu
celé diplomové práce T-spline plochám.

Ve druhé kapitole je popsána konverze mezi T-spline plochou a hierarchickou B-
spline plochou, a opa£n¥.

T°etí £ást se v¥nuje aproximaci neuspo°ádaných bod· v prostoru. Nejd°íve je popsán
existující algoritmus: hrubý postup nalezení °ídící sít¥ neuspo°ádané mnoºiny bod· a
její následná konverze na °ídící sí´ T-mesh. Druhá p·lka této £ásti se v¥nuje popisu
navrºenému algoritmu pro aproximaci zadaných bod· v prostoru. Algoritmus je více
mén¥ sloºením dvou £lánk· ([3] a [5]), s p°ede�nováním n¥kterých postup·.

Prvním krokem je získat aproximaci bod· promítnutých do roviny, takºe zadané
body promítneme, zjistíme jejich konvexní obal a �rohy� konvexního obalu. Jakmile
máme rohy mnoºiny bod· v prostoru, m·ºeme de�novat B-spline k°ivky mezi nimi.
Následn¥ na k°ivky pouºijeme metodu nejmen²ích £tverc·, pomocí které vypo£ítáme
posuny °ídících bod· k°ivky, aby k°ivka je²t¥ lépe aproximovala zadané body mezi
rohy. Výsledné k°ivky pouºijeme jako vstup do vyp·j£ené metody z Bakalá°ské práce
[4]. Výstupem metody je °ídící sí´.

Protoºe stále operujeme jen v rovinné oblasti, je t°eba bod·m této sít¥ p°i°adit
vý²ku a p°esunout se tak do prostoru. Tyto prostorové body °ídící sít¥ aproximujeme
B-spline plochou. Op¥t vyuºijeme metodu nejmen²ích £tverc· a vypo£ítáme posuny
bod· °ídící sít¥, aby B-spline plocha lépe aproximovala zadané body v prostoru. �ídící
sí´ rozd¥luje B-spline plochu na n¥kolik oblastí, v kaºdé oblasti vypo£ítáme kumulativní
chybu vzdálenosti zadaných bod· od B-spline plochy. V oblasti, kde je chyba nejv¥t²í
provedeme zjemn¥ní °ídící sít¥, a to vloºením nové hrany do sít¥.

Jelikoº jsou s °ídící sítí úzce spjaty bázové funkce vytvo°ené B-spline plochy, nelze
jen tak vloºit hranu do °ídící sít¥, je t°eba zkontrolovat, zda-li nenastala poru²ení této
spojitosti. Pokud ve vektorech bázové funkce chybí uzel, který by tam dle °ídící sít¥
být m¥l, je t°eba do uzlových vektor· této bázové funkce provést vloºení nového uzlu.
Pokud ale je ve vektorech bázové funkce uzel, který nelze v °ídící síti dohledat, vloºením
nového bodu do °ídící sít¥ se to napraví. Zmín¥né uzlové vektory se dají vy£íst z °ídící
sít¥ pomocí matice soused·.

Toto vkládání nových hran a následné p°epo£ítání sít¥ metodou nejmen²ích £tverc·
provádíme tak dlouho, dokud maximální vzdálenost vstupních bod· od plochy, neklesne
pod zadanou p°esnost.

39
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Takto byl algoritmus navrºen, ale bohuºel se nepoda°ilo dotáhnout jeho implemen-
taci do konce. První £ást je hotová po za£átek zjem¬ování °ídící sít¥, kdy máme vloºit
novou hranu do oblasti s nejv¥t²í kumulativní chybou. Druhá £ást, která se stará o
vy°e²ení v²ech poru²ení po vloºení nového bodu, je také hotová. Av²ak, protoºe jsem
pro implementaci druhé £ásti zvolila p°íli² pravidelná data, pravidla na vy°e²ení v²ech
poru²ení jsou nevhodná pro obecná data, a proto se tyto dv¥ £ásti nepoda°ilo v daném
£ase propojit, a tudíº algoritmus �náln¥ doladit.

Z d·vodu nedokon£ení práce nejsou ºádné výsledky, a proto ani nelze °íci, zda-li je
metoda, která byla vymy²lena, úsp¥²ná, £i ne.
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