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Abstrakt

Tato diplomova prace je zaméfena na studium vlastnosti Fuc¢ikova spektra nesymetrického diferenéniho
operatoru a na FeSitelnost okrajovych tloh. Nejdiive vySetiujeme vlastnosti Neumannova diferenéntho
operatoru. Hlavni vysledky se tykaji popisu jeho Pareto spektra, polarnfho Pareto spektra a souvislosti
s asymptotickym chovanim vétvi Fucikova spektra. Potom se zabyvame FeSitelnosti okrajovych tloh pro
diferen¢ni rovnice vzhledem k Fuéikovu spektru. Nakonec se zabyvame tvarem netrividlnich feSeni Di-
richletovy okrajové tlohy definované mnozing, ktera obsahuje intervaly a diskrétni body.

Kli¢ova slova: Fucikovo spektrum, Pareto spektrum, polarni Pareto spektrum, okrajova tloha, dife-
ren¢ni operator, nesymetrickd matice, FeSitelnost okrajové tlohy

Abstract

This Diploma Thesis is devoted to the study of properties of the Fucik spectrum of the asymmetric
difference operator and solvability of boundary value problems. At first, the properties of the Neumann
difference operator are studied. The main results concern description of its Pareto spectrum, polar Pareto
spectrum and relationship to an asymptotic behaviour of curves of its Fuc¢ik spectrum. After that, sol-
vability of the boundary value problems for difference equations with respect to the Fucik spectrum is
investigated. Finally, the nontrivial solutions of the Dirichlet boundary value problem defined on the set
which contains intervals and discrete points are investigated.

Keywords: the Fucik spectrum, the Pareto spectrum, the polar Pareto spectrum, the boundary value
problem, the difference operator, asymmetric matrix, solvability of the boundary value problem
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Uvod

Tato diplomova prace je zaméfena na studium vlastnosti Fu¢ikova spektra nesymetrického diferenéniho

operatoru.
V kapitole 1 se zabyvame vlastnostmi Neumannova diferenéniho operatoru reprezentovaného nesyme-
trickou ¢tvercovou matici

Popiseme c¢éast Pareto spektra a polarniho Pareto spektra matice A a ukazeme souvislost s asymptotickym
chovanim vétvi Fucikova spektra matice A.
V kapitole 2 se zabyvame feSitelnosti ulohy

Au = au’ - Bu” +g(u),

kde ,f e R,ueR", neN,n>2, g:R* - R".
V kapitole 3 hledame netrivialni FeSeni tlohy

u(t) + du(t) =0,  te(—q—p)U(+p,+q),

n
VAu(t) + Au(t) =0, te {—p, —p+h,...,—p+ [§J h},
AVu(t) + A u(t) =0, te {—p—|— [g—‘ h,...,—p-+nh, +p},
u(—q) = u(+q) = 0.
2p
kdeneN, A eRalO<peR, p<qgeR h=——.
n+1



Kapitola 1

Neumanntv diferen¢ni operator

UvaZzujme linearni diferencialni operator L : L2(0,1) — L?(0,1) definovany jako

(Lu)(z) = —u(=),

D(L) = {ueC'((0,1))NC*0,1) : u/(0) = /(1) = 0}. )

Podminkam «/(0) = «/(1) = 0 budeme fikat Neumannovy okrajové podminky.

Definice 1.1 ([3]). M&me operator T : H — H, kde H zna&i Hilbertitv prostor. Cislo A € C nazveme
vlastnim ¢islem operatoru T, existuje-li nenulovy prvek w € H tak, Ze

Tu = \u.

Piislusné feSeni u nazveme vlastnim prvkem operatoru T' (odpovidajici vlastnimu &islu A). Mnozina vSech
vlastnich ¢isel operatoru T' se nazyva bodové spektrum a znadi se o(T). O

Nasledujici véta popisuje bodové spektrum o (L) operatoru L. Vybrané vlastni funkce operatoru L
jsou znézornény na obrazku 1.1.

Véta 1.2. Viastni ¢isla operdtoru L definovaného v (1.1) maji tvar A\, = (km)?, k € Ng = NU{0}. K nim
prislusné vlastni funkce maji tvar uy(x) = cos(kmx).

Diikaz. Operéator L je symetricky, protoZe pro vSechny prvky w,v € D(L) plati
1 ) 1
(u, Loy 20,1y = / —u(z)v” (z)dz = [ — u(x)v'(2)], —|—/ o (z)v (z)da
0 0
1 ) 1
= / o ()0 (x)dx = [u’(x)v(x)]o —/ v’ (z)v(z)dz
0 0
1
= / —u"(z)v(x)dz = (Lu,v) 20,1
0
Vlastni &sla symetrického operatoru jsou realna (zdtvodnéni lze nalézt v [3]), stadi se tedy omezit na

A € R. Odvozeni pro A € R miZeme najit v [11]. [

Necht f = f(z) je realna funkce. Jeji kladnou €asti rozumime funkci f* : z — max{f(x),0} a zapor-
nou &asti funkci f~ : z +— max{—f(z),0}. Ziejmé plati f = f* — f~ a |f| = f+ + f~. Priklad funkce f,
jeji kladné a zaporné ¢asti je na obrazku 1.2.

Mgéjme tlohu

Lu=au® — Bu”, (1.2)

kde o, 5 € R.



= uo () y = u1(w) y = u2(w) y = uz(w) y = ua(w)
yA y] y{ y{ y{
—

Obrézek 1.1: Nékteré vlastni funkce operatoru L.

Definice 1.3. Mnozina
2(L) = {(a,8) € R*: Lu= au™ — Bu” ma netrivialni feseni}
se nazyva Fucikovo spektrum operédtoru L. O

Informace o Fuéikové spektru jsou v [6].

y=f(z) y=fT(z

R RILAL

Obrazek 1.2: Kladné a zaporna ¢ast funkce.
Pro kazdé realné A € (L) je (A\,\) € (L), nebot u =u™ —u~, tedy
{0A) eR? N eo(L)} € X(L).

Fucikovo spektrum je symetrické vzhledem k piimce S = «, coz muzeme zformulovat jako néasledujici
lemma.

Lemma 1.4. Necht X(L) je Fucikovo spektrum operdtoru L definovaného v (1.1). Potom plati
(a,8) € ¥(L) < (B,a) € X(L).

Diikaz. Dokazme implikaci zleva doprava, opatna implikace se dokazuje zcela analogicky. Necht («, ) €
Y (L). Potom existuje prvek u, ||u|]| =1 tak, Ze plati Lu = au™ — fu~. Zvolme v = —u. Potom ||v| = 1,
vP=u", v  =ut a

tj. L(—v) = av™ — BvT. Diky linearité operatoru L plati Lv = v — av™ a tedy (8,a) € X(L). [ |
Uvedme, jak vypadéa Fuéikovo spektrum (L) operatoru L (viz obrazek 1.3).

Véta 1.5. Fucikovo spektrum operdtoru L definovaného v (1.1) je ddno jako
U K,
meNy

. mT
BN

Diikaz. Odvozeni miizeme najit v [11]. [ |

kde Ko = {(, B) € R? : a3 = 0}, Km{(a,ﬂ)GRz +2m7;1} prom > 1.
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Obrazek 1.3: Fuéikovo spektrum operatoru L (viz [11]).
Necht n € N, n > 2. Uvazujme tlohu
() 4+ aut(z) — fu=(x) =0, x€(0,n—1), 13
1.3
w'(0) =u'(n—1) =0,
kde a, 8 € R. Ulohu (1.3) mizeme zapsat jako
Lou=out — pu”,
kde operator L, : L?(0,n — 1) — L?(0,n — 1) je definovan jako
(Lou)(z) = —u/(z),
D(Ly,) = {uelC'((0,n—1))NC%*0,n—1): 4/ (0) =u/(n—1)=0}.
Zavedenim substituce pro = € (0,n — 1)
t= v ,
n—1
dostaneme diferencialni rovnici v (1.3) ve tvaru
v’ (t(n — 1)) + au™ (tH(n — 1)) — Bu™ (t(n — 1)) =0. (1.4)

Ozna¢me v(t) = u(t(n —1)). Pak
V' (t)=(n— 1D (t(n—1)), V"(t)=(n—1)>%"(t(n—1)).

Tedy, rovnice v (1.4) ma tvar

v"(t(n —1)) + (n — 1)t (t(n — 1)) — (n —1)*Bo~ (¢(n — 1)) =0, t€(0,1).

7 véty 1.2 pak plyne, ze vlastni ¢isla A operatoru L, maji tvar

2
/\:<k‘71'> , k € Np.
n—1




1.1. FUCIKOVO SPEKTRUM

1.1 Fucikovo spektrum

V této ¢asti provedeme diskretizaci ilohy (1.3). Uvazujme mnoziny T = {0,1,...,n—1} a T= {-1,0,...,n},

kde n € N, n > 2. Necht u : T — R. Definujme kladnou a zdpornou &ast u jako u™ : ¢ — max{u(t),0}

a zapornou ¢asti funkci u™ : ¢ — max{—u(t),0}. Definujme centralni pomérnou diferenci 4,
Cu(t+1)—u(t-1)

dcu(t) = 3 , teT.

Potom
u(n) —u(n — 2).

2
Uzitim dopfedné diference (definujeme ji jako Au(t) = u(t + 1) — u(t)) a zpétné diference (definujeme ji
jako Vu(t) = u(t) — u(t — 1)) dostaneme

sou(0) = —>——, du(n-1)=

AVu(t) A(Vu(t)) = A(u(t) —u(t — 1)) = Au(t) — Au(t — 1)

ut+1)—ult) —ult)+ut—1)=ult+1)—2u(t)+ult—1).

Diskretizace ulohy (1.3) ma tvar

AVu(t) + aut(t) — pu=(t) =0, teT, 15)
1.5
d.u(0) =deu(n—1) =0,
kde «, 8 € R. Uvédomme si, Ze definiéni obor feSeni u = u(t) dlohy (1.5) je zavisly na hodnoté n.
(751 ul ul U1
A A
u=ut u ut u~ u~
ut
u”- =0 uo u ) ut =0 wo o )
u u
Obrézek 1.4: Kladna u™ (gervend) a zdporna u~ (mod¥e) ¢ast vektoru u = [ug, us]7.
RozepiSeme-li operatorovou rovnici v (1.5), dostaneme n rovnic tvaru
u(1) —2u(0) + u(-1) + au*(0) — pu=(0) = 0,
u(2) —2u(1l) + u(0) + au™ (1) = fu=(1) = 0,
: (1.6)
un—1)—-2u(n—-2)+un—-3)+aut(n—-2)—pFu (n—-2) = 0,
u(n)—2u(n—1)+un—2)+aut(n—1)—pu (n—1) = 0.
Z Neumannovy okrajové podminky v (1.5) plyne
u(—1) =u(l), u(n) =u(n —2). (1.7)

Po dosazeni (1.7) do (1.6) maji prvni a posledni rovnice v (1.6) tvar

2u(1) — 2u(0) + cut(0) — fu=(0) = 0,
—2u(n—1)+2u(n—-2)+aut(n—-1)—pu (n-1) = 0.

5



1.1. FUCIKOVO SPEKTRUM

Zavedme maticovy tvar tlohy (1.5). Oznacime-li

ug =u(0), ug =u(l), ...,up—1 =u(n—1),
je u = [ug,u1,...,u,_1]7, ut = [ugt,uli,...,uffl]T.

Celkem tlohu (1.5) muZeme zapsat v ekvivalentnim maticovém tvaru jako
Au=au’ - pu", (1.8)

kde o, € R a

je trfidiagonalni matice rozméru n x n, ktera neni symetricka.

Pokud v dal$im textu pouZijeme matici A, vZdy budeme mit na mysli matici A definovanou v (1.9).
se jedna (jakého typu). Déile budeme asto vektory u = [ug, ..., u,_1]7 psit ve tvaru u = u(t), t € T
a naopak. Pro n = 2 muZeme jednoduse znazornit (viz obrazek 1.4), jak vypada kladna a zaporna Gast
vektoru v libovolném kvadrantu. Mnozinu v8ech redlnych ¢tvercovych matic typu n x n budeme znaéit
M,,neN,n>2.

Definice 1.6. Rekneme, Ze matice M, N stejného fadu jsou podobné, existuje-li regularni matice D
takova, ze
M =D 'ND. O

Lemma 1.7. Necht matice M,N € M,, jsou podobné. Potom maji stejnd vlastni éisla, tj.
oc(M) = o(N).

Diikaz. Necht A € o(M), tj.
Mu = Au.

Necht je M = D~!ND. Pak dostaneme vyuZitim podobnosti matic

D 'NDu = J\u,
NDu = MDu.
Oznac¢ime-li v = Du, je
Nv =Av
a tedy pro matici N je A € o(N). |

Lemma 1.8. Necht B € M, je symetrickd matice. Potom pro ni plati o(B) € R.
Diikaz. Vlastni ¢isla symetrického operatoru jsou realna (zdivodnéni lze nalézt v [3]). [
Lemma 1.9. Necht A je matice definovand v (1.9). Potom o(A) € R.

Diikaz. Necht D je diagonalni matice typu (n X n) tvaru

1 1



1.1. FUCIKOVO SPEKTRUM

Matice D je regularni. Ozna¢ime-li B = D~'AD, pak ma B tvar

1 2 -2 1
V2 -1 2 -1 2
B = D !'AD=
V2 1 2 -1 2
1 -2 2 1
F o 3 }
-2 2 -1
-1 2 -1

-1 2 -1

-1 2 =2
L -2 2
a tedy B je symetrickd matice. Protoze matice A a B jsou podobné, plyne z lemmatu 1.7, ze maji stejna

vlastni ¢isla. Vlastni ¢isla redlné symetrické matice jsou podle lemmatu 1.8 realna. A proto i vlastni ¢isla
matice A jsou realné. |

Na obrazku 1.5 vidime vlastni vektory matice A pro n = 10. Jejich tvar popisuje véta 1.10.

y = uo(t)

Obrazek 1.5: Vlastni vektory matice A pro n = 10.

Véta 1.10. Necht' A je matice definovand v (1.9), n € N, n > 2. Viastni ¢isla matice A jsou jednoduchd,
plati pro né
0= <M<...<\_1=4

a maji tvar

km kmt
—_ t) = — k 1,...,n—1 teT
2(7’l— 1)) uk( ) COSn_lv € {07 3 ) TV }7 S

kde uy, je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu Ag.

Ar = 4sin?

Diikaz. 7 lemmatu 1.9 plyne, ze vlastni ¢isla matice A jsou realna. Uloha nalezeni vlastnich &isel matice
A je tedy ekvivalentni tloze nalezeni takovych A € R, pro které ma diferenc¢ni tuloha

{ AVu(t)+ Au(t) =0, teT,

u(-1)—u(1) =0, u(n)—u(n-2)=0, (1.10)

netrivialni feSeni, n € N,n > 2. ProtoZe diferen¢ni rovnici v (1.10) mtZeme zapsat jako

ut+1)+ult)(A—2)+u(t—1) =0,



1.1. FUCIKOVO SPEKTRUM

mé odpovidajici charakteristickd rovnice tvar
m?+ (A —2)m+1=0.
Jeji kofeny maji tvar
-+ ( (>\72)2f4)(C

2

Z tvaru charakteristické rovnice je zfejmé mq o # 0. Dalsi postup rozdélime na tf¥i piipady a to podle
znaménka diskriminantu charakteristické rovnice, tj. na |A —2| =2, [A—2| >2a |A —-2| < 2.

my2 = (1.11)

1. Je-li |A — 2| = 2, existuje pouze jeden kofen charakteristické rovnice, ktery ozna¢ime m. Potom ma
obecné feseni diferen¢ni rovnice v (1.10) tvar

u(t) = Clmt + Cgtmt, Cl, Cy e R.
Z okrajovych podminek v (1.10) dostaneme

Clmfl — szil Clm + Cgm,

Cim™ + Conm™ = Cym" 24 Cy(n — 2)m" 2. (1.12)

Protoze uvazujeme |A — 2| = 2 a A € R, dostaneme pouze X € {0,4}.

Nejdfive uvazujme A = 0, tj. m = 1. Potom ma obecné feSeni diferenéni rovnice v (1.10) tvar
ll(t) =C1 4+ Cqt, C1,Cy €R.

Pokud by platilo Cy # 0, tj. pripad jako na obrazku 1.6 vlevo, potom by nemohly byt splnény
Neumannovy okrajové podminky v (1.10). Je tedy Co = 0 a tim dostaneme feSeni ve tvaru u(t) =
C4,Cy € R, které vidime na obrazku 1.6 vpravo. Cislo A = 0 je proto vlastnim ¢islem matice A a
jemu odpovidajici vlastni vektor ma tvar u(t) = 1 (vektorové: u = [1,...,1]7).

y=C1+ Cat y=0C

Obrézek 1.6: Obecné feseni rovnice (1.10) pro m = 1.

Uvazujme A = 4, neboli m = —1. Pak méa obecné FeSeni diferenéni rovnice v (1.10) tvar
u(t) = C1(=1)" + Cat(-1)", C1,C; €R.

Opét, pokud by platilo Cy # 0, tj. pfipad jako na obrézku 1.7 vlevo, potom by nemohly byt splnény
Neumannovy okrajové podminky v (1.10), nebot maji tvar

Ci(-=1)' = Co(=1)"1 = —C1 =, (1.13)
01(—1)n + C’gn(—l)" = Cl(—l)n_2 + OQ(TL — 2)(_1)71—2. ’
Zvolime-li Cy = 0, pak je druhd rovnice v (1.13) splnéna pro libovolné C; € R. Tak dostaneme

feseni ve tvaru u(t) = C1(—1)!, C; € R, které vidime na obrazku 1.7 vpravo. Cislo A = 4 je proto

vlastnim &islem matice A a jemu odpovidajici vlastni vektor ma tvar u(t) = (—1)*.



1.1. FUCIKOVO SPEKTRUM

y = C1(=1)" 4 Cat(-1)*

Obrazek 1.7: Obecné feseni rovnice (1.10) pro m = —1.

2. Je-li [A — 2| > 2, obecné feseni diferen¢ni rovnice v (1.10) ma tvar
u(t) = Clmﬁ + Cgm'é, C,Cy € R.

Kofeny charakteristické rovnice vypo¢tené v (1.11) maji pro |\ — 2| > 2 tvar

(2—)\)1\/2()\—2)2—4 (1.14)

myi2 =

a tedy my 2 € R (protoze A € R).
Z okrajovych podminek v (1.13) dostaneme

C1(my)~ + Ca(mg) ™t Cimy + Coma,
C1 (ml)” —+ Cg(mg)n = Cl(ml)niz + Cg(mg)niz.

ZjednoduSenim ziskaime podminku existence netrividlniho feSeni ve tvaru
n—1 n—1 __
my - —my ~ =0. (1.15)

Uvazujeme my o # 0, mi2 € R a tedy jedina realna m; o spliujici (1.15) jsou m; = mg nebo
m; = —msy (pouze pro n liché), m; € R\ {0}. Z (1.14) plyne, Ze ani jeden z téchto p¥ipadi
nenastane, nebot uvazujeme |A — 2| > 2. Proto pro |A — 2| > 2 neexistuje zadné A, pro které by
existovalo netrivialni feseni tlohy (1.10).

3. Zabyvejme se piipadem |\ — 2| < 2. Zavedme substituci

2
6 = arccos 5 )\, [A—2] <2 (1.16)

Tim dostaneme 6 € (0, 7). Kofeny charekteristické rovnice maji pak tvar

(2-XN)+ ( (A—2)2 —4)(C B 2cosf + ( (—2cos6)? _4)c

mip = 5 5
2cosf + 2 (Vcos? 6 — 1)@ Lo

= =cosf tisinf = e,
2

a obecné FeSeni rovnice v (1.10) miZeme zapsat jako
u(t) = Cy cos(0t) + Cysin(0t), Cq,C2 € R.
Okrajové podminky v (1.10) maji tvar

C1 cos(—0) 4+ Cy sin(—0) C1cos + Cosind,
Ci cos(nf) + Cosin(nf) = Cjcos((n—2)8) + Cosin ((n —2)6).

(1.17)



1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

Z prvni rovnice v (1.17) dostaneme Cosinf = 0. Proto je Co = 0, nebot uvazujeme 6 € (0, 7).
Dosazenim do druhé rovnice dostaneme

Cl(cos (nf) — cos ((n — 2)9)) =0.
To je pro C; # 0 splnéno, pokud plati

-2 —(n—-2
sin n9+(721 )0 sin nf (Z )0 =0

neboli
sin (6(n — 1)) sin6 = 0,

k
coZ je splnéno pro 6 = %, k € Ny. Protoze méa platit 6 € (0,7), je k € {1,2,...,n— 2}.
n_

Vlastni ¢isla A\ maji tvar

k
—4sin2 T ke{l,2,...,n—2}.

km
Ao =2 — 2cos
b 1 2(n — 1)’

Prislusné vlastni vektory ug maji tvar

) krt

u = cos .

k n—1

Nasobnost vlastnich éisel jiz plyne z jejich tvaru a z konstrukce, kterou jsme je ziskali. |

Pro diferen¢ni operatory mizeme definovat Fuéikovo spektrum analogicky jako pro diferencialni ope-
ratory. Diky tomu, Ze diferen¢ni operatory (je-li definiéni obor operatoru mnozinou kone¢né dimenze)
jsou reprezentovany matici, definujeme Fuéikovo spektrum pro matici.

Definice 1.11. Necht B € M,,. Fuc¢ikovo spektrum matice B ma tvar
Y(B) = {(a,ﬁ) € R? : Bu= au’ — fu” ma netrivialni feéeni}.

O

vidime Fué¢ikovo spektrum pro matici A rozméru n = 6 a pro matici A rozméru n = 10.

1.2 Pareto spektrum a polarni Pareto spektrum

V této ¢asti definujeme pojmy Pareto spektrum matice a polarni Pareto spektrum matice.
Necht x € R, x = [x0,...,7,_1]T. Potom nerovnosti

x>0

budeme rozumét n nerovnosti
o ZO,...,.’L‘n,1 20

Analogicky (po slozkach) chapeme i nerovnosti x > 0, x < 0, x < 0. Skalarnim sou¢inem dvou prvka

u,v € R” budeme rozumét

(u,v) =ulv.

Normou vektoru u € R”, u = [ug, - . ., u,_1]T, budeme rozumét eukleidovskou normu vektoru

1

n—1 2

[all = (E U?> :
=0
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1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

Obrazek 1.8: Fucéikovo spektrum matice A pro n = 6 (vlevo) a n = 10 (vpravo).

Definice 1.12 ([15]). Realné ¢islo A se nazyva Pareto vlastnim éislem matice B € M, pokud existuje
nenulovy vektor x € R™ spliujici

x>0, Bx—Ax>0, (x,Bx-—\x)=0. (1.18)

V takovém pfipadé se x nazyva Pareto vlastnim vektorem matice B (pfislusny k Pareto vlastnimu &slu
A). Mnozina vSech Pareto vlastnich &isel matice B se nazyva Pareto spektrum matice B a znadi se
Upareto(B)- U

U matice nas nebude zajimat pouze jeji Pareto spektrum, ale i jeji tzv. poldrni Pareto spektrum, které
definujeme nasledovné.

Definice 1.13. Reéalné &islo A se nazyva poldrnim Pareto vliastnim c¢islem matice B € M,,, pokud existuje
nenulovy vektor x € R™ spliiujici

x>0, Bx—Ax<0, (x,Bx-—\x)=0. (1.19)

V takovém piipadé se x nazyva poldrnim Pareto vlastnim vektorem matice B (piislusny k polarnimu
Pareto vlastnimu ¢islu ). MnoZina v8ech polarnich Pareto vlastnich ¢isel matice B se nazyva poldrni
Pareto spektrum matice B a znaci se 0p,,04,(B). O

Rozdil v definici Pareto vlastnich ¢&isel a polarnich Pareto vlastnich éisel je v druhé nerovnosti v (1.18)
a (1.19). Vzajemny vztah mezi Pareto vlastnimi ¢isly a polarnimi Pareto vlastnimi ¢isly dava nasledujict
lemma 1.14.

Lemma 1.14. Necht B € M,,. Potom
A € Opareto(B) <= —A € pareto(—B).

Diikaz. Necht \ € o°

pareto

(B). Pak plati (1.19), tj.

x>0, Bx—Ax <0, (x,Bx—X\x)=0.

11



1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

Nerovnost Bx — Ax < 0 je ekvivalentni s nerovnosti (—B)x — (—A)x > 0. A rovnost (x,Bx — Ax) =0 je
ekvivalentni s rovnosti (x, (—B)x — (—A)x) = 0. To ale znamena, 7e (1.19) je ekvivalentni s

x>0, (-B)x—(-A)x>0, (x,Bx—Xx)=0,
a proto —\ € gpareto(—B). |
Pro matici B € M,, mame odhad na pocet J,, Pareto vlastnich ¢isel ve tvaru
1<6, <n2" ' —(n—1).

Dikaz tohoto tvrzeni miZzeme najit v [13].

Necht B € M,,. Oznaéme jeji prvky b;;, i,7 € {0,...,n — 1}. Necht I je neprazdnd podmnozina
indexové mnoziny N = {0,...,n — 1}. Hlavnim minorem B! matice B budeme rozumét étvercovou
matici ziskanou vyskrtnutim i-tého fadku a i-tého sloupce, pokud ¢ ¢ I. Symbolem |I| zna¢ime mohutnost
mnoziny I. Déle definujme Int(R?}) = {x € R™ : x > 0}. Nasledujici véta 1.15 fika, Ze pokud je ¢islo
A Pareto vlastnim ¢&islem, potom je vlastnim ¢islem néjakého hlavniho minoru. Ale opa¢néa implikace
neplati.

Véta 1.15 ([15]). Necht B € M,,. Potom X je Pareto vlastnim cislem matice B prdvé tehdy, kdyZ existuje
neprdazdnd indexovd mnozina I C N a vektor n € RV tak, ze

Bln=xp, nent®), Y bym>0vie NI (1.20)
JjeI
Potom vektor x € R™, ktery je definovdn po slozZkdch jako

S n; prot €1,
1L 0 proieN\I,

je Pareto vlastnim vektorem ptislusnym Pareto vlastnimu &islu .

Poznamka 1.16. Pro polarni Pareto vlastni ¢isla ma véta 1.15 stejné znéni, jen se zméni podminka
v (1.20) na

> byn; <0Vie N\ O
JEI
Piiklad 1.17. Na tomto pfikladu ilustrujeme, ze Pareto spektrum matice a polarni Pareto spektrum
matice miuze byt odlisné, a Ze matice a jeji transpozice nemusi mit stejné Pareto spektrum. Necht

2 —
B — [ 2 }
Oznac¢me jeji prvky b;j, 4,7 € {0,...,n —1}.

1. Nejdfive zvolme I = {0,1}. Tim dostaneme A € o(B) = {—2,1}.

(a) Pro A = —2 je prislusny vlastni vektor u = [1,1]7 > 0 atedy —2 € opareto(B), =2 € 0%, 010(B).

pareto

(b) Pro A =1 je piislusny vlastni vektor u = [4,1]7 > 0 a tedy 1 € opareto(B), 1 € 0%5160(B)-

pareto

2. Zvolime-li I = {0}, pak je I \ N = {1} a hlavni minor matice bude pouze &islo 2, které¢ je tedy
soucasné vlastnim ¢islem A = 2 hlavntho minoru. K nému piislusny vlastni vektor ma tvar ug = C,
C > 0 a tim je splnéna podminka ug € Int(R, ). Dale plati

Zbijuj =bouo =1C >0
jel

a tedy 2 € Opareto(B), ale 2 ¢ 035, (B).

pareto

12



1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

3. Zvolime-li I = {1}, pak je I \ N = {0} a hlavni minor matice bude pouze ¢&islo —3, které je tedy
soucasné vlastnim ¢islem A = —3 hlavniho minoru. K nému pfislusny vlastni vektor mé tvar uy = C,
C > 0 a tim je splnéna podminka u; € Int(R, ). Dale plati

Zbijuj =boru; = —4C <0

jel
a tedy podminka Zjel biju; > 0 Vi € N \ I neni nikdy splnéna a proto —3 ¢ opareto(B), ale
-3¢ Ugareto(B)

Vysetfeme Pareto spektrum matice B”, tj. matice
BT — [ 2 1 }

1. Nejdiive zvolme I = {0,1}. Tim dostaneme \ € o(BT) = {2, —-1}.

(a) Pro A = 2 je piislusny vlastni vektor u = [~1,4]7 a tedy 2 ¢ opareto(BT).
(b) Pro A = —1 je piislusny vlastni vektor u = [—1,1]7 a tedy —1 & opareto(BT).

2. Zvolime-li I = {0}, pak je I \ N = {1} a hlavni minor matice bude pouze ¢&islo 2, které je tedy
soucasné vlastnim ¢islem A = 2 hlavniho minoru. K nému pfislusny vlastni vektor méa tvar ug = C,
C > 0 a tim je splnéna podminka ug € Int(R, ). Dale plati

Z bjillj = bgluo =—-4C <0
jel

a tedy 2 ¢ Upareto(BT)'

3. Zvolime-li I = {1}, pak je I \ N = {0} a hlavni minor matice bude pouze ¢&islo —3, které je tedy
soucasné vlastnim ¢islem A = —3 hlavniho minoru. K nému pfislusny vlastni vektor mé tvar uy = C,
C > 0 a tim je splnéna podminka u; € Int(R4 ). Dale plati

Z bjiuj =bou; =1C >0
jerl

a tedy —3 ¢ Opareto(BT).
Celkem dostaneme opareto(B) = {—2,1,2}, 0p,010(B) = {3, =2, 1}, Opareto(BT) = {-3}. O

Pocet podmnozin neprazdné mnoziny I je 2™ — 1. Pro kaZzdou tuto mnozinu I ziskdAme matici typu
|I| x |I|, pro kterou Fe$ime problém vlastnich &isel. Pro kazdé vlastni ¢islo musime ovéfit, zda spliuje
podminku v (1.20). Z této konstrukce je zfejmé, Ze algoritmus hledajici vSechna Pareto vlastni ¢isla matice
vyuzivajici vétu 1.15, ma exponencialni slozitost.

Pro vypocet Pareto vlastnich ¢isel a Pareto vlastnich vektori muZeme pouzit také semi-hladkou
Newtonovu metodu (anglicky: semi-smooth Newton method), podrobnosti najdeme v [1]. Vyhodou tohoto
algoritmu je, Ze je pro nalezeni nékolika Pareto vlastnich ¢isel velmi rychly, ale nevyhodou je to, Ze nemusi
najit v8echna Pareto vlastni ¢isla. A protoze nevime, kolik Pareto vlastnich &isel pro obecnou matici
existuje, nemusime timto algoritmem ziskat celé Pareto spektrum. Na obrazku 1.9 jsou polarni Pareto
vlastni vektory matice A nalezené semi-hladkou Newtonovou metodou.

Dale se budeme zabyvat konkrétnim tvarem Pareto vlastnich ¢isel a polarnich Pareto vlastnich ¢isel
matice A, ktera je definovana v (1.9).

Véta 1.18. Cislo A\g = 0 je Pareto vlastnim c¢islem a poldrnim Pareto vlastnim ¢islem matice A. Prislusny
Pareto vlastni vektor a poldrni Pareto vlastni vektor md tvar ug = [1,...,1]%.

Diikaz. Je-li \g = 0, ug = [1,...,1]7, jsou zfejmé podminky v (1.18) i v (1.19) splnény, nebot ug > 0,
AuO: [0,...,0}T:0, <1107AUO> =0. |
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1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

Obrézek 1.9: Polarni Pareto vlastni vektory matice A nalezené semi-hladkou Newtonovou metodou pro
n = 10.

Zavedme dvé &iselné mnoziny S, L, jako

Sp={i:i=2k,keN,i <2(n—-1)}, (1.21)
L,={i:i=2k+1,keN,;i<n-—1}. ’
Je-li napriklad n = 10, potom maji mnoziny S,,, L, tvar

Sio = {2,4,6,8,10,12,14,16,18}, Lio = {3,5,7,9}.

Na obrazku 1.10 vidime polarni Pareto vlastni vektory matice A pro n = 10 (sefazeny podle velikosti
pfislugného polarniho Pareto vlastniho ¢isla), jejichz tvar dava nasledujici véta 1.19.

Véta 1.19. Necht A je matice definovand v (1.9), n € N, n > 2. Potom
Ap :2—2cosz, pES,ULy,
p

jsou poldrni Pareto vlastni ¢isla matice A. Odpovidagjici poldrni Pareto vlastni vektor pro p € S, md tvar

w,(t) = cos(%mf) pro t € {0,...,5},
P10 protc{§+1,...,n—1},

a pro p € L, md tvar

w(t) = sin (%mﬁ) prot € {0,...,p},
P10 prote{p+1,...,n—1}

Diikaz. Pfipomenime tvar matice A

Diikaz rozdélime na dvé ¢asti (podle volby p). V kazdé ¢asti ukazeme, Ze pro takovou volbu jsou podminky
v (1.19) splnény.
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y = uo(t)

t t

t

Obrazek 1.10: Polarni Pareto vlastni vektory matice A pro n = 10.

1. Uvazujme p € S,. Vektor u,(t) zapiSeme jako

cos(
cos(

RS RS A
—
S~—"

cos (%(

COs

SRS
|
—
Z
S—

o

L 0 -

Protoze pro i € {0, ey %} plati cos(%i) > 0, je podminka u, > 0 splnéna. Déle je

Au,

Vyuzitim souctového vzorce

cos (g(z - 1)) + cos (g(z + 1)) = 2cos (%) cos (p

2 —2cos(})
—cos (%0) +2cos(71) — cos (%2)

— cos (%(z -1)) + 2C(;S(%i) — cos (%(z +1))
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1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

dostaneme

_ 0 . _ 0 -
0 0
0 0

Au, — \yu, = - = . <0,
L A ¢ — cos (5(’2771)) —sin (Z)

0 0

L 0 i L 0 i

protoze —sin% > 0 pro p € S. Dale plati (u,, Au, — Apu,) = 0, nebot jedind nenulova slozka

vektoru Au, — A u, je na pozici g a na této pozice je vektor u, nulovy.

2. Pro p € L,, dikaz provedeme zcela analogicky. Vektor u,(t) zapiSeme jako

sin(7-0) ]
sin(7 - 1)
w — sin(%(pfl)) >0
b sin(7p)
0
o]
Dale je
i —2sin(%) T
—sin (%0) + 2sin(31) —sin (Z2)
—sin (2(i — 1)) + 2si}1(gi) —sin (5 (i +1))
Au, — \pu, =
—sin (%(% -2)) + 2sin(F(5 — 1)) —sin (%(%))
—sin (%(p -1))
0
_ 0 _
Vyuzitim
sin (f(z - 1)) + sin (E(z + 1)) = 2cos (f) sin (fi),
dostaneme ) _ ) )
—2sin (%) —2sin (%
0 0
Au, — \u, = 0 0 <o.
e = Aty —sin (Z(p— 1)) —sin (Z) B
0 0
i 0 | A
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Déle plati (u,, Au, — Apu,) = 0, nebot jediné dvé nenulové slozky vektoru Au, — A,u, jsou na
pozicich 0 a p a na téchto pozicich je vektor u, nulovy. |

Disledek 1.20. Necht A je matice definovand v (1.9), n € N, n > 2. Dolni odhad poctu poldrnich
Pareto vlastnich cisel matice A je
n
- -1
n+ {QJ

Diikaz. Dolni odhad poé¢tu polarnich Pareto vlastnich dostaneme z poc¢tu prvka v mnozinach S,, L.,
a z toho, Zze 0 € o2 (A), coz plyne z véty 1.18. [ |

pareto

V této ¢asti vysvétlime nékteré dalsi vlastnosti polarnich Pareto vlastnich vektorti matice A. Zaved me
nasledujici znaceni. Necht

u,(t) = [up(0), ..., up(n —1))°

je polarni Pareto vlastni vektor pfislusny polarnimu Pareto vlastnimu &islu A,, ktery ma tvar ve smyslu
vty 1.19 nebo véty 1.18. Interval (0,n — 1) je rozdélen na (n — 1) ekvidistantnich podintervala délky
jedna

d; = (4,i+1), i€{0,...,n—2},

tJ d() = <0, 1>, dl = <1,2>, ceey dn,Q = <TL - 2,n — ].>
Nejdiive uvazujme polarni Pareto vlastni ¢islo Ag = 0 a k nému pfislusny polarni Pareto vlastni vektor
ug = [1,...,1]7. Potom je zfejmé (z konstrukce ditkazu véty 1.18), Ze libovolny kladny nésobek vektoru
U, tJ
u=_Cuy, C>0,

je také polarnim Pareto vlastnim vektorem pfislusnym Ag = 0.
Pro vektor u(t) definujme mnozinu J jako

J={ie{0,...,n—2}:u(i)#0Vu(i+1)#0}. (1.22)

Mnozina J obsahuje indexy 7 intervali d;, pro které je alesponi jedna hodnota u v krajnim bodu intervalu
d; nenulova.

Necht p € Sy, kde S,, je mnozina definovana v (1.21). Ozna¢me polarni Pareto vlastni vektor, ktery
jsme ziskali z véty 1.19, jako u,. Potom ¢islo b udéva pocet prvkia v mnoziné J.

Podobné jako pro piipad Ao = 0, ani pro p € S, neni vektor u, jedinym polarnim Pareto vlast-
nim vektorem. Opét je polarnim Pareto vlastnim vektorem libovolny kladny nésobek polarniho Pareto
vlastniho vektoru, ale to neni vSe a struktura je pro néktera nastaveni p a n mnohem bohatsi.

Uvedme, jak ziskat dalsi polarni Pareto vlastni vektory piislusejici témuz polarnimu Pareto vlastnimu
¢islu. Diivod, proc je ve vét€ 1.19 uveden vektor v takovém tvaru je ten, ze pomoci néj mizeme vygenerovat
dalsi polarni Pareto vlastni vektory. Vektor u,, je tedy jakymsi reprezentantem mnoziny polarnich Pareto
vlastnich vektorti pfislusejicich jednomu polarnimu Pareto vlastnimu éislu Ap.

Diukaz, ze dalsi vygenerované vektory jsou polarnimi Pareto vlastnimi vektory, je zcela analogicky
dikazu véty 1.19. Déale vzdy uvedeme zptsob, kterym lze ziskat dany vektor a potom ukézeme konkrétni
pripad pro n = 10.

Lemma 1.21. Nechtp € S,,. Vektor uy(t) = u,(t —n+ 1) je poldrnim Pareto vlastnim vektorem.
Diikaz. Vektor u, ma tvar

0 prote{0,...,n—2— 5},
llq(t): cos(%ﬁ(t—n+1)> prote{n—l—g,...,n—l}.

Diikaz, Ze u, je polarni Pareto vlastni vektor, je zcela analogicky dikazu véty 1.19. Jedina nenulova slozka

m
vektoru Auy — Apu, je na pozicin — 1 — g a je rovna —sin — < 0. [
p

17



1.2. PARETO SPEKTRUM A POLARNI PARETO SPEKTRUM

Data: n, u,
Result: u,
u, := NULL;
1:=0;
while 1 <n -1 do
if u,(i) # 0 then
ug(n —1—14) :=uy(i);

else
u,(n—1—-14):=0;
end
1:=1+1;
end
Algoritmus 1: Generovani vektoru u,.
Poznamka 1.22. Vektor uy(t) = u,(t —n + 1) mizeme snadno ziskat algoritmem 1. O

Piiklad vektoru ug je na obrazku 1.11 pro n = 10 a p = 4.

y=up(t) y=uq(t) =up(t—n+1)

Algoritmus 1

t t

Obréazek 1.11: Vektor u, a vektor u, vznikly algoritmem 1 pron =10 ap = 4.

Lemma 1.23. Nechtp € S,,. Je-li p < n—1, potom vektor u, ziskanyj algoritmem 2, je poldrnim Pareto
vlastnim vektorem.

Driikaz. Vektor u,., ktery vznikl pomoci algoritmu 2, mé tvar
i (L
w(t) = sin (pw(t)) pro t € {0,...,p},
0 prote{p+1,....,n—1}.
To je ovSsem polarni Pareto vlastni vektor, ktery jsme uvazovali pro p € L,,. Dtikaz je tedy stejny jako

dikaz véty 1.19 pro p € L,,. [ |

Data: n, u,, p
Result: u,

u, := NULL;
u,(0) := 0;
i:=1;

while: <n—1do
if i <% then

u, (1) == u,(§ —i);
u,(p—i) :=up(5 —1i);
end
if ¢ > p then
u, (i) := 0;
end
=141

end
Algoritmus 2: Generovani vektoru u,..
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Co déla algoritmus 2 je ziejmé z obrazku 1.12. Podminka p < n — 1 v lemmatu 1.23 zaruc¢uje splnéni
Neumannovy okrajové podminky definované v (1.5).

y = up(t) y =ur(t)

Algoritmus 2

t t

Obréazek 1.12: Vektor u, a vektor u, vznikly algoritmem 2 pron =10 a p = 4.

Data: n, u,, a

Result: u,
u, ;= NULL;
i:=0;

while: <n —1do
if i <a—1 then

u,(i) :==0;
else

u, (i) :==u,(i — a);
end
1i=141;

end
Algoritmus 3: Generovani vektoru ug.

Lemma 1.24. Necht'p € S,,. Je-li u, vektor ziskany algoritmem 2, potom proa € {1,...,n—1—p} jsou
vektory ug,q veniklé algoritmem 3 poldrnimi Pareto vlastnimi vektory.

Diikaz. Vektor ug g, ktery vznikl pomoci algoritmu 3, ma tvar

Uy o (f) :{ sin (%W(tfa)> prot € {a,...,p+a},
s, 0 prote({O,...,n—1}\{@,...,p+a}),

Diikaz je podobny jako dikaz véty 1.19. Vektor Au,, — Apus,q mé tvar

Aus,a - )\pus@ = . <0,

kde nenulové slozky jsou na pozicich a, p + a. |

Algoritmus 3 ,,posouva® nenulové hodnoty vektoru o vzdéalenost a. Tato ,,posunuti* pro rizna a jsou
na obrazku 1.13.
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y=ur(t) Y =us,1(t)
Y Y
d Algoritmus 3 i
e o > e o
a=1
t t
y=ur(t) Y = us3(t)
Y Y
d Algoritmus 3 b
e o > e o
a=3
t t

Obrézek 1.13: Vektor u, a vektory us i, u, 3 vzniklé algoritmem 3 pron =10 a p = 4.
Y Y Y Y
] ] L]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
t t t t
Y Y Y Y
[ ] [ ] L[] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
t t t t

Obréazek 1.14: Vektory mnoziny Vg pro n = 10.

Definujme mnozinu Vg (viz obrazek 1.14) obsahujici polarni Pareto vlastni vektory z véty 1.19 a
v8echny polarni Pareto vlastni vektory (existuji-li) ziskané pomoci lemmat 1.21, 1.23, 1.24, tj. podle
zavedeného znaceni

Vs = {upa Uy, Uy, Us 15 - - - 7us,n—1—p}~

Véta 1.25. Necht p € S,,. Necht ug,u; € Vs a necht Jy, J; jsou k nim prislusné mnozZiny definované
v (1.22). Pokud plati

Je NI =0,

potom
u=Cu,+Cowy, C,>0,Cy>0,CCy#0,

je poldrnim Pareto vlastnim vektorem prislusngym poldrnimu Pareto vlastnimu ¢islu Ap.

Diikaz. Oznacme

Ny = {ie{0,...,n—1}:ux(i) # 0},
N = {Z'G{O,...,nfl}:ul(i)#O}.
Pak z Jp N J; = 0 plyne, Ze
NkﬂNl:(/)
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a
u(t) pokud t € Ny,
u(t) =< w(t) pokudte N,
0 jinak.
Proto je
Aug(t) — A\pug(t) pokud t € Ny,
Au(t) —Apu=< Aw(t) — Apw(t) pokudte N,
0 jinak,
tedy Au — A,u <0. [ |

Na obrazku 1.15 vidime, jak muze napiiklad vypadat vektor u z lemmatu 1.25, pro konkrétni volbu
Up = Up, W = Uz, C1 =1aCy=0,4. A na obrazku 1.16 jsou vSechny polarni Pareto vlastni vektory,
které ziskdme podle véty 1.25 pro volbu C; = Cy = 1.

Y = us,4(t)

y = up(t)
Yy Yy Yy
[ ]
[ ] [ ] [}
t

t

Obrazek 1.15: Vektory u,, u, 4 a vektor u =u, +0,4 u,4 pron =10 a p = 4.

RSN ER IS

Obrézek 1.16: Nékteré polarni Pareto vlastni vektory pro volbu n = 10, p = 4, tj. pro A, =2 — 2cos %

Pokud je p € L,,, generovani polarnich Pareto vlastnich vektori je velmi podobné. Necht u, je polarni
Pareto vlastni vektor ve smyslu lemmatu 1.19. Cislo p udava pocet prvka v mnoziné J. Opét je polarnim
Pareto vlastnim vektorem libovolny kladny nésobek polarnfho Pareto vlastniho vektoru a plati nasledujici
lemma.

Lemma 1.26. Necht'p € L,,. Proa € {1,...,n—1— p} je vektor u,, ziskany algoritmem 3 (vstupnim
vektorem je u,) poldrnim Pareto vlastnim vektorem.

Diikaz. V dikazu postupujeme stejné jako v dikazu lemmatu 1.24. |

Na obrazku 1.17 vidime nékteré vektory u; , z lemmatu 1.26.
Mnozinu Vi, definujeme jako
Ve ={up, 01,0, W np1}
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y = up(t) y=u2(t)
Y Y
e e Algoritmus 3 PP
a=2
t t
y = up(t) y=uy5(t)
Y Y
PR, Algoritmus 3 PP
a=5
t t

Obrazek 1.17: Vektor u, a vektory us 2, u; s z lemmatu 1.26 pro n =10 a p = 3.

Véta 1.27. Necht p € L,. Necht ug,u; € Vi a necht Jy, J; jsou k nim prislusné mnoZiny definované
v (1.22). Pokud plati
Jp.NJ = (Z),

potom
u=Ciu, +Cou, Cp2>0,Cy>0,CiCy #0,

je poldrnim Pareto vlastnim vektorem prislusnym poldrnimu Pareto vlastnimu ¢islu Ap.

Driikaz. Dukaz je zcela analogicky dikazu véty 1.25. |

1.3 Asymptotické chovani vétvi Fucikova spektra

V této ¢asti uvedeme souvislost mezi Pareto vlastnimi ¢isly a Fu¢ikovym spektrem matice A. Zadefinujme
nésledujici mnoziny.

Definice 1.28. Kouli o poloméru r > 0 v R™ rozumime mnoZinu
B, ={xeR":|x| <r}.
Sférou o poloméru r > 0 v R rozumime mnozinu
S, ={xeR": x| =r}.
Je-li r = 1, nazyvame piislusnou kouli a sféru jednotkovou kouli a jednotkovou sférou. O

Je-li B € M,,, pak normou matice budeme rozumét Frobeniovu normu matice, pro kterou plati (prvky
matice B oznacime b;;)

Nl=

n—1ln—1
Bl = Z Z b?j
i=0 j=0
Pro libovolny vektor u € R™ plati
[Bul| < [[Bplul, (1.23)

kde

1
n—1 2
Jull = (Zu?) |
1=0
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Pro dva vektory u,v € R” budeme kolmost vektora znadcit
ulvwv

a budeme tim rozumét

(u,v) =0.

Véta 1.29. Necht B € M,,. Uvazujme posloupnosti {«; }j':cxf, {5; }j‘:“f takové, Ze

VjeN: (Oz]‘,,@j) S E(B)7 lim oy = AeR, lim ﬁj = —o0.

Jj—+oo Jj—+oo
Potom X\ je Pareto vlastnim cislem matice B.

Diikaz. Protoze pro libovolné j € N je (o, ;) € £(B), existuje nenulovy vektor uj, ||u;|| = 1, ktery
spliuje

Bu; = ozju;-Ir - ﬁjuj_. (1.24)

Pro vektory u;[ plati
Ju; (1) = [ max{£uy(¢), 0}| < [u;(1)],

tj. Hu;t” < |lu;|| = 1. Celkem tedy mame posloupnosti {u;}}°5, {u}}727, {u; }}°5 € Bi. Posloupnosti

{u;}, {uj}, {u } jsou omezené, tedy miizeme z nich vybrat konvergentni podposloupnosti. Pro jednodu-
chost tyto posloupnosti ozna¢me opét {u;}, {uj}, {u; }. Jedna o konvergentni posloupnosti, tedy existuji
vektory x,y € R" takové, ze

lim u;r =x, lim u; =y.

J—+oo J—+oo
Pro prvky x, y plati x L y, protoze uj Lu;. Od dostatecné velkého j € N je —6juj_ > 0, nebot u; >0a

400

lim (—p;) = 4+o0. Z posloupnosti {Bu;} ;=7 také muzeme vybrat konvergentni podposloupnost, protoze

Jj—+oo
{Bu,} je omezena. Omezenost {Bu;} plyne z omezenosti {u;} a z (1.23). Tim dostaneme

IBu; —ajuf|| < Byl + ayuf || < Bl plug]l + allluf || < IB[lp + [y (1.25)
= M+ K <+, '

kde M = ||B||p, K = sup{|a;|} (posloupnost {«a;} je konvergentni a tedy omezend). Pro 3; # 0 miizeme
jEN
vyjadiit normu vektoru u; jako

ot
Bu; — aju

J
—B;

By, —ajul|

| — Bl

[yl = (1.26)

Protoze ¢itatel v (1.26) je diky (1.25) omezeny a | — ;| — 400 dostaneme limitnim p¥echodem v (1.26)

Bu; —ajuf

lim |ju;||= lim =0.
L LS | — 55l
Protoze
Iyl = | tim | =t =0,
je
y =0.
Tim dostaneme
lim uw;= lim (uf —u;)= lim uf — lim u; =x-y=x-0=x.
J—+oo J—+o0 Jj—+oo Jj—+o0
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Rovnici (1.24) maZeme napsat ve tvaru

Bllj — O[ju;_ = —6_]‘11]»_. (127)

Skalarnim vynasobenim rovnice (1.27) vektorem x dostaneme
(Bu; — aju, x) = (—fu;,x). (1.28)
Protoze u; — x, a; — A, uj‘ — X, je

lim (Bu; — oguj',x) = (Bx — A\x,x) = C, (1.29)

Jj—4o0
kde C € R. Diky (1.29) existuje i limita pravé strany rovnosti v (1.28), tj.

lim (—ﬂjuj_,x> =C.

Jj—+oo

Pro dostate¢né velké j € N plati nasledujici. Uvazujme pevné t. Pokud je u;(¢) > 0, pak plati u;r(t) > 0,

x(t) > 0, u; (t) = 0, tj. —Bju; (¢)x(t) = 0. Naopak, pokud je u;(t) < 0, pak plati uj‘(t) =0, x(t) =0,
u; (t) >0, tj. —=Bju; (t)x(t) = 0. Celkem dostaneme, zZe pro dostateéné velké j € N je
(=Bju;,x) =0,
tj. limitné plati
C = lim (—,Bjuj_,x> =0.

j—+oo

Protoze C' = 0, dostaneme z (1.29)
(Bx — Ax,x) = 0. (1.30)

Pro dostatecné velké j € N je —B;u; > 0 a tedy z (1.27) dostaneme
Bu; - o<ju;r >0

a z (1.30) plyne, Ze
Bx — A\x > 0.

Pro dostateéné velké j € N je u; > 0, tedy
x > 0.

Tim dostaneme
0<Bx—Xx 1L x>0.

Tedy A spliuje definici 1.12 a je Pareto vlastnim ¢islem matice B. |
Pro polarni Pareto vlastni ¢isla mtuzeme zformulovat podobné tvrzeni.
Véta 1.30. Necht B € M,,. Uvazujme posloupnosti {«; };':‘Xl’, {B; j‘ﬁf takové, Ze
VieN: (aj,8;) € £(B), jgglooaj =X eR, jEI—Pooﬂj = +o0.
Potom X\ je poldrnim Pareto vlastnim c¢islem matice B.
Diikaz. Pro libovolné j € N je (a;, 3;) € X(B) a tedy existuje nenulovy vektor u;, ||u;|| = 1 spliiujici
Bu; = aju] — fju;. (1.31)

Rovnice (1.31) je ekvivalentni s rovnici
(-B)u; = (faj)u;' — (fﬂj)uj_. (1.32)

24



1.3. ASYMPTOTICKE CHOVANI VETVI FUCIKOVA SPEKTRA

Oznac¢ime-li .
a; = —ay, B; =0,
pak z predpokladi
lim o; =AcR, lim B =+oo
J—+oo

j—+o0
dostaneme
dj = —qQj Y
ﬂj = 7[33' —  —0Q.
Oznaéme A = —\. Pak (1.31) miiZeme zapsat ve tvaru

(-B)u; = auf - fju;

kde a; — A, B — —oo. Tim mame splnény predpoklady véty 1.29 a tedy A= -\ je Pareto vlastnim
¢islem matice (—B). Z definice 1.12 pro Pareto vlastni ¢islo —\ matice (—B) existuje vektor x spliiujici

0<-Bx—(-Mx L x>0,
coZz muzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru
0>Bx—Xx 1L x>0.

A tedy z definice 1.13 je A polarnim Pareto vlastnim ¢islem matice B. |

Obrézek 1.18: Asymptotické chovani Fu¢ikovych vétvi ¥(A) pro n = 40.

Véty 1.29, 1.30 daly spojitost mezi (polarnimi) Pareto vlastnimi &sly matice A a asymptotickym
chovanim Fué¢ikovych vétvi matice A (viz obrazek 1.18). Fu¢ikovou v&tvi (pro naSe tcely) nazveme po-

sloupnosti v lemmatu 1.29 a 1.30, tj. {aj};;o‘l’, {ﬂ]}j:"f takové, Ze

VieN: (o5,8;) € £(A), _lig_n a; =AeR, lim §; =ztoc.
j—+o0

Jj—+oo

Diky lemmatu 1.4 (symetrie Fu¢ikova spektra) dostaneme zaménou «; za f3; opét Fucéikovu vétev.

25



1.3. ASYMPTOTICKE CHOVANI VETVI FUCIKOVA SPEKTRA

Poznamka 1.31. Svislou polopfimku roviny af s piedpisem
o= >" ﬂ >0,

budeme nazyvat asymptotou Fucikovy vétve ve vété 1.30. Naopak, svislou polopfimku roviny af s pied-
pisem

a=A B0,
budeme nazyvat asymptotou Fuéikovy vétve ve vété 1.29. g

Mame-li Fuéikovu vétev, kterd ma asymptotické chovani ve smyslu véty 1.29, potom jeji asymptotu
urcuje nékteré Pareto vlastni ¢islo. Opa¢na implikace ovem neplati. Tedy, ne kazdé Pareto vlastni ¢islo ur-
¢uje asymptotu néjaké Fucikovy vétve. Zcela analogicky - méame-li Fu¢ikovu vétev, ktera ma asymptotické
chovani ve smyslu véty 1.30, potom jeji asymptotu urc¢uje nékteré polarni Pareto vlastni ¢islo. Opa¢né im-
plikace ovSsem opét neplati. Tedy, ne kazdé polarni Pareto vlastni ¢islo urcéuje asymptotu né&jaké Fucikovy
vétve.

V této ¢asti popiSeme, jak z mnoziny polarnich Pareto vlastnich ¢isel ziskanych z véty 1.19 vybrat ty,
které urcuji asymptoty néjaké Fucikovy vétve. Tato ¢ast ale neni dokdzand, proto budeme vse psat ve
formé hypotéz.

Nejdrive zformulujeme hypotézu, ktera je kritériem pro urceni, ktera polarni Pareto vlastni ¢isla urcuji
asymptoty, a nasledné vysvétlime, pro¢ je kritérium v takovém tvaru. PFipomenime, Ze mnozZiny Sy, L,
jsou definované v (1.21).

Hypotéza 1.32. Necht A je definovina v (1.9), n € N, n > 2. Poldrni Pareto vlastni ¢islo X = 0
je asymptotou pruni Fucikovy vétve L(A). Necht p € S,. Pak poldrni Pareto vlastni éislo A\, matice A
uréuje asymptotu nékteré Fuéikovy vétve L(A) prdvé tehdy, kdyz

I €{0,1,2} Ele{O,...,[n—‘} ne obé nulovd Ik € {0,...,i+j — 1} tak, zven:i[g—‘ +ip+k+1.
p

Necht p € L,,. Pak poldrni Pareto vlastni c¢islo A\, matice A urcuje asymptotu nékteré Fucikovy vétve
3(A) prdvé tehdy, kdyz

3i € {0,1} aje{L...,mH I e {0,....5 — 1} tak, zenzz‘[g]+y’p+k+1.

Na obréazku 1.19 jsou zvyraznény ty polarni Pareto vlastni vektory, jejichz odpovidajici polarni Pareto
vlastni &slo urcuje podle hypotézy 1.32 asymptotu néjaké Fucikovy vétve S(A) pro n = 10.

Polarni Pareto vlastni ¢islo urcéuje asymptotu nékteré Fucikovy vétve, kdyz jeho polarni Pareto vlastni
vektor splituje ur¢ita kritéria. Definujme mnozinu N,

N, = {ief{l,....n—2}:u(i—1)=0Au(i)=0A u(i+1) =0}
U{i=0:u(()=0} U{i=n—1:u(i) =0}.

Véta 1.33. Necht A je definovdina v (1.9), n € N, n > 2. Pokud existuje vektor u ve smyslu véty 1.25 a
pokud pro tento vektor plati
No = wa

pak spliiuje podminku
He€{0,1,2} 35 € {O,..., [%-‘} ne obé nulovd 3k € {0,...,i+ j — 1} tak, Ze
n:im Fipt k41,

Diikaz. Uvazujme p € S,. Necht A, je polarni Pareto vlastni ¢islo a necht u,, resp. ug, je jeho po-
larni Pareto vlastni vektor z lemmatu 1.19, resp. ziskany algoritmem 1. Pfipomenime definice mnoziny J
definované v (1.22), tj.

J={i:ie{0,....,n—2}:u(i) £0Vu(i+1) #0}
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y = uo(t)

t t t
y = u4(t) y = us(t) y = uz(t)
yL’yL’yL’
t t t

Obréazek 1.19: Polarni Pareto vlastni vektory (modie) odpovidajici polarnim Pareto vlastnim ¢&isléim,
které urcuji podle hypotézy 1.32 asymptoty Fuéikovych vétvi X(A) pro n = 10.

t

Mnozinu Jp,, resp. J;, budeme nazyvat levym, resp. pravym, piilobloukem. Je ziejmé, Ze pocet intervali
d;, které tvofi body z mnozin J, (J;) je g Dale necht u, (existuje-li) je polarni Pareto vlastni vektor
ziskany algoritmem 2. Potom mnozinu J, budeme nazyvat obloukem. Pocet intervali d;, které tvoii body
mnoziny J,, je zfejmé p. Navic, je-li us , vektor pro né&jaké a (existuje-li) ziskany algoritmem 3, je opét
Js,q obloukem a pocet intervalt d;, které tvoii body mnoziny Js 4, je také p. Nazvéme levy ptloblouk J,,
pravy piloblouk J; a oblouky J,, Js , vzniklé algoritmy 2, 3 elementy e. Vektor u (z pfedpokladu véty)
spliiuje

1. Vektor je sloZen z elementi e.
Deen(n—2)€e
Obsahuje-li vektor levy ptloblouk J,, resp. pravy puloblouk J,, je 0 € J,, resp. (n —2) € J,.

Dva elementy eq, es nemaji spoleény zadny prvek.

AN S

Pro dva sousedni elementy e, es (v tomto poradi) s vlastnosti e; Neg = () existuje prvek j tak, ze
j =maxep, j+ 1 =mines nebo j = maxe;, j + 2 = mines.

Oznatme i pocet levych a pravych pulobloukt. Potom, i € {0, 1,2}, coz plyne z bodu 3. Tj., pro i =0
zadny ptiloblouk neexistuje, pro i = 1 obsahuje vektor bud levy nebo pravy piloblouk a pro ¢ = 2 obsahuje
vektor levy i pravy puloblouk. Dale ozna¢me j pocet obloukti a k£ pocet prvki z bodu 5 s vlastnosti, ze
existuje prvek j tak, ze j = maxeq, 742 = min es. Potom pro vSechny piipustné tvary existuje kombinace
Cisel

3i e {0,1,2} 3j € {o m} ne ob& nulova 3k € {0,...,i +j — 1} tak, ze

n:i[%w +jp+k+1.

|

Na obrazku 1.20 je vektor u spliiujici podminku ve vété 1.33 pro n = 12,p = 4. Plati pro néj i = 1,
i=2,k=1, tedy
’[%1 +ipt+k+1=1-2+42-4+1+1=12=n.
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A na obrazku 1.21 je vektor u spliujici podminku ve vété 1.33 pro n = 13,p = 4. Plati pro néj i = 1,
7=2, k=2 tedy

i[g]+jp+k+1:1.2+2-4+2+1:13:n.

y = up(t) y =u(t)

Obréazek 1.21: Vektor u splijici podminku ve vété 1.33 pro n = 13, p = 4.

Véta 1.34. Necht A je definovdna v (1.9), n € N, n > 2. Pokud existuje vektor u ve smyslu véty 1.27 a
pokud pro tento vektor plati

No=0 V |N,| = [g]

pak spliiuje podminku

Jie{0,1}Jje {1 [g” ke {0,...,5— 1) tak, Ze

n:i[g—‘ +ip+k+1.
Diikaz. Uvazujme p € L,. Mnozinu Jy (definovanou v (1.22)) nazveme obloukem pro vektor ug ziskany
ve smyslu lemmatu 1.19. Pro vektory u; , ziskané algoritmem 3 (vstupnim vektorem je ug) opét nazveme
mnoziny Jq,, obloukem. Pocet intervalii d;, které tvoii body z mnozin Jy (J1,4), je p. Oproti piipadu

p € Sy, jiz nedefinujeme piiloblouky. Nazvéme oblouky Jy, Ji, elementy e. Vektor u (z pfedpokladu
véty) spliuje

1. Vektor je slozen z elementi e a nulovych bodi N,.
2.0een(n—2)€e

Existuje oblouk e, pro ktery plati 1 € e.

- W

Dva oblouky ej, e; nemaji spoleény zadny prvek.

5. Pro dva sousedni elementy e, e (v tomto poradi) s vlastnosti e; Ney = ) existuje prvek j tak, ze
Jj =maxeq, j +1=miney nebo j = maxej, j + 2 = mines.

28



1.3. ASYMPTOTICKE CHOVANI VETVI FUCIKOVA SPEKTRA

Definujme ¢ = 0, pokud |N,| =0 a i =1, pokud |N,| = [g—‘ Ozna¢me j pocet obloukii a k pocet prvki
z bodu 5 s vlastnosti, Ze existuje prvek j tak, ze j = maxe;, 7+ 2 = miney. Potom pro vSechny pfipustné
tvary existuje kombinace ¢isel

3i € {0,1} 3je{1,...,M}ake{o,...,j—l}tak,ze
n:i[g—‘ +jp+k+1

Na obrazku 1.22 je vektor u spliiujici podminku ve vété 1.34 pro n = 11, p = 3. Plati pro néj ¢« = 0,
j=3, k=1, tedy

i| 2] +p+h+r1=0-24334141=11=n.

A na obrazku 1.23 je vektor u splitujici podminku ve vété 1.34 pro n = 12,p = 3. Plati pro ngj i = 1,
7 =3, k=0, tedy

i[gw+jp+l<:+1:1~2+3~3+0+1:12:n.

y = up(t)

t t

Obréazek 1.22: Vektor u splijici podminku ve vété 1.34 pro n = 11, p = 3.

Y

t t

Obrazek 1.23: Vektor u splhujici podminku ve vété 1.34 pro n =12, p = 3.

Za predpokladu platnosti hypotézy 1.32 miuzeme urcit pocet polarnich Pareto vlastnich ¢isel, které
urcuji asymptoty nékteré Fucikovy vétve. Algoritmicky hleddme pro kazdé p € S, p € L, zda existuje
trojice ¢&isel {4, j, k}, pro které je splnéna podminka v hypotéze 1.32. SloZitost vypoctu je tedy O(n?).

Nasim cilem je najit rychlejsi algoritmus. Tento algoritmus funguje nasledujicim zptisobem. Polarni
Pareto vlastni ¢isla (ziskana z véty 1.19) sefadi podle velikosti sestupné. Dvé nejvétsi z nich (A = 0 a
A2(n—1)) jsou asymptotami pro kazdé n. Pro zadné dalsi p € S, pro které plati p > n — 1, nemuze \, byt
asymptotou, nebot pro takové A, je Vg = {u,,u,} a tedy je [Ny| = n —p+1 # 0. Polarni Pareto vlastni
¢islo A,_1 je asymptotou, nebot jeho prislusny polarni Pareto vlastni vektor muZe mit tvar pravé jednoho
oblouku. Pro zbyla p, tj. prop € L, ap € S, : p < n — 1 mizeme najit zavislost mezi n a poradovym
¢islem A,. Na obrazku 1.24 je diagram D, ktery znazoriiuje tuto zavislost - diagram D je pouze ilustraéni
a nebudeme se tedy zabyvat tim, co je na ném presné zobrazeno. Je-li bunka v diagramu D zobrazena
tmavou barvou, jedné se o polarni Pareto vlastni ¢islo urc¢ujici asymptotu, je-li vyznacena svétlou barvou,
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Obrézek 1.24: Diagram D.

polarni Pareto vlastni ¢islo asymptotu neurcuje. Je zfejmé, ze v diagramu se nachazeji jakési ,struktury*
(viz obrazek 1.25, modie oznadené buiiky). Na§ algoritmus vyuziva analyticky popis téchto ,struktur” a
proto je sloZitost vypoctu pouze O(n).

n

Obréazek 1.25: Diagram D se zvyraznénymi hodnotami pro a = 2.

Zpusob, kterym popiSeme ,struktury, je nasledujici (modfe zvyraznéné ,struktuie” na obrazku 1.25
odpovida a = 2).

e Polarni Pareto vlastni ¢isla sefadime podle velikosti sestupné a kazdému prifadime pofadové ¢islo
me{l,...,n+ 2] -1}

e Oznacime n =n + L%J -1
e Polarni Pareto vlatni ¢isla pro m = 1, m = 2 jsou asymptotami Fu¢ikovych vétvi.

e Pro a € {2,...,n} uréuji asymptoty Fucikovych v&tvi polarni Pareto vlastni ¢isla s pofadovymi
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Cisly
2(n—1
a liché m:ﬁ—{(n )-‘—1—2,
a
2(n—1
a sudé mzﬁ—[(na )—‘—1-27
a
2(n—1)% 2(n—1)%
m=n— L)Q + 2, pokud plati (M> mod 2 = 0.
a a

Pro néktera a dostaneme stejné poradové ¢islo a to z toho divodu, Ze ,struktury* pro rtizna a nejsou
disjunktni.
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18} o 0000 o -

16( 000 [ ] ol
o 0000

Obréazek 1.26: Zavislost po¢tu asymptot Fuéikovych vétvi ¥(A) (oznacme pocet k) na velikosti n.

Nékolik prvka posloupnosti poétu asymptot Fuéikovych vétvi vidime na obrazku 1.26. Jeji analyticky
popis jsme nenasli, ale regresni analyzou (provedenou v systému Matlab) jsme ziskali nasledujici vysledek.

Hypotéza 1.35. Funkce ziskand regresni analyzou, kterd popisuje zdvislost poctu asymptot Fucikovijch
vétvi (A) na n, md piedpis
f(n) =2,8517n049%4,

Na obrazku 1.27 je zavislost poétu asymptot Fuéikovych vétvi X(A) na n pro velké n ~ 10°.
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Obrézek 1.27: Graf funkce f a zavislost po¢tu asymptot Fu¢ikovych vétvi X (A) na velikosti n a funkce f
(Gervene).
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Kapitola 2

Resitelnost okrajovych tloh pro
diferenc¢ni rovnice

V této kapitole se budeme zabyvat existenci feSen{ tlohy

Au = out - Bu + g(u), (2.1)
kde o, feR, g: R*" > R*, neN,n>2a
2 =2
-1 2 -1
-1 2 -1
-2 2

Z véty 1.10 plyne, ze A = 0 je vlastnim ¢islem matice A a tedy matice A je singularni. Definujme
matice Ay : R" — R™, A € R, jako
Ayu= (A - A)u,

kde I je jednotkova matice typu n x n. Oznacme vlastni vektor matice A pfisluSejici vlastnimu ¢islu A
jako x a vlastni vektor matice A7 (tj. transpozice matice A) p¥islugejici vlastnimu éislu A jako y. V této
kapitole budeme ¢asto pohlizet na matice jako na linearni operatory. Pokud budeme v nasledujicim textu
pracovat s libovolnou realnou matici, budeme ji znacit B.

2.1 Linearni uloha

Uvazujme linearni ulohu

(A= X)u=b, (2.3)
b € R", A € R, kterou ziskaime volbou o = 3 = X a g(u) = b v (2.1). Ulohu (2.3) mtzeme zapsat jako
A>\u =b.

Uloha (2.3) je pro b = 0 tilohou na vlastni ¢isla matice A
(A —A)u=0. (2.4)

Pokud A ¢ o(A), pak ma aloha (2.4) pravé jedno FeSeni u = 0. Pokud A € o(A), pak je feSenim ulohy
(2.4) libovolny nasobek vlastniho vektoru x matice A

u==Cx, CeR,
tj. existuje nekone¢né mnoho feseni rovnice (2.3).

Dale uvazujme b # 0.

33



2.1. LINEARNI ULOHA

Definice 2.1. Necht B € M,,. Potom mnozinu
ker(B) = {z € R" : Bz = 0},
nazyvame jddrem matice B. O
Definice 2.2. Necht S C R". Potom mnoZzinu
St ={zcR":VseS (z5) =0},
nazyvame ortogondlnim doplikem S. O
Nasledujici véta se nékdy uvadi pod ndzvem Fredholmova alternativa pro matice.
Véta 2.3 ([10]). Necht B € M,,,b € R™. Potom ezistuje Feeni u € R™ tlohy
Bu=b>b

prdave tehdy, kdyz
b € ker(BT)*.

Diikaz. Podrobny dikaz lze nalézt v [10]. [ |
Disledek 2.4 ([10]). Necht B € M,,,b € R™. Potom zobrazeni B : u — b je surjektivni prdve tehdy,
kdyz u = 0 je jedingm teSenim tilohy

BTu=0.
Diikaz. Opét muzeme dikaz najit v [10]. [

Definice 2.5. Necht B € M,,. Potom mnoZinou F) budeme rozumét mnozinu jejich vlastnich vektora
prisludnych vlastnimu &éislu A. O

Abychom uré¢ili pocet FeSeni tlohy (2.3), vyuzijeme vétu 2.3 pro B = A. Tedy, u je feSenim dlohy
(2.3) pravé tehdy, kdyz
b € ker(AT)+. (2.5)

RozepiSeme-li (2.5), dostaneme
b € ker(AT)! <= Vz c ker(AL): (b,z) =0.

A protoze je
ker(A) = {z € R" : (AT — \I)z = 0},

budou néis zajimat vlastni vektory matice AT. Pokud A ¢ o(AT), plati ker(Al) = {0}. Pokud ale
A € o(AT), plati ker(AT) = span(E)), kde span(E)) je linedrni obal mnoziny E), kterd je tvofena
vlastnim vektorem matice AT p¥islusnym vlastnimu &islu A.

Lemma 2.6. Necht A je definovdna v (2.2), n € N, n > 2. Potom plati
o(A) = o(AT)

a existuje n linedrné nezdvisljch vlastnich vektord matice AT ve tvaru
Y= (x0T,

kde X, resp. Y, je matice, kterd md ve sloupcich vlastni vektory matice A, resp. matice AT .
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2.1. LINEARNI ULOHA

Diikaz. Vlastni ¢isla A matice AT ziskame jako kofeny charakteristického polynomu det(AI—AT). Protoze
determinant matice a determinant jeji transpozice jsou stejné, plati

det(AI — AT) = det (AL — A)7) = det(AI — A),

tedy o(A) = o(AT). Navic, matice A mé (viz véta 1.10) n riznych vlastnich &sel. Proto jsou Jordanovy
matice J piisluné maticim A a AT stejné a maji tvar diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale.
Matici A muZeme rozlozit jako

A=XJX! (2.6)

a matici AT jako
AT =YJIY !, (2.7)

kde X, resp. Y, je matice, kterd ma ve sloupcich vlastni vektory (zapsané podle potradi vlastnich &sel
zapsanych do Jordanovy matice J) matice A, resp. matice A”. Transponujeme-li matici A v (2.6), potom

AT = (XIXHT = (x~HTJTXT = (X~ HTIXT. (2.8)
Porovnanim (2.7) a (2.8) dostaneme
Y = (XHT.
Protoze matice (X~ 1)T existuje a ma plnou hodnost, ma i matice Y plnou hodnost a proto existuje n
linearné nezavislych vlastnich vektorii matice AT |

Poznamka 2.7. Necht B € M,,. Pro matici B se ¢asto vlastni vektory nazyvaji pravé vlastni vektory.
Analogicky miizeme zadefinovat levé vlastni vektory jako netrivialni feSeni v rovnice v B = AvT. Uva-
zujme pevné A € o(B). Pak levé vlastni vektory matice BT, tj. vI'B7, jsou pravymi vlastnimi vektory
matice B, nebot

Bv = (vIBT)T = \Wh)T = \v. O

Nejdfive se zabyvejme piipadem, kdy plati A ¢ o(A).

Véta 2.8. Necht A je definovdna v (2.2), n € N, n > 2, b e R". Je-li A\ & o(A), potom md dloha (2.3)
pravé jedno resent.

Diikaz. M&jme pevné A ¢ o(A), tj. uloha
Au—-—Xu=0

mé pouze trividlni feSeni. To znamena, ze ker(A)) = ker(Al) = {0}. Zobrazeni AT je tedy prosté, nebot
AT je linearni zobrazeni. Pro kazdé z € RY plati (z,0) = 0 a tedy

ker(AL)+ =R",

tj. b € ker(AT)L. Z véty 2.5 plyne, 7e tiloha (2.3) ma alespoil jedno feSeni. Z diisledku 2.4 plyne, Ze
zobrazeni A : u — b je surjektivni, nebot tloha Aju = 0 ma pouze trividlni FeSeni. Kazdé prosté
surjektivni zobrazeni je bijektivnim zobrazenim. Proto feSeni u tlohy (2.3) pro A ¢ o(A) je pravé jedno.

|

Protoze A ¢ o(A), existuje inverze A" a fedeni ziskame jako u = A 'b, coz zformulujeme v nésle-
dujici poznamce.

Poznamka 2.9. Necht A je definovana v (2.2), n € N, n > 2. Je-li A ¢ 0(A), potom je feSeni alohy

(2.3) ve tvaru
u=A'b.

Nasledujici véta rozhoduje o fesitelnosti ulohy (2.3) pro A € o(A).
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Vé&ta 2.10. Necht A je definovina v (2.2), n € N, n > 2. Je-li A € o(A), potom md dloha (2.3) Tesend
prdvé tehdy, kdyz
(b,y) =0,

kde y je vlastni vektor matice AT prislusny viastnimu islu .

Diikaz. Matice AT mé n linearnd nezavislych vlastnich vektori a n riiznych vlastnich &isel, proto ker(AT) =
span(Ey). Pokud je (b,y) =0, tj. b Ly, kde y je vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu &islu A,
pak plati b € ker(AT)L. Tvrzeni jiz plyne z véty 2.3. |

Dale uvedme zptsob, jak ziskat FeSeni dlohy (2.3) pro A € o(A) za predpokladu, Ze existuje, tj. pokud
je b € ker(AT)+.

Definice 2.11 ([10]). Necht B € M,,. Minimdlnim polynomem matice B rozumime monicky' polynom
u(z) nejmensiho stupné takovy, ze 2u(B) = 0 (takovému polynomu fikdme anihilujict). O

Lemma 2.12. Necht A je definovina v (2.2), n € N, n > 2, a necht A € o(A). Matice A\ md n linedrné
nezdvislych vlastnich vektori a jeji vlastni ¢isla \; maji tvar

A=A — A,

kde \; € o(A), i €{0,...,n—1}.

Diikaz. M&jme pevné \ € o(A). Ulohu na vlastni &isla \; matice Ay
(A - AD)u = \u.

mizeme zapsat v ekvivalentnim tvaru

Au=(\+\)u

Oznacime-li vlastni ¢isla matice A jako 5\1‘7 potom

i = A+ N,
a odtud dostaneme \; = /A\Z - A |

Protoze matice A ma n linearné nezavislych vlastnich vektort (viz lemma 2.12) (takové matici se
v anglické literatufe ¥ika ,semisimple), m4 minimalni polynom matice A tvar (dikaz najdeme v [12])

wlz) = H (x—N), i€{0,....,n—1}.
;\i go’(A)\)
Xi#0
Oznatme 6(x) polynom, pro ktery plati, Ze polynom
z(1—26(x)), (2.9)
mé stejné kofeny jako polynom p(z) (tj. jako minimaln{ polynom).

Lemma 2.13. Necht A je definovdna v (2.2), n € N, n > 2, X\ € o(A), b € ker(AT)L. Potom vsechna
resend ulohy (2.3) maji tvar
u=0(A\b+ (I-0(A))A))z,

kde z € R™ je libovolny vektor.

Diikaz. Matice Ay méa n linearné nezavislych vlastnich vektorti. Dtikaz pro matice s takovou vlastnosti
najdeme v [12]. [ |

I Monicky polynom p fadu n ma tvar p(z) = 2" + an—12" "1 + ... + ao, tj. koeficient u &lenu " je roven jedné.
2Mgjme polynom p(x) = ag + a1x + azx? + ... + anx™. Potom vyrazem p(B) rozumime p(B) = agl + a1 B + a2B2 +
...+ a,B™.
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V néasledujicim piikladu 2.14 vySetfime Fesitelnost ilohy (2.3) pro n = 3 s konkrétni volbou b.

Priklad 2.14. Necht n = 3. Potom m4 matice A tvar

2 =2 0
A=| -1 2 -1
0o -2 2

a jejf vlastni &isla jsou o(A) = {0,2,4}. Necht b = [by, by, b1]7, by # +by. Zajimé nas Feditelnost tlohy

(A = AD)u = [by, by, b1]7, by # +bo. (2.10)
Je-li A ¢ o(A), potom existuje podle véty 2.8 pravé jedno feSeni u, které ziskame jako
u=A"b.
Necht A € o(A). Potom
4 0 0 1 -1 1 1 -1 1
J=|l0 20|, X=|-1 0 1|, Y=X"HT=|-=2 0 2],
0 0 O 1 1 1 1 1 1

kde J je Jordanova matice prislusnd A, X je matice, kterd mé ve sloupcich pravé vlastni vektory matice
A a podle lemmatu 2.6 ma matice Y = (X_l)T ve sloupcich vlastni vektory matice AT
Nejdifve uvazujme \ = 0. Pifsluny vlastni vektor matice AT ma tvar yo = [1,2,1]7. Potom

(b,yo) = [b1,b2,b1] - [1,2,1] = 2b; + 2by # 0,

protoZe je by # =+b,. Uloha (2.10) neméa podle véty 2.10 pro A = 0 Zadné fedeni.
Dale necht je A = 4. Piislusny vlastni vektor matice AT m4 tvar y4 = [1,—2,1]7. Potom

<b7Y4> = [bla b2u bl] : [17 _27 1]T = 2bl - 2b2 7& 07

protoZe je by # +by. Uloha (2.10) neméa podle véty 2.10 ani pro A = 4 7adné feeni.
Nakonec uvazujme A = 2. P¥islusny vlastni vektor matice AT ma tvar y, = [-1,0,1]7. Potom

<bay2> = [blab27b1] . [_17()’ 1]T - _bl + bl - 0;

tedy tloha (2.10) méa podle véty 2.10 pro A = 2 alespoil jedno feSeni. Déle vyuzijeme lemmatu 2.13
k nalezeni tohoto FeSeni u. Minimalni polynom matice Az (tj. matice Ay pro A = 2) ma tvar

w(x) = z(x+2)(z — 2) = 2° — 4z,
nebot vlastni ¢isla matice As maji tvar o(Aq) = {—2,0,2}. Polynom 6 definovany v (2.9) ma pak tvar
0 =
() =1,
protoze polynom

3

(1 —20(x)) =z — R

ma4 stejné kofeny jako polynom p. Tim dostaneme podle lemmatu 2.13 vSechna feSeni dlohy (2.10) pro
A = 2 ve tvaru

1 1
u= ZAQb + (I — iAgAg)Z,

kde
0 -2 0 by
A,=| -1 0 -—-11{, b= b
0 -2 0 by

by # +by a z € R3 je libovolny vektor. Na obrdzku 2.1 je zobrazena zavislost normy fefeni ||u| na
parametru \ pro konkrétni volbu b = [1, -2, 1]7.
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—4 —2 0 2 4 6 8 10

>

Obrézek 2.1: Diagram fedeni tlohy (2.3) pron =3 ab = [1,-2,1]7.

2.2 Nelinearni uloha

V této ¢asti budeme casto pouzivat v dikazech jednotlivych tvrzeni Brouweriv stuperi zobrazend.

Véta 2.15 ([3]). Necht r > 0. Budiz F spojité zobrazeni definované na B, s hodnotami v R™ takové, Ze
F(x) # 0 pro kazdé x € S,.

Pak existuje celé cislo
deg(F,B,,0)

(které nazjvdme Brouwerdv stupeil zobrazeni F vzhledem ke kouli B, a bodu 0) tak, Ze plati:
(a) deg(I,B,.,0) =1, kde I je identita.
(b) Jestlize deg(F,B,.,0) # 0, pak existuje xo € B, takové, Ze F(x¢) = 0.

(¢) (Invariance vzhledem k homotopii) Necht je H, (x) = H(T,x) spojité zobrazeni mnoZiny (0,1) x B,. do
R™ takové, Ze pro vsechna T € (0,1) a pro viechna x € S,., je H(7,x) # 0. Potom deg(H,,B,.,0) =
W(T) je konstantni funkci proménné T € (0,1). Specidlné plati deg(Ho, B,,0) = deg(H;, B, 0).

(d) Je-li zobrazeni F navic liché (tj. plati-li F(x) = —F(—x) pro viechna x € B,.), pak deg(F,B,.,0) je
liché (tedy nenulové) éislo.

Ditkaz. Jednotliva tvrzeni mizeme najit dokdzana napf. v [4]. [ |

Lemma 2.16. Necht T : R® — R” je requldrni linedrni operdtor, tj. existuje inverzni operdtor T—1.
Potom pro Brouweriv stupen zobrazeni plati

sgn (det T) pokud T~!(u) € B,,

deg(T,B,,u) =
( ) { 0 jinak.
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Diikaz. 7 definice 5.2.1 v [4] plyne, Ze plati-li T~!(u) € B,, potom

deg(T7BT3u) = Z sgn JT(X)7
xeT~1(u)

kde Jy(x) je jakobian (determinant Jacobiho matice) zobrazeni T. Protoze T je linearni zobrazeni, je

deg(T,B,,u) = sgn Jr = sgn (det T).

Lemma 2.17. Necht A je definovdna v (2.2), n € N, n > 2 a necht A ¢ o(A). Potom plati

deg(A)\a BT‘a 0) = (_1)77

kde
1 pokud Yw € o(Ay) : w > 0,
V= Z m(w) jinak,
weo(Ay)
w<0

a m(w) je algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla w matice Ay.

Diikaz. Zobrazeni Ay je regularni, nebot A ¢ o(A). Z lemmatu 2.16 plyne, Ze
deg(A,,B,,0) =sgn(det A)).

Matice A je podobné se svoji Jordanovou matici Jy, ktera je diagonalni a na diagonale ma vlastni ¢isla
matice A, (matice A ma jednoduché vlastni ¢isla, tedy i matice Ay méa jednoducha vlastni ¢isla, coz
plyne z lemmatu 2.12). Proto plati

det Ay =detJy=wi ... wn,

kde wy,...,w, € d(Ay). ProtoZe wy,...,w, € c(A)) jsou jednoducha vlastni ¢isla, plati m(wy) = ... =
m(wy) = 1. [ |

Vgechny dikazy v nésledujicich ¢astech 2.2.1 a 2.2.2 budou mit stejnou strukturu. Nejdfive zadefi-
nujeme homotopické spojeni tdlohy, pro kterou zname Brouwertv stupefi zobrazeni, a nasi dlohy. Pak
ukazeme, Ze tato homotopie je piipustna podle véty 2.15 vlastnosti (c¢). Nakonec ukazeme (s vyuzitim
véty 2.15), Ze za urditych predpokladi existuje alespon jedno FeSeni nasi dlohy.

2.2.1 Uloha mimo rezonanci vzhledem k Fué&ikovu spektru

Pokud uvazujeme (o, 8) ¢ L(A), potom se tloze (2.1) ¥ika wloha mimo rezonanci. Nejdiive uvazujme
ulohu, kterou ziskdme volbou o« = f = A v (2.1) a necht A ¢ o(A). Princip dikazu nésledujici véty 2.18
je stejny jako v [5]. Nékteré kroky jsou oproti dikazu v [5] podrobné vysvétleny.

Véta 2.18. Necht A je definovdina v (2.2),n €N, n>2, A ¢ 0(A) ag:R™ = R"” je spojité zobrazent,
pro které plati

sw _ (2.11)
lufl—+o0 [[ul]
Potom md tloha
Au = \u+g(u) (2.12)

alespori jedno fesent.
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Diikaz. Pro 7 € (0,1) a pro u € R" definujme homotopii H : (0,1) x R™ — R™ jako
H(r,u) = Ayu—7g(u). (2.13)

Homotopie je spojitym zobrazenim, nebot zobrazeni g je spojité. Je-li homotopie pfipustna, potom z vlast-
nosti (c) véty 2.15 plyne, ze

deg(H(1,-),B,,0) = deg(H(0, ), B,, 0),

kde
H(l,u)=Ayu—g(u) YueR"

H(0,-) = A,.
Protoze Ay je regularni (A ¢ o(A)), plyne z lemmatu 2.17
deg(A,,B,,0) = £1,
a proto je i
deg(H(1,-),B,,0) = +1 # 0.
Podle vlastnosti (b) véty 2.15 existuje ug € B, tak, ze
H(l,up) =0,
neboli
Auy = Aug + g(up)

a uloha (2.12) méa alespoii jedno FeSeni ug.
Ukazme, Ze homotopie definovana v (2.13) je piipustnd, tj. Ze pro vSechna 7 € (0,1) a pro vSechna
u € S, je H(7,u) # 0. Polozme
k= inf |A,ul.
lull=1

Rozepsanim normy vektoru pomoci skalarniho sou¢inu dostaneme
[Axul? = (Ayu, Ayu) = (AT A u,u).
Matice AT A, je symetricka a plati pro ni tedy (diikaz lze nalézt v [10])

| iI\|lf1<A§A>\u’ u) = Hrrhin1<A§A)\u,u) = wmin(ATAY),
u||= ull=

kde wmin(AzAA) je nejmensi vlastni ¢islo matice AzAA. Pro wmin(AfAA) plati
Wmin(AzAA) #0,

nebot det(ATA,) = det AT det Ay #£ 0 (A ¢ 0(A),\ ¢ o(AT)) a tedy 0 neni vlastnim ¢islem matice
ATA,. Celkem tedy dostaneme

”iﬂfl |Axul|? # 0. (2.14)

Pokud by bylo k = 0, pak by ale také platilo

0=Fk= inf |Ayul|= inf [Aul?
flulj=1 flulj=1

To je ov8em ve sporu s (2.14). Proto je k # 0 a tedy zfejmé &k > 0. Tedy H(0,u) # 0. Déle

L < A

< pro [luf| # 0,
[[ul]
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tedy
klal < [[Axul. (2.15)
ProtoZe uvaZujeme funkci g s vlastnosti (2.11), existuje r > 0 takové, Ze pro vSechna u, ||ul| > r, plati
k
lg(w)| < S [lull- (2.16)
7 trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
[H(r, )l = [Axu—rg(u)| = [[Axul - Irg(w)]| = [|Axul - 7llg(@]] = [Axul| - 7lg)], (2.17)

nebot pro 7 € (0,1) je ||[A u| > 7||g(u)||. Z vlastnosti (2.15) dostaneme

[Axu| = 7llg(u)[| > kl[ul] - 7[lg(u)]. (2.18)
Protoze 7 € (0,1) je
klul = rllg()[| = Eflul] - lgw)]]. (2.19)
Z nerovnosti v (2.16) a z vlastnosti ||u|| > r plyne
k k k
kllull = llg(w = kllull = S lull = S lull = 5 (2.20)
Celkem z (2.17) - (2.20) dostaneme pro v8echna u, ||Ju|| > r, nerovnost
k
B > 5 20
Pokud zvolime u € S,, tj. ||u|| = r, pak
H(r,u) #0 Vre(0,1), Vues,
a homotopie definovana v (2.13) je piipustna. [ |
Priiklad 2.19. Uvazujme tulohu
Ayu = g(u), (2.21)

pro n = 2 ve tvaru
2—-\ =2 up | [ arctg uo + fo
-2 2= uy | | arctgu;+ f1 |’
kde A ¢ o(A), fo, f1 € R. ProtoZe g je spojité zobrazeni s vlastnosti

g(u)

luf =400 [lull

plyne z véty 2.18, ze pro jakoukoliv volbu A ¢ o(A), fo, f1, m4 tdloha (2.21) alesponi jedno FeSeni. Pro
pevné A, fo, f1 ziskdme slozku FeSeni ug jako nulovy bod funkce

(2 — Nug — arctg ug — fo _ arctg ((2 — MNug — arctg ug — fo) s

h(ug) = —2ug + (2 — \) . .

A nasledné slozka u; ma tvar
(2 = Nug — arctg ug — fo
5 .
Na obrazku 2.2 je numericky ziskany diagram FeSeni tlohy (2.21) pro fo = 1, f1 = —2 (vpravo je detail
kolem nuly, kde m4 tloha vice jak jedno FeSeni). O

uy =

Dale uvazujme tlohu (2.1) pro (o, 3) ¢ X(A). Princip dikazu nasledujici véty 2.20 je stejny jako
v [14], kde autofi uvazovali dvojici («, 8) nalezici Fu¢ikovu spektru jisté specialni matice.
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[[ull

Obréazek 2.2: Diagram feSeni ulohy (2.21) pro volbu fy =1, f; = —2.

Véta 2.20. Necht A je definovdna v (2.2), n € N, n > 2, (a,8) ¢ Z(A) a g : R" — R" je spojité
zobrazent, pro které plati

g _ (2.22)

hafl=+o0 [lul]

Necht existuje spojitd krivka v : (0,1) — R? takovd, Ze v((0,1)) € £(A)® =R?\ X(A) a plati
Y(0) =), Ada(A), v(1) = (a,h).

Potom md loha
Au=au’ - fu” +g(u) (2.23)

alesponi jedno Fesend.
Diikaz. Necht 7 € (0,1) je parametr kiivky v (na obrazku 2.3 je ukizka takové kiivky - modie). Pro
7 € (0,1) a pro u € R” definujme homotopii H : (0,1) x R” — R" jako

H(7,u) = Au— a(r)ut + g(r)u".

Pak je -
H(O,u)=Ayu YueR"

H(l,u)= Au—ou™ +pu” VYueR"
Protoze A ¢ o(A), plyne z lemmatu 2.17

deg(ﬂ(O, ), B, 0) = deg(Ay, B, 0) = £1 # 0,
pro libovolné r > 0. Stupen zobrazeni deg(H(1, -), B,., 0) definovan pro libovolné r > 0, nebot (a(T), B(7)
Y(A)C pro libovolné 7 € (0,1) (a tedy neexistuje netrivialni feseni spliujici Au—a(7)ut + (r)u™ =0
Tim jsou splnény piedpoklady vlastnosti (¢) véty 2.15. Definujme operator A, : u — (Au —a(r)u’ +
B(T)u*). Protoze homotopie H(7, ) je piipustna, plyne z véty 2.15, Ze

) €
).

deg(A,,B,,0) = deg(A,,B,,0) =+1 #0.
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Zafixujme 7 € (0,1) a definujme pro vSechna s € (0,1) a pro v8echna u € R, ||u|| < r, homotopii
H(s,u) = Au— a(r)u” + 8(r)u” — sg(u). (2.24)

Homotopie je spojitym zobrazenim, nebot zobrazeni g je spojité. Je-li tato homotopie pfipustné, potom
z vlastnosti (c) véty 2.15 plyne, Ze

deg(H(1,-),B,.,0) = deg(H(0,-),B,.,0) = +1 £ 0,
kde
H(l,u) = Au—a(r)ut + 8(r)u” —g(u) VYueB,
H(0,u) = Au—a(r)u” + 3(r)u” Vue€ B,.
Proto podle vlastnosti (b) véty 2.15 existuje uy € B, tak, Ze
H(l,up) =0.

Parametr 7 € (0,1) jsme volili libovolné, tedy existuje alespoil jedno ug € B, i pro 7 = 1 a proto existuje
alespon jedno feSeni tilohy
Au = out + Bu” —g(u).

Dokazme, Zze homotopie definovana v (2.24) je p¥ipustné, tj. Ze pro viechna s € (0,1) a pro vSechna
u € S, je H(s,u) # 0. Dikaz provedeme sporem. Pokud by homotopie pfipustnd nebyla, existovala by
posloupnost {s;},°7 C (0,1) a posloupnost {u;} %) C R™ tak, ze

Au; — ()z(T)uj+ + B(t)u; — sjg(u;) =0 (2.25)
a ||lu;|| = 400 pro j — +oo. Polozme
v, =
S ¥
tj. ||v;]| = 1. Vydélenim (2.25) ||u;| dostaneme
- 8(w)
Av; — OZ(T)V;_ +B(T)v; — s ||U-J|| =0. (2.26)
J
+1+oo

Protoze posloupnost {vj}j:‘f € S, lezi posloupnosti {v {v;}jzo‘f v By. Z posloupnosti {v;},

j Jj=17
{Av;,}, {V;_}, {v; } mtzeme vybrat konvergentni podposloupnosti, protoze tyto posloupnosti jsou ome-
zené. Omezenost {Av;} plyne z omezenosti {v;} a (1.23). Ozna¢me vybrané konvergentni podposloup-

nosti pro jednoduchost opét {v;}, {Av;}, {v;r}, {v; }. Limitn{ prvky oznacime jako

lim vi=v", lim v; =v".
j—+oo Jj—+oo

Llimitnim pfechodem v (2.26) dostaneme pro j — 400
Av —a(r)vt +8(r)v- =0, (2.27)

nebot uvazujeme podminku (2.22), tj.
g(u)

luf=+oo [lul]

a |luj, || = 4o00. Z (2.27) plyne, ze (a(r),5(7)) € £(A), to je ale ve sporu s predpokladem vybéru a(r)
a B(7). Proto je homotopie definovana v (2.24) p¥ipustna. |
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B

Obrazek 2.3: Kiivka v pro (aq, 1) (modfe) a bod (as, B82) (¢ervend), pro ktery takova kfivka neexistuje.
Fuéikovo spektrum X(A) pron = 7.

2.2.2 Uloha v rezonanci vzhledem k Fué¢ikovu spektru

Uvazujeme-li (o, 5) € £(A), potom se tloze (2.1) fika wloha v rezonanci. Nejdiive uvazujme ulohu, kterou
ziskame volbou @ = 8 = A v (2.1) a necht A € o(A). Princip dikazu néasledujici véty 2.21 je stejny jako
v [5]. Definujme funkce p; : S1 x S; = R, p_ : S1 x S; — R jako

p+(a,b) = 7-£Tm<g(ra)’b>7 b- (a’ b) = T,Er_noo<g(ra)7 b), a,beR" [la = ”bH =1 (2'28>
Véta 2.21. Necht A je definovina v (2.2),n €N, n>2, A€ o(A) ag:R* = R" je spojité zobrazent,
pro které plati

sw _ (2.29)
=00 [|ull
Necht x, ||x|| = 1, respektive y, ||y|| = 1, je vlastni vektor matice A, respektive AT, piislusny viastnimu

cislu X s vlastnosti (x,y) > 0. Necht funkce p1 : S1 x S1 = R, p_ : S1 x S;1 — R definované v (2.28)
eristuji a jsou spojité s vlastnosti
p+(x,y) <0 <p_(x,y). (2.30)

Potom md vloha
Au=)u+g(u) (2.31)

alesponi jedno Fesent.

Diikaz. Protoze A € o(A), je operdtor Ay singularni. Necht A € R je takové, ze A ¢ o(A), A < X a
interval (A, A) neobsahuje zadny bod z o(A). Polozme pro 7 € (0, 1)

A= (1—=7)A+TA (2.32)
UvaZzujme r > 0 a pro vSechna u € B, a pro v8echna 7 € (0, 1) homotopii

H(7,u) = Au— A\u—7g(u). (2.33)
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Homotopie je spojitym zobrazenim, nebot zobrazeni g je spojité. Je-li 7 = 0, je
H(O,u) = Au—Au VYueB,,
tj. podle lemmatu 2.17 pro Brouwertuv stupen zobrazeni Hy plati
deg(H(0,-),B,,0) = +£1 # 0.

Je-li 7 =1, potom
H(l,u)=Au—lu-—g(u) VueB,.

Je-li homotopie definovana v (2.33) pfipustnd, potom z vlastnosti (c) véty 2.15 plyne, Ze
deg(H(1,-),B,,0) = deg(H(0,),B,,0) = +1 # 0,
a tedy podle vlastnosti (b) véty 2.15 existuje uy € B, tak, Ze
H(1,u0) = 0,

tj. existuje alespofi jedno Feeni tlohy (2.31).

Dokazme, Ze homotopie definovana v (2.33) je piipustna, tj. Ze pro vSechna 7 € (0,1) a pro vSechna
u € S, je H(r,u) # 0. Dtkaz provedeme sporem. Pokud by homotopie pfipustna nebyla, pak existuji
posloupnosti {u]}j':"iJ CR”a {7 jﬁi’ C (0, 1) takové, ze |lu;|| = 400 pro j — +00 a

Allj - /\-,—jllj - Tjg(Uj) =0, (234)
tj. H(7j,u;) = 0. Polozme
u;
V=,
Tyl

tj. HVJ” =1la Vvj € S;.

Z posloupnosti {v;}, {Av;} mizeme vybrat konvergentni podposloupnosti, protoze tyto posloupnosti
jsou omezené. Omezenost {Av;} plyne z omezenosti {v,} a (1.23). Oznaéme vybrané konvergentni pod-
posloupnosti pro jednoduchost opét {v;}, {Av;}. Stejnou avahou (interval (0, 1) je omezeny) vybereme
z posloupnosti {7;} konvergentni podposloupnost, kterou opét pro jednoduchost ozna¢ime {7;}. Limitni
prvky ozna¢me

dim v;=v, lim 7, =7¢€(0,1).
J—+oo J—+oo

Vydélenim (2.34) ||u,|| a vyuzitim (2.32) dostaneme

_ g(u;
AVj — (1 —Tj))\Vj —Tj)\Vj _Tj||(11'J|) =0. (235)
j
Limitnim pfechodem v (2.35) pro j — 400 dostaneme
Av — (1 —T)Av — TAv = 0, (2.36)

nebot podle (2.29) je
g(u)

luf=+oo [lul]

a |lu;|| = 4o0. Rovnici (2.36) mizeme ekvivalentné zapsat jako
Av — )\, v=0,

tj. Ar € 0(A). Diky volbé A, v (2.32) je A; = A, tj. pro 7 jako limitni prvek posloupnosti {7;} plati 7 = 1.
Dale, v € S; a je vlastnim vektorem piislusnym vlastnimu éislu A, tj. v = x nebo v = —x.
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Uvazujme nejdiive v = x. Necht P : R” — R" je zobrazeni
P(u) = (u,y)y,
kde y je vlastni vektor matice A7 pifsluiny vlastnimu &slu A. ProtozZe je
P(Aw;) = (Au;,y)y = (u;, ATy)y = Muy,y)y = AP(u;),

dostaneme z (2.34)
(A = Ar,)P(uy) — 7P (g(u;)) = 0. (2.37)

Rovnici (2.37) miizeme zapsat v ekvivalentnich tvarech
(A=A (w3, y)y — 75 (g(u;),y)y = 0
A =2 g [yl Y vy = 75¢g (lwy vy |1 ey). vy =0,
(A = Al vy, ¥)y — (g (llusllv;), y)y = 0
Protoze v; — x a (x,y) > 0, od dostatecné velkého j € N plati
sgn (v;(t)) =sgn (x(t)) prot e {0,...,n—1},
tedy (v;,y) > 0. Celkem od dostatetné velkého j € N plati nerovnost
0=—A=A)lu;li(vs, y) + 75(8llullvy), y) < (g(llu;llvy), y), (2.38)

nebot (A — A, )|[u;][(v;,y) > 0. Definujme funkei ¢ : (0,1) x S; = R

<g(r‘1w),y> pror #0, w € Sy,
p(r,w) =
p+(W,y) pro r =0, w € S;.

Protoze funkce py definovana v (2.28) je spojit4, dostaneme pro ||u;|| # 0

li 1=t v = i Al - —
S o(ugl™vy) = lim (g(lluyllvs), y) = p+(xy)
a pro [lu; =0 . B

im p(f[uy |77 v5) = P (%)

Jj—+oo

Protoze plati (2.38), je

0<p+(xy),
coZ je ale ve sporu s predpokladem (2.30).
Uvazujeme-li v = —x, potom opét dojdeme stejnym zptisobem ke sporu. Proto je homotopie defino-
vanéd v (2.33) pripustna. [ |

Priklad 2.22. Necht n = 3. Pak ma matice A tvar

2 -2 0
A= -1 2 -1]. (2.39)
0o -2 2
Zajima néas, zda mé tloha
Au=)u+g(u) (2.40)

pro A € R a konkrétni volbu g alespon jedno feSeni. Zvolme g ve tvaru

—arctg ug + fo
g(u) = —arctg(u) + f = | —arctg us + f1 |, (2.41)
—arctg us + fo
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kde f = [fo, f1, f2]T € R™, tj. g je spojité. Pro takovou volbu je

—arct £
glw _ .~ —arctg(w) +f _ 0,
ul—>+oo U] ful=+oo [[ull

nebot g je omezené.
Bodové spektrum matice A v (2.40) ma tvar

o(A) = {0,2,4}.

Pokud zvolime A ¢ o(A), pak plyne z véty 2.18, Ze uloha (2.40) ma pro g tvaru (2.40) a libovolné f
alespon jedno feseni. Zabyvejme se dale piipadem \ € o(A).
Nejdiive zvolme A = 0. Pak

SCE SRR

Funkce p definovana v (2.28) ma tvar

pr(x,y) = lim 1 (—arctg L + fo) + \/5 (—arctg - + fl) + 1 <—arctg L + f2>
e \ V6 Ve 3 Ve NG V3

= %(—27T+f0+2f1 + f2)

a funkce p_ ma tvar

p-(x,y) = % 27 + fo +2f1 + fa).

Podminka (2.30) ve vété 2.21, tj.
P+(x,y) <0 <p-(x,y),

je splnéna, pokud plati
(=2r+ fo+2fi+ fo) <0< 27+ fo+2f1+ fa). (2.42)

Tedy, podle véty 2.21 méa tloha (2.40) pro A = 0 a pro g tvaru (2.41) alespon jedno fegeni, pokud je
splnéna podminka (2.42).
Zvolme A = 2. Pak

o] -]

funkce p; ma tvar

_—m—fo+ fo
p+(xy) = ———5——
a funkce p_ ma tvar
m—fo+ f2
p—(X7Y) = 2 °

Je-1i splnéno
—nm—fo+ fo<0<7m— fo+ fo,

f2 libovolné, pak m4 tloha (2.40) pro A = 2 a pro g tvaru (2.41) alespon jedno fegeni.
A pro A = 4 mé tuloha (2.40) pro g tvaru (2.41) alespoii jedno fegeni, pokud je splnéno

=21+ fo—2fi+ f2<0< 2+ fo —2f1 + fo.

Pokud bychom v piikladu volili opaéné vlastni vektory (tj. —x), dostali bychom jiné podminky fesi-
telnosti. O
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Definice 2.23. [7] Necht B € M,. Fu¢ikovo spektrum ¥ (B) rozdéli rovinu a5 na regiony typu I a regiony
typu II:

(i) Regiony typu I jsou komponenty R! € 3(B)€ takové, Ze obsahuji alespoii jeden bod (A, ), A ¢ o(B).
(i) Regiony typu II jsou komponenty R € ¥(B)® takové, ze neobsahuji zadné body (A, \), A ¢ o(B).
U

Na obrazku 2.4 jsou regiony R a RII.

$(A), n=6

-

Obrazek 2.4: Regiony R (8edé) a regiony R! (bile) pro ¥(A), n =6 (vlevo), n = 10 (vpravo).

Zadefinujme nasledujici pojmy [7]. Necht B € M,,. Ozna¢me $q,3 Futikoviv vlastni vektor prislusny
Fucikovu vlastnimu ¢islu (o, 8) € 2(B). Fu¢ikovo vlastni ¢islo nazyvame jednoduchym, pokud existuje
pravé jeden Fucikuv vlastni vektor ¢, 5, ¢, s/l = 1, a vBechny ostatni Fucikovy vlastni vektory jsou
jejim kladnym nasobkem.

Problém

Bu—aut+8u” =0

miiZzeme zapsat ekvivalentné jako

(Bu — (ax(eg 5) + Bx(sa;g))) u=0, (2.43)

kde x (t)
1 pokud ¢ 1) #0
a,B ’

K (2.43) miizeme definovat adjungovany problém

B u = (ax(ef ) + Bx(p, 5)u. (2.44)

Netrividln{ fesenf (2.44) se nazyva adjungovanym Fuc¢ikovym vlastnim vektorem pro (o, 3) a ¢, 5. Bu-
deme jej znacit v, 5.

Duikaz nasledujiciho lemmatu 2.24 je podobny jako v [7]. Rozdil je v tom, Ze autofi ¢lanku vyuZzivaji
v ditkazu Lerayiv-Schauderiv stuperi zobrazeni (definici Lerayova-Schauderova stupné zobrazeni mizeme
najit v [3]) pro spojity operator L a tedy definuji stupeii zobrazeni pro operator I — L, kde I je identicky
operator. Dale jsou v lemmatu 2.24 pouzity slabsi pozadavky na funkci g a podminky, za kterych mé
problém alespon jedno feSeni, jsou obecnéjsi. V poznamce 2.25 jsou uvedeny konkrétni podminky, které
lze pro pevné Fuéikovo vlastni &slo (a, §) a funkci g lépe oveéfit.
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Véta 2.24. Necht A je definovina v (2.2), n € N, n > 2, (o, 8) € X(A) je Fucikovo vlastni ¢islo matice
A s prislusngmi Fucikovymi vlastnimi vektory @, g, [P, gl = 1. Necht g : R™ — R™ je spojité zobrazen,
pro které plati

s _, (2.45)

hull=+oo [[ul

a necht pro viechny Fucikovy vlastni vektory @, 5 je ¥, g, |1¥agll = 1, prislusnyg adjungovany Fucikiv
vlastni vektor spliugici (g, g, P, ) > 0. Pokud existuje € # 0 takové, Ze (a+Te, B+7¢) € R! pro viechna
7 € (0,1) a pokud pro vSechny Fucikovy vlastni vektory Pop @ pro kaZdou posloupnost {uj}j:"f Cc R”

takovou, Ze ||u;|| = +oo a sz” — Po.p, Plati
>0 pokud e >0,
jLiIEoo<g(uj)’¢a’B> { <0 pokud € <0, (2.46)
potom md uloha
Au=au’ - pu” +g(u) (2.47)
alesponi jedno FeSend.
Diikaz. Definujme homotopii H : (0,1) x R” — R"
H(r,u) =7 (Au— (a+e)ut + (B+e)u”) + (1 —7) (Au—au’ + pu” —g(u)). (2.48)

Ozna¢me pro u € R™ homotopii H, = H(7, u). Homotopie je spojitym zobrazenim, nebot zobrazeni g je
spojité. Déale definujme dvé spojita zobrazeni

Ayp:u Au—aut +8u™, Asicpieiu— Au—(a+e)u” +(B+e)u.
Je-li 7 = 0, potom
H(0,u) = Au—aut +pu” —g(u) = A,su—gu) VueB,,
a naopak, je-li 7 =1, pak
H(l,u)=Au—(a+e)u” + (B+e)u” = Asicpicu Vue B,

Je-li homotopie H pifpustné, tj. je-li H spojitym zobrazenim definovanym na B, s hodnotami v R"
takovym, Ze H,(u) # 0 pro kazdé u € S, pak plati

deg(Hy, B, 0) = deg(H;, B,., 0).

Brouwertv stupeii zobrazeni A ¢ g je konstantni pro jakoukoliv komponentu Y (A)€, protoze pro tuto
komponentu plati
Au—(a+e)ut +(B+e)u” =0 < u=0,

tj. u ¢ S;. Navic (o +¢,8 +¢) € Rl takze diky lemmatiim 2.20 a 2.17 je
deg(HO, BT7 O) = deg(Hl,Br, 0) = deg(Aa+e,B+s; BT, 0) = deg(A,\,)\, BT, 0) = (—1)'Y = il,

kde A ¢ o(A) a « je definovano v lemmatu 2.17 a tedy existuje alesponi jedno feSeni ulohy (2.47).

Dokazme, Ze hotopie definovana v (2.48) je pfipustnd, tj. Ze existuje dostatecné velké r > 0 takové,
Ze pro vSechna 7 € (0, 1) a pro vSechna u € S, je H(7,u) # 0. Diikaz provedeme sporem. Necht existuji
posloupnosti {uj}jzof C R, {11125 € (0,1) takové, 7e |u;|| — +oo, 7; = T a

H(Tj’ uj) =0,

neboli
7 (Au; — (a4 e)uf + (B+e)u; ) + (1 —7) (Au; — auf + fu; —g(u;)) = 0. (2.49)
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Vydélime-li (2.49) |lu;|| a oznac¢ime-li v; = ﬁ, tj. [[v;|| = 1, dostaneme
J
(Av; — + V(=1 (Avy —avt + v — 8 g 2.50
7j (Av; (a+e)v; +(ﬁ+5)vj)+( 7)) [ Av; —av] + fBv; i)~ (2.50)
j

Posloupnost {v; }jﬁ‘l’ lezi na jednotkové sféfe (||v;|| = 1), tedy ijiH < 1. Proto v;r, v € B;. Z posloup-
nosti {v;}, {Av,}, {vj}, {v; } miZeme vybrat konvergentni podposloupnosti, protoze tyto posloupnosti
jsou omezené. Omezenost {Av;} plyne z omezenosti {v;} a (1.23). Ozna¢me vybrané konvergentni pod-
posloupnosti pro jednoduchost opét {v;}, {Av;}, {v;r}7 {v; }. Pfechodem k vhodnym podposloupnostem

dostaneme limitné v (2.50)
T(Av—(a+e)vi+(B+e)v )+ (1—7) (Av—av’ + v ) =0, (2.51)

nebot z predpokladu (2.45) vime, Ze
g(w) _

hul>oe fuf
Rovnici (2.51) muZzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru
Av — (a+Te) vt + (B+Te)v =0.

Je-li 7 € (0,1), potom (o +7¢,8+ 7¢) ¢ L(A) a v =0, coz je ve sporu s tim, Ze ||v|| = 1. Polozme tedy
7 = 0. Potom
Av—avT +8v =0.

av =,z [Vl = l¥asll = 1. V tomto kroku dikazu pro jednoduchost predpokladéme, ze Fucikovo
vlastni ¢islo (o, 8) € L(A) je jednoduché, tedy ze existuje pravé jeden Fucikiv vlastni vektor ¢, 4
s vlastnosti ||, || = 1. Pokud jich existuje vice, je dikaz stejny, jen adjungovany Fucikiv vlastni

vektor 1, 5 volime prislusny naSemu vybranému Fuc¢ikovu vlastnimu vektoru ¢, 5. A vie zopakujeme
pro vSechny dvojice @, 5,%, 3.
Uvazujeme v; — ¢, 5 pro j — +00, a protoZe se jedna o diskrétni posloupnost, od dostatecné velkého
7 € N plati
sgn (v;(t)) = sgn (¢q.5(t), prote{0,...,n—1}.

Pro vektor 1, 5 (adjungovany Fucikav vlastni vektor) plati

(Av; —avi +8vi bag) = (A= (ax(v)+Bx(¥;))Viitas)
= (A~ (ax(9f0) + Bx(07.)) ) Vis Yass ) (2.52)
= 0.
Rovnice (2.49) je ekvivalentni s
Au; — ouf + pu; — (1 —75)g(u;) — rjeuf +eu; =0 (2.53)

Vynésobime-li skalarné (2.53) adjungovanou Fué¢ikovou vlastni funkei ¥, 3, dostaneme diky u = ut—u~
a (2.52)

0 = (Au;— cuu;r + ﬂu; —1jeu; — (1 —75)g(uy), ¢Qﬁ)
= (Au; —auj + fu;, 9, ) — Te(ws, b, 5) — (1 —75)(8(1)), ¥a,s)
= |lwl(Av; —av] + 8], v, 5) — Tilluslle(vy, v, 5) — (1= 75)(g(u;), %, 5)
= —7jlllle(vi Pa,s) — (1= 7)), ¥ 5)

(2.54)

V predpokladech uvazujeme (@, 5,9, 5) > 0, tedy pro dostatecné velké j € N plati (v;,,, 5) > 0.
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2.2. NELINEARNI ULOHA

UvaZujme & > 0. Rovnost v (2.54), tj.

0 < 7jillujlle(vy, vq ) = —(1 = 75)(8(1)), %4 5),
je splnéna pokud
<g(uj)a ¢a7ﬂ> <0.
Naopak, uvazujeme-li ¢ < 0, pak je rovnost v (2.54), tj.

0> 7llujlle(vy, o) = —(1 = 75)(8(u;), %4 6)

splnéna pokud
(g(u;), a5 = 0.
Celkem plati
<0 pokude >0,

g(u;), ¥, 2.55
(g(u;) ’B>{20 pokud e < 0. ( )
Limitnim pfechodem v (2.55) pro j — 400 dostaneme

lim (g(u;), %, )

Jj—+oo

<0 pokude >0,
>0 pokude <O,

coZ je ve sporu s piedpokladem (2.46). Homotopie definovana v (2.48) je tedy pfipustna. |

Uvazujme zobrazeni h : u — h(u), které je spojité, omezené a je ve tvaru

h(uo)
h(u) = : ) (2.56)
h(un_l)
kde h: R — R au=[ug,...,u,—1]7. Oznaéme limity

Tginm h(r) = h(+00), ngloo h(r) = h(—00).
Véta 2.25. Necht A je definovina v (2.2), n € N, n > 2, (o, 8) € E(A) je Fucikovo vlastni é&islo
matice A s prislusngmi Fucikovgmi vlastnimi vektory @, g, ll¢, ll = 1. Necht h je zobrazeni, které je
definovdno v (2.56) a f je pevné. Necht pro vsechny Fucikovy vlastni vektory @, 5 je ¥, 5, [0 sl = 1,
prislusng adjungovany Fucikiv vlastni vektor spliiujict <<paﬁ, Y,o5) > 0. Pokud existuje € # 0 takové, Ze
(a+7e, B+ 7€) € RY pro vsechna 7 € (0,1) a pokud pro vsechny Fucikovy vlastni vektory Pa.p plati

n—1 n—1 n—1
h(+00) D ap() Th(=00) D Was(t)+ Y F)1has(t) SO pokud e S0,
=0 =0 =0
as (D0 o o (D)<0 ‘
potom md uloha
Au=ou’ — pu” +h(u)+f (2.57)

alespori jedno tesent.

Diikaz. Uvazujme funkci g tvaru

Pak tato funkce spliiuje
g(u)

haf =400 [lul] —
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2.2. NELINEARNI ULOHA

tj. mé vlastnost (2.45). Tim méame splnény piedpoklady véty 2.24 a pokud je splnéno

lim (g(u;),%4,5)

j—+oo

>0 pokud e >0,
<0 pokude <0,
tj. (2.46), pak ma uloha
Au=ou’ - pu” +h(u)+f

alesponl jedno FeSeni. Uvazujme posloupnost {uj}j':f takovou, ze ||u;|| = 400 a — ®q4.p- Necht

u;
[
¢ > 0. Pak ma podminka v (2.46) tvar

lim (g(u;),v%,4) = lim (h(u;)+f,%, 5) > 0.

Jj—+oo j—+oo
Rozepsanim skalarniho sou¢inu dostaneme
n—1 n1
jEI—Poo 2 h(u; (t))’(,baﬁ(t) + jEI-Poo 2 (), 5(t) > 0. (2.58)
u;

Protoze uvazujeme posloupnost {u;} takovou, Ze |lu;|| — +oo a Tl — ¢, 3, je pro dostatecné velké j
u; ’

sgn (u;(t)) = sgn (¢, 4(t)), prote{0,...,n—1}.
Pro prvni sumu v (2.58) dostaneme

n—1

> i B0 as(0)

lim i h(u;(t)) %, 5(t)
t=0

j—+o0 —
- n—1 n—1
= h(+00) D ) Fh(=o0) Y b, s(0).
t=0 t=0
Pa,p3(t)>0 Pa,p(t)<0
Stejnym postupem dostaneme podminku pro e < 0. Celkem podminka (2.46) v lemmatu 2.24 ma za
nasich predpokladi tvar

n—1 n—1 n—1
h(+00) ; Da,p(t) + h(—00) ; wa,ﬁ<t)+;f<t)wa,ﬁ<t)§0 pokud e S 0. (5 59

Po,p(t)>0 Pa,p(t)<0
|

Poznamka 2.26. Necht A je definovana v (2.2), n € N, n > 2, a (a,3) € X(A). Pak ke kazdému
Fuéikovu vlastnimu vektoru ¢, 5 = [@o, P2, - - On_2,0n_1)T existuje Fucikitv vlastni vektor Pap =
[On_1,Pn_2,---,¢1,90]T. Pokud plati pro alespoii jedno t € {0,...,n — 1}

pak je nasobnost Fué¢ikova vlastniho &isla (o, 8) minimalné dve. O

Na obrazku 2.5 je ilustrace fesitelnosti ulohy

Au=au’ — Bu” +h(u)+f (2.60)
pron =29, (a,f) € Z(A), h(u) = [~arctguy, ..., —arctgu, 1|7, f =[5,...,5]T a f =[-30,...,-30]7.
Na obrazku 2.6 je ilustrace TeSitelnosti tlohy
Au=au’ - Bu” +h(u)+f (2.61)
pron =6, (a, ) € £(A), h(u) = [~arctguy, ..., —arctgu,—1]7, £ =[6,...,6]7 a f=[3,...,3]T.
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2.2. NELINEARNI ULOHA

3(A),n=9 3(A),n=9
B \ B \\\\\\
Obrazek 2.5: Reitelnost tlohy (2.60) pro £ = [5,...,5]7 (vlevo) a f = [=30,...,—30]7 (vpravo) pro

n = 9. Oranzové je Fuc¢ikovo vlastni ¢islo (a, 8) € ¥(A), pro které neumime o feSitelnosti rozhodnout a
Gerné je Fuéikovo vlastni &islo (o, 8) € X(A), pro které existuje alespoit jedno feSeni tlohy (2.60).

Obrazek 2.6: Resitelnost tlohy (2.61) pro f = [6,...,6]T (vlevo) a f = [3,...,3]T (vpravo) pro n = 6.
Oranzové je Fu¢ikovo vlastni ¢islo (o, 8) € £(A), pro které neumime o Fesitelnosti rozhodnout (leva strana
(2.59) je rovna nule), zluté je Fuc¢ikovo vlastni ¢islo (o, 5) € X(A), pro které neumime o FeSitelnosti
rozhodnout (podminka (2.59) neni splnéna pro vSechny Fuéikovy vlastni vektory) a ¢erné je Fucikovo
vlastni ¢islo («, 5) € £(A), pro které existuje alespon jedno FeSeni ulohy (2.61).
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Kapitola 3

Dirichletova okrajova tloha

V této kapitole se budeme zabyvat diferencidlné-diferen¢ni tlohou. Nejdiive ale budeme uvazovat pomocné
tlohy - spojitou a diskrétni.

Necht A € R a 0 < g € R. Oznaéme T = (—¢q, +q) (viz obrazek 3.1). Uvazujme diferencidlni Dirichle-

tovu okrajovou tlohu tvaru

{ u’(t) + du(t) =0, teT, 3.1)

Obrazek 3.1: Mnozina T = (—gq, +q).

Véta 3.1. Uloha (3.1) md netrividini resent prave tehdy, kdyz
k2 2m + )7\ ”
Ak.(”)  keEN, Am<(m+)”),meNo.
q 2q

Diikaz. Odvozeni je zcela analogické jako v [11], kde je uvaZovana tloha s Neumannovymi okrajovymi
podminkami. |

2
n—gl aT={-q+h,...,—q+nh} (viz

obrazek 3.2). Uvazujme diferencéni Dirichletovu okrajovou tlohu tvaru

Necht n € Nyn > 2, A € Ra0 < g € R. Ozna¢me h =

AVu(t) + du(t) =0, teT,
(3.2)
u(—q) = u(+q) =0,
kde Au(t) = w je dopfedna diference a Vu(t) = W je zpétna diference. Za-

vedme znaceni

Uo = u(—q), Uy =u(=q+h),...,Up = u(—q+nh), Upp1 = u(+q).
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Pak ulohu (3.2) muZeme zapsat v ekvivalentnim tvaru
AVU; +A\U; =0, ie€{l,...,n},
{ Up = Upni1 = 0.
Proie{l,...,n} je
AVU; = AUi _hUFl = UH}lz_ UG _hgiﬂ = %(Ui—l —2U; + Uig1).
Pro i = 1 vyuzitim okrajové podminky Uy = 0 dostaneme

1 1
AVU; = ﬁ(UO —2U; + UQ) = ﬁ(_ZUl + U2)

a pro ¢ = n vyuzitim U, +; = 0 dostaneme

1 1
AVUn = ﬁ(Un—l —2U, + Un-‘rl) = ﬁ(Un—l - 2Un)-
Ulohu (3.2) tedy mtizeme napsat v maticovém tvaru Du = Au, kde
2 -1
) -1 2 -1
D:ﬁ '.' '.' '.' (3.3)
-1 2 -1
-1 2

je ¢tvercova symetricka tiidiagonalni matice typu n x n. Uloha (3.2) ma netrividlni feSeni pravé tehdy,
kdyz A jsou vlastni ¢isla matice D, coz zformulujeme do nasledujici véty 3.2.

—q+4h =0
® ® ® ® ® ® ® ® o >
—q —-q+h —q+2h —q+3h —q+5h —q+6h —q+T7h +q t
Obréazek 3.2: Mnozina TU {—q,+q} = {—q+h,...,—q¢+nh} U{—q,+q} pro n =7 (n liché).

Véta 3.2. Uloha (3.2) md netrividini fesent prave tehdy, kdyz

n+1\> .o km
= _ 1,... .
Ak ( . ) sin St 1) ke{l,...,n}

Drikaz. Princip dikazu je stejny jako v lemmatu 1.10. |

Poznamka 3.3. Ulohu (3.2) miZzeme ekvivalentn& definovat tak, ze misto ¢lenu AVu(t) pouzijeme

VAu(t) nebo AAu(t —h) nebo VVu(t+ h),

nebot je
J AVu(t) — Au(t) - Z(t —h) _u(t+ l;L)?— u(t)  u(?t) 7;@ - h)’
VAult) — vu(t + h})L —u(t)  u(t+ 2)2— u(t)  u(t) f;;(t —h) _ AVu(t),
Adut—p) = A= Z(t —h) _ult+ f;)z— ut)  ult) —:2@ 1) _ Avu,
VVult+h) = Vu(zf + h})L —u(t) _ult+ 2)2— u(t)  u(t) —;L?(t —h) _ AVu(t).
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3.1. KOMBINACE DIFERENCIALNICH A DIFERENCNICH ROVNIC

3.1 Kombinace diferencialnich a diferenc¢nich rovnic

a oznacme

2
Necht ne N, A eRa0<peR, p<qgeR. Oznatme h = fl
n

T=(—q,—p)U(+p,+q) U{-p,—p+h,...,—p+nh,+p}. (3.4)

Na obréazku 3.3 jsou pfiklady mnoZin T pro sudé a liché n. Uvazujme diferencidlné-diferencni Dirichletovu
okrajovou tulohu tvaru

u’(t) + du(t) =0,  t€(—g,—p)U(+p,+q),

VAu(t) + du(t) =0, te€ {—p, —p+h,...,—p+ {gJ h}, (35)
AVu(t) + A u(t) =0, te {—p—i— {g—‘ h,...,—p+nh, +p},
u(—q) = u(+q) = 0.
—-p+h —p+3h=0 —p+5h
| e o o e o o o >
—q —P —p+2h —p+4h +p +q t
—p+h —p+3h —p + 5h
1 ® 6 o o ¢ o o o >
—q -p —p+2h —p +4h —p+6h +p +q t

Obrazek 3.3: Mnozina T definovana v (3.4) pro liché n = 5 (nahoie) a sudé n = 6 (dole).

Poznamka 3.4. Je-li n sudé, pak je —p + LSJ h+#—-p+ [g—l h. Je-li n liché, pak
—p+ L%J h=-p+ {g—‘ h = 0. Protoze je AVu(0) = VAu(0), jsou pro ¢ = 0 diskrétni rovnice v (3.5)
shodné. O

Poznamka 3.5. Pokud je n = 0, potom ma mnozina T definovana v (3.4) tvar
T = (=¢,—p) U (+p, +q) U{—p, +p}

a uloha (3.5) ma tvar

u”(t) + Au(t) =0, t € (=g, —p) U (+p, +q);

VAu(—p) + Au(—p) =0,

AVu(+p) + Au(+p) =0,

u(=q) = u(+q) = 0.

d

Zajimaji nas hodnoty A, pro které ma tloha (3.5) netrividlni feSeni u. Uvedeme dva zptisoby, jak
takova ¢isla ziskat. Ozna¢me [ = I; Uls = (—q, —p) U (+p, +¢q). Netrivialni feSeni na intervalu I; oznacme
u1 a na intervalu Iy jej ozna¢me uo. Déle ozna¢me

Uo = u(=p) =u1(—=p), Ut =u(—p+h),..., U, =u(—p+nh), Upy1 = u(+p) = uz(+p).
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3.1. KOMBINACE DIFERENCIALNICH A DIFERENCNICH ROVNIC

3.1.1 Metoda stielby

V této Casti k nalezeni ¢isel A, pro kterd mé uloha (3.5) netrividlni FeSeni u, vyuZijeme feSeni t¥i poca-
tecnich dloh. Uvazujme A > 0.

1. UvaZzujme diferencialni poc¢atecni tlohu

W)+ dug(t) =0, tely,

u1(—q) =0, (3.6)
uy(—q) =1.
Regeni tlohy (3.6) ma tvar
sin (\f)\q) cos (ﬁq) .
ur(t) = — = cos (V) + —— L sin (V/At).
2. Uvazujme diferenéni pocateéni tlohu
n
VAu(t) + du(t) =0, te {—p, —p+h,...,—p+ LiJ h},
n
AVu(t) + du(t) =0, te {—p + [5-‘ h,...,—p+nh, +p}, (3.7)

u(=p) = ui(=p),

Vu(=p) = uy(=p),
kde u}(—p) rozumime limitu zleva t—1>i£r;1), uy(t) a uy(—p), uy(—p) jsme ziskali v predchozi casti.
Ulohu (3.7) miZeme ekvivalentn& zapsat jako

VAU; + \U; =0, ze{OFJ}

2
AVU+2U; =0, ie{[5]....,n+1},
Uo = u1(—p),
VUO = Ull(—p).
Uvazujme t = —p. Pak je (vyuzitim pocate¢nich podminek)
1 1 1 1 1
VAU = +V(Ur — Up) = 5 (U1 — Up) = +VUy = 5 (U1 —us(—p)) — +uj(—p). (3.8)
h h h h h
Vyjadienim U; z (3.8) dostaneme hodnotu feSeni u v bodé t = —p

Uy = h? (;LUS(—p) - (— % + A)ul(—p)) :

Podobnymi tpravami dostaneme
1 2
Uy = 1 (—u(-p) - (_ < +)\)U1>,

U3 = h?

Un+1 = h2
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Z rovnice pro t = +p dostaneme
1 1
AUy = h (= 75Un - (— =+ A)Un+1 .

3. Uvazujme diferenciélni poc¢atecni ilohu
’U,/QI(t) + )\Ug(t) =0, te I,
U2(+p> = Un+17 (39)
Ué(—i—p) = AUTL+17

kde U,41, AUp41 jsme ziskali v pfedchozi ¢asti. ReSeni us mé tvar

1

VA
1

VA

us(t) = (Un+1 cos (ﬁp) -
—+ (Un+1 sin (\f)\p) —+

AU, 41 sin (ﬁp) cos (\f)\t)
AUy, 41 cos (ﬁp) sin (ﬁt)

Necht n je pevné a hodnota A neznaméa. Nejdiive vyTfesime pocéatecni ulohu (3.6), potom (3.7) a
nakonec (3.9) (feSeni jsou zavisla na hodnoté X). Pak je splnéni Dirichletovy okrajové podminky v (3.5),
t].

u(+q) =0,
ekvivalentni se splnénim

uz(+¢q) = 0.
Hodnota funkce ug v bodé t = +¢ je funkei proménné A. Ozna¢me ji f,, = f,(A). Pak je uloha nalezeni
hodnot A, pro ktera ma tloha (3.5) netrivialni feseni, ekvivalentni s ilohou nalezeni nulovych bodt funkece

fn
Jn i A ua(+q) (3.10)

a konstrukce us je popsana v bodech 1-3.
Pokud bychom zvolili A < 0, stejnym postupem, ktery je popsan v bodech 1-3, bychom zjistili, Ze pro
libovolné n € N nema funkce f, zadny nulovy bod.

Véta 3.6. Uloha (3.5) md netrividlni feSeni prdvé tehdy, kdyz X > 0 je nulovgm bodem funkce f,
definované v (3.10).

y = fo(A)

Obrazek 3.4: Funkce fy prog=4,p=1.

Zvolme n = 0. Pak méa funkce f (viz obrazek 3.4) tvar

fo(A) = p(3 — 4p*\) cos (2(p - q)xf)\) + %(—1 +4p*\) (p\/x + sin (2(p — q)\ﬂ))

Na obrazku 3.5 jsou néktera netrivalni feSeni v tlohy (3.5) (sefazena podle velikosti A\) pron =0 a
na obrazku 3.6 pro n = 2.
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y = v1(t) y = va(t) y = v3(t) y = va(t) y = vs(t)

TN NG

Obrazek 3.5: Néktera netrivalni FeSeni v tlohy (3.5) prog=4,p=1,n=0.

y =wv2(t) y =wv3(t) y = va(t) y = us(t)

Obrazek 3.6: Néktera netrivalni FeSeni v tlohy (3.5) prog=4,p=1,n=2.

3.1.2 Modifikovana metoda stielby

Druhy zpiisob, kterym muZeme nalézt ¢isla A, pro ktera ma aloha (3.5) netrivialni feSeni, vyuZziva FeSeni
dvou spojitych pocatecnich uloh a jedné diskrétni okrajové alohy. Uvazujme A > 0, n > 2. Pron € {0,1}
snadno dokazeme ziskat A pomoci predchozi ¢asti 3.1.1.

1. Uvazujme diferencialni poc¢ate¢ni tlohu

Ulll(t)+>\ul(t) =0, tel,

ui(—q) =0, (3.11)
ui(—q) =1,
kde s € R, s # 0. ReSeni tlohy (3.11) m4 v bodé ¢t = —p tvar
sin (VA
ui(—p) = b(\/\gq) cos (ﬁp) 8 \(/\qu) sin (\fp)

2. Uvazujme diferencialni poc¢atec¢ni tilohu
U/Q/(t) + )\Ug(t) = 0, te IQ,
U2(+Q) =0, (312)
uy(+q) = s

kde 0 # s € R. ReSeni tlohy (3.12) méa v bodé ¢t = +p tvar

us(4p) = ssin\(ﬁ\fg) cos (ﬁp) n SCOb\(f\fQ) sin (\fp)
3. Necht t € {—p,—p+ h,...,—p+ nh,+p}. Uvazujme diferen¢ni okrajovou ulohu
VAu(t) + Mu(t) =0, te {—p+h,...,—p+ {gJ h}7
AVu(t)+ Au(t) =0, te {—p + [g-‘ hy...,—p+ nh}, (3.13)
u(=p) = u1(-p),
u(+p) = ua(+p)-
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Ulohu (3.13) miizeme zapsat ekvivalentné jako

VAU; + \U; =0, i€ {1, , gJ}
. n
AVU; + \U; =0, i€ {H : n} (314)
UO = ul(_p)7
Upy1 = uz(+p).
Pouzijeme-li maticovy zapis, pak m4 aloha (3.14) tvar
EU = f, (3.15)
kde
=2+ h2\ 1
. 1 —24+Rh2X 1
E:ﬁ '.- '.- '.- (3.16)
1 —2+h2) 1
1 -2+ A%\
T
je matice typu n x n, U = [Uy,Us,...,U,_1,U,)T a f = —ulégp),O,...,O,—W;;—p) . Regeni

U maticové rovnice v (3.15) ziskame jako
U=E"'f.

K ziskani inverzni matice E~! miizeme diky specidlnimu tvaru matice E pouzit nasledujici vétu 3.7,
kde d = -2+ h%)\ a
E ' =r’M;', ije{l,...,n}.

Véta 3.7 ([9]). Necht M je tridiagondlni symetrickd matice rozméru n x n tvary

kde d je libovolnd konstanta. Necht i,j € {1,...,n}.

d
Je-li d < -2, oznac¢me y = —argcosh 3 Pak

M- _ cosh (n+1—1j—il)y) —cosh ((n+1—i—j)y)
C 2 sinh y sinh ((n + 1)y) '

d
Je-li d € (—2,2), oznac¢me y = arccos 3 Pak

H_jcos((n—&—l—|j—i|)y) —cos((n—&—l—i—j)y).

—1 _
M;;" = (=1) 2siny sin ((n+1)y)

d
Je-li d > 2, oznac¢me y = argcosh 3 Pak

1, iqjc0osh ((n+1—[j —il)y) —cosh (n+1—i—j)y)
M; ' = (-1)"* QSinhysinh((n+1)y) .

)
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3.1. KOMBINACE DIFERENCIALNICH A DIFERENCNICH ROVNIC

Diikaz. Odvozeni nalezneme v [9].

Uloha (3.5) je splnéna, pokud

VAU + AUy = 0,
AVUp 41 4+ \Upit = 0.

Prvni rovnice v (3.17) je ekvivalentni s rovnici

uf (= 1 1
= 1(h P _ <h2 /\) ui(=p) + 7501 =0,

kde

_qur(— _1 u2(+
U1:_E1& 1;121)) _Ell 2( p)

A druha rovnice v (3.17) je ekvivalentni s rovnici

uh(+p) <1 _ /\) ws(+p) + — Uy =0,

h h? E
kde
U = B3 ), D)
Oznacdme ,
nls3) = =18 (L -3 )w(-p)+ 500
a

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Véta 3.8. Necht 0 # s € R je libovolné pevné. Necht X je nulovy bod funkce gy (s,-) definované v (3.18)

a funkce ga(s,-) definované v (3.19). Potom md dloha (3.5) netrividlni Teseni pro A = .

Obrazek 3.7: Funkce g1 = go prog=4,p=1as=1 (vlevo) a s = —1 (vpravo).

y = v1(t)
YA

Obrazek 3.8: Nektera netrivalni feSeni v alohy (3.5) pro ¢ =4, p =3, n = 14.
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3.2. CASOVE SKALY

Obrézek 3.9: Néktera netrivalni FeSeni v tlohy (3.5) prog=4,p=2,5,n="1.

Oproti prvnimu zptisobu vypoétu v ¢asti 3.1.1 miizeme vyjadfit funkce g¢1(s,-), g2(s,-) analyticky
pro libovolné n. Ale vzhledem ke komplikovanému tvaru zde pfedpis pro libovolné n uvadét nebudeme.
Zvolme n = 2. Pak funkce g; méa tvar

81(—9(2+s)+4p? X .
—54pV/Acos ((p - Q)\F)\) +9 (9 —4p* X + (27(+4152/\)()9f4p2)>\)) s ((p o q)ﬁ)

gl()‘> = 36p2\f/\

a funkce go ma tvar

—54p sv/Acos ((p — q)ﬁ) +9 (9 —dp*X + f;ﬁ;};si + _8118(;?2)/\) sin ((p — q)ﬁ)
36p2v/\ '

Na obrazku 3.7 jsou funkce g1 = go pro s =1 a s = —1 pro volbu n = 2, ¢ = 4, p = 1. Na obrézcich
3.8 a 3.9 jsou néktera netrivalni FeSeni v tlohy (3.5) (sefazena podle velikosti A) pro n = 14.

g2(A) =

3.2 Casové skaly
Casova Skéla je libovolna neprazdna podmnozina realnych é&isel. Nasledujici definice miizeme najit v [2].
Definice 3.9. Necht T je ¢asova 8kala. Pro ¢t € T definujeme dopfedny operator o : T — T jako

o(t) =inf{s € T:s > t},

a zpétny operator p : T — T jako
p(t) =sup{s € T: s < t}.

(inf ) = sup T, sup ) = inf T). Déle definujeme mnozinu' T* jako
- T\ (p(supT),supT) pokud supT < +oo,
T pokud sup T = +o0.
[l

Definice 3.10. Necht T je ¢asova gkala, f : R — T a t € T*. Potom definujeme f2(t) jako ¢&islo
(existuje-1i) takové, Ze pro kazdé e > 0 existuje okoli U = (¢ — §,¢ + §) N'T pro n&jaké § tak, ze

[(Fo() = () = 2B (0(t) = 5)| <elo(t) —s| VseU.

Cislo f2 (t) nazyvame delta derivaci funkce f v bodé ¢. O

1Divod, proé¢ definujeme mnozinu T#, je uveden v poznamce 3.11.
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3.2. CASOVE SKALY

Poznamka 3.11. Necht T = {0, 1,2}, tj. supT < +o00. Potom je

T% = T\ (p(supT), supT) = {0,1,2}\ (p(2),2) = {0,1,2}\ (sup{0, 1},2) = {0,1,2} \ (1,2) = {0,1}.

Necht f : R — T. Potom v bodé t = 2 nedefinujeme delta derivaci f* z nasledujich diivodi. Dopfedny
operator ma hodnotu ¢(2) = inf ) = sup T = 2. Zvolme libovolné ¢ > 0a § < 1. Pak je U = (2 - 6,2 +
5)NT = {2}. Diky tomu je pro v8echna s € U = {2}

[(F(a(®)) = f(5)) = FR@)(0(t) = s)| = [(f(2) — £(2)) = f2(2)(2-2)| =0<e|2 -2 =0,

tedy f2(2) je zcela libovolné realné ¢islo. Z tohoto divodu se pro body ¢ € T\ T* delta derivace vétginou

nedefinuje. d
Analogicky definujeme delta derivace vyssich Fada.
Pro tlohu (3.1) ozna¢me T = (—q,+¢q) a pro tlohu (3.2) ozna¢me T = {—q+ h,...,—qg+ nh} , kde
2q

neNn>2 AeRal<qgeR, h= p—l Potom muzeme pomoci delta derivaci a ¢asovych Skal
n
zapsat ulohy (3.1), (3.2) jednotné jako

{ ubrB(t—1)+ du(t) =0, teT,
u(—q) = u(+¢) = 0.

Tedy, obé tlohy muzeme fesit z pohledu ¢asovych 8kil, o kterych je zndmo mnoho teoretickych vysledkii.
Otazkou, kterou se nam nepodafilo zodpovédét, je, zda (a jestli viibec) lze i alohu (3.5), tj.

u(t) + Au(t) =0,  te€(—¢—p)U(+p;+q),
VAu(t) + Mu(t) =0, t€{-pp+h...,—p+|5|n},

)
AVu(t) + Mu(t) =0, e {—p+ [ ] h,...,—p+nh, +p},
u(—q) = u(+q) =0,

n

2

2
kdeneN, A eRal0<peR,p<qeR, h= P zapsat jednoduse pomoci delta derivaci a ¢asovych
n

skal. Tato otazka ziistava otevienym problémem.
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Shrnuti

V diplomové praci jsme se zabyvali Fu¢ikovym spektrem nesymetrického diferenéniho operatoru a resi-
telnost{ okrajovych tloh.

V kapitole 1 jsme se zabyvali Pareto spektrem a poldrnim Pareto spektrem Neumannova diferen¢niho
operatoru reprezentovaného nesymetrickou matici. Nasli jsme analyticky predpis hodnot, které do polar-
nfho Pareto spektra patii. Nasledné jsme ukazali, Ze néktera Pareto vlastni ¢isla a nékterd polarni Pareto
vlastni ¢isla uréuji asymptoty vétvi Fucikova spektra a uvedli hypotézu, jak takovéa polarni Pareto vlastni
¢isla vybrat.

V kapitole 2 jsme se zabyvali feSitelnosti okrajovych tloh pro diferen¢ni rovnice vzhledem k Fuéikovu
spektru. Uvedli jsme postacujici podminky, pro které ma tuloha alesponi jedno FeSeni.

V kapitole 3 jsme popsali dva zpisoby, jak najit netrivialni feSeni Dirichletovy okrajové tulohy defi-
nované na mnoziné, které obsahuje intervaly a diskrétni body. Myslenka prvniho zptisobu byla zaloZzena
na metodé st¥elby a druhy zpisob vyuzival znalosti analytického popisu inverze symetrické matice typu
n x n specialniho tvaru. Dale jsme naznacili otevieny problém - jak nasi tilohu propojit s teorii ¢asovych
skal.
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