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Anotace

Tato prace se zabyva vybranymi problémy z oblasti numerického feSeni parcialnich diferenci-
alnich rovnic a jejich aplikaci na zpracovani obrazu. Hlavni naplni je odvozeni nékterych numeric-
kych schémat, jejich implementace a porovnani vysledki s existujicimi pristupy jinych technickych
oborii.

Klicovd slova: Parcidlni diferencidlni rovnice, numerické metody, metoda typu upwind, zpra-
covdni obrazu, filtrace, prumeérovdni, gradientni operdtory, Cannyho detektor, Laplacetdv operdtor,
Sobeliv filtr, sum, rozmazdni, optimalizacnt uloha s totdlni variaci, reqularizace.

Abstract

This work deals with selected problems from the area of numerical solution of partial differential
equations and their applications to image processing. The main focus is to derive some numerical
schemes, their implementation and results comparison with existing approaches of other technical
disciplines.

Key words: Partial differential equations, numerical methods, upwind method, image processing,
filtering, averaging, gradient operators, Canny edge detector, Laplace operator, Sobel operator, no-
ise, blurring, variation optimization problem, regularization.
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Kapitola 1
Uvod

Zpracovani digitalizovaného obrazu se pouzivd v mnohych oblastech zivota, prikladem praktic-
kého vyuziti je automaticka detekce a rozpoznavani objektt. Problémem pfi takovém zpracovani je
pritomnost Sumu, ktery se dostane do obrazu jak z duvodu technickych nedostatkt snimaciho ele-
mentu (fotoaparatu), tak z divodu nedostateéného osvétleni. Védci z riznych technickych obort
hledaji cesty jak odstranit Sum, aniz by doslo ke ztraté dulezitych informaci z poc¢atecnich dat.

Existuje vice pristupt k problematice zpracovani obrazu. Jednim z ptistupu je vyuziti numeric-
kych metod pro Feeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, které jsou hlavni naplni této prace. Casto
se muzeme také setkat s redukci Sumu pomoci filtra¢nich masek, coz pouzijeme pro srovnani s nu-
merickymi metodami. Jednd se o postup pouzivany bézné predevsim kybernetiky a informatiky.
7 dalsich metod jmenujme naiiklad itera¢ni metody s regularizaci.

V této diplomové praci se nejprve seznamime se zakladnimi pojmy z oblasti pocitacové grafiky
(kapitola 2), abychom mohli zavést jednotny popis obrdzku. V ndsledujicich kapitolach si uké-
zeme numericka schémata pro vybrané linearni i nelinearni evoluc¢ni parcialni diferencialni rovnice
(kapitoly 3 a 5) a také nékolik nejbéznéjsich filtraénich masek pro odstranovani Sumu a detekci
hran (kapitola 4). V kapitole 6 provedeme srovndni zminénych piistupt z hlediska funkénosti a
efektivity.



Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Barvy

2.1.1 Svétlo

Svétlem nazyvame elektromagnetické zateni, coz je pri¢né postupné vinéni elektrického a mag-
netického pole, o frekvenci f = 3,910 — 7,9 .10 Hz. Pro sifeni svétla ve vakuu rychlosti
c = 299 792 458 ms~! to odpovid4 vinové délce A = 390 — 790 nm (plati vztah ¢ = f)). Kratsi
vinovou délku m4 kosmické zdfeni, gama paprsky, rentgenové zéfeni a ultrafialové (UV) zafeni,
které je pro ¢lovéka neviditelné, ale nékteri zivocichové, napriklad plazi a ptéaci, je dokdzi vnimat.
UV svétlo zvysuje lidem pigmentaci pokozky, ale muze vést i k poruse metabolismu a vzniku rako-
viny. Mezi zéFeni s delsi vinovou délkou néz svétlo fadime infradervené zareni (IR), které viiméme
jako teplo, a radiové viny.

Nyni uz se budeme zabyvat pouze vinovymi délkami odpovidajicimi viditelnému svétlu. Rizné
frekvence svétla vidime jako barvy. Barva s nejnizsi vinovou délkou je fialova, s rostouci vlnovou
délkou prechézi pres modrou, zelenou a zlutou k cervené barvé, kterd ma nejdelsi vlnovou délku,
tedy nejnizsi frekvenci. Vsechny takovéto barvy, odpovidajici vlnové délce A = 390 — 790 nm,
oznacujeme jako spektralni. Spektrum elektromagnetického zareni je znazornéno na obr. 2.1.

Obr. 2.1: Spektrum elektromagnetického zafeni (pfevzato z [1]).

2.1.2 Miseni a reprezentace barev

V lidském oku jsou receptory citlivé na t¥i zdkladni barvy - cervenou, zelenou a modrou, dalsi
odstiny vznikaji skladanim téchto zakladnich barev. Takové miseni nazyvame souctové neboli adi-
tivn{. Podle prvnich pismen anglickych ndzva zakladnich barev (R-red-¢ervend, G-green-zelend,
B-blue-modré) je tento model nazvin RGB, nékteré pocitacové programy pracuji s opaénym po-
fadim barev (BGR). Bilou barvu ziskdme, jsou-li vSechny slozky maximdalni. Pokud jsou vSechny
slozky nulové, vysledna barva je ¢erna. To lze snadno vyzkouset v pocitacovych programech typu
Malovani a k podobnym vysledkiim bychom méli dospét i pfi miseni maliFskych (temperovych)
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barev na paleté. Mame-li vSechny slozky zastoupeny stejnou mérou, nachazime se na Sedoténové
skale mezi bilou a ¢ernou.

Druhym typem je rozdilové, neboli subtraktivni miseni, kdy se z dopadajiciho svétla odeci-
taji urcité barevné slozky. Narozdil od aditivniho miseni, kdy maximéalni zastoupeni vSech slozek
vytvori bilou barvu, v tomto pripadé vznikne barva cerna. Bilou barvu ziskame, jsou-li vSechny
slozky nulové. Takovému miseni odpovidd CMY model (C-cyan-tyrkysovd, M-magenta-fialova,
Y-yellow-zlutd) vyuzity v tiskdrnach. Nékdy je doplnén barvou K-black-Gernd, kterd je ,,cernéjsi“
nez maximalni C+M+Y a také zabranuje zbytecné spotiebé barevného pigmentu. RGB a CMYK
model si mizete prohlédnout na obrazku 2.2.

Yellow

RGB CMYK

Obr. 2.2: Srovndni RGB a CMYK modelu - miseni barev (pfevzato z [2]).

Dalsi barevné odstiny muZzeme ziskat pfiddnim ¢erného (tzv. Shade = stin, ktery snizuje jas)
nebo bilého (Tint = odstin, snizuje sytost) pigmentu do ¢istého pigmentu. Sytd barva patii mezi
spektralni barvy a ztraci sytost priddvanim bilé. Jas (nebo intenzita jasu) uddvd mnozstvi barevné
slozky. Hodnota jasu se pohybuje v intervalu (0, 255) pro kazdou ze t¥{ slozek (R,G,B), nékdy jsou
hodnoty jasu uvddény v procentech (rozsah (0,1) u kazdé slozky).

Pro nékteré obory a tikony (napiiklad segmentace - vybér oblasti se zadanymi parametry) je
vyhodnéjsi THS model (I-intensity-intenzita R+G+B, H-hue-primérnd vinova délka, S-saturation-
sytost), nebo HSV model(H-hue-primérné vlnovd délka, S-saturation-sytost, V-value-hodnota
jasu; obr. 2.3), které poskytujf i jind data, nez RGB model.

Obr. 2.3: HSV model (pfevzato z [3]).

2.2 Digitalni obraz

Obraz na monitoru pocitace si mizeme predstavit jako mozaiku z miniaturnich jednobarev-
nych dlazdic. Dlazdice mohou byt trojuhelnikové, ¢tvercové nebo hexagonalni - kazdy z téchto
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mnohothelnikti mé své vyhody i nevyhody pfi ruzném pouziti. Napriklad pravidelny sestithelnik
nabizi stejnou vzdélenost stfedu sousednich dlazdic (ozn. R), zatimco ve ¢tvercové siti jsou stfedy
nékterych sousednich dlazdic vzdaleny o R, jiné (tthlopfi¢né) o Rv/2. S tim souvisi i pojem okoli
bodu. Sestitthelnikové dlazdice sousedi se Sesti dal3fmi, se kterymi méa spolecnou jednu ze svych
hran. Pouzivame-li ¢tvercovou sit, nejéastéji volime 4-sousednost (dlazdice, které maji se ¢tvercem
pravé jednu spolecnou hranu) nebo 8-sousednost (uvazujeme i dlazdice, které maji se ¢tvercem
jeden spole¢ny bod). Pokladdme za samoziejmé, ze dlazdice se navzajem neprekryvaji a zdroven
vypliiuji cely prostor obrazu. Takové dlazdice nazyvame pizely (z angl. picture element = obrazovy
prvek). Pokud nepracujeme v roving, ale v trojrozmérném prostoru, jednotlivé dlazdice nazyvame
vozely (z angl. volumetric element = objemovy prvek), které si muzeme predstavit jako krychlové
dilky ve stavebnici. Rizné typy sousednosti (pro 6, 4 a 8 sousednich dlazdic) jsou vyobrazeny na
obr. 2.4.

Ll OO0
CeOC [OEO OmEO
O O

QO

Q0 00

Obr. 2.4: Sousednost; vlevo 6-okoli, uprostied 4-okoli, vpravo 8-okoli.

S touto zdkladni predstavou muzeme prejit k matematickému popisu obrazu. Dvourozmérny
obraz mame rozdéleny na N x M ¢tvercovych dlazdic - pixeli a kazdy pixel je popsan tfemi pri-
rozenymi ¢isly z intervalu (0, 255) (nékdy se mizeme setkat s normovanymi hodnotami z intervalu
(0,1)), které odpovidaji hodnotdm jasu cervené, zelené a modré slozky. Tato stupnice byla zvo-
lena kviili reprezentaci Cisel v pocitaci. V nésledujici tabulce 2.1 jsou uvedeny piiklady vybranych
barev.

[0,0,0] Cerna
[255, 255, 255] bila
[255, 0, 0] Cervena
0,255,0 zelend
0,0,255 modra
[k, k, k], k € N,k € (0,255) | odstiny Sedé

Tab. 2.1: Zakladni barvy.

Abychom mohli s obrdzkem ddle pracovat, ulozime tyto kombinace ¢isel do matice Im(m,n),
kde pozice (m,n) odpovidd poradi pixelu ve sloupci, resp. fadku étvercové sité obrazku. Protoze
je kazdy odstin barvy reprezentovan tfemi slozkami, vytvorime tri matice Impg, Img, Imp od-
povidajici zakladnim barvam - ¢ervené, zelené a modré. Pracujeme-li se Sedoténovym obrazkem,
zachovavame pouze jednu matici ze t¥i vyse uvedenych, protoze u barev na sedoténové stupnici si
jsou slozky R, G a B rovny (viz tabulka). Takovy obrézek pak lze vykreslit i jako trojrozmérny
graf, kde souradnice x a y odpovidaji poloze pixelu v obrazku a souradnice z uddva hodnotu jasu.

2.3 Komplikace pri zpracovani obrazu

Trojrozmérné vidéni clovéku umoznuje skutecnost, ze se na svét divame dvéma ocima, které
jsou umistény vedle sebe. Snimek zachyceny fotoaparatem ale tfeti rozmér ztraci, protoze prostor
pred objektivem promitame na dvourozmérnou plochu. Tim pfichdzime o informaci o vzdalenosti
jednotlivych pfedmétii a také nedokdzeme urcit, jestli pro nas néjaky objekt neziistal skryty za
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jinym predmétem. Je to stejné, jako kdyz zaviete jedno oko, pozorujete svij ukazovicek, prstem
druhé ruky se k nému ze strany priblizujete a snazite se ho dotknout. Chceme-li v pocitaci zachovat
trojrozmérné vnimani, musime scénu snimat dvéma fotoaparaty nebo videokamerami ze dvou
riznych mist. Nékdy se do popisu obrazku pridava ¢islo udavajici vzdalenost jednotlivych predmétt
(pixel) od pozorovatele (fotoapardtu). Vzhledem k diskrétnimu popisu také dochézi k deformaci
a zkresleni oblouki a hran svirajicich s osami jiny thel nez celo¢iselné ndsobky 45.



Kapitola 3

Parcialni diferencialni rovnice

V predchozi kapitole jsme se seznamili se zdkladnimi pojmy jako jsou barvy, pixel a sousednost.
Protoze se tato prace zabyva numerickymi metodami pro reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic,
vénujme se nyni zakladim tohoto matematického odvétvi (ddle popsané rovnice a metody jsou
prevzaty z [4] a [5]).

Obycejné diferencidlni rovnice (zna¢ime ODR) obsahuji nezndmou funkci jedné proménné a
jejl derivace. Jejich zobecnénim vzniknou parcidlni diferencidlni rovnice (déle znacené jako PDR)
obsahujici jako nezndmé funkce vice proménnych a jejich parcidlni derivace. PDR feSime analy-
ticky nebo numericky - existuje fada numerickych metod, jmenujme naptiklad metodu koneénych
objemt, metodu konec¢nych diferenci nebo metodu kone¢nych prvki, vybrané metody pro nékteré
rovnice budou popsany dale. PDR pouzivame pro formulaci fady problému a k popisu siroké skély
jevu a déja, uvedme naptiklad zvuk, teplo, elektrostatika, elektrodynamika, proudéni tekutin a
pruznost, také mohou slouzit k zékladnim Gpravam pri zpracovani obrazu.

3.1 Definice

Nejdrive definujeme obecnou PDR a nékteré specidlni pripady. Bud ) oteviend podmnozina
R™ a bud dano zobrazeni

F: OxRxR"x-- xR xR" SR, (3.1)
Pak vyraz

F (XaQ(X)vDQ(X)aD2Q(X)7~HDkQ(X)) = Ov (32)
kde

dq dq

0%¢ 0% 8%q
2 N — 1
Dla(x) = (81‘%’ 0x10z9 " 8:5%) ’

oFq "
k eyl — _
D :(W[al,.ak]zo,|a|—sz— B
nazveme parcidlni diferencidlni rovnici k-tého radu. Funkce
qg: Q=R

je neznama. Symbol a se nazyva multiindez.



KAPITOLA 3. PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE 7

PDR se nazyva linedrni, pokud ji lze zapsat ve tvaru

Y aa(x)D%(x) = f(x),

|| <k

kde f = f(z) je zadand funkce. Je-li f =0, pak rovnici nazveme homogenni linedrni PDR.

3.2 Priklady PDR

V literatufe se setkdvame s vice riznymi ndhledy na PDR. Uvazujme funkci ¢ = ¢(x). Rovnici
znacime jako linedrni, pokud je vztah mezi ¢ a jejimi derivacemi linedrni, tedy pokud rovnice
neobsahuje souc¢iny typu qq., qqzy; v opacném piipadé hovorime o nelinedrni rovnici. Nejvyssi fad
derivace hledané funkce, ktery se v rovnici vyskytuje, urc¢uje 7dd rovnice. RozliSujeme homogenni
a nehomogenni rovnice podle toho, jestli prava strana je nebo neni nulova. V evolucnich rovnicich
je Cas t jednou z nezavisle proménnych, ve staciondrnich rovnicich vystupuji pouze prostorové
nezavislé proménné. V nasledujicich odstavcich uvedeme nékolik zakladnich typt PDR.

3.2.1 PDR prvniho radu - transportni rovnice

Bud ¢: R x (0,00) = R funkce dvou proménnych z a t. Uvazujeme rovnici

dq 0q
) +at (2,t) = :
na R x (0,00), jednoduseji zapséno
gt +agz =0 (3.4)

na R x (0,00), a € R. Konstantu a lze interpretovat jako rychlost proudéni. ReSeni této rovnice
ma tvar

q(z,t) = F(z — at), (3.5)

kde F' je libovolna diferencovatelna funkce. Pro a > 0 se takové Teseni nazyva pravd postupnd
vlna, protoze s rostoucim ¢asem se ,,profil funkce* pohybuje nezménén doprava rychlosti a. Pokud
je parametr a zaporny, reseni nazveme levou postupnou vinou, coz odpovida tomu, ze proudici
tekutina proudi doleva rychlost{ o velikosti |al.

Pro vice prostorovych proménnych muzeme transportni rovnici napsat ve tvaru

qt +aqx + be =0, (36)

kde a,b € R.

Tuto linedrni advekcnd rovnici (vyraz advekee se pouziva pro prenos latky proudénim) s nulovou
pravou stranou a konstantnimi koeficienty mtzeme modifikovat tim, ze koeficienty a a b budou
prostorové proménné.

3.2.2 PDR druhého radu
Rovnici napiseme ve tvaru
ez + by + Cqyy +dgs + eqy + fq = g(z,y), (3.7)

kde g = g(z,y) je zadana funkce. Podle hodnoty diskriminantu D = b* — 4ac rozliSujeme tii
zakladni typy:

e D > 0 hyperbolické,
e D = 0 parabolické,

e D < 0 eliptické.
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Nahradime-li derivace proménnymi (g, — 2, Quy — TY ... ), muzZeme si povSimnout podobnosti
téchto rovnic s rovnicemi popisujicimi kuzelosecky.
Alternativnim zpusobem klasifikace je vypocet determinantu matice

5=det{b?2 b£2],

pak rozliSujeme eliptické (6 > 0), parabolické (§ = 0) a hyperbolické rovnice (6 < 0).
Priklady rovnic pro jednotlivé typy:

e hyperbolické: vlnova rovnice gy = c?qua,
e parabolické: rovnice vedeni tepla ¢; = 8¢z, 8 > 0,
e cliptické: Poissonova rovnice ¢y + qyy = 9(,y).

U parabolickych a hyperbolickych rovnic je pouzito ¢ misto y, protoze se jednd o typické casové
zavislé rovnice.

Pro kazdy z téchto typh existuji specidlni metody a algoritmy feseni s ohledem na vlastnosti
reSeni. Rovnice také mizeme rozsitit do vyssich prostorovych dimenzi. S rovnicemi se setkdvame
pri TeSeni uloh vedeni tepla, chemické diftize a jinych obord. Popisuji prubéh néjakého déje v
case. Vzhledem k vyjimecnému charakteru ¢asové proménné se zaddva pocate¢ni podminka a déle
okrajové podminky. Tyto tzv. pocatecné-okrajové tlohy maji vici ¢ charakter poc¢atecni, vzhledem
k prostorovym proménnym jde o tlohy okrajové.

3.3 Numerické metody

V této sekci se seznamime s numerickymi metodami pouzivanymi pti feseni PDR. Existuji
rizné metody, nds budou zajimat hlavné metody konecénych diferenci (FDM) a metody koneénych
objemu (FVM). Mezi né se fadi i metoda upwind, ze které budeme vychdzet pii feSeni problému
zabyvajicich se zpracovanim obrazu.

V této diplomové préci se budeme zabyvat hyperbolickou a parabolickou rovnici. Aby byla
odvozena numerickd metoda stabilni, musime splnit CFL podminku

At
|al Ax <1 (3.8)
v pripadé hyperbolické rovnice a
At
lal 5 =1 (3.9)

pro parabolickou rovnici, kde At je velikost ¢asového kroku a Az je velikost prostorového kroku
diskretizace (podrobnéji v nasledujicich odstavcich). CFL podminka u parabolické rovnice je velmi
piisnd, proto ¢astéji volime implicitni numerické schéma (pro vypocet nové casové vrstvy n + 1
potiebujeme hodnoty ze stejné ¢asové vrstvy; Fesime vétSinou maticové soustavu rovnic). Naopak
u hyperbolické rovnice si vystac¢ime s explicitni metodou (hodnoty v ¢asové vrstvé oznacené n + 1
pocitame ze zndmych hodnot n-té ¢asové vsrtvy). V kapitole 5 se budeme zabyvat jen vybranymi
metodami a konkrétnimi rovnicemi.

Odvodime zde numerické schéma pro linedrni advekéni rovnici s nulovou pravou stranou v
jedné prostorové dimenzi, u dalsich rovnic budeme odvozovat schémata analogicky a uvedeme
pouze vypocetni tvar metody.

Uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu

@ +agz =0, aeR (3.10)

HAS (Ll,L2)7 t e (O,T)
Q(Llat) =dL,, te (OaT)
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q(L27t) =d(qL,, te (OuT)
q(z,0) = qo(z), x € (L, La).
Stac¢i nam jedna okrajovd podminka, kterou vybirdme podle znaménka konstantniho parametru
a. V nasledujicim odstavci odvodime metodu typu upwind pro feseni této tilohy.

Zavedeme sit
z; =jAzx, Az >0, je{l,2,..,M},

tn, =nAt, At>0, ne{0,1,..,N}.

Hodnotu presného fesen{ v bodé (z;,t,), tj. ¢f = q(z;,t,), aproximujeme hodnotou Q.

3.3.1 Metoda typu upwind

Nejprve odvodime vztah pro vypocet Q;}H pro kladné a. Pfevedeme prostorovou derivaci na
pravou stranu
qt = —aqy.

Nyni pouzijeme metodu konec¢nych diferenci, tzn. nahradime derivace pomérnymi diferencemi

Q;L+1 _ Q;z o Qn n
At N A

Prendsobime rovnost ¢asovym krokem At a upravime pravou stranu
aAt
Q= Q- o (@ - Q). (3.11)

Upravime vztah pro a < 0 - v kazdém cyklu pouzijeme pro vypocet nové hodnoty jiné hodnoty
sifové funkce Q7 (pouzijeme pravostranné diference)

gt = —agy
Qn+1 Qn . ]+1 Qn
At Ax
n+1 __ n aAt n
QT =@ - - (@ —@Qf). (3.12)
Spojenim vztahu (3.11) a (3.12) ziskdme obecny tvar
n+1l _ n At n n — n n
Q" =QF - [ (QF —Qj_1) +a= (@71 —QF)], (3.13)
kde at = maz {a,0} a a~ = min {a, 0}.

Tato metoda je konzistentni, prvniho radu a stabilni pri splnéni CFL podminky 3.8.

3.3.2 Dalsi metody pro linearni advek¢ni rovnici

/////

todu (odvozem napt. v [5]). I tyto metody jsou konmstentnl a stabilni pri splnem podminky
la| ] At < 1, Laxova-Friedrichsova metoda je, stejné jako metoda typu upwind, prvniho fadu,
Laxova—Wendroffova metoda je druhého radu.

e Laxova-Friedrichsova metoda

Qi = =5 (@ + Q) - A (QF1 — Q1) - (3.14)
e Laxova-Wendroffova metoda
alAt a2 (At)?

QT =@ — ox, (@ — Qi) + (@1 — 207 + Q). (3.15)

2 (Ax)?
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3.3.3 Vyuziti centralnich diferenci

Pro numerické feseni parabolické rovnice
Gt + aqyy = 0 (316)

se spojité prostorové derivace obvykle nahrazuji centralnimi diferencemi. Explicitni Eulerova me-
toda pak ma tvar

al
Q= Qp - o (@ 207+ Q). (3.17)

3.3.4 Réad metody

Casto se pfi numerickych experimentech méif ¥a4d metody, proto zde uvedeme nékolik variant,
jak urcit rad metody. Zptlisoby si ukazeme napiiklad pro linedrni advekéni rovnici s nulovou pravou
stranou

gt + ag; = 0. (3.18)

U nékterych rovnic jsme schopni stanovit presné reSeni stacionarniho problému. Ustélené reseni
znamena, ze casova derivace je rovna nule, tedy plati

agy = 0. (3.19)

Konstanta a derivaci nijak neovlivni. Z toho vidime, ze ¢ je konstantni. Z okrajové podminky
q(0) = p plyne, Ze ¢(x) = p, kde p je okrajovd hodnota. RAd budeme uréovat pro stacionarni
reseni, numerickou metodu pro evoluc¢ni tlohu chiapeme jako itera¢ni metodu.

Urcéime reziduum a chybu. Reziduum je rozdil hodnoty z aktudlniho a minulého kroku

r(n) = Q" = Q"|, (3.20)

muzeme zvolit napiiklad nasledujici normu

Q"+ — Q|| = Z @t —Qp)2 (3.21)

Chyba je urcéena jako rozdil presného a numerického feseni

e(n) = Q" = 4", (3.22)

kde ¢* je presné feseni, napr.
M
Q" —q*ll = Az} _|QF — 7). (3.23)
j=1

Nyni popiseme zpusob, jak stanovit numericky fdd metody pri znalosti pfesného feSeni sta-
ciondrnfho problému. Réd vypoéitdme jako podil chyb e(n) a velikosti kroku Az pro zvolené a
poloviéni Az, chybu uréime jako rozdil presné a vypocitané hodnoty @) v poslednim pocitaném
kroku.

Vztah pro vypocet fddu jsme odvodili podle [6]. Necht U (T, z) je pfesné feSeni a V, (T, x) je
numerické Teseni problému v ¢ase T

w4+ f(u)y =0, u(0,z) =ug(x), z€R. (3.24)
Numerické feseni je fadu r, pokud

Vi(T,2) — U(T,z) = CK" + o(h"), (3.25)
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konstanta C' neni zdvisla na velikosti prostorového kroku h.
Pokud zndme presné reseni, stanovime rad metody primo ze vzorce

€Az

order = log, .
€Ax/2

Ptedchozi vztah lze upravit do tvaru

og €Az

order = %. (3.26)

og m
Pro slozitéjsi tlohu, kdy nezname presné reseni, odhadneme rad r nasledujicim zptsobem.
K vypoctu fadu (zaloZeno na Rungeho pravidlu; [0]) sta¢i mit 3 numerické vysledky s pomérné
malymi prostorovymi kroky hy = h, hy = g a hg = %. Pro kazdy krok vztahu ((3.25)) je splnén,
proto
§Vi = |[Va, = Vaoa | = [C] (hi — hiz1) + o(R"), i=1,2.

S presnosti o(h") ziskdme
oVi Bl —hj 1-(3)

s = T T 21"
W R (- ()
z ¢ehoz plyne
%
r = log, —5‘/:, (3.27)

kde V1 a §V4 jsou chyby pro hy a hs.
Pokud je na daném intervalu feseni hladké, numericky fad se rovna teoretickému radu, jinak
je rad mensi.

3.3.5 Level set metoda

Level set metoda je numerickd metoda pro segmentaci objekti v obraze na zakladé detekce
hran ([7], [8]). Byla vyvinuta v 80. letech minuleho stoleti americkymi matematiky Stanleyem
Osherem a Jamesem A. Sethianem. MuZeme se s ni setkat v fadé odvétvi, jako jsou zpracovani
obrazu, pocitacova grafika, vypocetni geometrie, optimalizace a dynamika tekutin.

Level set modely reprezentuji kiivku C(t) jako nulovou vrstevnici implicitné zadané funkce ¢,
dimenze funkce ¢ je vzdy o jednicku vyssi nez dimenze pohybujiciho se rozhrani. Kiivku rozpiname,
resp. stahujeme tak, aby se zachytavala o hrany. Tuto evoluci popisujeme parcidlnimi diferencial-
nimi rovnicemi.

Tato metoda je Casto pouzivana pro feSeni nelinedrni parabolické rovnice s advekénim a di-
fuznim (difuzi se oznaCuje proces rozptylovani se ¢astic v prostoru) ¢lenem - vyuzivime toho
predevsim k detekci hran. Nevyhodou level set metody je vysokd vypocetni naro¢nost, protoze
kromé samotného vypoctu je treba v kazdé iteraci stanovit nové hodnoty funkce ¢ pro vsechny
body obrazu.

3.3.6 Hartenova véta

Pro schémata v kapitole 5 budeme potfebovat znalost Hartenovy véty, nejprve ale zavedeme
pojem T'VD wvlastnost.

Definice. Rekneme, Ze metoda md vlastnost TVD (total variation diminishing), plati-li

TVii1(Uat) STV, (Uag)s (3.28)

o0

kde TV, (Uas) = > Uy —UP|.

j=—o0
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Jelikoz nejsou pfedmétem zkoumani jen hladka data, musime osetfit stabilitu i pro nehladké re-
Seni. U parabolickych rovnic, které feseni vyhlazuji, si vystacime s linedrni stabilitou, ale v pripadé
hyperbolickych rovnic ndm k oSetfeni stability poslouzi napfiklad pravé vlastnost TVD (podrobnéji
napt. v [5]).

Véta. Ezxplicitni metoda konecngch diferenci ve tvaru

Q=0 =C (@ - Q1) +C 4 Q71— Q) (3.29)

n,j—3 n,j+%

je TVD za predpokladu, Ze koeficienty splnuji podminky

+
C’r],7j+% - 0’
Coj3 20

Cro+C . <L

77/77"1‘% 3

Dtikaz véty zde nebudeme uvadét, je popsén napi. v [9].



Kapitola 4

Zpracovani digitalizovaného
obrazu - klasicky pristup

Teorie v této kapitole je prevzatd z [10].

4.1 Predzpracovani

Ulohy odstranéni umu a ostieni hran, kterymi se zabyvé tato prace, fadime do kategorie
predzpracovani obrazu. Do pokrocilejSich kategorii patii napiiklad popis, rozpoznéni a klasifikace
objekti. Heslo, které nejvice vypovida o této ¢innosti, zni: ,Nejlepsi predzpracovani je zadné
predzpracovani, “ protoze nejvétsi mnozstvi informaci obsahuje ptivodni obraz, ipravami informace
ztradcime, pripadné pridavame takové, které do puvodniho obrazu nepatti. Cilem predzpracovani
tedy byva ,zjednoduseni“ obrazku a odstranéni prebytecnych informaci, abychom si usnadnili
pozdégjsi operace. Vstupem predzpracovani je obraz f(i,j), vystupem byva nejcastéji obraz g(i, 7).

Metody délime podle velikosti okoli bodu pouzitého pii vypoctu:

bodové jasové transformace,

geometrické transformace,

frekvenéni analyza,

lokalni operace.

Nez se podrobnéji podivame na vyse uvedené metody, vysvétlime nejprve pojem histogram.
Histogram H (p) je funkei jasu a vyjadiuje etnost bodi s danym jasem p (ukdzka histogramu na
obrdzku 4.1). Definujme absolutni histogram

H(p) = Zh(i,jm), (4.1)
kde
h(i,j,p) = 1 pro f(i,j) = p,

h(ivjap) =0pro f(Zu]) # P

Nekdy se mtuzeme setkat s pojmem relativni histogram
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Obr. 4.1: Sedoténovy obréazek s histogramem (obrazek prevzat z [11], histogram vytvofen v pro-
gramu MATLAB).

4.1.1 Bodové jasové transformace

Samotny nazev této kategorie transformaci vypovida o poctu pixelt vstupniho obrazku, které
potiebujeme k vypocteni hodnoty jasu jednoho pixelu vystupniho obrazku - tedy jeden pixel.
Radime sem jasové korekce - nasnimame obraz se znamymi hodnotami, které porovname se zfs-
kanymi ddaji; kazdy dal$i snimany obrazek pak ndsobime matici opravnych koeficienttt Opr(i, j)
definovanou podilem spravné a namérené hodnoty pro kazdy pixel

spr.hodnoty(i, 7)

Opr(i, j) = (42)

nam.hodnoty(i, j)
Znaméjsimi Gpravami jsou jasové transformace, kdy je pro ¢(i,7) = F(f(i,7)) funkce F' stejnd
pro vSechny pixely. Mezi takovéto tpravy patii napiiklad zvySeni/sniZeni jasu a kontrastu nebo
vytvoreni negativu.

4.1.2 Geometrické transformace

Geometrickymi transformacemi rozumime rotaci, posun a zvétseni, ale také deformaci na za-
kladé tzv. vlicovacich bodu (toho se vyuziva napiiklad u druzicovych snimk). Protoze takové ope-
race vétsinou nezobrazi puvodni pixel pfesné do nové souradnice (uvazujeme souradnice i, j € N),
nasleduje uréeni hodnoty jasu v daném pixelu z hodnot v okoli - napriklad volba nejblizsiho souseda
nebo bilinearni ¢i bikubické interpolace.

4.1.3 Frekvencni analyza

Vyuzivame skutecnosti, ze vyssi frekvence predstavuji Sum. Pro vypocet pouzivame diskrétni
Fourierovu transformaci

N—-1M-1 )
Flu) =Y 3 fln,m)el =2 CF +5)), (4.3)
n=0 m=0

4.1.4 Lokalni operace

Hodnotu jasu pixelu ve vystupnim obrazku vypocteme diskrétni konvoluci z hodnot jasu bliz-
kého okoli pixelu ve vstupnim obrazku

g(i’j) = Z Z f(lfm7]7n)h(nam) (44)

m=—1n=-—1

Vyse uvedeny vztah plati pro 8-okoli bodu, matici h(m,n) nazveme maskou, v tonto piipadé m4
matice h rozmér [3, 3]; podobné vypadaji i masky pro vétsi zvolené okoli, jen symetricky zvétSujeme
matici h.
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Vyhlazovani - potlac¢eni Sumu

Myslenkou vyhlazovani je stanovit pro kazdy pixel prumér jasu v daném bodé a jeho okoli.
Kromé aritmetického primeéru se mizeme setkat i s riznymi variantami vazenych primeéri:

e rovnomeérnd maska

111 11
h = ) 1 1 1},
1 11
e zvyhodnéni stfedového bodu
1 11
1
h = To 1 2 1],
1 11

e zvyhodnéni stfedového bodu a bodi v hlavnich smérech, tato varianta je vyhodnéjsi pro
strojové vypocty (bitovy posun o 4 bity)

1 2 1
:%242,
611 2 1

e znevyhodnéni stfedového bodu, tato varianta je vyhodnéjsi pro strojové vypocty (bitovy
posun o 3 bity)

h=-=

—_ =
— =

1
0
1

Pro vSechny tyto masky plati, Ze soucet hodnot v masce se rovnd jedné. Nevyhodou je ztrata
detailil, rozostieni hran a také skutecnost, ze lisi-li se jeden pixel vyrazné od ostatnich, ovlivni
znatelné jas v celém svém okoli. Tomu lze predejit naptiklad vybranim hodnoty, ktera je v okoli
bodu nejcéastéji zastoupena, problémem je tentokrat

e vice hodnot jasu s maximélnim zastoupenim. napiiklad obsahuje-li okoli bodu (%, j) hodnoty

10 93 245
10 93 245],
10 93 245

e vSechny hodnoty jasu odlisné, napriklad

41 43 47
48 52 44
46 49 50

Jesté lepsi volbou je median - zastoupené hodnoty sefradime vzestupné a zvolime tu prostiedni.
Takovy filtr je vhodny pro redukci osamélych vychylenych hodnot, navic nevznikaji nové hodnoty
jasu jako pri prumeérovani; dochazi ale k trhani rohtt a porusovani tenkych car.

Gradientni operatory - detekce hran

V mistech, kde se v digitdlnim obrazu prudce méni hodnoty jasu, ocekavame hranu. Zajima nas,
jak velky je rozdil mezi sousednimi jasy a také smér zmény. Pokud hranu definujeme jako velkou
zménu jasové funkce, bude v misté hrany velkd hodnota derivace jasové funkce. Pro jednoduchost
hleddme pouze hrany ve ¢tyfech, respektive osmi zdkladnich smérech (obr. 4.2).
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1
2 0
3
Obr. 4.2: Zékladni sméry.
Ve spojitém pripadé vyjadiime velikost gradientu vyrazem
ag\> a9\’
dg|l= —= = 4.5
jgrad g \/(%) + (3 (4.5
a smér gradientu vztahem
99
(p = arctan (?)Z) . (4.6)
ox
V diskrétnim piipadé aproximujeme derivace diferencemi
tedy
lgrad g| = \/(8ag)? + (8,9)%, (4.7)
A
= arctan AZ‘Z (4.8)

Masky jsou vytvoreny tak, aby byl vysledek konvoluce na plochéch blizky nule a v misté hrany

co nejvetsi.

Uvedeme zde nékolik jednoduchych a ¢asto pouzivanych operatori:

e Roberts - nedokdzeme urcit smér, jen nespojitost jasové funkce; dnes uz se moc nepouziva,

protoze casto detekuje Sum jako hrany

g(i7j> = ‘f(l,j) - f(1+ 17j+ 1)' + |f(2’]+ 1) —f<Z+ 1,j)‘,

10 0 1
CR T R R

e Laplace - udava pouze velikost hrany, nikoliv jeji smér; tato metoda je zaloZzena na druhé

derivaci, muzeme vyjadrit diference

AZf(i,5) = f(i,5+ 1)+ f(i,5 — 1) — 2f (i, 5),

V2f(i,) = ALF(6,5) + AL f(i,5) = F(6, 5+ 1) + f(i,5 = 1)+ fi+1,5) + f(i = 1,5) = 4f (i, )

a masku
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e Prewitt - rozliSujeme osm masek pro osm zakladnich sméra

1 1 1 1 1 0] 1 0 -1 (0 -1 -1]
ho=|10 0 O0]|,hy=|1 0 —=1|,he=1(1 0 —1|,hs=1|1 0 -—-1],
-1 -1 —1] 0 -1 —1 1 0 —1] 1 1 0]
(-1 —1 —1] (-1 —1 0] (-1 0 1] o 1 1]
hy=10 0 O0]|,hs=|-1 0 1|,hg=1|-1 0 1|,hy=|-1 0 1].
11 1] 0 1 1 -1 0 1] -1 —1 0]

Velikost gradientu uréime
d g| = max *hi}, 4.9
|g7"a g| ke(%,?) {9 k} ( )

a smér @ je k—nasobkem uhlu 45.

Uvedme jesté operator velikosti 5 x 5 pro detekci hrany rovnobézné s osou y, dalsi sméry
bychom ziskali podobné jako v pfipadé operatoru 3 x 3; zvétsujeme-li operator, vypocet bude
odolnéjsi vici Sumu

-2 -2 -2 -2 =2

-1 -1 -1 -1 -1

h=]10 0 0 0 O
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

e Sobel - také pro tento operator existuje osm variant pro jednotlivé sméry:

[ 1 2 1] 2 1 0] 1 0 —1] 0 -1 -2
ho=10 0 0|,hy=1{1 0 =1|,ho=1]2 0 —-2|,h3=1|1 0 -1},

-1 -2 -1 0 -1 2] |1 0 —1j 12 1 0 ]

-1 -2 —1] [—2 —1 0] [—1 0 1] [0 1 2]
hy=10 0 0f,hs=1|[-1 0 1f,hg=1[-2 0 2|(,hy=(-1 0 1

|1 2 1] | 0 1 2] -1 0 1] -2 -1 0]

e Kirsch - opét pouzivame osm masek:

[ 3 3 3] 3 3 3] 3 3 —5] 3 —5 —5]
ho= 1|3 0 3(,hi=1[3 0 —=5[,he=1[3 0 —5|,h3=1(3 0 —5|,

-5 -5 =5 3 =5 —5] 13 3 —5] 3 3 3 ]

[-5 -5 —5] [—5 -5 3] [—5 3 3] [3 3 3]
hy= 1|3 0 3|,hs=|-5 0 3|,hg=1|-> 0 3(,hy=[-H 0 3

| 3 3 3 ] |3 3 3] -5 3 3] -5 -5 3]

Podrobné&jsi popis a odvozeni gradientnich operdtort naleznete napf. v [12], [13] a [14].



Kapitola 5

Metody zalozené na PDR

V této kapitole odvodime numerickd schémata pro konkrétni parabolické a hyperbolické rovnice
v jedné a dvou dimenzich a poté parabolickou rovnici rozsirime o nelinearni ¢len. Tato schémata
jsou zékladem algoritmti pro zpracovani obrazu.

5.1 Hyperbolicka rovnice
Pro hyperbolickou rovnici v jedné dimenzi
gt +agz =0 (5.1)

jsme v kapitole 3.3.1 odvodili explicitni numerickou upwind metodu ve tvaru

alt

QT =07 - 1 (@7 —Qi) (5.2)
proa >0 a
QG =Qf - &, (@ —Q7) (53)

pro a < 0 (rovnice (3.11) a (3.12)). Metodu upwind jsme zvolili pro jeji snadnou implementaci
a také proto, Ze v porovnan{ s dalsimi metodami ([15]) méné rozmazdvd (Laxova-Friedrichsova
metoda) a neosciluje (Laxova-Wendroffova metoda). Muzeme se setkat se zépisem pomoci tokovych
funkei ([5]), které poméhaji zachovat konzervativitu,

At

Q;L+1 — Q- ~ [Fr—Fr 4], (5.4)
kde 1 1
Fj' = 50 (@ +QF) = 5lal (Qfa - Q7). (5:5)
Dosadime tokové funkce (5.5) pfimo do zapisu metody (5.4) a upravime na tvar
Q= - 5t (5o 3lal) @ - @) - 50 (Go+ gl (@ @) 69
Oznac¢me

At (11

+ = Zla|l ==
Cni+t = Az (2"" 2")’

1

2

_ At (1
Coi-} = Az (2|a * ) :
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Podle Hartenovy véty (3.3.6) lze metodu zapsat ve tvaru

Q?-‘rl — Qn O,:j,, (Qn ) 4 C’n j+ ( ;,1+1 _ Q;l) (57)
za podminek
Jr
cr g+l = >0,
c ., >0
n,Jj—3

C++1+C* ;<1'

Do této chvile jsme uvazovali pouze explicitni numerickd schémata - tedy hodnoty v nové
casové vrstvé jsme pocitali ze znamych hodnot z predchozi vrstvy. Vyhodou explicitni metody je
rychlejsi a jednodussi vypocet, ale volba velikosti ¢asového kroku je omezena CFL podminkou,
ktera v tomto pripadé nabyva tvaru

At
\|—+\b|— 1. (5.8)

Opacénym piipadem, nez explicitni metoda (5.2), je ryze implicitni metoda, napiiklad

Qi+ (Q”+1 Qi) = Q7 (5.9)
nebo kombinace obou rovnic (5.2) a (5.9)
A
Qo (@ - Q) =@ - e () (@) - @) (5.10)

Dosazenim hodnoty n = 1 ziskdme ryze implicitni metodu, pro n = 0 se metoda stava explicitni.
Této vlastnosti se Casto vyuziva v riznych vypoctech, kde se hodnota n méni a snadno se tak
prepind mezi implicitni a explicitni metodou. Vypocty s témito metodami obvykle realizujeme
v maticovém zapisu invertovanim matice koeficient na levé strané. Dle Hartenovy véty muzeme
tuto metodu rozepsat stejnym zptisobem jako explicitni metodu, oznacime-li

At (1, 1

+ — =" Zlgl = =
Crriivs = As (2'“' 2“) ’

. At 1
Cot1i-2 = An ( ol + 2“)’

Q- 770:“ i (@7 —QFT) + NG, 1 (QnJrl Qi) =.

pak

= Q= (1= m)C (@ = Q)+ (=G, (@ — Q). (5.11)

5.1.1 Rozsiteni hyperbolické rovnice do 2D
Rozsitime nyni hyperbolickou rovnici do dvou prostorovych dimenzi
qt + agz + bgy = 0. (5.12)
Podobné jako v jedné dimenzi muzeme zapsat numerickou upwind metodu ve tvaru

n alt n bAL .
Qi = i Tx( i i—l,j)_fx( Pi— Qi) (5.13)
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proa > 0, b > 0. Analogicky bychom zapsali schémata pro ostatni kombinace kladnych/zdpornych
konstant a, b. Prozatim jsme se vratili k explicitni metodé.
Pomoci tokovych funkei mizeme souhrnné zapsat schéma

" " At n At . "
Qijl = Wi Am [Flj Fi—l,j] - Ky [GiJ - i,j—l} s (5.14)
kde ) )
Fiy = 50(Qf1, + Q1) — 5lal (@, — QFy) (5.15)
- 1 1 n "
Fli;= 2@ a(Q};+Q7 ;) — §|a| (QF; —Q7-1,), (5.16)
n 1 n n n
Gij = §b( P T QY - |b| (QF 41— Q1) (5.17)
" 1 1 " "
i-1j = 5 b (Q7 Qi 1) — §|b‘ ( i = i,jfl) . (5.18)

Podle Hartenovy véty dosazenim tokovych funkei ((5.15), (5.16), (5.17) a (5.18)) do schématu
(5.14) a upravenim vyrazu prepiSeme metodu (nyni jiz uvazZujeme prepinaci schéma mezi explicitni
a implicitni metodou) do podoby

n+1 + n+1 n+1 — n+1 n+1
Qij —nC i+l (@i, — Qi) + T’Cn+1,i_%,j (@ — Qi) — -
+ n+1 n+l n+1 n+1l\ _
CVn+1 ij+% (Q 4,j+1 Q ) + nCn+1 ij—3 (Q Ql] 1) -

L= Qh — (=G Q= Qi) + (L=m)C o (Q; — Q) —

e (L= (@ — Q1) + (1 - )C:Wr Q71— Q1) - (5.19)

At (1 1

+ — =" Zlql = =
Critdi = Ag <2a| 2a> ’

_ At (1 1
Cri4i = Bp (2|a| i za) !

At (1
+
CnJrl i+3.5 E (2|a’| -

1

2

_ At 1
CnJrl,i*%J o A.’IJ ( |CL| T 2&) ’

At (1 1
tooa =z —=b
Cn,w+% Ay (2” 2)’

1

kde

At (1 1
. =—|=|bl+=b]).
Crinisy =y (311 3¢)

U takovychto metod Casto realizujeme tzv. linearizaci, kdy se hodnoty C,, 1 nahrazuji C,.
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5.2 Parabolicka rovnice

Nyni se budeme vénovat parabolické rovnici
qt + (agz)s =0, (5.20)

pro zacatek ztstaneme v jedné dimenzi. Konstantu a uvazujeme zapornou, rovnici mtizeme piepsat
na

Gt + aqzz = 0. (5.21)

Pouzijeme centralni diference a numerické schéma

GQ?H —2Q7 +QF,

n+l _
QI = Q- N (5.22)
prepiseme pomoci tokovych funkei:
n n 1 n mn
Q=@ — 5 [y — Ly (5.23)
kde Q"
n _ J+1
1= s , (5.24)
. Qr—Q"_,

Také parabolickou rovnici mizeme fesit explicitng, jak je uvedeno vyse, nebo implicitné.

5.2.1 Rozsireni parabolické rovnice do 2D

Ve dvou dimenzich mé numerickd metoda pro parabolickou rovnici

qt + (GQw)x + (be)y =0, (5'26)

pro zaporné konstantni parametry a a b

¢t + aqazz + bgyy =0, (5.27)
e B 2Q Qe QR — 20 Q)
+1 _ Hn i+1,j ,J i—1,j i,j+1 i,j—1
QT'I,J' =,y —a A2 —b Ay2 ’ (5.28)

Zapis s tokovymi funkcemi vypada podobné jako v jedné dimenzi, tedy

1 1
n+1 n n "

Qi =@ T Ap P _Fi—%,g} T Ay {G et — Gl (5.29)

kde } )
F1+2 N =a AZ ) (530)
Fly,=o——Q®x, (5.31)
Gy = bt 5 39
+1 Ay 3 ( )

w9 @i
Gigr =0 —x, (5.33)

CFL podminka pro parabolickou rovnici ve dvou dimenzich omezuje volbu ¢asového kroku

vztahem
At 1

lal 5z + 1 | <
A 2 2
Kvli této prisné podmince se parabolickd rovnice ¢astéji fesi implicitné.

(5.34)
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5.3 Nelinearni parabolickda PDR

Do této chvile jsme zde uvadeéli, popisovali a zkoumali pouze linedrni parcialni diferencialni
rovnice. Jak bude patrné v néasledujici kapitole, takové rovnice muzeme vyuzit jen k jednoduchym
Upravam obrézkd, jmenujme napiiklad rozmazdni (to mize byt jednou z cest, jak redukovat neza-
douci um). Ukolem matematikil, ktei{ se zabyvaji zpracovanim obrazk, je hledani takové rovnice
a metody, kterd poskozeny obrazek zbavi Sumu aniz by ztratil ostrost, pfipadné obnovi rozmazané
hrany. Také se snazi zabranit nezddoucim efektim, jakym je napriklad staircase effect, kdy se na
obrazku vytvari nepravidelné plochy stejné barvy pusobici umélym dojmem.

Pristupme tedy k odvozeni aproximace nelinearni parabolické rovnice vhodné pro tyto ucely.
Nésledujici odvozeni metody je inspirovdno ¢lankem [16] a disertaéni praci [17]. Zkusme nyni
na problém nahlizet z druhé strany. Oznacéme wg(x,y) pixely ¢istého obrazku a wu(x,y) pixely
poskozeného obrazku. Poskozenim rozumime

e Sum, ktery popiSeme pridénim funkce n(z,y) k Cistému obrazku wug:

U= ug +n,

e rozmazani definované linedrnim operatorem K:

u = Kuyg,

e oboji vysSe jmenované, tedy rozmazany obrizek se Sumem:

u = Kug +n.

Zavedeme funkcional R, ktery méi{ kvalitu obrdzku u v tom smyslu, ze mensi hodnoty R(u)
odpovidaji ,lepsim“ obrazktm; vychazime ze statistik Sumu a rozmazani a néjakych a priori
znalosti o obrazku, jmenujme napt. hladkost a existenci hran.

Resime minimaliza¢ni tlohu

min R(u) (5.35)

u

s vazbou
17 % u = uol|Z2 = 202, (5.36)
kde ) predstavuje oblast obrdzku. Tato podminka plyne zn =ug —j*u a E <f n%la:) = [Q|o?,
Q
kde E(X) znadf stfedni hodnotu ndhodné proménné X, pak
j *u—ug|%e = /(J xu — ug)2dr ~ |Q|o?.
Q

Funkcional R(u) muze obsahovat napiiklad Laplacidn (R(u) = ||Aul|z2) nebo gradient (R(u) =
[|Vul||z2) funkce u. Jejich nevyhodou je, Ze nedovoluji nespojitosti v Feseni, proto pri jejich pouziti
nejsou hrany uspokojivé obnovovany.

Vyuzijeme vlastnosti TV-normy jako regulariza¢niho funkcionalu pro problém restaurovani

obrazku
TV (u) = /|Vu|dx = /,/u% + uZdz.
Q )

TV norma nepostihuje nespojitosti v u - to ndm dovoluje obnovit hrany ptvodniho obrézku.
Existuji i dalsi funciondly s podobnymi vlastnostmi, podrobnéji v [16].
Prepiseme tlohu restaurovani obrazku na

min/|Vu\dm (5.37)
Q
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s vazbou

/(j*ufuo)zd:z:f 1Q|e? | = 0. (5.38)
Q

2

Lagrangian této tlohy je

/|Vu\dx + % /(] U — ug)2dr — |Q|o?

Q Q

a jeho Fulerovy-Lagrangeovy rovnice s homogennimi Neumannovymi okrajovymi podminkami pro

U (g—z = O) jsou

Vu .
0= % /(j xu—ug)?dr — |Qo? | . (5.40)
Q

Jsou zndmy techniky na feSeni omezeného optimaliza¢niho problému (5.37) vyuzivajici Fesice
odpovidajictho problému bez vazeb s Eulerovou-Lagrangeovou rovnici (5.39) pro pevné A. Proto
kvuli lepsi prehlednosti budeme predpokladat, ze Lagrangeuv multiplikdator A bude zndm po celou
dobu vypoctu.

Prepiseme odpovidajici problém bez vazby pro v = %

min/ (1/|Vu| + %(] kU — UO)Q) dx
Q

a jeho Eulerovu-Lagrangeovu rovnici v béznéjsim tvaru

Vu .
-V <|Vu|) +Aj*x(jru—ug)=0 (5.41)

jedna se o nelinearni dekonvolutivni model. Linearni dekonvolutivni model
—Au+Aj*(jru—ug)=0 (5.42)

vychézi z Eulerovy-Lagrangeovy rovnice s normou R(u) = ||Vul| z2.
Abychom zabrénili situaci, kdy bude jmenovatel nulovy (Vu = 0), definujeme

lz]s = Va2 + 8, z€R,
ol =/lv*+ 8, veR?

kde g je maly kladny parametr. Pak TV funkcional pfejde na
/\/ |Vu| + Bdx = /|Vu\ﬁdx.
Q Q

Model (5.41) pracuje dobfe pro samotné odstranéni Sumu, ale zaroven velmi Spatné kvili
rozmazavani, protoze parametr A voli uzivatel sdm, individudlné pro rozdilné obrazky a jejich
poskozeni. Proto nebudeme Fesit pfimo (5.41), ale budeme hledat ustélené FeSeni nestaciondrn{
rovnice. Pouzijeme-li casové zavisly model, s rostoucim ¢ mame pristup k obnovené verzi obrazku
a efektem evoluce muize byt detekce a zachovani hran a zaroven vyhlazovani Sumu

S \Y
ug=—-Ajx(jxu—ug)+V <Vz> . (5.43)



KAPITOLA 5. METODY ZALOZENE NA PDR 24

Jednd se o evolucni parabolickou rovnici. V této formulaci predpokladame a priori odhad Lagran-
geova multiplikdtoru A, ktery predstavuje miru rozmazani pouzitého pro nasledné odstranéni Sumu.
Tento evolucni proces je ale velmi pomaly a také zde plati prisna CFL podminka

At
— < .
A S c|Aul (5.44)

pro pevné ¢ > 0. Upravime tedy model 5.41 do néasledujiciho tvaru:

w = — [Vl A+ (G u — o) + V| V (%) (5.45)

Pocéteénimi daty je poskozeny (zaSumény, rozmazany) obrézek ug, volime homogenni Neuman-
novy okrajové podminky.

Odvodime nyni numericky model pro tuto rovnici v jedné dimenzi. Pak Vu predstavuje parci-
alni derivaci u,. Eulerovu-Lagrangeovu rovnice v 1D

0:—<ux)x+)\j*(j*u—u0) (5.46)

||

prepiseme s parametrem [ > O:

0:_<ux ) F G (G u— ). (5.47)
Model v jedné dimenzi bude
up = —|ug|Aj * (j *xu—up) + b Usy- (5.48)
B+ui

vvvvvv

Stanovme hodnotu A > 0 blizkou maximéln{ hodnoté, kdy je explicitni schéma stabilni splnujici
CFL podminku. Pro model ryziho odstranéni Sumu zjednodusime konvoluci (popsdno vztahem
(4.4)) (7 * (§ *u—wup)) na (u—wup), tedy

B

up = — | Vg | A(u — ug)

Necht U}' je aproximace hodnoty u(z;,t,), kde z; = jAz a t, = nAt. Pro tuto rovnici ziskdme
nasledujici schéma

urtt—un g Un, —20r+U
J J o _ ) n _ ) Jj+1 J Jj—1
kde podle metody upwind
e il )
J Az
v ptipadé, ze g;(U}' — uo(z;)) >0 a
Un . —yn
v piipadé, ze g;(UJ' — uo(z;)) < 0, déle
i = i1 Uiy
I 2Ax '

Pro ¢asovou derivaci pouzijeme explicitni Eulerovu metodu.
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Vysvétleme si pouziti metody upwind pro (5.49) na jednodussi rovnici

gt + f(gz) = 0. (5.51)
Zderivujeme rovnici podle z a ziskame
(g2)e + [f(g2)], = 0. (5.52)
Zavedeme u = ¢, pak
ug + [f(u)], = 0. (5.53)

Pro f(u) = alul, kde a je konstanta, a f{u) = a sign(u) mdme rovnici (5.51) ve tvaru

q + algz| =0, (5.54)
po prostorové derivaci a substituci u = g,

us + alul, =0, (5.55)

pak prepiseme na
uy + a sign(u)u, = 0. (5.56)

To je davod, pro¢ vyuzijeme metodu upwind, kterd voli doprednou nebo zpétnou diferenci v za-
vislosti na znaménku (podrobnéji v sekci 3.3.1).
5.3.1 Rozsireni nelinearni parabolické rovnice do 2D

Rozsifime nyni rovnici (5.49) do dvou dimenzi

2 2
Upgp U — 2Upy Uz Uy + UyyU
w = —Ju2 + w2\ (u —ug) + —L— =T (5.57)

2 2
ugz + uy

Pri diskretizaci postupujeme obdobné jako u 1D rovnice. Necht U}"; je aproximace hodnoty
w(xi, yj,tn), kde z; = iAx, y; = jAy a t, = nAt. Pak mizeme numerické schéma napsat ve tvaru

n+1 n
Ui  — Ul

= JGE) (G — o)) + sty (5.58)
kde
sij =0

pokud (gf;)* +(g/;)* < B a

o 95(90)" — 2 7aT,905 + 915 (985)
" (97;)° + (97;)?

jinak. Nyni pouzijeme centralni diference

n 1IN
. Ul — ULy

ij = 2Azx ’
n n
. Uljr — Ul
1] 2Ay ’
n o n n
oo _ Uir1; — 200 + ULy
9ij = A2 )
n n n
yy _ Ui =207 + U

9i,j Ay2 ’
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P Ul — Ul Ul + U 0
J 2AzAy

Dalsi ¢leny aproximujeme metodou upwind

no_pygn i
oo = Ui~ Uity
by Ax

n

v ptipadé, ze g7 ; (U}; — uo(wi,y;)) > 0,
co = Uiy — Ul
by Az
v ptipadé, ze g7 ; (U}; — uo(wi,y;)) <0,

Ur. —yn

QY. = Jii it
Ay
v piipadé, Ze g} ;(Ul'; — uo(wi,y;)) > 0, a
y _ Ui Ui
2V Ay

v piipadé, ze g} ;(U}";
derivaci.
Vratme se nyni k rovnici (5.57). Nahradime zavorku obsahujici

—ug(x;,y;)) < 0. Opét vyuzijeme Eulerovu explicitni metodu pro ¢asovou

(u — up)

dvojnasobnou konvoluci (4.4)
Jx(J*u—uo)

a tim prejdeme zpét k puvodnimu obecnéjsimu problému. V numerickém schématu (5.58) nahra-
dime

(Ul — uo(zi, y5))
vyrazem

(Wzn] - Vo(ﬂfi,yj)),
kde W i V, jsou vysledkem jednoduché numerické metody

At At

Vn+1 VA 7( = Vn V;Til,j) _ Ain( A

T AT =2V + V) (5.59)

po dvou, resp. jednom ¢asovém kroku; pocatetnimi hodnotami cykli volime Q7 ;, resp. ug (@i, ;).



Kapitola 6

Numerické experimenty

V této kapitole aplikujeme drive uvedené metody na digitdlni obrazky. Ve vétsiné pripadu
pracujeme pouze se Sedoténovymi obrazky, ale pro ukazku se seznamime i s aplikaci na barevné
obrizky. Vysledky ziskané modely zaloZenymi na parcidlnich diferencidlnich rovnicich (kapitola 5)
porovname také s vystupy programu, ve kterém byly pouzity klasické metody (kapitola 4). Seznam
pouzitych kédu naleznete v priloze A.

6.1 Rozmazani spojené se zménou souradnic/pozice

Vlnova (transportni) rovnice (3.3), coz je nejcastéji jmenovany zdstupce hyperbolickych par-
cidlnich diferencalnich rovnic, je obecné zndmé sifenim informace rychlosti a. Ve dvou dimenzich
(rovnice (3.6)) mame k dispozici dva koeficienty a a b, které mohou byt konstantni, pak se in-
formace ${f{ do smért x a y podle vektoru [a,b], nebo prostorové proménné, napiiklad mohou
popisovat rotaéni vektorové pole (zndzornéno na obr. 6.1). Jelikoz pouzivime metodu upwind
(sekce 3.3.1), kterd je prvniho fadu pfesnosti v ¢ase i prostoru, dochdzi k vyraznému vyhlazovani
dat. To bychom mohli zlepsit naptiklad pouzitim metody vysSsiho fadu. Zobrazime si puvodni data
jako trojrozmérny obréazek, kde si t¥eti rozmeér (vysku), mizeme pfedstavit jako hodnotu jasu.
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Obr. 6.1: Rotac¢ni vektorové pole, na pravém obrazku je priblizena ¢ast 2. kvadrantu.

Nejprve volime konstantni parametry a a b, tedy objekt se bude v ¢ase premistovat konstantni
rychlost{ podle slozek vektoru [a, b] a také bude dochézet k zaobleni hran. Pivodni stav a situace
po sto ¢asovych krocich jsou znézornény na obr. 6.2. Velikosti kroku Az, Ay a At a parametry a
a b jsou voleny tak, aby spliovaly CFL podminku

At At
- — < .
lal o + \blAy <1, (6.1)
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v tomto piipadé a = b =2, Az = Ay = 0.1, At = 0.01. Simulace je spustitelna z hlavniho souboru
hyperbolic__posun__main.m, ktery vytvori jednoduchy objekt (vyuzijeme 3D vykresleni, kde treti
rozmér odpovid4 jasu - barvé) a vykresli puvodni a vypoctend data. Samotny vypocet je pripraven
v souboru hyperbolic__posun__advection.m, vyuZzivime zde preddefinované funkce ode/5() programu
MATLAB (podrobny popis preddefinovanych funkei programu MATLAB naleznete napi. v odkazu
[18]); jedna se o explicitni metodu. Pokud bychom zvysili pocet ¢asovych krok, feseni by se limitné
ptiblizilo k hodnoté 1 na celé oblasti.

Volime homogenni Neumannovu podminku, kterou realizujeme kopirovanim hodnot z dru-
hého/piedposledniho Fadku a sloupce matice reprezentujici obrazek do prvniho/posledniho fadku
a sloupce. Stejné tomu bude i ve vSech ndsledujicich odstavcich (divod této volby vysvétlime
pozdéji).

il um:mm% )

Obr. 6.2: Hyperbolicka rovnice - posunuti; vlevo poc¢atecni stav, vpravo situace po 100 krocich.

Stejny je i vypocet pomoci numerickych toki (obr. 6.3). Hlavnim souborem obsahujicim tvorbu
pocatecniho objektu a vykresleni je hyperbolic__posun_toky main.m, ktery opét vyuziva funkce
ode45() (tento soubor byl vytvoren pro snadnou modifikaci na jiné verze a schémata), numerické
schéma je vytvoreno v souboru hyperbolic _advection.m a tokové funkce jsou popsany v souborech
hyperbolic__funF.m a hyperbolic_funG.m. Parametry jsou voleny stejné jako v predchozim pripadé.
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Obr. 6.3: Hyperbolicka rovnice - posunuti; vypoc¢teno pomoci numerickych toku; vlevo pocatecni
stav, vpravo situace po 100 krocich.

Pro prostorové proménné parametry ([19])

a=2rAz(y —ys), (6.2)



KAPITOLA 6. NUMERICKE EXPERIMENTY 29

b= —2rAy(z — ), (6.3)

kde x a y jsou soutadnice konkrétniho bodu a xs a ys jsou souradnice stredu obrazku, kolem
kterého celé pole rotuje, budou puvodni data rotovat kolem stfedu obrazku konstantni tthlovou
rychlost{ (obr. 6.1). Opét bude dochdzet k vyhlazovéni. Puvodni a rozmazany obrazek pro rizné
pocatecéni podminky (kuzel, vdlec a Sikmo sefiznuty vdlec, na kterém je dobfe patrné pootoceni)
jsou vykresleny niZe (obr. 6.4, 6.5, 6.6). Soubor, ve kterém je uloZena hlavn{ ¢dst kddu, je pojmeno-
van hyperbolic_main.m, déle k vypoctu potrebujeme hyperbolic _advection.m, hyperbolic _funEF.m
a hyperbolic_funG.m, jejichz tloha je popsdna vyse. Opét vyuzivime funkce ode45(). Parametry
jsou samoziejmé voleny tak, aby splnovaly CFL podminku, tedy Az = Ay = 0.1, At = 0.001 a
parametry a a b dosahuji maximalné hodnoty %77. Obrazky vpravo ukazuji stav po tisici krocich.

Obr. 6.4: Hyperbolicka rovnice - rotace valce; vlevo poc¢atecni stav, vpravo pootocené a rozmazané
téleso.
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Obr. 6.5: Hyperbolicka rovnice - rotace kuzele; vlevo pocatecni stav, vpravo pootocené a rozmazané
téleso.

Ctendie jisté zajima, jaky vysledek ziskdme pro dvourozmérny obrazek, nikoliv pro trojroz-
mérny graf. Na obrazku 6.7 je ukdzka Ssedoténového obrazku, vyhlazovani hran patrné ve 3D zob-
razeni se projevi rozmazanim obrazku. Vypocet je ulozen v hlavnim souboru image__gray_main.m
(obsahuje nastaven{ parametrii, nacteni Sedoténového obrazku a vykresleni, pomoci tohoto sou-
boru spustime vypocet); soubor image _advection.m slouzi k samotnému vypoctu, vyuzivime zde
preddefinované funkce ode/5(), tedy jedna se o explicitni metodu.
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Obr. 6.6: Hyperbolickd rovnice - rotace stfedové nesoumérného télesa (sef{znutého valce); vlevo
pocatecni stav, vpravo pootocené a rozmazané téleso.
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Obr. 6.7: Hyperbolicka rovnice - Sedoténovy obrazek; vlevo puvodni stav, vpravo rozmazany ob-

razek.

Stejny postup vyzkousime i na barevny obrazek se tfemi barevnymi slozkami RGB. Postupu-
jeme stejnym zptusobem pro kazdou barevnou slozku zvlast, poté barevné slozky znovu slozime do-
hromady a vykreslime (obr. 6.8). Pro vypocet potfebujeme obrizek a soubory image_rgb _main.m

a image__advection.m.

Obr. 6.8: Hyperbolické rovnice - barevny obréazek; vlevo puvodni stav, vpravo rozmazany obrazek.

Déle budeme zkoumat jen sedoténové obrazky, ptipadné trojrozmérny model.
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6.2 Rozmazani bez pohybu obrazku

Predchozi odstavce se tykaly hyperbolické rovnice, ktera v zavislosti na koeficientech a a b sitila
informace danym smérem. Soucasné ale dochazelo k posunuti nebo rotaci poc¢ateénich dat, coz je
v mnoha pripadech zpracovani obrazu nezadoucim jevem. Zamérime nyni pozornost na linearni
parabolickou rovnici ve dvou dimenzich (5.26)

@ + (agz)z + (bgy)y = 0, (6.4)
parametry a a b volime konstantni zdporné, pak rovnice prejde v (5.27)
Gt + aqzx + bey = 0. (65)

Nejprve se blize podivame na explicitni metodu (5.29). Aby byla metoda stabilni, musi para-

metry spliilovat CFL podminku (5.34), v souboru parabolic__expl _main.m volime Az = Ay = 1—10,
At = ﬁ, a=>b= —%8 . Vypocet je realizovan funkei ode45() v pomocném souboru parabo-

lic_advection.m, tokové funkce jsou rozepsané v souborech parabolic_funF.m a parabolic _funG.m.
Na obréazcich 6.9, 6.10 a 6.11 jsou znazornéna jednoduchd télesa (jednd se opét o trojrozmeérny
néhled, tfet{ rozmér reprezentuje hodnotu jasu) a chyba metody urcéend rozdilem vypoétenych a
pocatecnich hodnot v absolutni hodnoté. Obrazky vlevo znazornuji pocatecni stav, uprostred je
zobrazena situace po padesati ¢asovych krocich a vpravo je zobrazena chyba metody.

Obr. 6.9: Parabolickd rovnice - vilec; CFL 1/2; vlevo pocédtecni stav, uprostied stav po 50 krocich,
vpravo chyba metody
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Obr. 6.10: Parabolicka rovnice - kuzel; CFL 1/2; vlevo pocateéni stav, uprostied stav po 50 krocich,
vpravo chyba metody.

Lepsich vysledka dosdhneme, kdyz zptisnime CFL podminku (5.34) (pravou stranu nerovnosti
omezime hodnotou %) V tomto pripadé volime stejné parametry Az, Ay a At jako v predchozim
pripadé, zménime jen vahu koeficienti a a b na hodnotu a = b = —% (obrazky 6.12, 6.13 a 6.14).

Porovnanim vysledki pro CFL podminku % a é vidime, ze rozmazavani je v druhém pripadé
mensi (a tedy i chyba) - patrné napiiklad na obrézcich s vélcem (6.9, 6.12) nebo se stiedové
nesoumérnym télesem (6.11, 6.14).

Pro zajimavost si ukazme, jak bude numerické schéma reagovat na prostorové proménné para-
metry a a b, zvolime-li je podobné jako v sekci 6.1, tedy

a=—2nAzx(y — ys) ’ (6.6)

§7
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Obr. 6.11: Parabolickd rovnice - stfedové nesoumérné téleso (sefiznuty valec); CFL 1/2; vlevo
pocatecni stav, uprostied stav po 50 krocich, vpravo chyba metody.

Obr. 6.12: Parabolicka rovnice - valec; CFL 1/6; vlevo pocdtecni stav, uprostied stav po 50 krocich,
vpravo chyba metody.
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Obr. 6.13: Parabolicka rovnice - kuzel; CFL 1/6; vlevo pocateéni stav, uprostied stav po 50 krocich,
vpravo chyba metody.

Obr. 6.14: Parabolickd rovnice - stfedové nesoumérné téleso (sef{znuty védlec); CFL 1/6; vlevo
pocatecni stav, uprostied stav po 50 krocich, vpravo chyba metody.

7
b= -2rAy(x — x5)§’
konstanta % ndm pouze kontroluje, abychom neporusili CFL podminku (5.34). Na obrézcich 6.15,
6.16 a 6.17 si vSimnéme vyraznéjsich zmén ve smeérech os x a y.

(6.7)
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Obr. 6.15: Parabolicka rovnice - valec; nekonstantni parametry a, b; vlevo pocatecni stav, uprostied
stav po 50 krocich, vpravo chyba metody.
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Obr. 6.16: Parabolicka rovnice - kuzel; nekonstantni parametry a, b; vlevo poc¢atecni stav, uprostied
stav po 50 krocich, vpravo chyba metody.

Obr. 6.17: Parabolicka rovnice - stfedové nesoumérné téleso (seriznuty vilec); nekonstantni para-
metry a, b; vlevo pocatecni stav, uprostred stav po 50 krocich, vpravo chyba metody.

V sekci 5.2 jsme se zminili o moznosti vyuziti implicitniho numerického schématu pro parabo-
lickou rovnici ve dvou prostorovych dimenzich. V souboru parabolic_impl main.m zaménime ex-
plicitni funkci ode45() za implicitni variantu ode15s() ([20]). Pomocné soubory zustavaji neménné.
Nezpochybnitelnou vyhodou implicitnich metod je stabilita pro libovolnou volbu a vzajemnou
na pamét pocitace. Pro stejnou volbu parametra jako pii pouziti explicitni metody dospéjeme ke
stejnym vysledkam.

6.3 Odstranéni Sumu se zachovanim hran v 1D

V predchozich sekcich jsme se seznamily s technikami, které dokazi obrazek rozmazat - to
muze byt jednou z cest, jak se zbavit nezadouciho Sumu. Zaroven s odstranénim Sumu ale dochazi
i k rozmazavani{ hran a mizi detaily. Zkusme nyni vyuzit ziskanych znalosti a spojit je s myslenkou
detektori hran (sekce 4.1.4), kdy v obraze hleddme vyraznou nespojitost jasu; v takovém misté
ocekavame hranu. Shrneme-li celou myslenku do jedné véty: pro pixely v mistech nespojitosti jasu
zachovavame puvodni jasové hodnoty, jinde obrazek mirné rozmazeme.

Nejprve si aplikaci metody (numerické schéma (5.50)) uvedené v sekci 5.3 bliZe prohlédneme
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v jedné dimenzi. Puvodni obrazek obsahuje spojitou po ¢astech linedrni funkci (v 1D oznacu-
jeme vyrazem ,signdl“; obr. 6.18 vlevo) s hodnotami v intervalu (0,235), ke kterym prFicitame
ndhodné &islo z intervalu (0,20) (matlabovska funkce rand()), které predstavuje Sum. Na obrazku
6.18 vpravo vidime modfe vykresleny signdl se Sumem a Cervené vykreslené feseni (soubor para-
bolic_nelin__1D.m, parametry Ax =1, At = %, 50 casovych kroku, A = 0.25, § = 10). Parametry
A a f3 jsou voleny takto kvili splnéni CFL podminek

B+ uj
AE S 25 (6.8)
pro parabolicky clen a
At B
s <eA u2 (6.9)

pro konvektivni ¢len (pro pevné c), protoze pro ¢asovou derivaci pouzivame Eulerovo explicitni
schéma. Na obrazku 6.18 dole je vykreslen absolutni rozdil hodnot jasu obrazku se Sumem a feseni
popsané numerické metody pro uvedené parametry. VSimnéme si, ze metoda nevytvari nezadouci
stair-case effect (sekce 5.3).
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Obr. 6.18: Odstranéni Sumu v 1D; vlevo pivodn{ signél, vpravo signél se Sumem (modfe) a vysledek
metody (Cervené), dole je zndzornéna chyba metody.

6.4 Odstranéni Sumu se zachovanim hran v 2D

V predchozi sekci jsme vyzkouseli, jak metoda popsané v sekci 5.3 dokaze vyhladit poskozeny
signal aniz by rozmazala hrany/nespojitosti. Upravenou metodu (5.58) pro dvourozmérna data
aplikujeme na zasumeény obrazek.

Existuje cela fada sumu, které dokazeme matematicky popsat. Seznamme se s vybranymi Sumy,
které se v této praci pokusime odstranit nebo alespon redukovat:
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o Gaussovsky sum - je popsan stfedni hodnotou a rozptylem; kazdy pixel obrazu je mirné
pozménén (obr. 6.19 vpravo nahote)

o Gaussovsky bilg Sum - ndhodny signdl s normdalnim rozlozenim ([21]), popsén hodnotou SNR
(signal-to-noise ratio) (obr. 6.19 vlevo dole)

e Sl a pepr (angl. salt and pepper) - Sum tvoif ndhodné rozmisténé ¢erné a bilé pixely (obr.
6.19 vpravo dole)

Jednotlivé varianty sumu byly uméle pridany do ptuvodniho obrazku zndmém po celém svété
pod nézvem Lena (soubor lena_original.bmp) v programu MATLAB.

Obr. 6.19: Ukdzky Sumu - ptvodni obrdzek (vlevo nahote, prevzato z [22]); Gaussovsky Sum
(vpravo nahofe, stfedn{ hodnota je rovna nule, rozptyl je roven ﬁ); Gaussovsky bily sum (vlevo
dole, SNR = 3); Sum siil a pepi (vpravo dole, hustota 125).

Pro numerické experimenty v této sekci volime néasledujici parametry: Az = Ay =1, At = %,

50 casovych kroki, 3 = 10~7. Nevyhodou této metody je skutec¢nost, Ze parametr A se li¥{ v za-
vislosti na zasuméni a zvoleném obrézku. Doporucuje se volit A takové, aby byly splnény CFL
podminky (6.8) a (6.9) rozsifené do dvou dimenzi. Soubor parabolic_nelin_2D.m pro tento vy-
pocet nepotfebuje zadné pomocné soubory, je pfipravena fada testovacich obrézku (jejich seznam
naleznete v priloze A).

Ukazme si, jak citlivi je volba parametru A. Srovnejme puvodni obrézek 6.19 vlevo nahote
s FeSenim pro Gaussovsky bily sum (SNR = 3) (obr. 6.20 vlevo nahote) a parametr

e )\ =1 (obr. 6.20 vpravo nahote) - dochdzi k priliSnému rozmazani a ztréci se detaily,

e )\ =8 (obr. 6.20 vlevo dole) - Sum neni dostatecné vyhlazen,
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e )\ =9 (obr. 6.20 vpravo dole) - kvuli nesplnéni CFL podminky neni metoda stabilni.
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Obr. 6.20: Srovnéni vystupd programu pro Gaussovsky bily Sum (SNR = 3) - Lena - vstupni
obrézek se sumem (nahote vlevo); feseni pro A = 1 (vpravo nahote); FeSeni pro A = 8 (vlevo dole);
feSeni pro A = 9 (vpravo dole).

Nyni porovname vysledky pro Gaussovsky sum se stfedni hodnotou rovnou nule a rozptylem

145 (obr. 6.19 vpravo nahoie), parametr

e )\ =2 (obr. 6.21 vpravo nahote) - obrazek je rozmazany a ztrici se detaily,
e )\ =12 (obr. 6.21 vlevo dole) - Sum je odstranény a nedochézi k vyraznému rozmazani,

e A\ =13 (obr. 6.21 vpravo dole) - kvili nesplnéni CFL podminky neni metoda stabilni.

Pro $um sil a pepf s hustotou 125 (obr. 6.19 vpravo dole) volime parametr A nésledovné:

0
e A\ =1 (obr. 6.22 vpravo nahote) - Sum je odstranény, nedochdzi k rozmazani,

e )\ =7 (obr. 6.22 vlevo dole) - Sum neni dokonale vyhlazen,

e )\ =8 (obr. 6.22 vpravo dole) - kviili nesplnéni CFL podminky neni metoda stabilni (v misté
pefi na klobouku).
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Obr. 6.21: Srovnani vystupt programu pro Gaussovsky sum - Lena - vstupni obrazek se Sumem
(nahore vlevo); feSeni pro A = 2 (vpravo nahore); feSeni pro A = 12 (vlevo dole); feseni pro A = 13
(vpravo dole).

Odvozenou metodu pouzijeme i na jiné obrazky - jako prvni to bude Sedoténova varianta slavné
malby Mona Lisa od Leonarda da Vinciho (pfevzato z [11]), ddle kameraman (pfevzato z [23]),
ktery je stejné jako Lena Casto testovany pocitacovymi grafiky. Parametry At, Az, Ay, 5 a pocet
casovych krokt zistava stejny, méni se pouze parametr A a to naseldovneé:

e Mona Lisa

— A =4 (obr. 6.23 vpravo nahote) - velmi rozmazané,
— A =14 (obr. 6.23 vlevo dole) - neni vyrazné rozmazané, ale Sum neni iplné vyhlazen

— A =15 (obr. 6.23 vpravo dole) - pro tuto hodnotu parametru A je metoda nestabilni,
e kameraman

— A =2 (obr. 6.24 vpravo nahofe) - velmi rozmazané,
— A =8 (obr. 6.24 vlevo dole) - méné rozmazané, Sum je téméf odstranény,

— A =12 (obr. 6.24 vpravo dole) - pro tuto hodnotu parametru A je metoda nestabilni.
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Obr. 6.22: Srovndni vystupli programu pro Sum sul a pepf (s hustotou Wso) - Lena - vstupni
obrézek se sumem (nahote vlevo); feseni pro A = 1 (vpravo nahote); FeSeni pro A = 7 (vlevo dole);
FeSeni pro A = 8 (vpravo dole).

V obou pripadech je obrazek poskozen Gaussovskym Sumem s nulovou stfedni hodnotou a
rozptylem %00 (obr. 6.23 a 6.24 vlevo nahote).

Vratme se nyni k volbé okrajové podminky zminéné v sekci 6.1. Na obrazku 6.25 uprostied je
znézornén vybér nevhodné okrajové podminky (konkrétné zde volime okrajové podminky stejné
jako pocatecni, proto se v prvnim/poslednim faddku a sloupci zachovivd Sum). To je divod, proé¢
jsme zvolili homogenni Neumannovu okrajovou podminku realizovanou kopirovanim hodnot z dru-
hého/piedposledniho Fadku a sloupce do prvniho/posledniho (obr. 6.25 vpravo). Na obrazku 6.26
je priblizen pravy horni roh obrizku 6.25 uprostfed s dobie viditelnymi nevyhlazenymi pixely.
Tento problém nastava hlavné pro ¢ernobilé obrazky (napiiklad Sachovnice), u jinych obrézki to

neni tak patrné.
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Obr. 6.23: Srovnani vystupu programu pro Gaussovsky sum - Mona Lisa - vstupni obrazek se
Sumem (nahote vlevo); feSeni pro A = 4 (vpravo nahote); feSeni pro A = 14 (vlevo dole); FeSeni
pro A = 15 (vpravo dole).
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Obr. 6.24: Srovnani vystupti programu pro Gaussovsky Sum - kameraman - vstupni obrazek se
Sumem (nahote vlevo); FeSeni pro A = 2 (vpravo nahote); feSeni pro A = 8 (vlevo dole); Teseni pro
A = 12 (vpravo dole).

Obr. 6.25: Vysvétlen{ volby okrajové podminky - obrézek se Sumem (vlevo); obrazek po odstranéni
Sumu s nevhodné zvolenymi okrajovymi podminkami (uprostied); obrdzek po odstranéni Sumu
s homogennimi Neumannovymi okrajovymi podminkami (vpravo).
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Obr. 6.26: Vysvétleni volby okrajové podminky - priblizeny pravy horni roh, kde jsou dobte vidi-
telné nevyhlazené pocatecni podminky.

6.4.1 Odstranéni Sumu a detekce hran - jiné pristupy

V kapitole 4 jsme se seznamili s nékolika moznostmi, jak vyhlazovat Sum pomoci filtrac¢nich
masek. Priklady filtri naleznete v sekci 4.1.4. Obrazek 6.27 ukazuje vystupy programu PYTHON
pro data poskozend Gaussovskym Sumem (obr. 6.27 vpravo nahore) - rovnomérnd maska (vlevo
uprostied), Gaussova maska (vpravo uprostied), medidn (vlevo dole), bilaterdlni filtr (vpravo dole).
Software pouzivany pro zpracovani obrazu (jmenujme napiiklad MATLAB, PYTHON) vét$inou
zahrnuje nékolik preddefinovanych filtri, dalsi je mozné snadno vytvorit - popsat maticemi a 2D
konvoluci stanovit feseni.

Na obrazku 6.28 jsou vykresleny vystupy programu PYTHON pro Sum oznacovany vyrazem
sul a pepr, vyuzivame stejné masky jako v predchozim pripadé.

Dalsi moznosti, jak redukovat Sum, je Fourierova metoda, kdy odstranime vysoké frekvence
(tzv. dolni propust) - popséno v sekci 4.1.3. Ptavodni a zasuménd data jsou vykreslena na obr. 6.29
vlevo a vpravo nahore (opét se jednd o Gaussovsky Sum), vlevo dole vidime vystup programu po
odstranéni vysokych frekvenci a vpravo dole je zobrazen odstranény Sum.

Jednd se o primé pouziti jmenovanych masek po celé plose obrazku. Stejné jako v pripadé
zkoumanych numerickych schémat by bylo vhodné aplikovat masky pouze v mistech, kde nejsou
hrany. Pro obrazek lena_ original.bmp jsme detekovali hrany pomoci vybranych gradientnich ope-
ratoria (Canny, Laplace, Sobel - podrobnéji v sekci 4.1.4), vysledky jednotlivych detektort hran
muzeme porovnat na obr. 6.30. Detekce hran byla realizovana v softwaru PYTHON preddefino-
vanymi funkcemi, podobné moznosti nabizi i MATLAB s funkci edge() s volitelnymi parametry
’sobel’, ’prewitt’, ’roberts’, ’canny’ .... Dalsi gradientni operatory lze vytvorit konvoluci
obrazku a matic predstavujicich gradientni operdtory v danych smérech. Pro masku Sobel definu-
jeme zvlast hrany ve sméru os x a y. Pro zlepseni vysledki by bylo tfeba naprogramovat metodu,
ktera by v blizkosti hran zabréanila aplikaci vyhlazovacich masek.
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Obr. 6.27: Ukazky pramérovani pro obrazek poskozeny Gaussovskym Sumem - origindlni obra-
zek (vlevo nahote); obrazek poskozeny Gaussovskym Sumem (vpravo nahofe); rovnomérnd maska

(vlevo uprostied); Gaussova maska (vpravo uprostied, [24]); medidn (vlevo dole); bilaterdlni filtr
(vpravo dole, [24]).
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Obr. 6.28: Ukézky prumérovani pro obrazek poskozeny Sumem sl a pept“ - origindlni obra-
zek (vlevo nahote); obrazek poskozeny Gaussovskym Sumem (vpravo nahofe); rovnomérnd maska

(vlevo uprostied); Gaussova maska (vpravo uprostied, [24]); medidn (vlevo dole); bilaterdlni filtr
(vpravo dole, [24]).
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Obr. 6.29: Odstranéni sumu - frekvencni analyza - originalni obrazek (vlevo nahofe); obrizek
poskozeny Gaussovskym Sumem (vpravo nahofe); obrazek po odstranéni vysokych frekvenci (vlevo
dole); vysoké frekvence - Sum (vpravo dple).
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Obr. 6.30: Ukdzky detekce hran - Canny (vlevo nahote); Laplace (vpravo nahore); Sobel vyhleda-
vajici hrany ve sméru z (vlevo dole); Sobel vyhleddvajici hrany ve sméru y (vpravo dole).
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6.4.2 Pozorovani

Podivame-li se pozorné na obrazky v predchozich sekcich, vSimneme si, Ze numericka metoda
testovand v sekci 6.4 davé rozdilné vysledky v zavislosti na parametru A. Nejlepsi volbou se jevi co
nejvétsi hodnota tohoto parametru, pro ktery je metoda stabilni, ale i presto dochazi u nékterych
obrazku k prilisnému rozmazéani. Tomu lze ¢dstecné zabranit napriklad zmensenim poctu c¢asovych
krok.

Uz samotnd skutecnost, Ze volba parametru neni presné dana a zavisi na mnoha faktorech
(struktufe obrazku, pfidanému Sumu...), je velkou nevyhodou metody. Také zvolené explicitn{ Eu-
lerovo schéma nas omezuje pii volbé A - abychom nebyli svazovani CFL podminkou, museli bychom
naprogramovat implicitni numerické schéma, coz by ale bylo vzhledem k nelinearnim ¢lentim rov-
nice komplikované a také by se vypocet zpomalil. Pfesto se nam podarilo nalézt pocatecni data a
parametry, pro které metoda dava uspokojivé vysledky. Ukézalo se, Ze volbou A miizeme ovliviiovat
miru rozmazani podle dalsiho vyuziti vysledki - nékdy pro dalsi zpracovani potfebujeme zachovat
ostré hrany, jindy preferujeme tplné vyhlazeni Sumu a nevadi nam ztrata rozmazanych detailt.

Vyhlazovaci masky nemiizeme s touto metodou pfimo srovnévat, protoze pti vypoc¢tu nebereme
ohled na existujici hrany. P¥i vhodné kombinaci s hranovymi detektory a priméreném vicendsob-
ném opakovani konvoluce masek s obrazkem bychom dosahli lepsich vysledk.

Kromé Gaussovského a Gaussovského bilého Sumu jsme vstupni obrazek poskodili i Sumem
zvanym sul a pepr, pro ktery se ukazalo, ze nejjednodussim a nejefektivnéjsim pristupem je volba
medidnu (obr. 6.28 vlevo dole), protoZze numerickd metoda tento Sum tplné nevyhladi a navic

Vv
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Cilem prace bylo porovnani pristupti pro zpracovani digitalizovaného obrazu. Pii realizaci této
prace jsme vyzkouseli aplikaci nékolika metod na digitalni obrazy, které byly poskozeny riznymi
druhy Sumu, a sledovali jsme, jak tyto metody resi dany problém.

Nejprve jsme ukézali, jaky vliv maji numericka schémata lineadrnich parcialnich diferencialnich
rovnic na rozmazani jednoduchych geometrickych tvaru a obrazkiu, protoze rozmazani je zdkladnim
zpusobem redukce Sumu. Jejich rozsirenim o nelinedrni ¢len zpusobilo, Ze kromé vyhlazeni Sumu
zachovavame ostré vyrazné jasové nespojitosti - hrany. Takova metoda se ukazala byt vyznamnym
zpusobem z4visld na volbé parametrii (predevsim se jednd o parametr rozmazani A a ¢asové kroky).
Nalezeni algoritmu, ktery by hodnotu parametru A uré¢il podle vstupnich informaci (struktury
obrizku a pod.), je jednim ze sméri, které by se mohly déle podrobnéji zkoumat.

Zjisténé vysledky ukazuji, Ze pro ruzné typy znehodnoceni obrazu jsou vhodné rozdilné tech-
niky. Napiiklad pro Gaussovsky sum dava numerickd metoda pro nelinedrni parabolickou rovnici
velmi podobné vysledky jako vyhlazovaci filtracni masky a zalezi na uzivateli, jestli pro dalsi
zpracovani vyuzije obrazek s ostrymi hranami a nedokonale odstranénym Sumem, nebo c¢astec¢né
rozmazany obrazek bez Sumu - to se v pripadé numerického pristupu ovliviiuje volbou parametru
. Pro sum oznacovany vyrazem sul a pept se pouziti numerické metody neosvédcilo, lepsi vysledky
poskytuje mnohem jednodussi a Casové méné narocny filtr median. Jak se ukazalo, v nékterych
pripadech klasické metody funguji vyrazné lépe nez numerické.

Popsané numerické metody pro zkoumané parcialni diferencidlni rovnice jsou naprogramovany
v softwaru MATLAB a prilozeny vcetné testovacich obrazki na CD. Seznam vSech prilozenych
souboru naleznete v priloze A.

Existuji numerické metody, které nejen ze odstrani nezddouci Sum, ale také zrestauruji hrany
v rozmazaném obrazku - v nejhorsim pripadé je vstupni obrazek rozmazany a zaroven poskozeny
Sumem. Zkoumani a vylepsovani takovych metod by bylo velkym pfinosem do numerického zpra-
covani obrazu. Kromé zde zkoumanych klasickych a numerickych pristupt existuji dale iteracni
metody s regularizaci, které by také mohly byt pfedmétem zkouméni a srovnani.

V této praci jsme se zabyvali pfevazné sedotonovymi obrazky, v praxi se ale vétsinou setkavame
s barevnymi. Zde uvedené algoritmy jsou pouzitelné i po zpracovani barevnych obrazkt. Moznosti
feSeni je rozlozen{ barvy do tif barevnych vrstev (Gervend, zelend a modrd) a vypocet pro jednotlivé
barevné slozky zvlast - tedy jedna se o tiikrat opakovany vypocet odpovidajici Sedoténovému
obrazku. Zajimavou myslenkou, ktera by se mohla aplikovat na barevné obrazky, je prevod bézného
barevného RGB systému do HSV modelu, kde by se redukoval sum pouze v barevné slozce.
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Priloha A

Seznam prilozenych soubort

Zde jsou uvedeny vsechny soubory prilozené na CD. U kazdého hlavniho souboru jsou vypsany
vSechny pomocné soubory a testovaci obrazky.

e Linedrni hyperbolickd rovnice (sekce 6.1)

— hyperbolic__posun__main.m

* hyperbolic__posun__advection.m

hyperbolic__posun__toky main.m

* hyperbolic__advection.m
x hyperbolic__funF.m
* hyperbolic_funG.m

hyperbolic_main.m

* hyperbolic__advection.m
* hyperbolic__funF.m
x hyperbolic_ funG.m
— image__gray__main.m
* image__advection.m
* picturel.png
* picture2.png
* picture3.png
— image__rgh_main.m
* image__advection.m
* picturelrgb.png
* picture2rgb.jpg

e Linedrni parabolickd rovnice (sekce 6.2)

— parabolic__expl _main.m
x parabolic__advection.m
* parabolic__funF.m
x parabolic_ funF.m

— parabolic__impl_main.m
* parabolic__advection.m
* parabolic_funF.m
x parabolic_ funF.m
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e Nelinearni parabolickd rovnice v 1D (sekce 6.3)
— parabolic_nelin__1D.m
e Nelinearni parabolickd rovnice v 2D (sekce 6.4)

— parabolic__nelin_ 2D.m
lena__snr3.bmp
lena__sum.bmp
lena__sum2.bmp
mona__lisa__sum.bmp
cameraman,__sum.bmp

EE R

imagel _sum.bmp
* imagel__sum2.bmp

* imagel__sum3.bmp
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