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V Plzni dne . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Hana Horńıková
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Abstrakt

Tato diplomová práce se věnuje numerickému řešeńı advekčně-difúzńı rovnice v jedné a
dvou prostorových dimenźıch. Největš́ı pozornost je věnována př́ıstupu založenému na jej́ım
převodu na soustavu rovnic hyperbolického typu a výhodám použit́ı tohoto př́ıstupu při nu-
merickém řešeńı advekčně-difúzńı rovnice i při konstrukci daľśıch schémat př́ımo pro p̊uvodńı
rovnici. Prezentujeme výsledky řady numerických experiment̊u týkaj́ıćıch se vlastnost́ı po-
psané metody při použit́ı pro stacionárńı a nestacionárńı úlohu v 1D a stacionárńı úlohu ve
2D. V 1D jsme dále testovali efektivitu metody v́ıce śıt́ı pro r̊uzná Reynoldsova č́ısla.

Kĺıčová slova: advekčně-difúzńı rovnice, hyperbolický systém, distribuce rezidúı, metoda
v́ıce śıt́ı pro hyperbolické soustavy, aproximace difúzńıch člen̊u

Abstract

This diploma thesis deals with numerical methods for solving the advection-diffusion equation
in one and two space dimensions. The most attention is paid to an approach based on trans-
forming the original equation into a hyperbolic system and the benefits of using this approach
for solving the advection-diffusion equation and for constructing other schemes for the origi-
nal equation. We present results of the numerical experiments regarding the properties of the
described method when used for a steady and unsteady problem in 1D and a steady problem
in 2D. We also tested the effectiveness of a multigrid method in 1D for several choices of the
Reynolds number.

Keywords: advection-diffusion equation, hyperbolic system, residual distribution, mul-
tigrid for hyperbolic systems, approximation of diffusion terms
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4 Řešeńı převodem na hyperbolický systém 10
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4.2 Převod na hyperbolický systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4.2.1 Stacionárńı problém – 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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5.1 Stacionárńı problém – 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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5.1.3 Proměnný difúzńı koeficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Kapitola 1

Úvod

Jedńım z nejznáměǰśıch a nejobecněǰśıch model̊u využ́ıvaných při modelováńı prouděńı tekutin
jsou Navierovy-Stokesovy rovnice, které popisuj́ı prouděńı vazké stačitelné či nestlačitelné te-
kutiny. Jejich analytické řešeńı je známo pouze v některých zjednodušených př́ıpadech, obecně
ovšem neńı jasné, zda klasické řešeńı v̊ubec existuje. Při modelováńı prouděńı se proto většinou
muśıme spolehnout na numerické simulace. Navierovy-Stokesovy rovnice obsahuj́ı mimo jiné
konvektivńı a difúzńı členy a snaha o jejich efektivńı numerické řešeńı může být proto motivaćı
ke zkoumáńı metod řešeńı advekčně-difúzńı rovnice a možnost́ı jejich následného rozš́ı̌reńı pro
obecněǰśı př́ıpady.

Tato diplomová práce se věnuje právě numerickému řešeńı advekčně-difúzńı rovnice v jedné
a dvou prostorových dimenźıch, přičemž navazuje na bakalářskou práci [9]. Voĺıme zde př́ıstup
založený na převodu advekčně-difúzńı rovnice, která je druhého řádu, na hyperbolickou sou-
stavu dvou PDR prvńıho řádu, která je následně diskretizována metodou vhodnou pro hy-
perbolické rovnice. Prostorovou diskretizaci provád́ıme metodou distribuce rezidúı, která je
vhodná předevš́ım pro stacionárńı výpočty, ale lze ji použ́ıt i pro řešeńı nestacionárńıch
problémů. Řešeńı stacionárńıho problému realizujeme metodou ustalováńı v pseudočase. Pro
integraci v pseudočase použ́ıváme explicitńı a implicitńı Eulerovu metodu. Pro řešeńı ne-
stacionárńıho problému využ́ıváme tzv. duálńıho času, což znamená, že hledáme ustálené
řešeńı v každém kroku ve fyzikálńım čase. Výhodami zvoleného př́ıstupu je možnost využit́ı
prověřených metod pro hyperbolické rovnice, jednotný př́ıstup k advekci a difúzi, možnost
volby časového kroku velikosti O(h) při použit́ı explicitńı metody a O(1/h) č́ıslo podmı́něnosti
matice soustavy lineárńıch algebraických rovnic, kterou řeš́ıme při použit́ı implicitńı metody.

Na explicitńı schéma v jedné dimenzi jsme aplikovali metodu v́ıce śıt́ı určenou pro hyper-
bolické soustavy s ćılem prověřit jej́ı funkčnost a efektivitu pro r̊uzná Reynoldsova č́ısla.

Struktura práce je následuj́ıćı: Ve druhé kapitole krátce představ́ıme matematické modely
základńıch proces̊u, kterým se v této práci věnujeme. Ve třet́ı kapitole se zmı́ńıme o některých
standardńıch postupech při numerickém řešeńı advekčně-difúzńı rovnice a některých d̊uleži-
tých vlastnostech schémat vzniklých jejich použit́ım. Čtvrtá kapitola se věnuje popisu použité
metody distribuce rezidúı pro řešeńı stacionárńı a nestacionárńı advekčně-difúzńı rovnice
v jedné prostorové dimenzi a stacionárńı advekčně-difúzńı rovnice ve dvou prostorových di-
menźıch. Nalezneme zde také výklad metody v́ıce śıt́ı, která je vhodná pro hyperbolické
soustavy, nebot’ v operátorech restrikce a interpolace využ́ıvá upwindingu. Pátá kapitola ob-
sahuje výsledky numerických experiment̊u, jejichž ćılem bylo prověřeńı a posouzeńı vlastnost́ı
použitých metod. V šesté kapitole uvád́ıme postup, j́ımž lze pomoćı převodu na hyperbo-
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lickou soustavu źıskat korektńı aproximace difúzńıch člen̊u, které lze využ́ıt při konstrukci
numerických schémat pro r̊uzné metody diskretizace.

2



Kapitola 2

Formulace problémů

V následuj́ıćıch odstavćıch představ́ıme obecně úlohy, s nimiž se setkáme při realizaci postupu
řešeńı advekčně-difúzńı rovnice nast́ıněného v úvodu této práce. Informace uvedené v této
kapitole a podrobněǰśı informace o zmı́něných úlohách a o jejich řešeńı můžeme nalézt např.
v [3], [5] nebo [11].

2.1 Rovnice hyperbolického typu

2.1.1 Skalárńı př́ıpad – advekčńı rovnice

Konstantńı koeficient

Nejjednodušš́ım modelem využ́ıvaj́ıćım se k popisu prouděńı je advekčńı (nebo též trans-
portńı) rovnice, která je skalárńı lineárńı rovnićı hyperbolického typu a má tvar

ut + aux = 0. (2.1)

Modeluje např́ıklad transport př́ıměsi o koncentraci popsané funkćı u(x, t) v tekutině proud́ıćı
konstantńı rychlost́ı a ∈ R\{0} tenkou trubićı. Koncentrace u se předpokládá dostatečně malá,
aby jej́ı změny neovlivňovaly dynamiku prouděńı tekutiny. Pro a > 0 se jedná o prouděńı zleva
doprava, pro a < 0 zprava doleva.

Obecným řešeńım advekčńı rovnice je libovolná diferencovatelná funkce tvaru

u(x, t) = g(x− at), (2.2)

což odpov́ıdá posouváńı profilu funkce g rychlost́ı |a| doprava, resp. doleva. Toto řešeńı se
nazývá pravá, resp. levá postupná vlna. Př́ımky o rovnićıch X(t) = x0 + at, kde x0 ∈ R,
nazýváme charakteristiky a řešeńı je podél nich konstantńı.

Pro určeńı konkrétńıho tvaru řešeńı potřebujeme připojit počátečńı nebo okrajovou pod-
mı́nku. V př́ıpadě, že uvažujeme danou úlohu na celé reálné ose, postač́ı počátečńı podmı́nka

u(x, 0) = ū(x), x ∈ R, (2.3)

a řešeńı je pro všechna t > 0 určeno jednoznačně vztahem

u(x, t) = ū(x− at). (2.4)
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2.1. ROVNICE HYPERBOLICKÉHO TYPU

Řeš́ıme-li úlohu pouze na omezeném intervalu (x1, x2), je k źıskáńı jednoznačného řešeńı třeba
přidat nav́ıc okrajovou podmı́nku na př́ıtoku, tedy pro a > 0

u(x1, t) = u0(t), t ≥ 0, (2.5)

a pro a < 0
u(x2, t) = u0(t), t ≥ 0. (2.6)

Řešeńı má v př́ıpadě a > 0 tvar

u(x, t) =

{
u0(t− x−x1

a ), x ∈ (x1, x1 + at),
ū(x− at), x ∈ (x1 + at, x2),

(2.7)

analogicky pro a < 0.

Proměnný koeficient

Jednoduchým zobecněńım advekčńı rovnice je model transportu, kde rychlost prouděńı teku-
tiny záviśı na prostorové proměnné, tedy a = a(x). Ze zákona zachováńı dostaneme v tomto
př́ıpadě rovnici tvaru

ut + (a(x)u)x = 0. (2.8)

Systém charakteristik X(t) źıskáme řešeńım obyčejné diferenciálńı rovnice

X ′(t) = a(X(t)). (2.9)

Charakteristiky již nejsou př́ımky, ale obecné křivky, které reprezentuj́ı trajektorii jednot-
livých částic unášených proudem. Vyjádř́ıme-li změnu řešeńı podél těchto křivek

d

dt
u(X(t), t) = ut(X(t), t) +X ′(t)ux(X(t), t)

= ut(X(t), t) + a(X(t))ux(X(t), t)

= ut(X(t), t) + (a(X(t))u(X(t), t))x − a′(X(t))u(X(t), t)

= −a′(X(t))u(X(t), t), (2.10)

zjist́ıme, že řešeńı podél nich již nez̊ustává konstantńı jako v př́ıpadě s konstantńım koefici-
entem.

V některých aplikaćıch se můžeme setkat s advekčńı rovnićı v tzv. nekonzervativńım tvaru

ut + a(x)ux = 0. (2.11)

Charakteristiky jsou opět řešeńım (2.9), źıskáme tedy stejné křivky jako v předchoźım př́ıpadě,
ale hodnota u podél nich z̊ustává konstantńı, což plyne z tvaru rovnice (2.11).

Pro daný fyzikálńı problém lze odvodit oba tvary advekčńı rovnice, konzervativńı i nekon-
zervativńı, přičemž zálež́ı na konkrétńı definici veličiny u. Rozhoduj́ıćı mohou být např́ıklad
fyzikálńı jednotky, ve kterých koncentraci měř́ıme. Uvažujeme-li u v gramech na metr, dosta-
neme rovnici v konzervativńım tvaru, zat́ımco pro u v gramech na metr krychlový dostaneme
nekonzervativńı tvar (viz [11]).
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2.2. DIFÚZNÍ ROVNICE

2.1.2 Soustava hyperbolických rovnic

Mějme lineárńı soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

ut + Aux = 0, (2.12)

kde u = u(x, t) : R× R+
0 → Rn je vektor neznámých funkćı a A ∈ Rn×n. Soustavu nazveme

a) slabě hyperbolickou, pokud A má reálná vlastńı č́ısla,
b) silně hyperbolickou, pokud je A diagonalizovatelná a má reálná vlastńı č́ısla,
c) ryze hyperbolickou, pokud je A diagonalizovatelná a má navzájem r̊uzná reálná vlastńı
č́ısla.

Dále budeme předpokládat ryze hyperbolickou soustavu, tedy existuje regulárńı matice
R, tzv. matice pravých vlastńıch vektor̊u, taková, že plat́ı

A = RΛR−1, (2.13)

kde Λ = diag(λ1, . . . , λn) je diagonálńı matice vlastńıch č́ısel matice A. Po dosazeńı tohoto
vztahu do (2.12) źıskáme

ut + RΛR−1ux = 0. (2.14)

Celou rovnici vynásob́ıme matićı R−1 zleva

R−1ut + R−1RΛR−1ux = 0. (2.15)

a jelikož R−1 je konstantńı matice, můžeme psát

(R−1u)t + R−1RΛ(R−1u)x = 0. (2.16)

Zavedeńım nové neznámé
v(x, t) = R−1u(x, t) (2.17)

źıskáme rovnici
vt + Λvx = 0. (2.18)

Matice Λ je diagonálńı, soustavu (2.18) lze proto rozdělit na n nezávislých lineárńıch ad-
vekčńıch rovnic

vkt + λkv
k
x = 0, k = 1, . . . , n. (2.19)

Jelikož jsme předpokládali, že soustava (2.12) je ryze hyperbolická, jsou všechna vlastńı č́ısla
reálná a rovnice (2.19) maj́ı tedy stejný fyzikálńı smysl, jaký byl popsán u advekčńı rov-
nice. Tvar jejich řešeńı známe. Transformaćı u = Rv se vrát́ıme k p̊uvodńı proměnné, č́ımž
dostaneme řešeńı soustavy (2.12).

2.2 Difúzńı rovnice

Daľśım ze základńıch model̊u, se kterými se setkáme při popisu dynamiky tekutin, je difúzńı
rovnice, která je parabolického typu a má následuj́ıćı tvar

ut − duxx = 0. (2.20)

Modeluje bud’ difúzi nějaké látky v trubici naplněné tekutinou, přičemž funkce u(x, t) opět
popisuje koncentraci dané látky a d > 0 je difúzńı koeficient, nebo š́ı̌reńı tepla v tyči, kde
u(x, t) popisuje rozložeńı teploty v tyči a d > 0 je koeficient tepelné vodivosti.
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2.3. ADVEKČNĚ-DIFÚZNÍ ROVNICE

Tvar obecného řešeńı pro difúzńı rovnici neńı znám, uvažujme tedy počátečńı úlohu

ut − duxx = 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = ū(x).

(2.21)

Předpokládejme nyńı, že jde o model š́ı̌reńı tepla a počátečńı podmı́nka ū(x) vyjadřuje
počátečńı rozložeńı teploty v tyči. Řešeńım úlohy (2.21) je funkce

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

ū(y)G(x− y, t) dy, (2.22)

kde

G(x, t) =
1√

4πdt
e−x

2/(4dt) (2.23)

je tzv. tepelné (difúzńı) jádro nebo též fundamentálńı řešeńı, pro které plat́ı, že pro libovolné
t > 0 je ∫ ∞

−∞
G(x, t) dx = 1 (2.24)

a pro t → 0+ se bĺıž́ı Diracově distribuci. Z fyzikálńıho hlediska popisuje rozložeńı teploty,
které je reakćı na počátečńı jednotkový bodový zdroj tepla umı́stěný v x = 0. Řešeńı u(x, t)
je pak

”
součtem“ reakćı na jednotlivé zdroje o velikosti ū(y) v bodech y ∈ R.

Lze ukázat, že funkce u(x, t) řeš́ı úlohu (2.21) i př́ıpadě, že funkce ū je pouze po částech
spojitá. Zaj́ımavou vlastnost́ı řešeńı difúzńı rovnice je to, že bez ohledu na vlastnosti počátečńı
podmı́nky ū je pro libovolné t > 0 funkćı tř́ıdy C∞. Jeho daľśı specifickou vlastnost́ı je, že
pro libovolně malé t > 0 je u(x, t) nenulová ve všech bodech x ∈ R i v př́ıpadě, že počátečńı
podmı́nka je nenulová pouze na omezeném intervalu. To by znamenalo nekonečnou rychlost
difúze či š́ı̌reńı tepla, což samozřejmě neodpov́ıdá realitě.

2.3 Advekčně-difúzńı rovnice

Kombinaćı obou výše zmı́něných model̊u źıskáme tzv. advekčně-difúzńı rovnici

ut + aux − duxx = 0 (2.25)

popisuj́ıćı situaci, kdy docháźı k transportu látky o koncentraci u(x, t) tekutinou proud́ıćı
v trubici rychlost́ı a a zároveň k difúzi této látky do okoĺı.
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Kapitola 3

Numerické řešeńı advekčně-difúzńı
rovnice

U reálných problémů, kde se setkáváme s advekčně-difúzńı rovnićı, se často advekce projevuje
mnohem výrazněji než difúze, což znamená, že plat́ı d� |a|, kde a je obecně vektor rychlosti
advekce. Přestože se advekčńı rovnice (2.1) a advekčně-difúzńı rovnice (2.25) lǐśı

”
pouze“ t́ımto

malým difúzńım členem, je mezi nimi zásadńı rozd́ıl. Advekčńı rovnice je hyperbolického typu,
kdežto advekčně-difúzńı rovnice je parabolického typu. Pro velmi malý difúzńı koeficient d
jsou si jejich řešeńı na většině výpočetńı oblasti bĺızká, ale jelikož advekčně-difúzńı rovnice je
druhého řádu, předepisujeme u ńı v́ıce okrajových podmı́nek. To může mı́t za následek vznik
okrajových vrstev s velmi prudkým gradientem řešeńı.

Při řešeńı advekčně-difúzńı rovnice numerickými metodami se nesetkáme s výraznými
problémy v př́ıpadě, že dominuje difúze. V opačném př́ıpadě však můžeme očekávat jisté
komplikace. Poměr advekce a difúze je charakterizován Pécletovým č́ıslem

Pe =
|a|L
d
, (3.1)

kde L je charakteristický rozměr výpočetńı oblasti. Pro Pe ≤ 1 je dominantńım jevem difúze,
pro Pe > 1 dominuje advekce. Někdy se v této souvislosti mluv́ı o Reynoldsově mı́sto
o Pécletově č́ısle, což obecně nejsou ekvivalentńı pojmy 1, ale pro účely této práce je za
ekvivalentńı můžeme považovat.

3.1 Diskretizace

V tomto odstavci budeme uvažovat Dirichletovu úlohu pro nejjednodušš́ı př́ıpad stacionárńı
advekčně-difúzńı rovnice v jedné dimenzi

aux − duxx = 0, x ∈ (0, 1),
u(0) = u0, u(1) = u1,

(3.2)

kde u0, u1 jsou dané konstantńı hodnoty. Na intervalu (0, 1) zvoĺıme ekvidistantńı śıt’ uzl̊u
xj , j = 0, 1, . . . , J s krokem h. Dále označme Uj hodnoty přibližného řešeńı v uzlech xj a U

1viz např. http://en.wikipedia.org/wiki/Pclet_number

7



3.1. DISKRETIZACE

vektor hodnot přibližného řešeńı ve vnitřńıch uzlech U = [U1, U2, . . . , UJ−1]T . Pro konkrétńı
diskretizačńı śıt’ definujeme lokálńı Pécletovo č́ıslo

Peh =
Pe · h

2L
=
|a|h
2d

. (3.3)

Budeme-li úlohu (3.2) diskretizovat metodou konečných diferenćı (FDM), nejjednodušš́ım
zp̊usobem je použit́ı centrálńıch diferenćı

ux ≈
Uj+1 − Uj−1

2h
, uxx ≈

Uj+1 − 2Uj + Uj−1

h2
, (3.4)

které jsou druhého řádu. Takto źıskáme následuj́ıćı diferenčńı schéma

a

2h
(Uj+1 − Uj−1)− d

h2
(Uj+1 − 2Uj + Uj−1) = 0, j = 1, 2, . . . , J − 1, (3.5)

které můžeme zapsat jako soustavu lineárńıch algebraických rovnic

A1U = f1, (3.6)

kde

A1 =



2d
h2

(
a
2h −

d
h2

)
0 0 · · · 0(

− a
2h −

d
h2

)
2d
h2

(
a
2h −

d
h2

)
0 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · 0
(
− a

2h −
d
h2

)
2d
h2

(
a
2h −

d
h2

)
0 · · · 0 0

(
− a

2h −
d
h2

)
2d
h2


(3.7)

a

f1 =

[(
a

2h
+

d

h2

)
u0, 0, . . . , 0,

(
− a

2h
+

d

h2

)
u1

]T
. (3.8)

Při diskretizaci úlohy (3.2) metodou konečných prvk̊u (FEM) s použit́ım lineárńıch bázo-
vých funkćı dospějeme k soustavě

A2U = f2, (3.9)

kde

A2 =



2d
h

(
a
2 −

d
h

)
0 0 · · · 0(

−a
2 −

d
h

)
2d
h

(
a
2 −

d
h

)
0 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · 0
(
−a

2 −
d
h

)
2d
h

(
a
2 −

d
h

)
0 · · · 0 0

(
−a

2 −
d
h

)
2d
h


(3.10)

a

f2 =

[(
a

2
+
d

h

)
u0, 0, . . . , 0,

(
−a

2
+
d

h

)
u1

]T
. (3.11)
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3.2. SMÍŠENÁ FORMULACE

Všimněme si, že plat́ı A2 = hA1 a f2 = hf1, soustavy (3.6) a (3.9) jsou tedy ekvivalentńı
a nemuśıme rozlǐsovat mezi soustavou vzniklou diskretizaćı metodou konečných diferenćı a
konečných prvk̊u. Matice těchto soustav nejsou symetrické a tedy nemáme pro jejich řešeńı
k dispozici tak efektivńı algoritmy jako pro symetrické matice, které vznikaj́ı např́ıklad dis-
kretizaćı eliptických rovnic. Č́ıslo podmı́něnosti matic vzniklých diskretizaćı advekčně-difúzńı
rovnice je typicky O(1/h2), podobně jako časový krok, který muśıme volit při řešeńı ne-
stacionárńı advekčně-difúzńı rovnice explicitńımi metodami, jehož velikost je O(h2). Pozna-
menejme, že vhodným předpodmı́něńım lze dosáhnout č́ısla podmı́něnosti matice soustavy
o velikosti O(1/h). Vı́ce o metodách předpodmı́něńı a daľśıch aspektech numerického řešeńı
advekčně difúzńı rovnice můžeme nalézt např́ıklad v [6].

Daľśım d̊uležitým faktem je, že pro Peh > 1 jsou výše zmı́něné metody nestabilńı. Situace
je podobná i při použit́ı metody konečných objemů (FVM). Konstrukce stabilńıch schémat
vyžaduje aplikaci speciálńıch př́ıstup̊u. U FDM či FVM to může být např́ıklad použit́ı upwin-
dingu při diskretizaci advekčńıho členu nebo použit́ı limiter̊u či TVD (Total Variation Dimi-
nishing) metod. Pro FEM existuje řada stabilizačńıch metod, které jsou založeny např́ıklad na
přidáńı numerické disipace pomoćı vhodné modifikace testovaćıch funkćı, z nichž nejznáměǰśı
jsou SUPG (Stremline-Upwind/Petrov-Galerkin) nebo GLS (Galerkin/Least-Squares) (viz
[7]).

Pokud by nás kromě řešeńı u zaj́ımala i jeho derivace ux (př́ıpadně gradient ve v́ıce
dimenźıch), nezbyde nám v tomto př́ıpadě nic jiného než je rekonstruovat z hodnot přibližného
řešeńı. T́ım ovšem źıskáme aproximaci derivace (gradientu) s nižš́ım řádem přesnosti než
aproximaci samotného řešeńı.

3.2 Smı́̌sená formulace

Jedńım z daľśıch možných př́ıstup̊u k řešeńı advekčně-difúzńı rovnice je zavedeńı prvńı deri-
vace řešeńı jako nové neznámé p = ux, č́ımž źıskáme tzv. smı́̌senou formulaci

aux − dpx = 0,

ux = p.
(3.12)

Při diskretizaci soustavy (3.12) metodou konečných prvk̊u se může objevit nestabilita
ze dvou d̊uvod̊u. Jednak v d̊usledku dominance advekce stejně jako v předchoźım odstavci,
jednak v d̊usledku nesplněńı tzv. LBB podmı́nky. Druhému typu nestability můžeme předej́ıt
např́ıklad použit́ım speciálńıch konečných prvk̊u, což však vede k aproximaci r̊uzného řádu pro
u a p. Jinou možnost́ı je použit́ı některé stabilizačńı metody, např́ıklad již zmı́něných SUPG
či GLS. Tyto stabilizačńı metody potlačuj́ı nežádoućı oscilace zp̊usobené oběma faktory a
umožňuj́ı tedy źıskáńı aproximace stejného řádu pro u i p.

9



Kapitola 4

Řešeńı převodem na hyperbolický
systém

V této kapitole poṕı̌seme metodu řešeńı advekčně-difúzńı rovnice, která je hlavńım předmětem
této práce. Jej́ım základem je převod advekčně-difúzńı rovnice na soustavu rovnic hyperbo-
lického typu, která je následně diskretizována pomoćı metody distribuce rezidúı.

Řešeńı této soustavy v čase neńı rovno řešeńı nestacionárńı advekčně-difúzńı rovnice, nebot’

zmı́něné dvě úlohy jsou ekvivalentńı pouze v ustáleném stavu. Řešeńı hyperbolické soustavy
může být vńımáno jako iteračńı metoda k nalezeńı stacionárńıho řešeńı p̊uvodńı advekčně-
difúzńı rovnice. Zavedeńım tzv. duálńıho času a speciálńı úpravou pravé strany soustavy
můžeme však stejnou metodou źıskat i řešeńı nestacionárńı advekčně-difúzńı rovnice.

V následuj́ıćıch odstavćıch bĺıže poṕı̌seme explicitńı a implicitńı verzi této metody pro
nalezeńı stacionárńıho i nestacionárńıho řešeńı. Uvedené informace vycházej́ı z literatury [12],
[14] a [15]. V kapitole 5 uvedeme výsledky několika numerických experiment̊u týkaj́ıćıch se
této metody.

4.1 Metoda distribuce rezidúı

Nejprve zde představ́ıme obecný princip metody distribuce rezidúı. Pro jednoduchost výkladu
budeme uvažovat skalárńı zákon zachováńı v jedné prostorové dimenzi

ut + ϕx = f, (4.1)

kde u = u(x, t) je neznámá funkce, u : (a, b) × R+
0 → R, ϕ = ϕ(u) je daná toková funkce a

f = f(x, t) je daná zdrojová funkce. Bude nás zaj́ımat řešeńı v ustáleném stavu, tedy takové,
pro které plat́ı ut = 0.

Na intervalu (a, b) zvoĺıme śıt’ bod̊u xj , a = x0 < x1 < . . . < xJ = b, které rozděĺı interval
(a, b) na J − 1 podinterval̊u (xj , xj+1), j = 0, 1, . . . , J − 1. Pro j-tý uzel označ́ıme

hL = (xj − xj−1), hR = (xj+1 − xj). (4.2)

Budeme předpokládat, že řešeńı je na jednotlivých podintervalech lineárńı. Hodnoty funkćı
ϕ, resp. f v bodě xj a pevném čase t označ́ıme ϕj , resp. fj . Pro každý interval (xj , xj+1)
stanov́ıme hodnotu rezidua

φj+1/2 =

∫ xj+1

xj

(−ϕx + f) dx ≈ −(ϕj+1 − ϕj) +
fj+1 + fj

2
hR, (4.3)
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

kde pro integraci zdrojového členu f bylo použito lichoběžńıkové pravidlo. Hodnota rezidua
vyjadřuje chybu, s jakou je na daném podintervalu splněna stacionárńı rovnice. Naš́ım ćılem je
dosažeńı ustáleného stavu, tedy stavu, kdy jsou všechna rezidua nulová. Neńı-li tedy hodnota
φj+1/2 rovna nule, muśıme změnit hodnoty přibližného řešeńı v uzlech xj a xj+1 tak, abychom
ji zmenšili.

Tento krok se nazývá distribuce rezidúı. Každé z rezidúı φj+1/2 rozděĺıme na dvě části

φ−j+1/2 a φ+
j+1/2, které budou přidány do uzl̊u xj a xj+1, v poměru daném koeficienty β−j+1/2

a β+
j+1/2

φ−j+1/2 = β−j+1/2φj+1/2, φ+
j+1/2 = β+

j+1/2φj+1/2, (4.4)

kde pro koeficienty plat́ı
β−j+1/2 + β+

j+1/2 = 1. (4.5)

Pro změnu řešeńı v j-tém uzlu pak dostaneme semidiskrétńı rovnici

duj
dt

=
1

hj
(φ+
j−1/2 + φ−j+1/2) =

1

hj
(β+
j−1/2φj−1/2 + β−j+1/2φj+1/2), (4.6)

kde hj = (hL + hR)/2. Pro jej́ı integraci můžeme použ́ıt některou ze známých numerických
metod. Postup opakujeme, dokud se dostatečně nepřibĺıž́ıme ustálenému stavu.

Volba distribučńıch koeficient̊u β−j+1/2 a β+
j+1/2 hraje kĺıčovou roli pro chováńı metody a

souviśı s fyzikálńımi vlastnostmi daného modelu.

4.2 Převod na hyperbolický systém

Advekčně-difúzńı rovnice se často numericky řeš́ı použit́ım kombinace dvou schémat – pro ad-
vekčńı a pro difúzńı rovnici. V některých př́ıpadech může však tento postup vést k problémům,
např́ıklad ke sńıžeńı řádu přesnosti použitých schémat, a vyžaduje pak daľśı opatřeńı k dosažeńı
požadovaného výsledku.

Metoda popsaná v této kapitole oproti tomu nevyžaduje zvláštńı zacházeńı s advekčńım a
difúzńım členem, nebot’ převád́ı advekčně-difúzńı rovnici na hyperbolický systém rovnic, který
již můžeme řešit metodami vhodnými pro hyperbolické rovnice (např. upwinding). Přestože
tento hyperbolický systém vycháźı ze smı́̌sené formulace (3.12), neńı zde potřeba aplikovat
žádné daľśı stabilizačńı metody. Nav́ıc źıskáme aproximaci řešeńı i tokové funkce stejného
řádu přesnosti. To je dáno právě využit́ım korektńıch postup̊u pro numerické řešeńı PDR
hyperbolického typu, které již v sobě obsahuj́ı stabilizaci.

Tento př́ıstup také umožňuje použ́ıt časový krok velikosti O(h) při použit́ı explicitńı me-
tody. Č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy lineárńıch algebraických rovnic, kterou dostaneme
použit́ım implicitńı metody, je O(1/h).

4.2.1 Stacionárńı problém – 1D

Mějme následuj́ıćı okrajovou úlohu pro stacionárńı advekčně-difúzńı rovnici

aux − duxx = f, x ∈ (0, 1),
u(0) = u0, u(1) = u1,

(4.7)

kde a > 0 je rychlost prouděńı a d > 0 difúzńı koeficient. Pro jednoduchost zde uvažujeme
úlohu na intervalu (0, 1), celý postup lze však bez problémů aplikovat na libovolný omezený
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

interval. Zavedeńım nové neznámé funkce

p = ux (4.8)

dostaneme smı́̌senou formulaci úlohy

aux − dpx = f,

ux = p.
(4.9)

Vynásobeńım druhé rovnice výrazem −1/Tr a formálńım přidáńım derivaćı podle pseudočasu
τ na levou stranu źıskáme soustavu

uτ + aux − dpx = f,

pτ −
ux
Tr

= − p

Tr
,

(4.10)

kde Tr > 0 je tzv. relaxačńı čas. Systém (4.10) je asymptoticky ekvivalentńı s nestacionárńı
advekčně-difúzńı rovnićı pro Tr → 0, ale v ustáleném stavu (uτ = pτ = 0) je s ńı ekvivalentńı
pro libovolné Tr. Tento parametr hraje roli předpodmı́něńı a jeho hodnota bude ovlivňovat
rychlost konvergence k ustálenému stavu při použit́ı explicitńı metody a č́ıslo podmı́něnosti
matice soustavy při použit́ı metody implicitńı.

Soustavu (4.10) můžeme zapsat v maticovém tvaru

qτ + Aqx = g, (4.11)

kde

q =

[
u
p

]
, A =

 a −d
− 1

Tr
0

 , g =

[
f

− p

Tr

]
. (4.12)

Tato soustava je ryze hyperbolická, nebot’ matice A má reálná r̊uzná vlastńı č́ısla

λ1 =
a

2

(
1−

√
1 +

4d

a2Tr

)
, λ2 =

a

2

(
1 +

√
1 +

4d

a2Tr

)
, (4.13)

a lineárně nezávislé vlastńı vektory, které zaṕı̌seme do matice

R =

[
−λ1Tr −λ2Tr

1 1

]
. (4.14)

Podrobné odvozeńı optimálńı hodnoty Tr lze naj́ıt v [15]. Zavád́ı se tzv. délkový parametr
Lr a Tr se definuje jako pod́ıl tohoto parametru a charakteristické rychlosti λ2

Tr =
Lr
λ2

=
Lr

a
2

(
1 +

√
1 + 4d

a2Tr

) , (4.15)

kde λ2 je voleno pro zachováńı kladné rychlosti v limitńıch př́ıpadech, kdy a→ 0 nebo d→ 0.
Pro Tr tedy dostáváme vztah

Tr =
Lr

a+ d/Lr
(4.16)
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a pro délkový parametr Lr je odvozena optimálńı hodnota

Lr =
1

2π

(
Reπ√

1 +Re2
π + 1

+

√
1 +

2√
1 +Re2

π + 1

)
, (4.17)

kde Reπ je analogie Reynoldsova č́ısla

Reπ =
a

πd
. (4.18)

Prostorová diskretizace

Pro diskretizaci systému (4.11) použijeme metodu distribuce rezidúı popsanou v odstavci 4.1,
můžeme však použ́ıt i jinou metodu, např. FVM či FEM, přičemž zmı́něné vlastnosti z̊ustanou
zachovány.

Na intervalu (0, 1) zvoĺıme śıt’ bod̊u xj , 0 = x0 < x1 < . . . < xJ = 1 a opět zavedeme
značeńı (4.2). Přesné hodnoty řešeńı u a p v uzlu xj označ́ıme zkráceně qj = [uj , pj ]

T a
jejich aproximace Qj = [Uj , Pj ]

T , j = 0, 1, . . . , J . Analogické značeńı použijeme pro pravou
stranu g. Dále stanov́ıme hodnoty rezidúı Φj+1/2 pro všechny podintervaly (xj , xj+1) pro
j = 0, 1, . . . , J − 1

Φj+1/2 =

∫ xj+1

xj

(−Aqx + g) dx ≈

≈ −A(Qj+1 −Qj) +
Gj+1 + Gj

2
hR.

(4.19)

Distribučńı matice, pomoćı nichž rozděĺıme rezidua do krajńıch uzl̊u, voĺıme ve tvaru

B− =
1

2
R

(1− λ1
|λ1|

)
0

0
(

1− λ2
|λ2|

)R−1, (4.20)

B+ =
1

2
R

(1 + λ1
|λ1|

)
0

0
(

1 + λ2
|λ2|

)R−1. (4.21)

Budeme-li předpokládat a > 0, plat́ı λ1 < 0 a λ2 > 0 a tvar distribučńıch matic se zjednoduš́ı
na

B− =
1

ReLr + 2

 1 Lr

ReLr + 1

Lr
1 +ReLr

 , (4.22)

B+ =
1

ReLr + 2

 1 +ReLr −Lr

−ReLr + 1

Lr
1

 , (4.23)

kde ReLr = aLr
d je opět analogie Reynoldsova č́ısla a vyjadřuje poměr rychlosti advekce ku

rychlosti difúze. Distribučńı matice ve tvaru (4.22) a (4.23) jsou rozkladem matice A takovým,
že plat́ı

A = λ1B− + λ2B+ (4.24)
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

a maj́ı následuj́ıćı vlastnosti

B−B− = B−, B+B+ = B+, B−B+ = 0, B+B− = 0. (4.25)

Tyto matice jsou projekčńı matice, které promı́taj́ı reziduum na dva podprostory oboru hod-
not R(A) matice A, jež jsou ortogonálńım rozkladem R(A) a př́ısluš́ı levé, resp. pravé vlně
s rychlost́ı λ1, resp. λ2. Distribučńı matice tak zajǐst’uj́ı přenos části rezidua s kladnou rych-
lost́ı směrem doprava a části se zápornou rychlost́ı směrem doleva (upwinding). Lze je také
vyjádřit v následuj́ıćım tvaru

B =
ReLr

ReLr + 2
BA +

2

ReLr + 2
BD, (4.26)

kde
BA = lim

ReLr→+∞
B, BD = lim

ReLr→0
B (4.27)

a horńı index byl pro zkráceńı zápisu vynechán, stejný vztah plat́ı pro B− i B+. Vztah (4.26)
znamená, že každý z podprostor̊u je lineárńı kombinaćı svých limitńıch stav̊u: čisté advekce
a čisté difúze.

Pro změnu řešeńı v j-tém uzlu dostáváme semidiskrétńı rovnici

dQj

dτ
=

1

hj
(B+Φj−1/2 + B−Φj+1/2), (4.28)

kde opět hj = (hL + hR)/2. Pro jej́ı řešeńı můžeme použ́ıt explicitńı nebo implicitńı schéma.
Pod́ıvejme se nyńı na lokálńı diskretizačńı chybu dj právě odvozené metody. Předpoklá-

dejme pro tuto chv́ıli, že přesná řešeńı u, p a pravá strana f maj́ı derivace všech řád̊u a lze je
tedy rozvinout v Taylorovu řadu. Dosazeńım přesného řešeńı do (4.28) dostaneme

0 =
dqj
dτ
≈ 1

hj
(B+Φj−1/2 + B−Φj+1/2)︸ ︷︷ ︸

dj

, (4.29)

kde levá strana je nulová, nebot’ q je stacionárńı řešeńı a jeho časová derivace je tedy rovna
nule. Lokálńı diskretizačńı chyba je nepřesnost, s ńıž přesné řešeńı splňuje vztah (4.28), tedy
hodnota pravé strany (4.29). Pro rezidua plat́ı

Φj−1/2 = −A(qj − qj−1) +
gj + gj−1

2
hL, (4.30)

Φj+1/2 = −A(qj+1 − qj) +
gj+1 + gj

2
hR. (4.31)

Dále vyjádř́ıme hodnoty q a g v bodech xj−1 a xj+1 pomoćı Taylorova rozvoje v bodě xj jako

qj−1 = qj − hL(qj)x +
h2
L

2
(qj)xx +O(h3

L), (4.32)

qj+1 = qj + hR(qj)x +
h2
R

2
(qj)xx +O(h3

R), (4.33)

gj−1 = gj − hL(gj)x +O(h2
L), (4.34)

gj+1 = gj + hR(gj)x +O(h2
R), (4.35)
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

a dosad́ıme je do vztah̊u pro rezidua. Pro Φj+1/2 tak dostaneme

Φj+1/2 = −A(qj+1 − qj) +
gj+1 + gj

2
hR

= −A(qj + hR(qj)x +
h2
R

2
(qj)xx +O(h3

R)− qj)

+ (gj + hR(gj)x +O(h2
R) + gj)

hR
2

= (−A(qj)x + gj)︸ ︷︷ ︸
=0

hR + (−A(qj)x + gj)x︸ ︷︷ ︸
=0

h2
R

2
+O(h3

R),

(4.36)

analogicky pro Φj−1/2. Prvńı a druhý člen jsou pro přesné stacionárńı řešeńı q rovny nule,
nebot’ výrazy v závorkách odpov́ıdaj́ı stacionárńı části řešené soustavy v j-tém uzlu. Zjistili
jsme tedy, že Φj+1/2 = O(h3

R) a analogicky Φj−1/2 = O(h3
L). Dosazeńım zpět do pravé strany

(4.29) dostáváme

dj =
1

hj
(B+O(h3

L) + B−O(h3
R)) = O(h2). (4.37)

Naše metoda je tedy druhého řádu přesnosti pro obě neznámé u i p.

Explicitńı schéma

Pro konstrukci explicitńıho schématu nahrad́ıme v (4.28) časovou derivaci jednostrannou di-
ferenćı

dQj

dτ
≈

Qn+1
j −Qn

j

∆τ
, (4.38)

a použijeme dopřednou Eulerovu metodu. Horńım indexem n jsme označili hodnoty na n-té
časové vrstvě a symbolem ∆τ časový krok. Źıskáme následuj́ıćı předpis pro výpočet hodnot
Qj , j = 1, . . . , J − 1, na nové časové vrstvě

Qn+1
j = Qn

j +
∆τ

hj
(B+Φn

j−1/2 + B−Φn
j+1/2). (4.39)

V krajńıch bodech intervalu (0, 1) máme zadány Dirichletovy okrajové podmı́nky

U0 = u0, UJ = u1. (4.40)

Zbývá nám ještě stanovit přibližné hodnoty p v těchto bodech. To provedeme následuj́ıćım
zp̊usobem

Pn+1
0 = Pn0 +

∆τ

hj

[
B−Φn

1/2

]
(2), (4.41)

Pn+1
J = PnJ +

∆τ

hj

[
B+Φn

J−1/2

]
(2), (4.42)

kde (2) označuje druhou složku př́ıslušného vektoru. Analogicky bychom postupovali při im-
plementaci Neumannových okrajových podmı́nek, nebot’ ty nejsou po převodu na hyperbolický
systém nič́ım jiným, než Dirichletovými okrajovými podmı́nkami pro p.
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Jelikož je systém (4.10) hyperbolický, velikost časového kroku ∆τ je omezena známou
CFL podmı́nkou

max
i
|λi|

∆τ

hmin
≤ 1, (4.43)

kde λi jsou vlastńı č́ısla matice A a hmin označuje nejmenš́ı krok diskretizačńı śıtě. Konkrétńı
tvar CFL podmı́nky je v tomto př́ıpadě

∆τ = CFL
hmin

a+ d/Lr
, (4.44)

kde CFL ≤ 1. Vzhledem k tomu, že námi zvolené Lr = O(1), je z (4.44) patrné, že velikost
časového kroku je O(h), a to pro všechna Reynoldsova č́ısla ReLr . To plyne z toho, že řeš́ıme
hyperbolický systém namı́sto p̊uvodńı parabolické rovnice, neńı to tedy vlastnost použité
numerické metody a toto omezeńı by platilo i při použit́ı FVM či FEM.

Implicitńı schéma

Vrat’me se opět k rovnici (4.28) a označme jej́ı pravou stranu zkráceně

Resj =
1

hj
(B+Φj−1/2 + B−Φj+1/2). (4.45)

Naš́ım ćılem je nalézt ustálené řešeńı, polož́ıme tedy časovou derivaci v (4.28) rovnu nule a
budeme řešit soustavu reziduálńıch rovnic

Res = 0. (4.46)

Označme Q̂ = [u0, p0, u1, p1, . . . , uJ , pJ ]T . Pro řešeńı (4.46) použijeme Newtonovu iteračńı
metodu pro soustavy nelineárńıch rovnic, jej́ıž schéma je následuj́ıćı

Q̂k+1 = Q̂k −
(
∂Res

∂Q̂

)−1

Resk, (4.47)

kde index k znač́ı k-tou iteraci. Jednoduchou úpravou a vynásobeńım rovnice Jacobiovou
matićı ∂Res

∂Q̂
zleva dostaneme

∂Res

∂Q̂
∆Q̂k = −Resk, (4.48)

kde jsme označili ∆Q̂k = Q̂k+1 − Q̂k. Výsledná implicitńı metoda pro nalezeńı aproximace
ustáleného řešeńı advekčně-difúzńı rovnice je definována vztahem

Q̂k+1 = Q̂k + ∆Q̂k. (4.49)

Jacobiova matice ∂Res
∂Q̂

je ř́ıdká a skládá se z blok̊u o velikosti 2× 2. Dvojici řádk̊u soustavy

(4.48) týkaj́ıćı se j-tého uzlu pro j = 1, . . . , J − 1, můžeme zapsat jako

Jj−1∆Qk
j−1 + Jj∆Qk

j + Jj+1∆Qk
j+1 = − 1

hj

(
B+Φj−1/2 + B−Φj+1/2

)k
, (4.50)

16



4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

kde ∆Qk
j = (∆Ukj ,∆P

k
j ) a př́ıslušné matice maj́ı tvar

Jj−1 =
1

hj
B+∂Φj−1/2

∂Qj−1
, (4.51)

Jj =
1

hj

(
B+∂Φj−1/2

∂Qj
+ B−

∂Φj+1/2

∂Qj

)
, (4.52)

Jj+1 =
1

hj
B−

∂Φj+1/2

∂Qj+1
. (4.53)

Pro derivace vektor̊u rezidua podle Qj plat́ı

∂Φj+1/2

∂Qj
=

 a −d

− 1

Tr
− hR

2Tr

 , (4.54)

∂Φj−1/2

∂Qj
=

−a d

1

Tr
− hL

2Tr

 , (4.55)

analogicky pro jejich ostatńı derivace.
Nyńı zbývá určit dvojice řádk̊u př́ıslušné krajńım uzl̊um. Budeme opět předpokládat, že

máme zadánu Dirichletovu okrajovou podmı́nku na obou konćıch intervalu (0, 1), přičemž
Neumannovu podmı́nku bychom implementovali obdobným zp̊usobem. Pro j = 0 můžeme
psát

J0∆Qk
0 + J1∆Qk

1 = − 1

h0

(
B−Φ1/2

)k
, (4.56)

kde definujeme h0 = hR/2 a

J0 =
1

h0
B−

 1 0

− 1

Tr
− hR

2Tr

 , (4.57)

J1 =
1

h0
B−

 0 0

1

Tr
− hR

2Tr

 . (4.58)

Podobně postupujeme na pravém okraji pro uzel xJ .
Soustavu (4.48) můžeme řešit některou ze známých metod pro řešeńı soustav lineárńıch

algebraických rovnic. Autoři v [12] navrhuj́ı použit́ı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody, jej́ıž
složitost je pro soustavu vzniklou diskretizaćı našeho hyperbolického systému O(J). Je vhodné
použ́ıt tzv. kolektivńı verzi Gaussovy-Seidelovy metody, kde se v daném uzlu aktualizuj́ı
hodnoty ∆Uj i ∆Pj zároveň, nebot’ při standardńı aplikaci po jednotlivých rovnićıch může
být v některých př́ıpadech nestabilńı.

4.2.2 Nestacionárńı problém – 1D

V tomto odstavci poṕı̌seme rozš́ı̌reńı implicitńıho schématu pro řešeńı nestacionárńı úlohy.
Mějme následuj́ıćı počátečně-okrajovou úlohu pro advekčně-difúzńı rovnici

ut + aux − duxx = f, x ∈ (0, 1),
u(x, 0) = ū(x), x ∈ R,
u(0, t) = u0(t), u(1, t) = u1(t), t ≥ 0.

(4.59)
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4.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Pro integraci této rovnice v čase nyńı použijeme metodu BDF1, resp. BDF2 (tzv. Backward-
Differentiation-Formula prvńıho a druhého řádu), což znamená, že časovou derivaci nahrad́ıme
poměrnou diferenćı

ut ≈
un+1 − un

∆tn
, (4.60)

resp.

ut ≈
(

1 +
rn

1 + rn

)
un+1 − un

∆tn
− rn

1 + rn

un − un−1

∆tn−1
, (4.61)

kde ∆tn je časový krok použitý v n-tém kroku výpočtu a rn = ∆tn
∆tn−1

. Dále použijeme postup
popsaný v úvodu odstavce 4.2.1, tedy převedeme advekčně-difúzńı rovnici na hyperbolický
systém a přidáme derivace podle pseudočasu τ . Źıskáme následuj́ıćı systém

uτ + aux − dpx = f − α

∆t
u+ s,

pτ −
ux
Tr

= − p

Tr
,

(4.62)

kde nové členy na pravé straně prvńı rovnice pocházej́ı z diskretizace časové derivace ut. Jejich
konkrétńı tvar je pro BDF1

α = 1, s =
un

∆tn
, (4.63)

a pro BDF2 1

α =
∆tn−1 + 2∆tn
∆tn−1 + ∆tn

, s =
∆tn−1 + ∆tn

∆tn−1∆tn
un − ∆tn

∆tn−1(∆tn−1 + ∆tn)
un−1. (4.64)

Metodu BDF1 využijeme pouze na počátku výpočtu k źıskáńı hodnot u1, které potřebujeme
pro realizaci tř́ıstupňové metody BDF2. V tomto prvńım kroku voĺıme ∆t0 � ∆tn, n > 0,
ve všech daľśıch pak použijeme konstantńı časový krok ∆t. T́ımto postupem źıskáme řešeńı
druhého řádu přesnosti v libovolném čase.

Dále budeme při odvozeńı implicitńıho schématu postupovat obdobně jako v předchoźım
odstavci. Na každém časovém intervalu délky ∆tn hledáme ustálené řešeńı v pseudočase τ .
Derivace podle fyzikálńıho času ut zde hraje pouze roli speciálńı pravé strany pro prvńı rovnici.
Nestacionárńı hyperbolický systém (4.62) bude mı́t tedy stejná vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
jako stacionárńı. Zaṕı̌seme-li jej v maticovém tvaru, dostaneme

qτ + Aqx = Dq + s, (4.65)

kde

q =

[
u
p

]
, A =

 a −d
− 1

Tr
0

 , D =

− α

∆t
0

0 − 1

Tr

 , s =

[
f + s

0

]
. (4.66)

Distribučńı matice B− a B+ z̊ustanou vzhledem ke své definici (4.20) a (4.21) stejné jako
při řešeńı stacionárńı úlohy. Jediné, v čem se schémata pro stacionárńı a nestacionárńı úlohu
budou lǐsit, jsou hodnoty rezidúı

Φj+1/2 =

∫ xj−1

xj

(−Aqx + Dq + s) dx ≈

≈ −A(Qj+1 −Qj) + D
Qj+1 + Qj

2
hR +

Sj+1 + Sj
2

hR,

(4.67)

1Pozn.: Vzorce pro BDF2 jsou v [12] uvedeny chybně.
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potažmo jejich derivaćı

∂Φj+1/2

∂Qj
=

a− hR
α

2∆t
−d

− 1

Tr
− hR

2Tr

 , (4.68)

∂Φj−1/2

∂Qj
=

−a− hL
α

2∆t
d

1

Tr
− hL

2Tr

 . (4.69)

Nyńı máme vše potřebné pro použit́ı tohoto schématu na nestacionárńı problémy.

4.2.3 Stacionárńı problém – 2D

Uvažujme nyńı Dirichletovu okrajovou úlohu pro stacionárńı advekčně-difúzńı rovnici ve dvou
prostorových dimenźıch

aux + buy − d(uxx + uyy) = f, (x, y) ∈ Ω,
u(x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,

(4.70)

kde a, b jsou konstantńı hodnoty rychlosti advekce ve směru x a y, d > 0 je difúzńı koeficient
a ∂Ω označuje hranici oblasti Ω. V této práci budeme uvažovat Ω = (0, 1) × (0, 1). Rovnici
podobně jako v jedné dimenzi převedeme na hyperbolický systém

ut + aux + buy − d(px + qy) = f,

pτ −
ux
Tr

= − p

Tr
,

qτ −
uy
Tr

= − q

Tr
,

(4.71)

kde jsme zavedli nové neznámé p = ux a q = uy, pseudočas τ a relaxačńı čas Tr. Soustavu
(4.71) opět zaṕı̌seme v maticovém tvaru

qτ + Aqx + Bqy = g, (4.72)

kde

q =

up
q

 , A =

 a −d 0

− 1

Tr
0 0

0 0 0

 , B =

 b 0 −d
0 0 0

− 1

Tr
0 0

 , g =


f

− p

Tr

− q

Tr

 . (4.73)

Pro libovolný vektor n = (nx, ny) dále zavedeme matici

An = Anx + Bny =


an −dnx −dny
−nx
Tr

0 0

−ny
Tr

0 0

 , (4.74)
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kde an je projekce vektoru rychlost́ı (a, b) do směru vektoru n, tedy an = anx + bny. Tato
matice má pro libovolné n tři reálná r̊uzná vlastńı č́ısla 2

λ1 =
1

2

an −
√
a2
n +

4d|n|2
Tr

 , λ2 =
1

2

an +

√
a2
n +

4d|n|2
Tr

 , λ3 = 0, (4.75)

a lineárně nezávislé vlastńı vektory, které můžeme zapsat do matice jako

Rn =

−λ1Tr −λ2Tr 0
nx nx −ny
ny ny nx

 . (4.76)

Soustava (4.72) je tedy ryze hyperbolická pro libovolný vektor n. Vlastńı č́ısla λ1, λ2 maj́ı
podobný tvar jako v jedné dimenzi (viz (4.13)) s t́ım rozd́ılem, že nyńı závisej́ı na projektované
rychlosti an.

Parametr Tr podobně jako v jedné dimenzi voĺıme ve tvaru

Tr =
Lr
λ2

=
Lr

1
2

[
an +

√
a2
n + 4d|n|2

Tr

] , (4.77)

z čehož pro Tr dostáváme

Tr =
Lr

an + d|n|2
Lr

, (4.78)

kde však an nahrad́ıme absolutńı hodnotou pro zachováńı kladné hodnoty. T́ım źıskáme
konečný vztah pro relaxačńı čas

Tr =
Lr

|an|+ d|n|2
Lr

. (4.79)

Pro optimálńı hodnotu Lr plat́ı (dle [15]) podobně jako v jednodimenzionálńım př́ıpadě vztah
(4.17), kde definujeme

Reπ =

√
a2 + b2

πd
. (4.80)

Matici An můžeme opět rozložit tak, že plat́ı An = λ1Π1,n + λ2Π2,n, přičemž př́ıslušné
matice jsou definovány následovně

Π1,n =
1

2
Rn


(

1− λ1
|λ1|

)
0 0

0
(

1− λ2
|λ2|

)
0

0 0 0

R−1
n , (4.81)

Π2,n =
1

2
Rn


(

1 + λ1
|λ1|

)
0 0

0
(

1 + λ2
|λ2|

)
0

0 0 0

R−1
n . (4.82)

2V článku [15] jsou prvńı dvě vlastńı č́ısla uvedena ve tvaru λ1,2 = 1
2

[
an ∓

√
a2n + 4d

Tr

]
, což pro |n| 6= 1

neplat́ı. Vzhledem k tomu, že však v pr̊uběhu celého výpočtu vyhodnocujeme vlastńı č́ısla pouze s jednotkovým
vektorem n, se t́ım na výsledćıch nic neměńı.
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Pro inverzi matice pravých vlastńıch vektor̊u plat́ı

R−1
n =

1

|n|2


|n|2

(λ2 − λ1)Tr

λ2nx
λ2 − λ1

λ2ny
λ2 − λ1

|n|2

(λ1 − λ2)Tr

λ1nx
λ1 − λ2

λ1ny
λ1 − λ2

0 −ny nx

 . (4.83)

Prostorová diskretizace

Pro diskretizaci úlohy (4.72) použijeme opět metodu distribuce rezidúı. Budeme uvažovat
nepravidelnou trojúhelńıkovou śıt’ s J uzly. Pro hodnoty přesného řešeńı, přibližného řešeńı a
pravé strany zavedeme analogické značeńı jako při diskretizaci 1D úlohy a indexem T budeme
značit hodnoty př́ıslušné danému trojúhelńıku.

V př́ıpadě Dirichletovy úlohy můžeme určit okrajové podmı́nky pro u na celé hranici ∂Ω
a pro p, q na částech hranice, kde je můžeme stanovit z okrajové podmı́nky pro u jako ux
nebo uy. Zbývá tedy vypoč́ıtat hodnoty přibližného řešeńı ve všech ostatńıch uzlech.

Pro každý trojúhelńık T stanov́ıme hodnotu rezidua

ΦT =

∫
T

(−Aqx −Bqy + g) dx dy. (4.84)

Věnujme se nejprve výpočtu integrálu∫
T

(−Aqx −Bqy) dx dy =

∫
T
−∇ · [Aq,Bq] dx dy, (4.85)

kde [Aq,Bq] je vektorová funkce, kterou pro tuto chv́ıli pro zkráceńı zápisu označ́ıme jako
F. Na tento integrál použijeme větu o divergenci, podle které plat́ı∫

T
−∇ · F dx dy =

∫
∂T
−F · nout ds, (4.86)

kde ∂T je hranice trojúhelńıku T a nout je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice. Integrál
přes hranici trojúhelńıku můžeme rozepsat jako součet integrál̊u přes jednotlivé strany∫

∂T
−F · nout ds =

∫
e1

−F · nout
1 ds+

∫
e2

−F · nout
2 ds+

∫
e3

−F · nout
3 ds, (4.87)

kde jsme označili ei stranu protilehlou i-tému vrcholu trojúhelńıku T . Hodnotu funkce F
v jednotlivých integrálech v (4.87) aproximujeme aritmetickým pr̊uměrem jej́ıch přibližných
hodnot v krajńıch uzlech dané strany a pro dané integrály źıskáme aproximaci∫

e1

−F · nout
1 ds =

∫
e1

−[Aq,Bq] · nout
1 ds ≈ −1

2
([AQ2,BQ2] + [AQ3,BQ3]) · nout

1 |e1| =

= −
(

[A,B]
Q2 + Q3

2

)
· nout

1 |e1| =

= −
(
[A,B] · nout

1 |e1|
) Q2 + Q3

2
,

(4.88)
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analogicky postupujeme pro integrály přes e2 a e3. Touto aproximaćı dostaneme přesnou
hodnotu integrálu pro lineárńı Q. Pro p̊uvodńı integrál tedy dostáváme aproximaci∫

T
−∇ · [Aq,Bq] dx dy ≈ −

(
[A,B] · nout

1 |e1|
) Q2 + Q3

2
−
(
[A,B] · nout

2 |e2|
) Q3 + Q1

2

−
(
[A,B] · nout

3 |e3|
) Q1 + Q2

2
.

(4.89)

Označme ni = (nix , niy) vektor vnitřńı normály strany protilehlé i-tému uzlu takový, že
|ni| = |ei|. Nyńı využijeme toho, že plat́ı

|e1|nout
1 + |e2|nout

2 = n3, (4.90)

|e2|nout
2 + |e3|nout

3 = n1, (4.91)

|e3|nout
3 + |e1|nout

1 = n2, (4.92)

a po jednoduché úpravě źıskáme∫
T
−∇·[Aq,Bq] dx dy ≈ −1

2
([A,B] · n1) Q1−

1

2
([A,B] · n2) Q2−

1

2
([A,B] · n3) Q3. (4.93)

Integrál z pravé strany g aproximujeme následuj́ıćım zp̊usobem∫
T

g dx dy ≈ G1 + G2 + G3

3
ST , (4.94)

kde ST je plocha trojúhelńıku. Tato aproximace je rovněž přesná pro lineárńı funkce.
Použit́ım (4.93) a (4.94) dostáváme následuj́ıćı vztah pro výpočet rezidua

ΦT = −
3∑
i=1

KiQi + GTST , (4.95)

kde

Ki =
1

2
(Anix + Bniy), GT =

G1 + G2 + G3

3
. (4.96)

Autor [15] navrhuje v definici rezidua použ́ıt

Tr =
Lr√

a2 + b2 + d/Lr
, (4.97)

aby byl parametr Tr v každém trojúhelńıku konstantńı.
Reziduum nyńı rozděĺıme do uzl̊u pomoćı distribučńıch matic BT

i , pro něž muśı platit

3∑
i=1

BT
i = I. (4.98)

Pro změnu řešeńı v j-tém uzlu pak dostáváme semidiskrétńı rovnici

dQj

dτ
=

1

Sj

∑
T∈{Tj}

BT
j ΦT , (4.99)
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Obrázek 4.1: Duálńı buňka pro j-tý uzel.

kde {Tj} označuje množinu trojúhelńık̊u, které maj́ı v j-tém uzlu jeden z vrchol̊u a Sj je
plocha duálńı buňky, která vznikne spojeńım těžǐst’ a střed̊u stran trojúhelńık̊u z {Tj} (viz
obr. 4.1). Pro jej́ı hodnotu plat́ı

Sj =
1

3

∑
T∈{Tj}

ST . (4.100)

V literatuře nalezneme řadu metod, jak volit konkrétńı tvar distribučńıch matic BT
i . Vzhle-

dem k tomu, že řeš́ıme hyperbolickou soustavu, je vhodné využ́ıt upwindingu. Nejznáměǰśımi
upwind schématy jsou např. N schéma nebo LDA schéma. Stejně jako v [15] se v této práci
pokuśıme použ́ıt LDA schéma, které definuje distribučńı matice jako

BT
i = K+

i

(
3∑
i=1

K+
i

)−1

, (4.101)

kde (viz [15])

K+
i =

1

2
|ni|RniΛniR

−1
ni

=
1

2
|ni|λ2,niΠ2,ni , (4.102)

přičemž všechny hodnoty s indexem ni př́ısluš́ı jednotkovému vektoru vnitřńı normály ni/|ni|.
V této práci budeme ve 2D konstruovat pouze explicitńı schéma. Časovou derivaci v (4.99)

tedy nahrad́ıme dopřednou diferenćı a pro řešeńı v j-tém uzlu na nové časové vrstvě dostaneme

Qn+1
j = Qn

j +
∆τ

Sj

∑
T∈{Tj}

BT
j ΦT , (4.103)

kde ∆τ je časový krok, který voĺıme jako

∆τ = CFL
2Sj∑

T∈Tj
maxi∈{1,2,3} λ2,ni |ni|

. (4.104)
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4.3 Metoda v́ıce śıt́ı

Metody v́ıce śıt́ı (též metody typu multigrid) se nejčastěji použ́ıvaj́ı při řešeńı soustav alge-
braických rovnic vzniklých diskretizaćı eliptických úloh. Jejich základńı myšlenkou je, že chyby
o vysoké frekvenci jsou tlumeny použitou metodou pro řešeńı dané rovnice (tzv. zhlazovač či
smoother) a chyby o ńızké frekvenci jsou korigovány pomoćı řešeńı na hrubš́ı diskretizačńı
śıti. T́ımto zp̊usobem lze v některých př́ıpadech dosáhnout rychlosti konvergence nezávislé na
velikosti śıtě. V literatuře se můžeme setkat i se snahou o aplikaci těchto metod na hyperbo-
lické rovnice a jejich soustavy. V tomto př́ıpadě je základńı ideou urychleńı propagace chyby
pomoćı v́ıce śıt́ı d́ıky tomu, že hrubš́ı śıtě nám umožńı volit větš́ı časový krok.

Pokusme se nyńı stručně vysvětlit princip metod v́ıce śıt́ı použ́ıvaných pro eliptické úlohy.
Mějme dvě soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Ahuh = fh, (4.105)

A2hu2h = f2h, (4.106)

které vznikly diskretizaćı téže úlohy na dvou r̊uzných śıt́ıch s kroky h a 2h. Necht’ ūh je
přibližné řešeńı (4.105) źıskané nějakou iteračńı metodou. Přibližné řešeńı samozřejmě ne-
splňuje vztah (4.105) přesně, tuto nepřesnost nazýváme reziduum a plat́ı rh = fh − Ahūh.
Jednoduchou úpravou źıskáme

Ahūh = fh − rh. (4.107)

Odečteńım (4.107) od (4.105) dostaneme tzv. defektovou rovnici

Aheh = rh, (4.108)

kde eh = uh − ūh je chyba přibližného řešeńı ūh. Pokud bychom tedy vyřešili defektovou
rovnici a jej́ı řešeńı přičetli k ūh, źıskali bychom přesné řešeńı (4.105). Takový postup by
ale nebyl efektivńı, nebot’ bychom museli řešit soustavu stejných rozměr̊u jako má p̊uvodńı
soustava (4.105). Zde přicháźı na řadu použit́ı v́ıce śıt́ı. Definujeme operátor restrikce rezidua
Rr z jemněǰśı śıtě na hrubš́ı. Dále definujeme vektor r2h = Rrrh a vyřeš́ıme defektovou rovnici

A2hv2h = r2h. (4.109)

Jej́ı řešeńı v2h lze chápat jako obraz řešeńı defektové rovnice (4.108) v zobrazeńı R. Dále
definujeme zobrazeńı prolongace (nebo též interpolace) P z hrubš́ı śıtě na jemněǰśı a vektor
vh = Pv2h. Nakonec provedeme korekci řešeńı

ũh = ūh + vh. (4.110)

V této práci jsme se pokusili použ́ıt metodu v́ıce śıt́ı pro hyperbolické soustavy popsanou
v [1] na řešeńı stacionárńı difúzńı a advekčně-difúzńı rovnice v jedné dimenzi. Tato metoda
je specifická t́ım, že při definici operátor̊u restrikce a interpolace využ́ıvá upwindingu. Postup
neńı zcela stejný jako výše vyložený, lǐśı se t́ım, že na hrubš́ı śıti neřeš́ıme př́ımo defektovou
rovnici. Mı́sto toho vypočteme př́ımo aproximaci opraveného řešeńı na hrubš́ı śıti ũ2h =
Ruūh+v2h, kde Ru je restrikce řešeńı, která spoč́ıvá v přeneseńı hodnot řešeńı v uzlech hrubš́ı
śıtě. Poté urč́ıme aproximaci chyby jako v2h = ũ2h − Ruūh, kterou následně interpolujeme
na jemněǰśı śıt’.
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Jako zhlazovač (smoother) bude sloužit naše explicitńı schéma popsané v odstavci 4.2.1.
Připomeňme zde jeho tvar

Qn+1
j = Qn

j +
∆τ

hj
(B+Φn

j−1/2 + B−Φn
j+1/2). (4.111)

Označme K počet použitých śıt́ı a k aktuálńı úroveň diskretizace, přičemž k = 1 pro nej-
jemněǰśı śıt’ a k = K pro nejhrubš́ı śıt’. Dále označme Qn přibližné řešeńı źıskané na n-té
časové vrstvě, Q(k) řešeńı na k-té úrovni diskretizace a B(k) úpravu pravé strany pro hrubš́ı
śıt’, jej́ıž konkrétńı tvar bude uveden později. Základem nejjednodušš́ı metody v́ıce śıt́ı je tzv.
V-cyklus, jehož algoritmus můžeme zapsat následovně:

Q̃(k) = MG(Q(k),B(k)) :

1. Provedeme jeden časový krok pomoćı schématu (4.111) s upravenou pravou stranou:

Q
(k)
j = Q

(k)
j +

∆τ (k)

h
(k)
j

(B+Φ
(k)
j−1/2+B−Φ

(k)
j+1/2)+∆τ (k)B

(k)
j , j = 2k−1, 2·2k−1, . . . , J−2k−1.

(4.112)

Pokud k = K, je toto posledńı krok cyklu a plat́ı Q̃(k) = Q
(k)
j . Pokud k < K, po-

kračujeme krokem 2.

2. Urč́ıme reziduum přibližného řešeńı Q
(k)
j :

Res
(k)
j = − 1

h
(k)
j

(B+Φ
(k)
j−1/2 + B−Φ

(k)
j+1/2)−B

(k)
j , j = 2k−1, 2 · 2k−1, . . . , J − 2k−1.

(4.113)

3. Provedeme restrikci řešeńı Q
(k)
j jednoduchým přeneseńım hodnot v uzlech hrubš́ı śıtě:

Q
(k+1)
j = Q

(k)
j , j = 0, 2k, 2 · 2k, . . . , J. (4.114)

4. Urč́ıme vektor B
(k+1)
j pro úpravu pravé strany na (k + 1) úrovni:

B
(k+1)
j = − 1

h
(k+1)
j

(B+Φ
(k+1)
j−1/2 +B−Φ

(k+1)
j+1/2)−R

(
Res

(k)
)
j
, j = 2k, 2 ·2k, . . . , J−2k.

(4.115)

5. Rekurzivńım voláńım tohoto algoritmu źıskáme řešeńı na (k + 1) úrovni:

Q̃(k+1) = MG(Q(k+1),B(k+1)) (4.116)

6. Interpolujeme řešeńı Q̃(k+1) na jemněǰśı śıt’:

Q̃
(k)
j = Q̃

(k+1)
j , j = 0, 2k, 2 · 2k, . . . , J,

Q̃
(k)

j−2k−1 = Q
(k)

j−2k−1 + P(Q̃(k+1) −RuQ(k))j−2k−1 , j = 2k, 2 · 2k, . . . , J.
(4.117)

V posledńım kroku jsme chybu řešeńı na hrubš́ı śıti učili pomoćı vztahu Q̃(k+1)−RuQ(k)

mı́sto Q̃(k+1) −RuQ
(k)

, nebot’ autoři v [1] uváděj́ı, že druhý zmı́něný zp̊usob může do
řešeńı vnášet nežádoućı oscilace.
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Na počátku celého cyklu voĺıme Q(1) = Qn a B(1) = 0. Výše popsané schéma se nazývá

multiplikativńı. Pokud bychom ve 3. kroku restringovali Q(k) namı́sto Q
(k)

, tedy

Q
(k+1)
j = Q

(k)
j , j = 0, 2k, 2 · 2k, . . . , J, (4.118)

źıskali bychom schéma aditivńı.
Nyńı uvedeme konkrétńı podobu použitých operátor̊u restrikce a prolongace. Označme

pro tento účel hodnoty na jemněǰśı śıti horńım indexem F a hodnoty na hrubš́ı śıti horńım
indexem C, přičemž ResC = R

(
ResF

)
. Rozdělme reziduum na dvě části, část s kladnou

rychlost́ı a část se zápornou rychlost́ı, tak, že ResFj = (ResF )+
j + (ResF )−j . Pro jednotlivé

části rezidua plat́ı

(ResF )+
j = − 1

hFj
B+ΦF

j−1/2 − (BF )+
j , j = 2k−1, 2 · 2k−1, . . . , J − 2k−1 (4.119)

(ResF )−j = − 1

hFj
B−ΦF

j+1/2 − (BF )−j , j = 2k−1, 2 · 2k−1, . . . , J − 2k−1 (4.120)

a ResF0 = ResFJ = 0. Výrazy (BF )+
j a (BF )−j odpov́ıdaj́ı kladné a záporné části členu BF ,

které budou definovány ńıže. Restrikci rezidua definujeme jako ResCj = (ResC)+
j + (ResC)−j ,

kde

(ResC)+
j =

1

2

[
(ResF )+

j + (ResF )+
j−2k−1

]
, j = 2k, 2 · 2k, . . . , J − 2k, (4.121)

(ResC)−j =
1

2

[
(ResF )−j + (ResF )−

j+2k−1

]
, j = 2k, 2 · 2k, . . . , J − 2k, (4.122)

a opět plat́ı ResC0 = ResCJ = 0. Všimněme si, že restrikce kladné části rezidua v j-tém uzlu je
pr̊uměrem hodnot v tomto a v levém sousedńım uzlu, a restrikce záporné části je pr̊uměrem
hodnot v tomto a pravém sousedńım uzlu, což odpov́ıdá upwindingu.

V podobném smyslu definujeme BC
j = (BC)+

j + (BC)−j , kde

(BC)+
j = − 1

hCj
B+ΦC

j−1/2 − (ResC)+
j , j = 2k, 2 · 2k, . . . , J − 2k, (4.123)

(BC)−j = − 1

hCj
B−ΦC

j+1/2 − (ResC)−j , j = 2k, 2 · 2k, . . . , J − 2k, (4.124)

a BC
0 = BC

J = 0. T́ımto je definována restrikce.
Při definici operátoru interpolace opět využijeme upwindingu. Konkrétně to provedeme

tak, že řešeńı rozlož́ıme na charakteristické proměnné V = R−1Q, které se nezávisle na sobě
š́ı̌ŕı doleva, resp. doprava rychlost́ı λ1, resp. λ2. Pomoćı těchto proměnných stanov́ıme chybu
na hrubš́ı śıti, označme ji pro tuto chv́ıli E2h = [E2h

1 , E2h
2 ], a interpolujeme ji podle znaménka

rychlosti pro jednotlivé charakteristické proměnné:

Eh
j = E2h

j , j = 1, 2k, 2 · 2k, . . . , J, (4.125)

Eh1,j−2k−1 = E2h
1,j , j = 2k, 2 · 2k, . . . , J, (4.126)

Eh2,j−2k−1 = E2h
2,j−2k , j = 2k, 2 · 2k, . . . , J. (4.127)

Po korekci řešeńı se vrát́ıme k p̊uvodńım proměnným Q = RV.

26



4.3. METODA VÍCE SÍTÍ

Autoři v [1] navrhuj́ı mı́sto právě popsané interpolace chyby interpolovat př́ımo řešeńı
źıskané na hrubš́ı śıti pomoćı řešeńı lokálńıch Riemannových problémů. To by znamenalo, že
v každém bodě jemněǰśı śıtě, kde potřebujeme určit hodnotu korigovaného řešeńı, bychom
řešili Riemann̊uv problém s okrajovými podmı́nkami odpov́ıdaj́ıćımi hodnotám Q̃(k+1) v da-
ných bodech. Takový postup by měl být obecněǰśı a použitelný i pro nelineárńı soustavy.
Při našich numerických experimentech se ovšem ukázal jako neefektivńı, řešeńı v některých
př́ıpadech nekonvergovalo (tj. nedosahovalo požadované tolerance pro ustálený stav) a dochá-
zelo k nezanedbatelné ztrátě přesnosti.
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole uvedeme výsledky několika numerických experiment̊u, které byly realizovány
v prostřed́ı MATLAB.

Ćılem některých z nich, bylo pouhé ověřeńı funkčnosti a vlastnost́ı metod popsaných v této
práci. Konkrétně jsme testovali explicitńı a implicitńı schéma pro stacionárńı advekčně-difúzńı
rovnici v 1D, implicitńı schéma pro nestacionárńı advekčně-difúzńı rovnici v 1D a explicitńı
schéma pro stacionárńı difúzńı a advekčně-difúzńı rovnici ve 2D. Dále jsme testovali použit́ı
metody v́ıce śıt́ı pro hyperbolické soustavy pro výpočet stacionárńıho řešeńı difúzńı a ad-
vekčně-difúzńı rovnice pomoćı popsaného explicitńıho schématu. Experimenty byly prováděny
na pravidelných i nepravidelných śıt́ıch.

5.1 Stacionárńı problém – 1D

Jako testovaćı úlohu pro stacionárńı problém jsme (stejně jako v [15]) použili následuj́ıćı
okrajovou úlohu

aux − duxx = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = 0, u(1) = 1,
(5.1)

kde pravá strana je dána předpisem

f(x) =
π

Re
[a cos(πx) + πd sin(πx)] (5.2)

a Re = a
d je Reynoldsovo č́ıslo. Ve všech výpočtech voĺıme a = 1 a Re = 10K , kde K je daná

konstanta. Difúzńı koeficient d urč́ıme ze vztahu d = a
Re .

Tato úloha má přesné řešeńı

u(x) =
e−Re − eRe(x−1)

e−Re − 1
+

1

Re
sin(πx), (5.3)

které pro vyšš́ı Reynoldsova č́ısla obsahuje úzkou hraničńı vrstvu v bĺızkosti pravého okraje.
Proto výpočet provád́ıme na nepravidelné diskretizačńı śıti se zahušt’ováńım bod̊u v okoĺı
x = 1. Nejprve vytvoř́ıme ekvidistantńı śıt’ s daným počtem uzl̊u N

ξj =
j − 1

N − 1
, j = 1, 2, . . . N, (5.4)
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kterou pak modifikujeme následuj́ıćım zp̊usobem

xj =
1− e−αξj
1− e−α

, α = 4.5. (5.5)

Řešeńı u a jeho derivace ux = p pro Re = 1, 10, 100 jsou zobrazeny na obrázku 5.1.
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Obrázek 5.1: Přesné řešeńı u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou čarou) a hodnoty numerického
řešeńı pro Re = 1, 10, 100 na śıti s N = 65.

Jako počátečńı podmı́nky pro naši iteračńı metodu voĺıme

ū(x) = x2, p̄(x) = 2x. (5.6)

Normu chyby přibližného řešeńı ||Eu||, resp. ||Ep|| vypočteme jako

||Eu|| =
N∑
j=1

|Uj − u(xj)|hj , ||Ep|| =
N∑
j=1

|Pj − u′(xj)|hj , (5.7)

a řád chyby s můžeme odhadnout pomoćı vztahu

s ≈ log(||EN1 ||/||EN2 ||)
log [(N2 − 1)/(N1 − 1)]

, (5.8)

kde N1, N2 jsou počty uzl̊u dvou po sobě následuj́ıćıch diskretizačńıch śıt́ı, N1 < N2, a
EN1 ,EN2 jsou př́ıslušné vektory chyby.

5.1.1 Explicitńı schéma

Časový krok pro explicitńı schéma je omezen podmı́nkou (4.44). Pro naše výpočty uvažujeme
CFL = 0.99. Numerické řešeńı považujeme za ustálené, pokud je splněna následuj́ıćı podmı́nka

||r(k)
u ||1 < 10−5||r(0)

u ||1 ∧ ||r(k)
p ||1 < 10−5||r(0)

p ||1, (5.9)

kde r
(k)
u , resp. r

(k)
p , je vektor rezidúı v jednotlivých uzlech pro proměnnou u, resp. p, v k-tém

iteračńım kroku.
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Re N = 33 N = 65 N = 129 N = 257 N = 513

1 3348 8185 16490 32868 80379
10 3998 7734 15427 35746 75614

100 3213 6457 13961 29517 61679
1000 3285 6876 14354 29892 62183

Tabulka 5.1: Explicitńı schéma – počet iteraćı pro r̊uzná Reynoldsova č́ısla a Lr = Lopt
r .

V tabulce 5.1 uvád́ıme počty iteraćı potřebných k dosažeńı ustáleného stavu v závislosti na
počtu uzl̊u N a Reynoldsově č́ısle Re pro optimálńı volbu parametru Lr podle vztahu (4.17).
Počet iteraćı roste přibližně lineárně se zvyšuj́ıćım se N , což př́ımo souviśı s volbou časového
kroku o velikosti O(h). Zaj́ımavé je, že počet iteraćı nezáviśı výrazně na Reynoldsově č́ısle.

V tabulce 5.2 nalezneme podrobněǰśı informace pro př́ıpad Re = 10 a optimálńı Lr. Kromě
počtu iteraćı zde najdeme délku trváńı výpočtu v sekundách, konkrétńı hodnoty norem chyb u
a p a jejich řád. Pro srovnáńı uvád́ıme tabulky 5.3 a 5.4 s výsledky źıskanými pro neoptimálńı
hodnoty délkového parametru, Lr = Lopt

r + 0.1 a Lr = Lopt
r − 0.1. Vid́ıme, že počet iteraćı

je opravdu v obou př́ıpadech obecně vyšš́ı než pro Lopt
r , přičemž źıskáváme řešeńı stejné

přesnosti. Nutno však podotknout, že v některých př́ıpadech jsme experimentálně nalezli

N počet iteraćı čas výpočtu ||Eu|| řád ||Ep|| řád

33 3998 2 1.35·10−3 4.14·10−3

65 7734 8 3.39·10−4 1.99 1.03·10−3 2.00
129 15427 31 8.50·10−5 2.00 2.59·10−4 2.00
257 35746 143 2.12·10−5 2.00 6.47·10−5 2.00
513 75614 604 5.31·10−6 2.00 1.62·10−5 2.00

Tabulka 5.2: Explicitńı schéma – výsledky pro Lr = Lopt
r , Re = 10.

N počet iteraćı čas výpočtu ||Eu|| řád ||Ep|| řád

33 4034 2 1.35·10−3 4.14·10−3

65 9198 9 3.39·10−4 1.99 1.03·10−3 2.00
129 19262 39 8.45·10−5 2.00 2.58·10−4 2.00
257 39619 158 2.12·10−5 2.00 6.45·10−5 2.00
513 86694 690 5.27·10−6 2.00 1.60·10−5 2.00

Tabulka 5.3: Explicitńı schéma – výsledky pro Lr = Lopt
r + 0.1, Re = 10.

N počet iteraćı čas výpočtu ||Eu|| řád ||Ep|| řád

33 3971 2 1.35·10−3 4.14·10−3

65 8399 8 3.39·10−4 1.99 1.03·10−3 2.00
129 17587 31 8.50·10−5 2.00 2.59·10−4 2.00
257 36714 143 2.12·10−5 2.00 6.47·10−5 2.00
513 76564 606 5.29·10−6 2.00 1.61·10−5 2.00

Tabulka 5.4: Explicitńı schéma – výsledky pro Lr = Lopt
r − 0.1, Re = 10.
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hodnotu Lr, pro niž byla konvergence rychleǰśı, řádově o deśıtky iteraćı. Např́ıklad pro Re = 1
źıskáme lepš́ı výsledky pro Lr = Lopt

r −0.05. To by nasvědčovalo tomu, že hodnota Lopt
r nemuśı

být optimálńı.
Na obrázku 5.2 je graficky znázorněn vývoj normy chyby U a P v závislosti na počtu

uzl̊u N pro r̊uzná Reynoldsova č́ısla. Pro názornost jsou vykresleny úsečky se sklonem od-
pov́ıdaj́ıćım 2. řádu přesnosti. Z graf̊u je patrné, že použitá metoda je druhého řádu přesnosti
pro všechny zvolené hodnoty Re a pro obě neznámé u i p.
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Obrázek 5.2: Explicitńı schéma – norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re = 1, 10, 100.

5.1.2 Implicitńı schéma

Na testovaćı úlohu (5.1) jsme aplikovali implicitńı schéma tak, jak bylo popsáno v odstavci
4.2.1. Výpočet Gaussovou-Seidelovou metodou ukonč́ıme ve chv́ıli, kdy je L1 norma rezidua
př́ıslušné soustavy lineárńıch algebraických rovnic zmenšena o tři řády. Numerické řešeńı
považujeme za ustálené, pokud je splněna podmı́nka

||r(k)
u ||1 < 10−8||r(0)

u ||1 ∧ ||r(k)
p ||1 < 10−8||r(0)

p ||1, (5.10)

kde r
(k)
u , resp. r

(k)
p , je opět vektor rezidúı v jednotlivých uzlech pro proměnnou u, resp. p,

v k-tém iteračńım kroku.
V tabulce 5.5 uvád́ıme údaje o konvergenci pro Lr = 1

2π a r̊uzná Reynoldsova č́ısla a
velikosti śıtě (srov. Table 1 v [12]). Nalezneme zde čas výpočtu v sekundách, počet iteraćı
Gaussovy-Seidelovy metody za jednu iteraci Newtonovy metody (aritmetický pr̊uměr přes
všechny Newtonovy iterace) a počet Newtonových iteraćı.

Pro Re = 1 můžeme sledovat lineárńı r̊ust počtu iteraćı Gaussovy-Seidelovy metody
s počtem uzl̊u N . Naopak na śıti s N = 300 vid́ıme, jak počet iteraćı Gaussovy-Seidelovy
metody klesá s rostoućım Reynoldsovým č́ıslem. Pro srovnáńı uvád́ıme tabulku 5.6 s výsledky
pro Lr = Lopt

r , což je optimálńı hodnota pro explicitńı schéma, kde byl počet iteraćı téměř
nezávislý na Reynoldsově č́ısle. V př́ıpadě implicitńıho schématu počet iteraćı Gaussovy-
Seidelovy metody s rostoućım Re stále výrazně klesá a v některých př́ıpadech je dokonce
vyšš́ı než pro Lr = 1

2π . Tato hodnota tedy pro implicitńı schéma zřejmě neńı optimálńı z hle-
diska počtu iteraćı Gaussovy-Seidelovy metody. Počet Newtonových iteraćı je však nezávislý
na Reynoldsově č́ısle a velmi malý i pro śıt’ s velkým počtem uzl̊u N .
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Re N čas výpočtu počet G.-S. iteraćı počet N. iteraćı

1 10 0.04 32 4
1 100 4 328 5
1 200 25 654 5
1 300 81 955 5
10 300 45 528 5
100 300 10 121 5
1000 300 3 24 5
10000 300 5 53 5
100000 3000 1521 125 5

Tabulka 5.5: Implicitńı schéma – počty iteraćı, Lr = 1
2π .

Re N čas výpočtu počet G.-S. iteraćı počet N. iteraćı

1 10 0.06 38 4
1 100 4 382 5
1 200 27 606 5
1 300 89 1142 5
10 300 37 482 5
100 300 9 110 5
1000 300 3 23 5
10000 300 5 55 5
100000 3000 1526 125 5

Tabulka 5.6: Implicitńı schéma – počty iteraćı, Lr = Lopt
r .

Na obrázku 5.3 je opět znározněn vývoj norem chyb U a P v závislosti na N pro r̊uzná
Re. Pro implicitńı schéma źıskáváme téměř totožné výsledky jako pro explicitńı.
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Obrázek 5.3: Implicitńı schéma – norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re = 1, 10, 100.

Na obrázku 5.4 vid́ıme vývoj č́ısla podmı́něnosti matice ∂Res
∂Q̂

(bez řádk̊u a sloupc̊u př́ı-

slušných okrajovým podmı́nkám) pro Lr = 1
2π a Lr = Lopt

r . Č́ıslo podmı́něnosti čtvercové
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matice M je definováno jako
κ(M) = ‖M‖‖M−1‖, (5.11)

kde ‖.‖ je nějaká maticová norma. V programu MATLAB můžeme pro jeho odhad použ́ıt
např́ıklad př́ıkaz cond(M), který nám poskytne odhad v normě ‖.‖2. Z obrázk̊u je patrné, že
v př́ıpadě našeho schématu dostáváme závislost κ(∂Res

∂Q̂
) ∼ O(N), což jsme očekávali. Pro Lopt

r

jsou hodnoty č́ısla podmı́něnosti přibližně polovičńı oproti Lr = 1
2π . Pro č́ıslo podmı́něnosti

v normě ‖.‖1 a ‖.‖∞ (př́ıkazy cond(M,1) a cond(M,inf)) dostáváme též lineárńı závislost na
počtu uzl̊u N .
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Obrázek 5.4: Implicitńı schéma – č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy pro Re = 1, 10, 100.

5.1.3 Proměnný difúzńı koeficient

Popsané schéma lze jednoduchým zp̊usobem upravit pro řešeńı rovnic s proměnným difúzńım
koeficientem d(x). Výsledky numerických experiment̊u pro difúzńı rovnici v nekonzervativńım
tvaru s hladkou funkćı d(x) jsme uvedli již v [9]. V této práci jsme testovali použit́ı explicitńıho
schématu pro úlohu s difúzńı rovnićı v konzervativńım tvaru

−(d(x)ux)x = f(x), x ∈ (0, 1),
u(0) = u(1) = 0,

(5.12)

s nespojitým difúzńım koeficientem d(x). V tomto př́ıpadě zavád́ıme novou neznámou funkci
jako p = d(x)ux. V testovaćı úloze jsme volili difúzńı koeficient ve tvaru

d(x) =


−2x+ 2, x ∈

[
0, 1

2

)
,

5.5, x = 1
2 ,

−10x+ 15, x ∈
(

1
2 , 1
]
,

(5.13)

a pravou stranu f(x) ≡ 1. Graf funkce d(x) je vykreslen na obrázku 5.5. Graf přesného řešeńı
pro u a p a derivaci řešeńı ux vid́ıme na obrázku 5.6. Všimněme si, že źıskáváme řešeńı u, které
je spojité, ale neńı hladké, jeho derivace ux obsahuje skok. Funkce d(x)ux je však spojitá.

Přibližné řešeńı konverguje k přesnému řešeńı se zjemňuj́ıćı se diskretizačńı śıt́ı, ale závislost
jeho chyby na diskretizačńım kroku h neńı obecně ani O(h), jak se můžeme přesvědčit v ta-
bulce 5.7.
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Obrázek 5.5: Difúzńı koeficient.
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Obrázek 5.6: Přesné řešeńı u, p a derivace řešeńı ux pro difúzńı rovnici s proměnným koefici-
entem.

h ||Eu|| řád ||Ep|| řád

1/8 5.91 ·10−3 7.62 ·10−2

1/16 4.57 ·10−3 0.37 5.37 ·10−2 0.50
1/32 3.06 ·10−3 0.58 3.40 ·10−2 0.66
1/64 1.83 ·10−3 0.75 1.96 ·10−2 0.79

1/128 1.01 ·10−3 0.86 1.07 ·10−2 0.88
1/256 5.30 ·10−4 0.92 5.57 ·10−3 0.94

Tabulka 5.7: Proměnný difúzńı koeficient – chyba u a p.

Graf přibližného řešeńı u a p ve srovnáńı s přesným řešeńım na śıti s h = 1/64 vid́ıme na
obrázku 5.7.

5.2 Nestacionárńı problém – 1D

Jako testovaćı úlohu pro nestacionárńı problém uvažujeme (stejně jako v [12]) následuj́ıćı
úlohu s osciluj́ıćı Dirichletovou okrajovou podmı́nkou

ut + aux − duxx = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ],

u(0, t) = 0, u(1, t) = A cos(ωt),
(5.14)
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Obrázek 5.7: Proměnný difúzńı koeficient – přibližné řešeńı U (vlevo) a P (vpravo) pro h =
1/64.

kde A je amplituda oscilace okrajové podmı́nky a ω jej́ı frekvence. Ve výpočtech jsme použili
hodnoty A = 1, ω = 7π

2 . Analytické řešeńı úlohy (5.14) má tvar

u(x, t) = Re

(
eλ1x − eλ2x

eλ1 − eλ2
Aeiωt

)
, (5.15)

kde

λ1,2 =
a±
√
a2 + 4iωd

2d
. (5.16)

Graf přesného řešeńı u a jeho derivace ux = p v čase T = 0.1 a Re = 1, 10, 100 vid́ıme na
obrázku 5.8. Na obrázku 5.9 je zobrazeno řešeńı pro T = 1 a Re = 1.
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Obrázek 5.8: Přesné řešeńı u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou čarou) a hodnoty numerického
řešeńı pro T = 0.1, Re = 1, 10, 100 na śıti s N = 65.

Jako počátečńı podmı́nky jsme použili hodnoty přesného řešeńı v čase t = 0. Výpočet
provád́ıme na nepravidelné diskretizačńı śıti definované vztahy (5.4) a (5.5).

Numerické řešeńı jsme v jednotlivých časových kroćıch považovali za ustálené, pokud byla
splněna podmı́nka

||r(k)
u ||1 < 10−2||r(0)

u ||1 ∧ ||r(k)
p ||1 < 10−2||r(0)

p ||1, (5.17)
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Obrázek 5.9: Přesné řešeńı u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou čarou) a hodnoty numerického
řešeńı pro T = 1, Re = 1 na śıti s N = 65.

přičemž pro př́ısněǰśı podmı́nky źıskáme srovnatelné výsledky.
Byly provedeny experimenty na śıt́ıch s počtem uzl̊u N = 33, 65, 129, 257, s Reynold-

sovým č́ıslem Re = 1, 10, 100, na časovém intervalu délky T = 0.1 pro ověřeńı r̊ustu počtu
iteraćı a řádu přesnosti v prostorové proměnné x. V těchto výpočtech byl použit časový
krok ∆t = 0.001 a ∆t0 = 0.00001. V tabulce 5.8 jsou uvedeny počty iteraćı Gaussovy-
Seidelovy metody v závislosti na počtu uzl̊u N a Reynoldsově č́ısle Re s volbou parametru
Lr = 1

2π . Uvedené hodnoty jsou aritmetickým pr̊uměrem počt̊u iteraćı Gaussovy-Seidelovy
metody přes všechny Newtonovy iterace v daném časovém kroku, přičemž ve všech časových
kroćıch byl tento pr̊uměr přibližně stejný. Ustáleného stavu bylo v téměř všech př́ıpadech ve
všech časových kroćıch dosaženo během tř́ı Newtonových iteraćı. Z tabulky je vidět, že počet

Re N= 33 N = 65 N = 129 N = 257

1 103 197 375 769
10 98 186 357 684
100 28 52 98 187

Tabulka 5.8: Nestacionárńı problém – počet iteraćı Gaussovy-Seidelovy metody pro r̊uzná
Reynoldsova č́ısla a Lr = 1

2π .

iteraćı Gaussovy-Seidelovy metody roste opět zhruba lineárně s rostoućım N pro dané Re a i
zde docháźı k poklesu počtu iteraćı Gaussovy-Seidelovy metody s rostoućım Re pro dané N .
V tabulce 5.9 nalezneme podrobněǰśı výsledky pro Re = 1.

N počet G.-S. iteraćı počet N. iteraćı čas výpočtu ||Eu|| řád ||Ep|| řád

33 103 3 16 8.24·10−4 1.40·10−3

65 197 3 75 2.05·10−4 2.00 3.45·10−4 2.02
129 375 3 365 5.08·10−5 2.02 8.45·10−5 2.03
257 769 4 3246 1.21·10−5 2.07 2.03·10−5 2.06

Tabulka 5.9: Nestacionárńı problém – výsledky pro Lr = 1
2π , T = 0.1, Re = 1.
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Na obrázku 5.10 je graficky znázorněn vývoj norem chyb U a P v závislosti na N pro
r̊uzná Reynoldsova č́ısla. I v nestacionárńım př́ıpadě byl potvrzen 2. řád přesnosti v proměnné
x pro obě neznámé funkce u a p a všechny zvolené hodnoty Re.
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Obrázek 5.10: Nestacionárńı problém – norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re =
1, 10, 100 v závislosti na N .

Daľśı experimenty se týkaly ověřeńı 2. řádu přesnosti v proměnné t. Výpočty byly pro-
vedeny na śıti s počtem uzl̊u N = 100 pro Re = 1 a časový interval délky T = 1. Velikost
časového kroku byla volena ∆t = 0.5, 0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.001. Na obrázku 5.11 je znázorněn
vývoj norem jednotlivých chyb v závislosti na ∆t. Na základě tohoto obrázku můžeme ř́ıci,
že schéma je 2. řádu přesnosti v proměnné t, až na př́ıpady, kdy je časový krok př́ılǐs velký
nebo př́ılǐs malý ve srovnáńı s krokem diskretizačńı śıtě h ∼ 1

N .
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Obrázek 5.11: Nestacionárńı problém – norma chyby U a P pro Re = 1 v závislosti na ∆t.
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5.3. STACIONÁRNÍ PROBLÉM – 2D

5.3 Stacionárńı problém – 2D

Numerické experimenty ve dvou dimenźıch byly provedeny (stejně jako v [15]) na úloze

aux + buy − d(uxx + uyy) = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) (5.18)

s přesným řešeńım

u(x, y) =

(
1− e(x−1)a

d

)(
1− e(y−1) b

d

)
(

1− e−
a
d

)(
1− e−

b
d

) , (5.19)

které obsahuje tenkou okrajovou vrstvu pro vyšš́ı Reynoldsova č́ısla Re =
√
a2+b2

d . Grafy
přesného řešeńı u, p a q pro Re = 1 vid́ıme na obrázku 5.12 a pro Re = 10 na obrázku 5.13.
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(b) Přesné řešeńı p = ux.
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Obrázek 5.12: Přesné řešeńı pro Re = 1.

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

Presne reseni u, Re = 10

y

u(
x,

y)

(a) Přesné řešeńı u.
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(b) Přesné řešeńı p = ux.
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(c) Přesné řešeńı q = uy.

Obrázek 5.13: Přesné řešeńı pro Re = 10.

Jako okrajovou podmı́nku pro u použijeme hodnoty přesného řešeńı na hranici. Dále můžeme
z podmı́nky pro u určit okrajové podmı́nky pro p na částech hranice, kde y = 0 a y = 1,
a pro q na částech hranice, kde x = 0 a x = 1. Hodnoty na hranici pro neznámé, které
zde nemaj́ı zadánu okrajovou podmı́nku, stanov́ıme stejným zp̊usobem jako hodnoty v uzlech
uvnitř oblasti. Vektor rychlosti advekce voĺıme jako (a, b) = (1.0, 0.8) a difúzńı koeficient
stanov́ıme na základě zadaného Reynoldsova č́ısla. Pro parametr Lr použ́ıváme hodnotu Lopt

r

z (4.17). Počátečńı řešeńı voĺıme pro všechny proměnné jako nulové všude kromě těch část́ı
hranice, kde je zadána okrajová podmı́nka.

Pro diskretizaci výpočetńı oblasti jsme použili jednak pravidelnou trojúhelńıkovou śıt’

s krokem h ve směru x i y jako na obrázku 5.14a, jednak nepravidelnou trojúhelńıkovou
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5.3. STACIONÁRNÍ PROBLÉM – 2D

śıt’ vytvořenou pomoćı baĺıku DistMesh v Programu MATLAB, který využ́ıvá Delaunayovu
triangulaci. Baĺık DistMesh je volně dostupný z internetových stránek uvedených u citace
[17], kde najdeme také dokumentaci. Jedńım z parametr̊u, které generátoru śıtě zadáváme, je
parametr h0, který vyjadřuje vzdálenost jednotlivých uzl̊u śıtě v počátečńım rozložeńı, které
je programem následně upravováno. Autoři programu uváděj́ı, že vzdálenost uzl̊u ve výsledné
śıti je obvykle o něco větš́ı, než zadaná hodnota h0. Pro naše experimenty byly použity dva

Pravidelna sit

(a) Pravidelná śıt’, h = 1/8.

Nepravidelna sit 1

(b) Nepravidelná śıt’ 1, h0 = 1/8.

Nepravidelna sit 2

(c) Nepravidelná śıt’ 2, h0 = 1/8.

Obrázek 5.14: Ukázka struktury použitých śıt́ı.

zp̊usoby generováńı nepravidelné śıtě. V prvńım definujeme jako pevné body pouze rohy
oblasti, rozložeńı ostatńıch uzl̊u je ponecháno na generátoru. Při tomto zp̊usobu generováńı
však často vznikaj́ı na hranici uzly s rozd́ılným počtem sousedńıch trojúhelńık̊u, které se při
použit́ı našeho schématu ukázaly jako problematické. Strukturu této śıtě vid́ıme na obrázku
5.14b. Druhým zp̊usobem je definováńı všech uzl̊u na hranici jako pevných s rozestupem
h0. V tomto př́ıpadě mohou na hranici také vzniknout uzly s rozd́ılným počtem sousedńıch
trojúhelńık̊u, ale méně často než v prvńım př́ıpadě. Ukázku této śıtě vid́ıme na obrázku 5.14c.

Časový krok je pro každý uzel omezen podmı́nkou (4.104). Zde jsme pro všechny výpočty
volili časový krok jako ∆τ = min

j
∆τj a CFL = 0.99. Numerické řešeńı považujeme za ustálené,

pokud je splněna podmı́nka

||r(k)
u ||1 < 10−5||r(0)

u ||1 ∧ ||r(k)
p ||1 < 10−5||r(0)

p ||1 ∧ ||r(k)
q ||1 < 10−5||r(0)

p ||1. (5.20)

Normu chyby přibližného řešeńı ||Eu||, ||Ep||, a ||Eq|| vypočteme jako

||Eu|| =
J∑
j=1

|Uj − u(xj)|Sj , ||Ep|| =
J∑
j=1

|Pj − ux(xj)|Sj , ||Ep|| =
J∑
j=1

|Qj − uy(xj)|Sj ,

(5.21)
kde J je počet uzl̊u śıtě a Sj je plocha duálńı buňky př́ıslušné j-tému uzlu. Řád chyby ve
všech př́ıpadech odhadujeme pomoćı vztahu

s ≈ log(||Eh01 ||/||Eh02 ||)
log (h01/h02)

, (5.22)

kde h01 je parametr h0 (př́ıpadně h na pravidelné śıti) na hrubš́ı śıti a h02 na jemněǰśı śıti.
V tabulce 5.10 jsou uvedeny počty iteraćı a čas výpočtu v sekundách pro Re = 1, 10

na pravidelné śıti. Počet iteraćı roste stejně jako v 1D př́ıpadě zhruba lineárně v závislosti
na zmenšuj́ıćım se h. Pro čas výpočtu źıskáváme závislost O(1/h3), což odpov́ıdá závislosti
přibližně O(N3/2), kde N je počet neznámých hodnot. Je ovšem pravděpodobné, že by mohlo
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5.3. STACIONÁRNÍ PROBLÉM – 2D

být dosaženo lepš́ıch výsledk̊u z hlediska času výpočtu optimalizaćı kódu. Podobné výsledky
dostáváme i na ostatńıch śıt́ıch.

h
Re = 1 Re = 10

počet iteraćı čas výpočtu počet iteraćı čas výpočtu

1/8 128 18 133 18
1/16 268 148 202 112
1/32 547 1218 405 908
1/64 1208 12247 836 7548

Tabulka 5.10: 2D advekčně-difúzńı rovnice – počet iteraćı a čas výpočtu na pravidelné śıti.

Na obrázćıch 5.15, resp. 5.16, resp. 5.17 je graficky znázorněn vývoj normy chyby pro
jednotlivé neznámé na pravidelné śıti, resp. nepravidelné śıti 1, resp. nepravidelné śıti 2. Na
pravidelné śıti zřejmě dostáváme řešeńı s druhým řádem přesnosti pro neznámé p a q, chyba
u se však pohybuje mezi prvńım a druhým řádem. Na nepravidelné śıti 1 źıskáváme nejhorš́ı
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10
1

10
2

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

2D pravidelna sit − chyby pro Re = 10

1/h

||E
||

 

 

sklon (1/h)−1

sklon (1/h)−2

chyba u
chyba p
chyba q

(b) Pravidelná śıt’, Re = 10.

Obrázek 5.15: 2D advekčně-difúzńı rovnice – norma chyby U,P a Q na pravidelné śıti.

výsledky, které neodpov́ıdaj́ı obecně druhému řádu přesnosti ani pro jednu z proměnných.
Zřejmě to souviśı s již zmı́něným jevem, který se výrazně projevuje u śıt́ı, kde se na hranici
stř́ıdaj́ı uzly s r̊uzným počtem soused́ıćıch trojúhelńık̊u. Pro proměnnou, která na takové hra-
nici nemá zadanou okrajovou podmı́nku, se objev́ı oscilace na této hranici. Na obrázku 5.18a
je vykreslen graf přibližného řešeńı P (tedy aproximace p = ux) na takovéto śıti s h0 = 1/16.
Pro srovnáńı vid́ıme na obrázku 5.18b řešeńı P na nepravidelné śıti 2 s h0 = 1/16, kde se vy-
skytuje méně problematických bod̊u. Proč k tomuto jevu docháźı, neńı jasné, ale je možné, že
je zp̊usoben nesprávnou implementaćı okrajových podmı́nek v rámci LDA schématu. V této
práci realizujeme okrajové podmı́nky pouhým dosazeńım jejich hodnot v př́ıslušných uzlech,
v některých př́ıpadech se však preferuje jejich realizace pomoćı tzv.

”
ghost cells“, imaginárńıch

trojúhelńık̊u podél hranice (viz např. [8] nebo [19]). Implementace okrajových podmı́nek t́ımto
zp̊usobem námětem k daľśım experiment̊um. Chyba se pravděpodobně projevuje na všech ty-
pech použitých śıt́ı, jen na některých méně výrazně.

Poznamenejme, že dle [15] neńı použité schéma obecně druhého řádu pro proměnné p a
q na nepravidelných śıt́ıch, nebot’ reziduum (4.95) neńı přesné pro lineárńı gradient řešeńı
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Obrázek 5.16: 2D advekčně-difúzńı rovnice – norma chyby U,P a Q na nepravidelné śıti 1.
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(a) Nepravidelná śıt’ 2, Re = 1.
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(b) Nepravidelná śıt’ 2, Re = 10.

Obrázek 5.17: 2D advekčně-difúzńı rovnice – norma chyby U,P a Q na nepravidelné śıti 2.

(tedy kvadratické řešeńı u). Autor zde navrhuje pro integraci druhé a třet́ı složky rezidua
odpov́ıdaj́ıćı p a q použ́ıt Simpsonovo pravidlo, které je přesné pro kvadratické funkce. Jelikož
se ale nezdá, že by se na naš́ı nepravidelné śıti přesnost p a q př́ımo redukovala na 1. řád, tuto
úpravu neaplikujeme.

Difúzńı rovnice

Pro srovnáńı uvád́ıme výsledky pro úlohu pro difúzńı rovnici

d(uxx + uyy) = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) (5.23)

s přesným řešeńım

u(x, y) =
sinh(πx) sin(πy) + sinh(πy) sin(πx)

sinh(π)
, (5.24)

které je nezávislé na difúzńım koeficientu d. Graf u, p = ux a q = uy vid́ıme na obrázku 5.19.
Pro př́ıpad difúzńı rovnice neńı nutné pro distribuci rezidúı použ́ıt upwind schéma. V našich
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Obrázek 5.18: Ukázka přibližného řešeńı P na nepravidelných śıt́ıch s h0 = 1/16 pro Re = 10.
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(a) Přesné řešeńı u.
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(b) Přesné řešeńı p = ux.
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(c) Přesné řešeńı q = uy.

Obrázek 5.19: Přesné řešeńı pro difúzńı rovnici.

výpočtech jsme použili Laxovo-Wendroffovo schéma (viz [14]), jemuž odpov́ıdaj́ı distribučńı
matice ve tvaru

BT
i =

1

3
I +

τ̄

2ST
Ki, (5.25)

kde

τ̄ =
hT√
d/Tr

, hT =
2ST

max
i∈{1,2,3}

|ni|
. (5.26)

Výpočet rezidua i ošetřeńı okrajových podmı́nek je v tomto př́ıpadě stejné jako u advekčně-
difúzńı rovnice.

Na obrázku 5.20 vid́ıme grafy vývoje normy chyby U,P a Q na stejných śıt́ıch jako
v př́ıpadě advekčně-difúzńı rovnice. Pro nepravidelnou śıt’ 1 zaznamenáváme opět největš́ı
odchylky, ovšem z obrázk̊u lze soudit, že pro dostatečně malé h0 již chyba odpov́ıdá 2. řádu
na všech typech śıtě.

5.4 Metoda v́ıce śıt́ı

Na dvou modelových úlohách pro difúzńı a advekčně difúzńı rovnici jsme testovali metodu
v́ıce śıt́ı popsanou v odstavci 4.3.
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Obrázek 5.20: 2D difúzńı rovnice – norma chyby U,P a Q.

V obou př́ıpadech definujeme pro zastaveńı algoritmu reziduum jako

r(n) =
1

∆τ0

(
Qn+1 −Qn

)
, (5.27)

kde Qn+1 je řešeńı źıskané z Qn jedńım V-cyklem metody v́ıce śıt́ı a ∆τ0 je časový krok pro
nejjemněǰśı śıt’. Řešeńı považujeme za ustálené, pokud je splněna podmı́nka

||r(n)
u ||1 < 10−8||r(0)

u ||1 ∧ ||r(n)
p ||1 < 10−8||r(0)

p ||1. (5.28)

Podmı́nka je př́ısněǰśı než u samotného explicitńıho schématu v odstavci 5.1, protože při
použit́ı v́ıce śıt́ı (u difúzńı rovnice i na jedné śıti) zřejmě neńı tolerance 10−5 dostatečná.

5.4.1 Difúzńı rovnice

Jako testovaćı úlohu pro difúzńı rovnici jsme použili

−uxx = π2 sin(πx), x ∈ (0, 1),

u(0) = 0, u(1) = 0,
(5.29)

jej́ımž přesným řešeńım je funkce u(x) = sin(πx). Úlohu řeš́ıme explicitńı metodou popsanou
výše pro advekčně-difúzńı rovnici s a = 0 s př́ıpadnými úpravami tam, kde by docházelo
k děleńı nulou. Výpočet provád́ıme na ekvidistantńı śıti N uzl̊u s krokem h = 1

N−1 . Při

použit́ı K śıt́ı je krok na hrubš́ıch śıt́ıch 2h, 4h, . . . , 2K−1h. Jako počátečńı podmı́nky pro naši
iteračńı metodu jsme volili

ū(x) = −x(x− 1), p̄(x) = −2x. (5.30)

Všechny výpočty byly provedeny pro optimálńı hodnotu Lr odvozenou pro difúzńı rovnici
v [14]:

Lr =
1

h

(
1 +

1

sin πh
2

)
. (5.31)

V tabulce 5.11 jsou uvedeny výsledky pro počet uzl̊uN = 513 na nejjemněǰśı śıti s použit́ım
počtu śıt́ı K = 1, 2, . . . , 7. Nalezneme zde údaje o počtu iteraćı (tj. vykonaných V-cykl̊u),
čase výpočtu v sekundách a normě chyb u a p. Vid́ıme, že počet V-cykl̊u potřebný k dosažeńı
ustáleného stavu se s přibývaj́ıćım počtem použitých śıt́ı zmenšuje vždy přibližně na polovinu
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K počet iteraćı čas výpočtu ||Eu|| ||Ep||
1 3540 25 3.9971 ·10−6 6.2893 ·10−6

2 926 24 3.9969 ·10−6 6.2872 ·10−6

3 451 17 3.9972 ·10−6 6.2892 ·10−6

4 211 9 3.9969 ·10−6 6.2894 ·10−6

5 106 5 3.9925 ·10−6 6.2618 ·10−6

6 51 4 3.9964 ·10−6 6.2761 ·10−6

7 51 4 3.9947 ·10−6 6.2774 ·10−6

Tabulka 5.11: Multigrid - výsledky pro difúzńı rovnici, N = 513.

(s výjimkou přechodu mezi K = 1 a K = 2, kde je rozd́ıl větš́ı) až do K = 6, kdy se
konvergence již dále neurychluje. Čas výpočtu se př́ılǐs výrazně nezkracuje, předevš́ım při
přechodu mezi jednou a dvěma śıtěmi, ovšem je možné, že lze dosáhnout výrazněǰśıho zrychleńı
lepš́ı optimalizaćı kódu. Přesnost źıskaného řešeńı se použit́ım v́ıce śıt́ı zřejmě nezhoršuje.

Tabulka 5.12 obsahuje výsledky pro r̊uzné počty uzl̊u N na nejjemněǰśı śıti a K, pro které
nastalo posledńı urychleńı konvergence pro dané N . Zdá se tedy, že použit́ım v́ıce śıt́ı lze
dosáhnout počtu cykl̊u nezávislého na počtu uzl̊u nejjemněǰśı śıtě N .

N K počet iteraćı čas výpočtu ||Eu|| řád ||Ep|| řád

129 4 51 0.6 6.39 ·10−5 1.00 ·10−4

257 5 53 1.3 1.60 ·10−5 2.00 2.51 ·10−5 2.00
513 6 51 2.6 4.00 ·10−6 2.00 6.28 ·10−6 2.00
1025 7 50 5.6 1.00 ·10−6 1.99 1.58 ·10−6 1.99
2049 8 53 12.8 2.53 ·10−7 1.99 4.06 ·10−7 1.96

Tabulka 5.12: Multigrid - difúzńı rovnice, nezávislost na počtu uzl̊u.

Na obrázku 5.21 je graficky znázorněna závislost hodnoty max

(
||r(n)

u ||1
||r(0)u ||1

,
||r(n)

p ||1
||r(0)p ||1

)
, což je

hodnota, podle které zastavujeme algoritmus, na počtu iteraćı pro N = 513. Jednotlivé grafy
odpov́ıdaj́ı počtu śıt́ı K = 1, 2, . . . , 7 postupně zprava doleva, jak je na obrázku naznačeno.

5.4.2 Advekčně-difúzńı rovnice

Jako testovaćı úlohu pro advekčně-difúzńı rovnci jsme použili úlohu (5.1) s pravou stranou
(5.2) z odstavce 5.1. Testy jsme prováděli jak na pravidelné, tak na nepravidelné śıti źıskané
stejným zp̊usobem, jaký byl popsán v 5.1. Parametr Lr by zvolen jako Lopt

r podle vztahu
(4.17).

V tabulce 5.13 uvád́ıme informace o počtu provedených V-cykl̊u a čase výpočtu pro pravi-
delnou śıt’ s N = 513 a Re = 1, 10, 100. Výsledky jsou uvedeny do K takového, že pro něj již
nenastalo urychleńı konvergence. V př́ıpadě Re = 1 jsou výsledky podobné jako u difúzńı rov-
nice, počet iteraćı se s rostoućım počtem śıt́ı zmenšuje přibližně na polovinu, kromě přechodu
z K = 1 na K = 2, kde pozorujeme výrazněǰśı urychleńı. Zdá se, že s rostoućım Reynoldsovým
č́ıslem efektivita použit́ı v́ıce śıt́ı klesá. Pro Re = 100 již dosahujeme podstatněǰśıho sńıžeńı
počtu iteraćı pouze pro K = 2, 3.

Na obrázćıch 5.22, 5.23 a 5.24 je opět graficky znázorněna závislost hodnoty max

(
||r(n)

u ||1
||r(0)u ||1

,
||r(n)

p ||1
||r(0)p ||1

)
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Obrázek 5.21: Multigrid – rychlost konvergence pro difúzńı rovnici, K = 1, 2, . . . , 7.

K
Re = 1 Re = 10 Re = 100

počet iteraćı čas výpočtu počet iteraćı čas výpočtu počet iteraćı čas výpočtu

1 5778 43 5255 43 4291 34
2 1418 38 1270 37 1003 28
3 592 24 523 21 598 24
4 295 15 248 12 574 29
5 148 9 124 7 542 32
6 74 4 98 5 507 26
7 38 2 73 4 475 26
8 50 3 57 3 444 26
9 - - 56 3 428 27
10 - - - - 428 28

Tabulka 5.13: Multigrid - výsledky pro advekčně-difúzńı rovnici, pravidelná śıt’ s N = 513.

na počtu iteraćı pro pravidelnou (vlevo) a nepravidelnou (vpravo) śıt’ s N = 513 uzly pro
Re = 1, 10, 100. Poznamenejme, že oscilativńı pr̊uběh jednotlivých graf̊u pro Re = 1 (obr.
5.22) může být pravděpodobně zp̊usoben t́ım, že hodnota Lr = Lopt

r nemuśı být skutečně
optimálńı, jak již bylo zmı́něno výše.

I z obrázk̊u je patrné snižováńı počtu śıt́ı, které maj́ı vliv na urychleńı konvergence, pro
rostoućı Reynoldsovo č́ıslo. Pro daľśı srovnáńı se pod́ıvejme na obrázek 5.25, kde je zobrazena
situace pro Re = 500.
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Obrázek 5.22: Multigrid – rychlost konvergence pro advekčně-difúzńı rovnici, Re = 1,
K = 1, 2, . . . , 5.
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Obrázek 5.23: Multigrid – rychlost konvergence pro advekčně-difúzńı rovnici, Re = 10,
K = 1, 2, . . . , 5.
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Obrázek 5.24: Multigrid – rychlost konvergence pro advekčně-difúzńı rovnici, Re = 100,
K = 1, 2, . . . , 5.
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Obrázek 5.25: Multigrid – rychlost konvergence pro advekčně-difúzńı rovnici, Re = 500,
K = 1, 2, . . . , 5.
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Kapitola 6

Aproximace difúzńıch člen̊u

Při konstrukci numerických schémat pro úlohy prouděńı obsahuj́ıćı difúzńı členy se často
setkáme s potřebou stanoveńı gradientu řešeńı na hranici kontrolńıho objemu (či prvku) pro
určeńı difúzńıho toku touto hranićı. Při použit́ı nespojitých rekonstrukćı řešeńı, např́ıklad
u metody konečných objemů nebo nespojité Galerkinovy metody, neńı však jasné, jak tento
gradient interpretovat a které hodnoty použ́ıt k jeho aproximaci. Obvykle využ́ıvaj́ı hodnoty
přibližného řešeńı ve všech sousedńıch bodech, což odpov́ıdá isotropńı povaze difúze. Takto
źıskaná schémata jsou ovšem obecně neefektivńı, např́ıklad maj́ı ńızkou schopnost tlumeńı
chyb o vysoké frekvenci nebo v̊ubec nekonverguj́ı. V některých př́ıpadech se na tato schémata
aplikuj́ı speciálńı úpravy pro zvýšeńı tlumeńı chyb o vysoké frekvenci, ty jsou však úzce vázány
na použitou metodu diskretizace a nelze je tedy př́ımočaře aplikovat na jiné diskretizačńı
metody.

Nishikawa v [16] ukazuje, že převod difúzńı rovnice na hyperbolický systém poskytuje
jakýsi obecný návod pro korektńı aproximaci difúzńıch člen̊u nezávisle na metodě diskreti-
zace. Navrhuje provést diskretizaci tohoto hyperbolického systému metodou pro hyperbolické
rovnice a z výsledného schématu následně odvodit schéma pro difúzńı rovnici vypuštěńım
přidaných proměnných a rovnic, které se k nim vážou. Takto źıskané schéma má dvě významné
vlastnosti vyplývaj́ıćı př́ımo z použit́ı metody diskretizace určené pro advekčńı rovnice. Jed-
nak obsahuje disipativńı člen, který zajǐst’uje tlumeńı vysokých frekvenćı, jednak lze snadno
a přirozeně kombinovat se schématem pro řešeńı advekčńı rovnice při řešeńı úloh s advekčně-
difúzńı rovnićı.

V této kapitole stručně shrneme výsledky prezentované v [16]. Uvažujme nyńı nesta-
cionárńı homogenńı difúzńı rovnici

ut − duxx = 0, (6.1)

pro niž budeme cht́ıt konstruovat numerické schéma. Zavedeńım nové neznámé funkce p = ux,
parametru Tr a formálńım přidáńım časové derivace pt dostaneme následuj́ıćı hyperbolický
systém

ut − dpx = 0,

pt −
ux
Tr

= − p

Tr
,

(6.2)

který je s (6.1) asymptoticky ekvivalentńı pro t � Tr, kdy p → ux. V maticové formě jej
můžeme zapsat jako

qt + fx = g, (6.3)
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kde

q =

[
u
p

]
, f =

−dp
− u

Tr

 , A =
∂f

∂q
=

 0 −d
− 1

Tr
0

 , g =

 0

− p

Tr

 . (6.4)

Matice A má reálná r̊uzná vlastńı č́ısla ±
√

d
Tr

a lineárně nezávislé vlastńı vektory. Soustava

(6.3) je tedy hyperbolická a pro jej́ı diskretizaci existuje řada prověřených metod.
Pro jednoduchost zde budeme uvažovat ekvidistantńı śıt’ bod̊u xj s krokem h. Předpoklá-

dejme, že jsme provedli diskretizaci soustavy (6.3), a zapǐsme ji ve tvaru

Qn+1
j −Qn

j

∆t
= −Fn

j + Gn
j , (6.5)

kde Qn
j = [Unj , P

n
j ]T je vektor přibližného řešeńı v bodě xj a čase tn, ∆t časový krok a Fn

j je
nějaká diskretizace fx. Dále rozepǐsme schéma (6.5) po složkách:

Un+1
j − Unj

∆t
= −Fnj,1, (6.6)

Pn+1
j − Pnj

∆t
= −Fnj,2 −

1

Tr
Pnj . (6.7)

Přibližné řešeńı U neńı aproximaćı řešeńı difúzńı rovnice (6.1) v libovolném čase, nebot’ P
nemuśı být vždy aproximaćı ux. K dosažeńı toho, aby U skutečně aproximovalo řešeńı nesta-
cionárńı difúzńı rovnice, muśıme zajistit p→ ux. To můžeme realizovat stanoveńım hodnot Pnj
př́ımo z hodnot přibližného řešeńı Unj , přičemž proměnnou P nebudeme již dále potřebovat,
stejně jako rovnici (6.7). Výsledné numerické schéma pro řešeńı (6.1) bude mı́t tedy tvar

Un+1
j − Unj

∆t
= −Fnj,1, (6.8)

kde pravá strana má strukturu schématu pro advekčńı rovnice. Taková schémata již obsahuj́ı
určitou mı́ru disipace, která je zodpovědná za tlumeńı vysokých frekvenćı. Neńı proto potřeba
aplikovat žádné daľśı úpravy jako při použit́ı jiných postup̊u, jak bylo zmı́něno v úvodu
kapitoly.

Zbývá určit hodnotu relaxačńıho času Tr, který je zahrnutý v pravé straně (6.8). Podle
[16] je pro explicitńı schéma vhodné volit Tr úměrné maximálńımu časovému kroku, aby
byl v každém kroku zachován silně hyperbolický charakter. Časový krok je omezen CFL
podmı́nkou

∆t ≤ h√
d/Tr

. (6.9)

Pro maximálńı časový krok tedy plat́ı rovnost

∆tmax =
h√
d/Tr

. (6.10)

Dále zavedeme konstantu α jako poměr ∆tmax
Tr

, tedy plat́ı ∆tmax = αTr. Parametr Tr pak
definujeme jako řešeńı rovnice

h√
d/Tr

= αTr, (6.11)
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odkud dostaneme

Tr =
h2

α2d
. (6.12)

Obvykle se voĺı α = 1, ale v některých př́ıpadech existuj́ı jisté hodnoty α se speciálńımi
vlastnostmi.

Dosad́ıme-li Tr zpět do CFL podmı́nky (6.9), dostaneme omezeńı časového kroku vztahem

∆t ≤ h2

αd
. (6.13)

Ćasový krok je tedy velikosti O(h2), což je typické u explicitńıch schémat pro řešeńı difúzńı
rovnice.

6.1 Př́ıklad aplikace konkrétńı diskretizačńı metody

V [16] nalezneme použit́ı výše popsaného postupu pro několik r̊uzných metod diskretizace,
konkrétně metodu konečných objemů, metodu distribuce rezidúı, nespojitou Galerkinovu me-
todu a metodu spektrálńıch objemů, a to v jedné a dvou dimenźıch. V této práci přibĺıž́ıme
pouze aplikaci metody konečných objemů v jedné dimenzi. Jednodimenzionálńı př́ıpad byl zvo-
len pro jednoduchost a názornost výkladu, popsaný postup ovšem přináš́ı výhody předevš́ım
ve v́ıce dimenźıch na nestrukturovaných śıt́ıch.

6.1.1 Metoda konečných objemů

V tomto odstavci provedeme diskretizaci soustavy (6.3) metodou konečných objemů. Před-
pokládejme, že daný problém řeš́ıme na nějakém intervalu (a, b), který rozděĺıme na N po-
dinterval̊u stejné délky h. Jejich středy označ́ıme xj , j = 1, 2, . . . , N a samotné podintervaly
budeme značit Ij = (xj−1/2, xj+1/2). Hodnoty přibližného řešeńı Qj jsou uchovávány v uzlech
xj a vyjadřuj́ı integrálńı pr̊uměr přes interval Ij ,

Qj =
1

h

∫
Ij

q dx. (6.14)

Integrováńım rovnice (6.3) dostaneme semidiskrétńı formulaci

dQj

dt
= −1

h

(
Fj+1/2 − Fj−1/2

)
+

1

h

∫
Ij

g dx, (6.15)

kde Fj+1/2 je aproximace f(xj+1/2) a představuje tok hranićı mezi Ij a Ij+1. Definice těchto
numerických tok̊u je kĺıčovým krokem při konstrukci konkrétńı metody. Poznamenejme, že
zp̊usob diskretizace pravé strany g zde neńı d̊uležitý, nebot’ je nenulová pouze ve druhé rovnici,
kterou později nebudeme potřebovat.

Numerický tok Fj+1/2 definujeme pomoćı dvou hodnot QL a QR extrapolovaných ze
sousedńıch interval̊u Ij a Ij+1. Využijeme-li upwindingu, můžeme jej definovat vztahem

Fj+1/2 =
1

2
(FR + FL)− 1

2
|A| (QR −QL) (6.16)

=
1

2
(FR + FL)− 1

2

√
d

Tr
(QR −QL) , (6.17)
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kde FL,FR jsou hodnoty fyzikálńıho toku f pro hodnoty QL a QR. Dosazeńım Tr z (6.12)
dostaneme

Fj+1/2 =
1

2
(FR + FL)− dα

2h
(QR −QL) . (6.18)

Nyńı vypust́ıme druhou rovnici a dostaneme následuj́ıćı schéma pro výpočet přibližného řešeńı
U :

dU j
dt

= −1

h

(
Fj+1/2,1 − Fj−1/2,1

)
, (6.19)

kde

Fj+1/2,1 = −d
2

(PR + PL)− dα

2h
(UR − UL) . (6.20)

Prvńı člen v (6.20) aproximuje fyzikálńı tok a nazývá se konzistentńı část́ı numerického toku.
Druhý člen pocháźı z disipativńıho členu schématu pro hyperbolický systém a zajǐst’uje tlu-
meńı.

Pro kompletńı definici schématu nyńı zbývá stanovit hodnoty UL, UR, PL a PR a definovat
hodnoty Pj na základě hodnot přibližného řešeńı Uj . Konzistentńı část toku by přitom měla
být zachována, aby byla zachována konzistence celého schématu. Definice zmı́něných hodnot
záviśı na zvoleném zp̊usobu rekonstrukce řešeńı.

Po částech konstantńı rekonstrukce

Nejjednodušš́ım zp̊usobem, jak rekonstruovat pr̊uběh řešeńı, je po částech konstantńı rekon-
strukce, tj.

U(x) = U j , x ∈ Ij . (6.21)

V takovém př́ıpadě je ovšem derivace rekonstruovaného řešeńı uvnitř všech interval̊u Ij nulová
a konzistentńı část toku nemůže být vyhodnocena. Přesto existuje zp̊usob, jak lze doćılit toho,
aby schéma bylo konzistentńı. Na hranici Ij a Ij+1 máme hodnoty

UL = U j , (6.22)

UR = U j+1, (6.23)

PL = PR = 0. (6.24)

Jejich dosazeńım do (6.20) dostaneme vztah pro numerický tok

Fj+1/2,1 = −dα
2h

(
U j+1 − U j

)
. (6.25)

Volbou α = 2 můžeme zajistit, že takto definovaný tok bude aproximovat fyzikálńı tok f .
Dosazeńım numerických tok̊u do schématu (6.19) źıskáme známé tř́ıbodové schéma

dU j
dt

=
d

h2

(
U j+1 − 2U j + U j−1

)
, (6.26)

které bychom dostali při diskretizaci metodou konečných diferenćı s využit́ım centrálńıch
diferenćı pro aproximaci druhé derivace.
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Po částech lineárńı rekonstrukce

Abychom dostali nenulovou konzistentńı část toku, budeme potřebovat nenulové hodnoty
P . Uvažujme tedy po částech lineárńı rekonstrukci řešeńı a aproximujme hodnoty gradi-
entu řešeńı P j uvnitř intervalu Ij konstantńı hodnotou. Jedńım z nejjednodušš́ıch zp̊usob̊u je
použit́ı centrálńıch diferenćı

P j =
U j+1 − U j−1

2h
, P j+1 =

U j+2 − U j
2h

. (6.27)

Hodnoty na hranici dvou interval̊u Ij a Ij+1 můžeme definovat takto:

UL = U j + h
2P j , UR = U j+1 − h

2P j+1,

PL = P j , PR = P j+1.
(6.28)

Tyto hodnoty dosad́ıme do vztahu pro numerický tok (6.20) a dostaneme

Fj+1/2,1 = −d
2

(
P j + P j+1

)
− dα

2h

[
U j+1 − U j −

h

2

(
P j + P j+1

)]
(6.29)

= −d
2

(
U j+1 − U j−1

2h
+
U j+2 − U j

2h

)
− dα

2h

[
U j+1 − U j −

h

2

(
P j + P j+1

)]
. (6.30)

Nakonec dosad́ıme numerické toky do (6.19) a źıskáme výsledné pětibodové schéma

dU j
dt

=
d

4h2

(
U j+2 − 2U j + U j−2

)
+
dα

2h2

[
U j+1 − 2U j + U j−1 −

1

4

(
U j+2 − 2U j + U j−2

)]
,

(6.31)
které ovšem opět pro volbu α = 2 vede na tř́ıbodové schéma (6.26).

Předpokládejme, že přesné řešeńı u má derivace všech řád̊u a rozviňme jej v Taylorovu
řadu, kterou dosad́ıme do (6.31). Po několika úpravách dospějeme ke vztahu

duj
dt

= duxx + dh2

(
1

3
− α

8

)
uxxxx +O(h4). (6.32)

Vid́ıme, že schéma je pro libovolnou hodnotu α konzistentńı a druhého řádu přesnosti s vý-
jimkou hodnoty α = 8

3 , pro kterou dostaneme dokonce čtvrtý řád přesnosti.
Časový krok pro explicitńı integraci v čase je omezen podmı́nkou (viz [16])

∆t ≤


(2− α)

h2

d
, 0 ≤ α < 1,

1

α

h2

d
α ≥ 1.

(6.33)

Jak již bylo řečeno výše, obvykle voĺıme α = 1. Pro α menš́ı než 1 bychom sice mohli volit
větš́ı časový krok, ale vzhledem k (6.32) by se t́ım také zvýšila diskretizačńı chyba. Pro α
mezi 1 a 8

3 se diskretizačńı chyba s rostoućım α naopak zmenšuje, ale zároveň se zmenšuje i
maximálńı možný časový krok. Volit α větš́ı než 8

3 neńı vhodné, nebot’ maximálńı ∆t se stále
zmenšuje a opět se zvětšuje diskretizačńı chyba. Proto můžeme α = 1 považovat za optimálńı
volbu pro výpočty druhého řádu přesnosti.

52
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Poznamenejme, že kdybychom rovnici (6.3) diskretizovali metodou distribuce rezidúı a
distribučńı matice volili ve tvaru

B− =
1

2
I− ∆tmax

2h
A, B+ =

1

2
I +

∆tmax

2h
A, (6.34)

analogickým postupem bychom dospěli ke schématu formálně shodnému s (6.31). Rozd́ıl je
v tom, že při použit́ı metody distribuce rezidúı poč́ıtáme přibližné hodnoty řešeńı Uj , které
aproximuj́ı hodnoty přesného řešeńı v uzlech diskretizačńı śıtě. Toto schéma má stejné vlast-
nosti, jaké byly uvedeny u schématu (6.31) odvozeného metodou konečných objemů.
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Kapitola 7

Závěr a shrnut́ı výsledk̊u

Práce se zabývala numerickými metodami pro řešeńı advekčně-difúzńı rovnice založenými
na jej́ım převodu na soustavu PDR hyperbolického typu. Jej́ım ćılem bylo prověřeńı jejich
vlastnost́ı a posouzeńı jejich výhod při použit́ı pro stacionárńı a nestacionárńı úlohy v 1D a
stacionárńı úlohu ve 2D na pravidelných a nepravidelných śıt́ıch. Daľśım ćılem bylo otestováńı
efektivity metody v́ıce śıt́ı pro urychleńı konvergence explicitńıho schématu k ustálenému
stavu.

V úvodu práce jsme představili základńı matematické modely popisuj́ıćı transport proud́ıćı
tekutinou a difúzi či vedeńı tepla. Dále jsme zmı́nili o problémech, se kterými se setkáme
při řešeńı advekčně-difúzńı rovnice standardńımi metodami a možnostech, jak se s nimi
vypořádat. Většina práce je věnována zvolené metodě převodu advekčně-difúzńı rovnice na hy-
perbolickou soustavu a jej́ı diskretizaci metodou distribuce rezidúı. Nejprve jsme popsali me-
todu distribuce rezidúı obecně a následně ji použili pro diskretizaci stacionárńı a nestacionárńı
advekčně-difúzńı rovnice v jedné prostorové dimenzi. Pro iteraci v pseudočase jsme volili jak
explicitńı, tak implicitńı schéma. Postup diskretizace metodou distribuce rezidúı byl následně
popsán také ve dvou prostorových dimenźıch na nepravidelných trojúhelńıkových śıt́ıch. Pro
distribuci rezidúı bylo použito LDA schéma. V závěru čtvrté kapitoly jsme představili metodu
v́ıce śıt́ı pro hyperbolické rovnice, kterou jsme aplikovali v 1D př́ıpadě. Všechny zmı́něné me-
tody jsme podrobili numerickým experiment̊um, jejichž výsledky byly shrnuty v páté kapitole.
V posledńı kapitole jsme stručně popsali postup, kterým lze pomoćı převodu na hyperbolický
systém rovnic źıskat korektńı aproximace difúzńıch člen̊u pro použit́ı v jiných numerických
schématech.

Pro numerické experimenty jsme použili testovaćı úlohy, jejichž řešeńı obsahuje tenkou
okrajovou vrstvu pro vyšš́ı Reynoldsova č́ısla. Pro explicitńı schéma v 1D jsme ověřili, že
počet iteraćı potřebný k dosažeńı ustáleného stavu roste lineárně s počtem uzl̊u śıtě a je téměř
nezávislý na hodnotě Reynoldsova č́ısla. Pro všechna zvolená Reynoldsova č́ısla dostáváme
aproximaci u i p s přesnost́ı druhého řádu. Zjistili jsme, že hodnota parametru Lr uve-
dená v literatuře jako optimálńı z hlediska rychlosti konvergence k ustálenému stavu, nedává
v některých př́ıpadech nejlepš́ı výsledky.

Při konstrukci implicitńıho schématu jsme použili Newtonovu iteračńı metodu a vzniklou
soustavu lineárńıch algebraických rovnic jsme řešili kolektivńı Gaussovou-Seidelovou metodou.
Počet iteraćı této metody v jedné iteraci Newtonovy metody rostl lineárně v závislosti na
počtu uzl̊u śıtě, stejně jako č́ıslo podmı́něnosti řešené soustavy. Na všech použitých śıt́ıch a
pro všechna zvolená Reynoldsova č́ısla bylo dosaženo ustáleného stavu během nejvýše pěti
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Newtonových iteraćı.
Metodu v 1D jsme po jednoduché úpravě aplikovali na difúzńı rovnici s proměnným

difúzńım koeficientem obsahuj́ıćım skok. Ověřili jsme, že i v takovém př́ıpadě źıskáváme řešeńı,
které je aproximaćı přesného řešeńı a při zjemňováńı śıtě se k němu bĺıž́ı. Závislost chyby na
diskretizačńım kroku však neńı ani lineárńı.

Dále jsme testovali použit́ı této metody pro nestacionárńı problém v 1D s osciluj́ıćı okrajo-
vou podmı́nkou. Opět jsme ověřili, že źıskáváme výsledky 2. řádu přesnosti pro obě proměnné
v prostoru i v čase (s výjimkou př́ılǐs velkého a př́ılǐs malého časového kroku).

Ve dvojdimenzionálńım př́ıpadě jsme prováděli experimenty na pravidelné a nepravidelné
trojúhelńıkové śıti. Na pravidelné śıti jsme źıskali výsledky 2. řádu přesnosti pro p = ux
a q = uy, ale řád u byl o něco nižš́ı. Na nepravidelných śıt́ıch jsme zaznamenali oscilace
u proměnných p a q na částech hranice, kde pro ně nebyla zadána okrajová podmı́nka.
V př́ıpadě nepravidelných śıt́ı nelze obecně ř́ıci, že bychom dostali výsledky 2. řádu přesnosti.
Problém může být v nevhodné implementaci okrajových podmı́nek. Pro srovnáńı jsme uvedli
také výsledky pro difúzńı rovnici ve 2D s distribućı rezidúı pomoćı Laxova-Wendroffova
schématu. Zdá se, že v tomto př́ıpadě pro dostatečně jemné śıtě dosahujeme 2. řádu přesnosti.

Posledńı experimenty se týkaly metody v́ıce śıt́ı, kterou jsme testovali pro difúzńı i ad-
vekčně-difúzńı rovnici. Pro difúzńı rovnici bylo dosaženo počtu cykl̊u nezávislého na počtu
uzl̊u nejjemněǰśı śıtě. U advekčně-difúzńı rovnice se pro rostoućı Reynoldsovo č́ıslo snižuje
počet śıt́ı přisṕıvaj́ıćıch k urychleńı konvergence, až použit́ı v́ıce śıt́ı úplně ztráćı smysl.

Tématy k daľśı práci by mohla být např́ıklad implementace okrajových podmı́nek ve 2D
př́ıpadě pomoćı tzv. ghost cells, rozš́ı̌reńı metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic nebo použit́ı
metody GMRES s předpodmı́něńım pro řešeńı soustavy vznikaj́ıćı při použit́ı implicitńıho
schématu. Metodu GMRES (s předpodmı́něńım pomoćı nekompletńıho LU rozkladu) jsme
testovali již v pr̊uběhu této práce, ale pouze v jedné dimenzi, což je zřejmě př́ılǐs jednoduchá
úloha pro dostatečné posouzeńı efektivity této metody.
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http://mi21.vsb.cz/modul/parcialni-diferencialni-rovnice

[6] ELMAN, H. C., D. J. SILVESTER a A. J. WATHEN. Finite Elements and Fast Iterative Solvers:
with applications in incompressible fluid dynamics. Oxford: Oxford University Press, 2005. ISBN
0-19-852867-1

[7] FRIES, T. P. a H. G. MATTHIES. A Review of Petrov-Galerkin Stabilization Approaches and an
Extension to Meshfree Methods. Informatikbericht-Nr. 2004-01, Technische Universität Braun-
schweig, Braunschweig, 2004.

[8] GUZIK, Stephen M. J. Accurate Residual-Distribution Schemes for Accelerated Parallel Archi-
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