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Uvop

Hlavnim tématem této bakalarské prace jsou ortogondlni polynomy a zejména pak jejich
vyuZiti pfi numerické integraci. ProtoZe jde vSak o problematiku, ktera neni zatim v ¢eské
literature pfili§ podrobné rozebrdna, bude cilem prace nejprve shromazdit informace
z Ceskych i cizojazyénych zdroji a popsat nékteré zakladni vlastnosti ortogonadlnich
polynom(. DalSim cilem bude nastinit, proc¢ je jejich pouzivani vyhodné a v ¢em jsou

v praxi uzitecné.

Poté jiz pristoupime k vlastnimu vyuziti ortogondlnich polynom pfi numerické integraci.
Kromé formulace zdkladnich informaci si ukdzeme i nékteré specialni pfipady tohoto
vyuziti. Nakonec provedeme feseni nékolika konkrétnich prikladd, na kterych si ukdzeme
vlastnosti numerické integrace pomoci ortogonalnich polynomi a vyhody jejich vyuziti
Vv praxi.

Ve

Protoze téma ortogonalnich polynomd neni u nds pfiliS v povédomi Sirsi verejnosti,
vénujeme kromé teoretického vykladu a praktického vyuZiti jednu ¢ast prace stru¢nému

nastinéni historického vyvoje ortogonalnich polynom.
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V prvni ¢asti prace se budeme v kratkosti vénovat vzniku ortogondlnich polynomu a jejich
vyvoji. VUbec prvnimi ortogondlnimi polynomy byly tzv. Legendrovy polynomy,
pojmenované po svém autorovi. Adrien-Marie Legendre byl francouzsky matematik Zijici
v letech 1752 az 1833. Jeho hlavni védecky pfinos byl v oblastech statistiky, teorie Cisel,
abstraktni algebry a matematické analyzy. Na jeho praci pozdéji navazala fada dalSich

vyznamnych matematikl. Legendre se napfiklad zabyval analyzou eliptickych funkci. Je

také autorem metody nejmensich ¢tvercu.

Dalsim, kdo se zabyval problematikou ortogonalnich polynomd, byl némecky matematik
Carl Gustav Jacob Jacobi, ktery Zil v letech 1804 az 1851. Ten dokazal tuto problematiku
zobecnit a dnes lze fici, Ze Legendrovy polynomy jsou zvldstnim pripadem polynomi
Jacobiovych. Jacobi také dokazal navazat na Legendrovu priaci tykajici se eliptickych funkci
a posunout poznani v této oblasti o kus ddle. Legendre byl témito Jacobiovymi ptinosy

nadsen, a proto pozdéji doslo i ke spolupraci téchto dvou vyznamnych matematika.

Na jejich praci tykajici se ortogondlnich polynomu navazal pozdéji rusky matematik, ktery
v této oblasti sehrdl zasadni roli a sestavil teorii obecnych ortogonalnich polynomd.
Pafnutij Lvovi¢ CebySev, ktery se pozdé&ji proslavil svymi pracemi v mnoha oborech
matematiky a praktického strojirenstvi, se narodil 26. kvétna 1821 v ruské vesnici Okatovo

v Borovském Ujezdé v Kaluiské gubernii. Zakladni

vzdélani ziskal doma. Ucitelkami mu pfi tom byly jeho
matka a jeho sestifenice. Roku 1832, kdy mu bylo 11 let,
se i srodinou prestéhoval do Moskvy, aby se tam on
a jeho bratr pfipravili na nastup na mistni univerzitu.
Ucitele mu zde délal P. N. Pogorelski, ktery byl tou
dobou povazovan za jednoho znejlepSich ucitell
v Moskvé. Jiz jako Sestnactilety chlapec se stal

posluchaé¢em Moskevské univerzity a o rok pozdéji ziskal

prvni ocenéni za matematickou praci v soutézi vypsané
fakultou. Velky vliv na Ceby$evovy vyzkumné zajmy zde Obrazek 1-P. L. Ceby3ev
mél profesor aplikované matematiky Nikolai Dmetrievich Brashman. Ve dvaceti letech,

roku 1841, ziskal P. L. Cebys$ev sv{ij prvni univerzitni titul a pod Brashmanovym dohledem
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pokracoval v magisterském studiu. Dva roky na to zvefejnil svou prvni védeckou praci. Ta
byla nasledovdna mnoha daldimi a CebySev tak rychle upoutal pozornost védeckého

svéta.

V pétadvaceti letech se Ceby$ev uchézel o titul magistra na Moskevské univerzité a pfi té
prilezitosti zde zadal disertaci vénovanou poctu pravdépodobnosti. Roku 1847, tedy o rok
pozdéji, byl povoldn na Petrohradskou univerzitu, kde zacala jeho profesorskd ¢innost.
Zde dosahl v osmadvaceti letech hodnosti doktora. Jako disertace mu pfi tom slouzila
jeho kniha , Theorie kongruenci“. Ve dvaatficeti letech byl zvolen akademii véd adjunktem
katedry uzité matematiky a v osmatficeti letech se stal jiz fddnym akademikem. Mezitim
roku 1854 zvefejnil prvni préci, ve které mluvil o Ceby$evovych polynomech, ale pozdéji
celou obecnou teorii ortogondlnich polynom( jesté vyrazné rozvinul. Roku 1860 byl
zvolen dopisujicim ¢lenem Akademie véd v Pafizi a roku 1874 ho tato akademie zvolila

svym zahrani¢nim ¢lenem. Pafnutij Lvovi¢ Ceby$ev zemfel rano 8. prosince 1894.

Nejvice prace odvedl P. L. CebySev vteorii nejlepsi aproximace funkce pomoci
mnohoc¢lend. Prvni uUlohou, kterd ho ktomu pfivedla, bylo vySetfovani Wattova
rovnobéiniku. Cilem Ceby3eva bylo nalézt mnohodlen daného stupné, ktery by se co
nejméné odchylil od nuly v nékterém daném intervalu promé&nného argumentu. Cebysev
takové polynomy skute¢né nalezl a ty po ném pozdéji byly pojmenovény ,Cebysevovy
polynomy“. Tyto polynomy maji mnohé zajimavé vlastnosti a maji Siroké uplatnéni

v rliznych oblastech matematiky a fyziky.

Cebysev se zabyval obecné tkolem vy¢islit pro libovolnou funkci jeji hodnotu pro kazdou
danou hodnotu jejiho argumentu. Problémem bylo, Ze toho nelze dosahnout u vSech
funkci bezprostfednim vypocitanim hodnot. Za tim ucelem vznikl postup, pfi némz se
dana funkce aproximuje polynomem této funkci blizkym. K tomu byla vyuZivana uloha
interpolace, tedy uloha, u které je cilem najit mnohoclen n-tého stupné nabyvajici
stejnych hodnot, jako dana funkce v n + 1 danych hodnotach argumentu. Tuto ulohu sice
bylo mozné tesit pomoci vzorcli, odvozenych znamymi matematiky jako byli Newton,
Lagrange, Gauss, Bessel a dalsi, avsak tato reSeni méla cetné nedostatky. Ukazalo se,
Ze pridani novych hodnot funkce vyzaduje nové prepocitani vSech vypocitanych hodnot.

Jesté horsi fakt byl ten, Ze u téchto reseni zvétseni Cisla n, tedy poctu shodnych hodnot
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funkce a mnohoclenu, nezarucuje neomezené pfiblizeni jejich hodnot pfi vsech

hodnotach argumentu.

P. L. Ceby3ev se nemohl s takovymi nedostatky smifit a zvolil k Uloze odli§ny pfistup.
V jeho interpretaci Ulohy interpolace je cilem najit takovy mnohoclen daného stupné,
ktery ddva nejmensi absolutni hodnoty rozdili hodnot funkce a mnohodlenu pfti viech
hodnotach argumentu v daném intervalu jeho proménné. Tento pfistup se ukdazal jako

velmi vyhodny a pozdéji ovlivnil prdce mnoha dalSich matematika.

Zasadni roli sehral Pafnutij Lvovi¢ Cebysev také ve vyvoji poétu pravdépodobnosti. Jeho
pficinénim se tato disciplina rozvinula z nedocefiovaného matematického odvétvi
ve skuteénou védu. CebySev je také autorem dvou zdkladnich zdkond poctu
pravdépodobnosti. Jednim z nich je zakon velkych Cisel a druhym pak hlavni limitni véta.
Kromé samotného rozvoje této védy se také Pafnutij Lvovi¢ zasadil o to, aby se dostala

vice do povédomi matematického svéta a byla ji vénovana adekvatni pozornost.

Dalsi posun nejen v oblasti ortogondlnich polynom0 pfinesl francouzsky matematik
Edmond Nicolas Laguerre. Ten Zil vletech 1834 aZ 1886. Proslavil se zejména svym
prfinosem v oblasti geometrie a pfispél také do vyvoje linedrni algebry a matematické
analyzy. Rozvinul také teorii eliptickych funkci. Nicméné vénoval se i aproximacnim
metodam a dnes je zndm diky zvlastnim funkcim, Laguerrovym polynomuim, které jsou

feSenimi Laguerrovi diferencidlni rovnice.

Laguerrovym soucasnikem byl jiny vyznamny francouzsky matematik Charles Hermite. Zil
v letech 1822-1901 a byl Laguerrovym pfitelem. Zejména v letech 1843 a 1844 dochazelo
Casto kjejich spolupraci ve formé vzajemné korespondence. Jeho hlavni pfinos byl
v oblasti teorie Cisel a algebry. Dale se také zabyval ortogonalnimi polynomy a eliptickymi
funkcemi. S vyuZitim eliptickych funkci dokazal obecné fesit algebraickou rovnici patého

stupné.

Dalsim matematikem, ktery vyrazné posunul teorii ortogonalnich polynom(, byl dansky
matematik Jorgen Pedersen Gram. Dnes ho zname predevsim diky Gramovu-Schmidtovu

ortogonalizaénimu procesu. Kromé toho se také vénoval teorii Cisel.
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Pozdéji byly zkoumdny nékteré zvlastni vlastnosti ortogonalnich polynomu. Roku 1907
studoval V. A. Steklov jejich asymptotické vlastnosti. Na jeho praci navazal v letech 1920

az 1924 G. Szego, ktery zavedl polynomy, které byly kolmé na kruhu.

V soucasné dobé maji ortogondlni polynomy rozmanitd vyuZiti v mnoha odvétvich

matematiky i fyziky.
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NeZ se zaéneme vénovat hlavni naplni této prace, kterou jsou ortogonalni polynomy,
musime definovat nékteré zakladni pojmy. V této kapitole je ¢erpano predevsim ze zdrojli

[1], [2], ze kterych je pFevzato také znéni pouzitych definic.
Definice 2.1.
Necht A, B jsou mnoZiny prvka.

(a) MnoZinu A nazveme podmnoZinou mnoZiny B, jestliZe pro kaZdy prvek x plati

xeAd = xeB.

(b) Sjednocenim A U B mnozin A, B nazveme mnoZinu vsech prvki x, pro které plati xeA

nebo xeB.

(c) Prinikem AN B mnoZin A, B nazveme mnoZinu vsech prvki x, pro které plati xeA

a zdrovenh xeB.

(d) Je-li mnoZina A podmnoZinou mnoZiny B, potom doplrikem mnoZiny A vzhledem

k mnoZiné B nazveme mnoZinu A€ vsech prvki x, pro které plati x & A a zdroveri xeB.

(e) Rozdilem mnoZin A — B nazveme mnoZinu vsSech prvki x, pro které plati xeA a zdroven
x & B.

Definice 2.2.

MnoZina T podmnoZin mnoZiny X se nazyvd topologie na mnoZiné X, md-li ndsledujici

vlastnosti:
(a;): ® € 1, X € 1, kde @ je prdzdnd mnoZina.
(ay): Jestlize Uie T proi = 1,---,n, potomplatiU; NU, N ... N U, € T.

(as): Je-li (Uy,) libovolny systém mnoZin z mnoZiny t, plati

UUnET.
n

Je-li T topologie na mnoziné X, nazyvame X topologicky prostor a prvky systému T

oteviené mnoiZiny v X.
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Definice 2.3.

MnozZina M podmnoZin mnozZiny X se nazyvd o-algebra na mnoziné X, md-Ii ndsledujici

vlastnosti:
(b1): XeM

(by): Je-li A podmnoZinou mnoZiny M, pak A€M, kde A¢ je dopinék mnoZiny A vzhledem

k mnoZiné X.
(bs): Je-li A = Uy-1 Ap, kde ApeM pron = 1, 2,3, -+, potom plati AeM.

Je-li mnozZina M o-algebrou na mnoziné X, nazyvame X méfitelnym prostorem a prvky

mnoziny M méfitelnymi mnozZinamiv X.
Definice 2.4.

Je-li X méfitelny prostor, Y topologicky prostor a f zobrazeni X do Y, fikdme, Ze f je
méFitelné prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou otevfenou mnoZinu VvY je f~1(V) méfitelnd

mnoZina v X.
Definice 2.5.

Necht M je mnoZina prvki (tyto prvky oznacime u, v, -+-). Tuto mnoZinu nazveme linedrni
mnoZinou prdvé tehdy, kdyZz kazdé dvojici prvki u,vz M je pfifazen soucet u + veM
a zdroven kazdému prvku ueM a kazdému Cislu aeR (R je mnoZina vsech redlnych Cisel) je

pfifazen soucin au = a - ueM.
Definice 2.6.

Linedrni mnoZina H se nazyvd linedrni prostor (popr. vektorovy prostor) pravé tehdy, kdyz

jsou splnény ndsledujici axiomy:

(c1):uq +uy, = u, +uy,

(c2):uy + (uz +ug) = (ug +up) +us,
(c3hu+u, =utu, =>u =u,

(ca): a(uy + uy) = auy + au,,

(c5): (a+ b)u = au + bu,

(cs): (ab)u = a(bu),

10
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(c7):1-u=u,
pro vSechna u,u,u,, uzeH a vSechna a, beR.
Definice 2.7.

Necht H je linedrni prostor. Prvek ueH se nazyvd linedrni kombinace prvki
Uy, , Uy €H pravé tehdy, kdyz

m

U=au; + -+ apuy = Z a;u;,
i=1

kde a4, -+, a,, jsou redind Cisla a nazyvaji se koeficienty linedrni kombinace.

Definice 2.8.

Necht H je linedrni prostor. MnoZina vsech linedrnich kombinaci u = Z}”zlajuj, kde
aq,**, Ay jsou redindg cisla a uq, -+, u,€6A € H se nazyvd linedrni obal mnoZiny A,

znacime lin[A].

Je-li mnozZina A zaddna vyctem prvkd A = {u, v, -}, budeme znacit linearni obal této

mnoziny lin[u, v, ].
Definice 2.9.

Necht H je linedrni prostor. Prvky u4,---,u,,€H se nazyvaji linedrné nezavislé, jestlize je
rovnost aiuq + -+ apu, = 0 splnéna jen vpripadé a, = - =a,, =0. Vopacném

pfipadé se tyto prvky nazyvaji linedrné zavislé.
Definice 2.10

Posloupnost (u,) se nazyvd posloupnost linedrné nezdvislych prvkid z prostoru H prdvé

tehdy, kdyZ pro kazdé Cislo 1, 2, -+ jsou prvky u, -+, U,, linedrné nezdvislé.
Definice 2.11.

Linedrni prostor H se nazyvd normovany prostor pravé tehdy, kdyz kaZzdému prvku prvku

ueH je pfifazeno Cislo ||u||€R, pro které plati ndsledujici vlastnosti:
(dy): |lul]l =0 & u=0,
(d2): lu+ vl < [[ull + |lv]],

(ds): llaull = lalllull,

11
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kde a je rediné ¢islo. Cislo ||u|| se nazyvd norma prvku ueH.
Definice 2.12.

Nezdpornd mira je takovd funkce \, kterd je definovdna na o-algebfe M, zobrazuje M
do intervalu < 0,00) a je spocetné aditivni. To znamend, Ze je-li (A;) disjunktni systém
prvki mnoZiny M, potom plati:
oo oo
()=
i=1 i=1
Prostor s mirou | je méritelny prostor, na jehoZ o-algebfe méritelnych mnoZin je

definovdna nezdpornd mira.
Definice 2.13.

Eukleidovsky prostor R¥ dimenze kje mnoZina vsech bodi x = (xq,-,xy), jejich?
soufadnice x; jsou redlnd Cisla a plati ndsledujici vztahy: Je-li x = (xq,+,xi),
y=W,",Yx) a «a redlné Cislo, potom x+y=(x1+y,, X+ Vi)
aax = (axq, -+, axy). Na eukleidovském prostoru je definovdn skaldrni soucin vztahem:

k

(x,y) = Z XiYi-

i=1
Véta 2.14.

Oznaéme M, mnoZinu viech podmnoZin A c R, které pro libovolnou mnoZinu B c R*
splfiuji vztah 1,(B) = l,(BNA) + 1;(B—A), kde l,(B) zna&i tzv. vnéjsi k-rozmérnou
Lebesgueovu miru mnoZiny B. Plati, 7e M, je o-algebrou podmnoZin prostoru R* a funkce
l,, kterd je zuZenim funkce l;, na mnoZinu M,, je mirou na M, a nazyvd se k-rozmérnd
Lebesgueova mira. MnoZiny AeM,, se nazyvaji méfitelné v Lebesgueové smyslu. Mira 1, je
upind, coZ znamend, Ze kaZdd podmnoZina mnoZiny, jejiz l, mira je rovna O, je

li,-méfitelnd a jeji l;-mira je také rovna O.

Znéni této véty a nékteré dalsi vlastnosti Lebesgueovy miry jsou uvedeny napfiklad

v [1, str. 18].
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2 ZAKLADNI POJMY

Definice 2.15.

Necht X je prostor s nezdpornou mirou . Je-li p € N a f méfitend funkce na X,

definujeme

p

Il = f IflPdy

X

Systém vsech f, pro néZ ||fll, < o oznacime Ly(w). Cislo lfll, se nazyvd L,-normou

funkce f.
Prvky L1 (W) se nazyvaji lesbuegovsky integrovatelné funkce.

V této praci nds budou zajimat predevSim takové miry, pro které plati nasledujici

vlastnost. Je-li Z otevieny interval a M o-algebra podmnozin tohoto intervalu, pak

pro mirup plati pro kazdé AeM p(A) = [

M w(x)dx, kde w je nezadporna funkce

lesbuegovsky integrovatelna pres interval Z. Funkci w budeme tikat vahova funkce.
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3 APROXIMACE FUNKCI

3 APROXIMACE FUNKCI
PFi psani této kapitoly jsme vyuZili predevsim zdroj [3].

Matematicka analyza je obor matematiky, jejimz Ukolem je studovat funkce a operace
s nimi. BéZnymi ulohami matematické analyzy jsou napfiklad stanoveni hodnoty funkce
v daném bodé, vypocet hodnoty derivace, vypocet integrdlu z dané funkce pres dany
interval ¢i feSeni diferencialnich rovnic. Zpravidla jde o Ulohy natolik slozZité, Ze nejsme
schopni je resit bez pomoci pocitace. Avsak i za uziti pocitace jsme schopni modelovat
pouze ulohy, jejichz vstupni i vystupni data jsou vektory o kone¢ném poctu slozek, tzv.
numerické ulohy. Ve vétSiné pfipadl jsme vsak vystaveni uloham, které numerické
nejsou. PFi feSeni takovych uloh byva nutné nejprve provést aproximaci (pfiblizné

nahrazeni) zadané ulohy ulohou numerickou.

Oblasti matematiky, v nichz uZivame aproximaci, jsou znac¢né rGznorodé. Jednim
z nejcastéjsich udkoll numerickych metod matematické analyzy je aproximace funkci.
Pfi feSeni uloh matematické analyzy totiz ¢asto nahrazujeme zadanou funkci f jinou
funkci ¢, ktera v poZadovaném smyslu napodobuje chovdni funkce f a zdroven se snadno
zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ pak nazyvame aproximaci funkce f.
DalSim typickym pfikladem uloh matematické analyzy jsou numerické metody
pro vypocet urcitého integrdlu z funkce f. PFi nich nahrazujeme funkci f takovou funkci,
ktera se snadno integruje. PouZiti aproximace plvodni uUlohy ma vsak za nasledek
nepfesnost v dosazeném vysledku. Ukolem numerickych metod matematické analyzy je

tedy i zkoumat odchylku ziskaného feSeni od feseni presného.

V této prdaci se budeme zabyvat vyhradné funkcemi jedné redlné proménné. Pfi vybéru
vhodné aproximace zadané funkce postupujeme tak, Ze predem zvolime tvar aproximujici
funkce, ve kterém vystupuji proménné parametry. Ndsledné se snazime urcit takové
hodnoty parametrl, aby ziskana aproximace vyhovovala nasim pozadavkim. Velmi c¢asto
postupujeme tak, Ze nejprve pevné zvolime systém jednoduchych zakladnich funkci
©o, P1, ---, Py takovych, aby se s nimi dobfe pracovalo. Danou funkci f pak aproximujeme
linedrni kombinaci ¢ zakladnich funkci:

n

PO = ) i) = Copo() + €103 () + -+ + Cupu(2)

i=0

14



3 APROXIMACE FUNKCI

kde cg, ¢4, **, cy jsou realnd Cisla. Problém vybéru vhodné aproximace funkce f se tim
pfevaddi na urceni hodnot parametrd cy,cq, -+, c,. ProtoZe aproximace ¢ zavisi na
parametrech cy, ¢4, "+, ¢, linedrné, fikdme, Ze jde o aproximaci linearniho typu. Pfi pevné

danych zakladnich funkci @q, @1, ***, @, nazyvdme mnoZinu viech funkci ve tvaru:

P(x) = copo(x) + c191(x) + - + cron(x)

tfidou aproximujicich funkci V;,.
Jsou-li z&kladni funkce ¢@q, @1, ..., @, dany jako 1, x, x2,---, x™, pfipadné jako

1, (x — x0), (x — x0)%, -+, (x — x0)™, kde x, je pevné redlné &islo, je tfida aproximujicich

funkci 1, tfidou polynom0 nejvyse n-tého stupné.
Vybér vhodné aproximace funkce zdvisi na funkci E dané pro xe < a; b > vztahem

E(x) = f(x) — ().
Tuto funkci budeme nazyvat chybou aproximace. Pfi vybéru dobré aproximace ¢ z dané
tfidy V,, budeme poZzadovat, aby byla chyba aproximace v néjakém smyslu mala.
Ve vétsSiné pripad( nas vSak prakticky nezajimd znaménko chyby a kvalitu aproximace
posuzujeme podle absolutni hodnoty chyby aproximace |E(x)| = |f(x) — @(x)|. Mame
oviem mnoho mozZnosti, jak posuzovat velikost chyby aproximace. Jednou z nich je
pozadavek, aby maximalni hodnota |E(x)| na intervalu < a; b > byla mensi neZ néjaké
dané ¢islo € > 0. Jinou mozZnosti je posuzovat velikost integralu zfunkce |E(x)|
pres interval < a; b >. Jindy pro nas muze byt dllezita velikost |E(x)| pouze v danych
bodech intervalu < a; b >. Volba zplsobu posuzovani chyby aproximace tedy zavisi

na nas. Volime ho podle zplsobu zaddani funkce f a podle typu dané ulohy.

V dalsi ¢asti si rozdélime kritéria pro méreni chyby aproximace na dva zakladni typy podle
toho, zda kvalitu aproximace posuzujeme na zakladé hodnot chyby E ve vSech bodech
intervalu < a; b >, nebo jen na zakladé hodnot ve vybranych bodech x;e < a; b >. Prvni

z téchto pripadd nazveme spojitym, druhy pak diskrétnim.
Ve spojitém pripadé se v praxi ¢asto vyuziva pro méreni chyby aproximace veli¢ina

Pmax(f, @) = max |f(x) — (x)].

xe<a;b>

15



3 APROXIMACE FUNKCI

Typickym prikladem pro takové posuzovani chyby aproximace jsou matematické ulohy,
jejichz cilem je pfFiblizny vypocet hodnot dané funkce, kde je nasSim poZadavkem, aby

|E (x)| byla mala pro vsechna xe < a; b >.

Dalsim castym zplsobem méreni chyby aproximace ve spojitém pripadé jsou veli¢iny

P b
po(fr ) = j f F () — p()lPdx,

kde p = 1. Z téchto veli¢in se v praxi nejvice vyuziva

b
p2(f, ) = jf |f (%) = @(x)|?dx.

Toto kritérium je nékdy vyhodné pouzit tak, aby se v ném vice uplatriovaly hodnoty chyby
aproximace v nékterych ¢astech intervalu < a; b >. To se provadi uzitim vahové funkce
w, ktera je na intervalu (a; b) kladnd a spojitd. Pfi uZiti vdhové funkce w ma predchozi

veli¢ina tvar

b
pz,w(f,q)):\/f If (%) — () |2w(x)dx.

V praxi vSak ¢asto nastava situace, kdy je funkce f zadana tabulkou funkénich hodnot
f(x;) vbodech x;je<a; b>, kde i=0,1,---,m. Vtakovych situacich pouZivame
pro méreni chyby aproximace diskrétni obdoby veliéin, které jsme vyuzivali ve spojitém

pripadé. Prvni kritérium ma tedy tvar pJi,, (f, @) = max;—g1..m|f (x;) — @(x)].

Dalsi velic¢iny maji pro méreni chyby aproximace u diskrétnich funkci tvar

REP) = | ) I = eGlP,
i=0

kde p = 1. Z téchto veli¢in se nejc¢astéji pouziva

T = | D IFE) = 9GP,
i=0
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3 APROXIMACE FUNKCI

Potfebujeme-li dosdhnout toho, aby rGzné body x; mély rdzny vliv na veli¢inu p7*(f, @),
pfifadime jim r(izné vadhy w;, pficemZz w; jsou pevné zvolena kladna Cisla. Takto vznikla

veli¢ina ma tvar

PR @) = | 1) = Gl
i=0

Ddle se jiz budeme vénovat aproximaci pomoci polynomu. Ttidu V,, aproximujicich funkci,
kterd se sklada z polynomU stupné nejvySe n budeme znacit I1,,. DivodU pro pouzivani
polynomialnich aproximaci existuje celd fada. Nejvyznamnéjsim z nich je skutecnost, Ze se
polynomy daji plné popsat konecnym poctem udajli, kterymi jsou stupen polynomu
a jeho jednotlivé koeficienty, a Ze se jejich hodnoty daji bez problému pocitat kone¢nym
poctem aritmetickych operaci. DalSim ddvodem pro uziti polynom( je to, Ze se s nimi
dobfe matematicky pracuje (je snadné je derivovat a integrovat). DlleZité ale predevsim
je, ze pomoci tfid I1,, mGZeme spojitou funkci aproximovat s libovolnou pfesnosti. Toto

tvrzeni je obsahem nasledujici véty:
Véta 3.1. (Weierstrassova)

Necht f je funkce spojitd na intervalu < a; b >. Pak ke kaZdému & > 0 existuje prirozené

Cislo n a polynom @eP, n-tého stupné takovy, Ze

Pmax(f,9) = max |f(x) —p(x)| <e.

xe<a;b>

Dlkaz této véty podal K. Weierstrass a je proveden naptiklad ve [4, str. 49].
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4 ORTOGONALNi POLYNOMY

Ve zbytku této prace se budeme vénovat specidlnimu pfipadu polynomd, a to polynomim

ortogonalnim.
4.1 HILBERTOVY PROSTORY

Pfed zavedenim pomu ortogondlni polynom je vSak tfeba dodefinovat nékolik potfebnych

pojmU. Znéni definic v této ¢asti prace je pfejato ze zdrojl [1], [2].
Definice 4.1.1.

Redlny linedrni prostor H se nazyvad redlny prostor se skaldrnim soucinem prdvé tehdy,
kdyZ je kazdé dvojici prvki u, veH prifazeno takové redlné Cislo (u,v), Ze plati ndsledujici

axiomy:

(e): (u,v) = (v,u),

(ez): (au,v) = a(u,v),

(e3): (uy +uy,v) = (ug, v) + (up, v),

(esq): (u,u) = 0 pro kazdy prvek ueH, pficemz (u,u) = 0 pravé tehdy, kdyz u = 0,

pricemZ a je libovolné redlné ¢islo a u,, u, libovolné prvky redlného linedrniho prostoru H.
Cislo (u, v) se nazyvd skaldrni soucin prvki u, v.
Definice 4.1.2.
Prvky u, v se nazyvaji ortogondini pravé tehdy, kdyZ (u,v) = 0.
Definice 4.1.3.
Posloupnost (uy,) prvki prostoru H se nazyvd ortogondlni systém pravé tehdy, kdyZ
=0 pron+m

(Up, Upy) = .

#0 pron=m

Z této definice plyne pron = m, ze (u,, u,) # 0, tj. u, # 0. VSechny prvky ortogonalniho

systému jsou tedy rlizné od nulového prvku.
Definice 4.1.4.

Posloupnost (u,) prvki prostoru H se nazyvd ortonormdlni systém pradvé tehdy, kdyZ
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4 ORTOGONALN{ POLYNOMY

0 pron#m
(un» um) = .
1 pron=m

Z této definice plyne, Ze pro n =m (u,, Uy) = |lu,ll> = 1. Norma ||u,|| viech &lent

ortonormalniho systému (u,,) je tedy rovna 1.
Definice 4.1.5.

Linedrni prostor H nazveme metrickym prostorem prdvé tehdy, kdyZ je na ném definovdna

vzddlenost o s ndsledujicimi vlastnostmi:

(f1): Pro vsechny prvky u, veH plati 0 < o(u, v) < oo.

(f2): Rovnost o(u, v) = 0 nastdvd prave tehdy, kdyZ u = v.

(f3): Pro vsechny prvky u, veH plati o(u,v) = o(v,u).

(fa): Pro vsechny prvky u,v,weH plati o(u,v) < o(u,w) + o(w, v).
Vlastnost (f4) se nazyva trojuhelnikova nerovnost.

Definice 4.1.6.

Necht (f,) je posloupnost L, (1) a feL, (W) je takovd funkce, pro kterou

timl|f, - 1|, = 0

n—oo
Potom (f,,) konverguje k f v L, (). JestliZe ke kazdému € > 0 existuje pfirozené Cislo N
takové, Ze pro m,n >N je ||f,. —fn||p < &, nazyvd se posloupnost (f;) cauchyovskd

v Ly ().

Na prostoru se skalarnim soucinem mlZeme podle vlastnosti (e;) definice 4.1.1.
skalarniho soucinu definovat normu ||u|| prvku ueH jako druhou odmocninu z (u, u). Plati

tedy [lull?> = (w,w).

Dale zde mizeme definovat vzdalenost prvkl u, v jako ||lu — v||. Tim jsou splnény axiomy
metrického prostoru. Jestlize je navic takovyto prostor Uplny, tj. kazdd cauchyovska

posloupnost konverguje v H, potom se H nazyva Hilbertlv prostor.

Vice poznatkl o Hilbertovych prostorech Ize najit napriklad v [2, str. 94].
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4.2 GRAMUV-SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

Nyni si ukazeme algoritmus, jehoZ vyuZiti vede k vytvoreni systému ortogonalnich prvki

v daném Hilbertové prostoru.

Véta 4.2.1. Necht (u,) je posloupnost linedrné nezdvislych prvku Hilbertova prostoru H.

Pak existuje takovy ortogondini systém (v,,) prvka prostoru H, Ze plati
lin[uy, -, u,] = lin[vy, -, v,] pron=1, 2, ---
Dukaz: Dlkaz budeme provadét matematickou indukci. Nejprve poloZime u; = v,

(llugll # 0). Je ziejmé, Ze lin[v,] = lin[u,]. Véta tedy plati pro n = 1. Dale budeme
pfedpokladat, Ze jiz byly uréeny prvky vy, -+, v,,_; tak, Ze plati
lin[ulﬂ T un—l] = lin[vl' " vn—l]'

=0 proj<m<n

(v, vm) = : (1)

#0 proj=m<n

PoloZime
n-1
Un = Uy — Z ajvj,
j=1
_ (un’”j) . v v
kde a; = ) proj =1,---,n—1.Zpredpokladu (1) plyne, ze
7]
n-—1 n-1
(v vy) = (un = Z UV, V) = (U, V) = z am(vm, ;) = (v, v) = (v, ),
m=1 m=1

a tedy (v, v;) = 0.

=0 proj<m<n
Plati tedy (vj, vm) = { a posloupnost (v,) je tedy ortogonalni.
#0 proj=m<n

ProtoZe v, €elin[uq, -+, uy], plati lin[uy, -+, u, ] 2 lin[vy, -+, v,]. Zaroven vsak plati

n—-1

U, = Z a;v; + vy elinfvy, -+, v,],
j=1

a proto linfuy, -, u,] c lin[vy, -+, v,]. Posloupnost (v,) tedy spliuje pozadavek

linfug, -, u,] = linfvy, -, v,].
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4 ORTOGONALN[ POLYNOMY

Véta véetné dikazu je prejata z [1, str. 62].
VysSe popsany algoritmus se nazyva GramUv-Schmidtlv ortogonaliza¢ni proces.

Takto ziskany ortogonalni systém neni dan jednoznacné. Vynasobenim libovolného prvku
ortogonalniho systému (v,,) ziskdme dalsi ortogonalni systém, jehoz linedrni obal se timto
krokem nezmeéni. To vyplyva z vlastnosti (e,) definice 4.1.1. skalarniho soucinu. Je-li totiz

(u,v) =0, potom (au,v) = a(u,v) =0-a =0.
Priklad 4.2.2.
Méjme prvky u; = (1,-1,0,1,1),u, = (2,1,-1,1,2),u; = (3,0,—2,-1,2),

u, = (—2,—1,-10,8,1) eukleidovského prostoru R®. Uréeme ortogondlni prvky

V1, Vg, V3, V4 Na tomto prostoru tak, aby lin[uq, uy, us, uy] = lin[vy, vy, v3, v4].
Reeni: Polozime

vi=u,=(1,-1,0,11).
V dalsim kroku vyjadfime v, jako

(uz,v1)
2 1-
(Ul; 171)

UV, =U

2,1,-1,1,2) - (1,-1,0,1,1)

(%) (r ) [t ) (1’—1,0‘1,1)'(1,_1;0:1’1)

(1,-1,0,1,1)

v,=(21-1,12)-(1,-1,0,1,1)
v, =(1,2,-1,0,1)
Dale

(u3'v1)v (u3'vz)v
1~ 2+
(v1,v1) (v3,v5)

U3:u3_

(3,0,—2,—1,2) - (1,—1,0,1,1)
(1,-1,0,1,1) - (1,—1,0,1,1)

(3,0,—2,—1,2) - (1,2,—1,0,1)
©(1,2,-1,0,1)-(1,2,—1,0,1)

v3 =(3,0,—-2,-1,2) — -(1,-1,0,1,1)

-(1,2,-1,0,1)

vy =(3,0,-2,-1,2)-(1,-1,0,1,1) — (1,2,-1,0,1)

v3 = (1,—-1,—1,-2,0)
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4 ORTOGONALN{ POLYNOMY

Nakonec

_ (ug, v1) ve — (ug, v2) _ (g, v3)
* (vy,v1) ! (v2,v7) 2 (v3,v3) 3

Vypy = U

(=2,-1,-10,8,1) - (1,—1,0,1,1)
(1,-1,0,1,1)-(1,-1,0,1,1)
(-2,-1,-10,8,1) - (1,2,—1,0,1)

©(1,2,-1,0,1)-(1,2,—-1,0,1)
(-=2,-1,-10,8,1) - (1,—-1,—1,—2,0)

T (1,-1,-1,-2,0)-(1,-1,-1,-2,0)

v, =(-2,-1,-10,8,1) — -(1,-1,0,1,1)

' (11 21 _1I OI 1)

(1,-1,-1,-2,0)

v, = (-2,-1,-10,8,1) —2-(1,-1,0,1,1) — (1,2,—1,0,1) + (1,—1,—1,—2, 0)
vy = (—4,-2,-10,4,—2)

Nyni se jiz budeme vénovat prostoru L, (1), konkrétné funkcim jedné realné proménné,

spojitym na intervalu (a,b). Budeme uvaZovat takové miry p, pro které plati
u(d) = fA w(x)dx, kde w je nezdporna vahova funkce lesbuegovsky integrovatelna na

intervalu (a, b).
Véta 4.2.3.

Na prostoru L, () muZeme definovat skaldrni soucin funkci f, g vztahem

b
(f.g) = j FO)g()w0 () dx.

Dikaz: Je tfeba ovéfit jednotlivé axidmy definice skalarniho soucinu.
1) (f.9) = [, fF)gw@dx = [} g()f (Dw(x)dx = (g, f)
2) (af,9) = [, af @g(w@)dx =a [, fF()gx)w(x)dx = a(f,g)
3) (h+f9) = (L) + LENIWw@dx = [} fi(x) g (x) +
fL®g@w@dx = [ fi()gE@o®dx + [} f,0g0w@dx = (f, g) +
(£ 9)

4) Vlastnost (es) plyne zvlastnosti normy ||f]||, viz definice 2.15. a vlastnost (d;)

definice 2.11.
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Véta 4.2.4.

V diskrétnim pripadé (mdme-li zaddny funkce pouze pomoci funkcnich hodnot v bodech x;,

kdei =1,2,---,m) definujeme skaldrni soucin funkci f, g vztahem

(F,9) = ) fagGw,
i=0

kde w; jsou vdhy (kladnda ¢isla) v jednotlivych bodech x;.

Dukaz: Znovu je tfeba ovérit jednotlivé axiomy definice skaldrniho soucinu.
1) (f,9) = 22 f(x)g(x)w; = XiZo f (x) g (x)w; = XiZo g(x) f (x)w; = (g, f)
2) (af,9) = Zitoaf (x)g(x)w; = a XiZo f(x)g(x)w; = a(f, g)
3) (fit+fag) =EiZo(i(x) + L(x))g(x)w; = XiZo fi(x) g (x)w; +
f2(xx)g(x)w; = Xito filx)g(x)w; + TiZo () g(x)w; = (f1, 9) + (f2, 9)
4) ProtoZe w; jsou kladnd ¢&isla a f(x;)f(x;) = f(x;)? nezdpornd ¢&isla, pak urcité
plati (f,f) =0 a pfipad (f,f) =0 nastdva pravé tehdy, kdyz f(x;) =0

provsechnai=1,2,---,m.

Z poslednich dvou vét je patrné, Ze pojem ortogonality funkci je zavisly na volbé vahové
funkce ¢i na volbé vah v jednotlivych bodech v diskrétnim pfipadé. Zavedenim vzdalenosti
funkci f,g na tomto prostoru jako ||f — gl|l, dostaneme Hilbertlv prostor. Vice
v [2, str. 95].

V dalsi ¢asti prace se jiz budeme vénovat mnoziné polynomd na tomto Hilbertové
prostoru. Tu mGZeme vnimat jako linearni obal prvkd posloupnosti (u;), kde up =1 a
u;=x' pro i=1,2, »+,j. Budeme ji znacit symbolem II;. Provedeme-li pro tuto
posloupnost Grammuv-Schmidtiv ortogonalizacni proces, ziskdme posloupnost
ortogonalnich polynomu. Pro né Ize vyjadfit rekurentni vztah néasledujicim zplsobem.

Véta 4.2.5.

Na mnoZiné Tl; existuje takovd posloupnost polynomi pj, j=1,2,---, Ze plati
(pi»vx) =0 pro vsechna i # k. Tyto polynomy jsou ddny jednoznacné ndsledujicim

rekurentnim vztahem:

po(x) =1,
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Di+1(x) = (x — aj11)pi(x) — Bi2+1pi—1'

kde pokladédme p_,; = 0 a plati

Xp;, Di
Ajyq = % proi =0,
|2 o’
( 0 proi =20
2 —
Biva = i (pi, Pi) proi > N
(Pi-1,Pi-1) B

Dlkaz: Dukaz budeme provddét matematickou indukci. PoloZzime py(x) = 1. Dale
budeme predpokladat, Zze jsme jiz sestrojili ortogonalni polynomy pro j < i a ukazali jsme,
Ze jsou dany jednoznacné. Nyni potfebujeme ukdazat, ze existuje polynom p;,q€ll;;4,
ktery je dan jednoznacné, pro ktery (p;4+1,p;) = 0 proj < i a ktery splfiuje vztah
Pir1 () = (x — aj )i () — BEapic1-

Kazdy polynom p;,,€lIl;, 1 Ize zapsat ve tvaru

Piv1(x) = (x — @4 1)pi(x) + ¢io1Di-1 (%) + €i2Pi—2(X) + -+ + coPo,
protoze koeficient u nejvyssi mocniny x v ndmi tvofenych polynomech ma hodnotu 1.
ProtoZe (pj,px) = 0 pro vSechna j,k < i kde j # k, podminka (pl-+1,pj) =0proj<i

plati pouze v pfipadé
(Pi+10i) = (xpi, p) — aip1(Pi0i) = 0,

(Pi+1’Pj—1) = ((x - ai+1)pi»pj—1) + Cj—1(Pj—1;Pj—1) = (xpj—ppi) + Cj—1(Pj—1er—1)
=0proj <1
Tim dostavame soustavu linearnich rovnic, kde neznamé jsou @;;; a c¢j_;. Protoze

(pi, pi) # 0 a zéroven (pj_l,pj_l) # 0, ma tato soustava jednoznacné feseni.
Z prvni rovnice tedy dostaneme

_ (xpupi)
(v

Xit1
Dale vyuzijeme indukéni predpoklad

Pj(x) = (x - ij)Pj—l(x) - ﬁjzpj—z(x)-
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4 ORTOGONALN{ POLYNOMY

Z néj si muzeme vyjadfit
XPj-1 = Pj(x) + ajpj—1(x) + ﬁjzpj—z(x)'
z ¢ehoz dostaneme vyjadreni
(ij—ppi) = (Pj'Pi)-
Dosazenim tohoto vyrazu do zbyvajicich rovnic dostaneme vztah
(Pj'Pi) + Cj—1(Pj—1'Pj—1) =0,

a tedy

oo ep) _ —BZ, proj=i
=P
J (Pj—ppj_l) 0 proj < i

Tim je véta dokazana.
Znéni této véty véetné dikazu je prejato z [5, str. 151].

V praxi se nam v nékterych pripadech pfilis nehodi polynomy, jejichZ koeficient u nejvyssi
mocniny x ma hodnotu 1. Vtéchto pfipadech nasobime polynomy p; vhodnou

multiplikativni konstantou 4;.
4.3  SPECIALNI PRIKLADY ORTOGONALNICH POLYNOMU

V posledni casti Ctvrté kapitoly se budeme vénovat nékterym specidlnim prikladim

ortogonalnich polynomu.
4.3.1 GRAMOVY POLYNOMY

Nejprve uvedeme jeden priklad diskrétné ortogondlnich polynom(, a to pro mnozinu
bodd x; pro i =0,1,---,m, které jsou ekvidistantni, tj. x;;; —x; = h pro vSechna
i=0,1,---,m—1, kde h je kladné realné Cislo. Dale budeme uvaZovat vihy bodl w; = 1

proi=0,1,---,m a takové ekvidistantni body, které jsou rozloZeny symetricky kolem
pocatku s krokem h =1, tj. x; =i — %m proi =0,1,:-,m. Za téchto podminek mizeme
sestrojit ortogonalni polynomy naslednym rekurentnim vztahem:

Go(x) =1,

Gi(x) = x,
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j2lm + 1% = j?]

G () = 26,00 =

Gi-1(x) proj = 1.

Tyto diskrétné ortogonalni polynomy G;, kde j =0,1,---,m, nazyvame Gramovy

polynomy. Nékolik dalSich Gramovych polynom( ma tedy tvar:
1
Go(x) = x* == [(m+ 1)? - 1],
12
1
G3(x) = x3 — %[S(m +1)?% — 7]x,

G,(x) = x* — %[S(m +1)2 —13]x% + %m(m +2)[(m + 1)%2 —9].

Vice o nich Ize najit ve zdroji [3, str. 60], ze kterého jsou také prejata data pouzita v této
¢asti.
Priklad 4.3.1.
Pro m = 4 dostdvdme Gramovy polynomy ve tvaru:
Go(x) =1,
G1(x) =x,
G,(x) = x% -2,

17
Gs(x) = x3 -

31 72
G,(x) = x* — 7x2 + 3

Jejich grafické znazornéni je zachyceno v grafu 1.

Gramovy polynomy maji vyznam napftiklad v aproximaci funkce metodou nejmensich

¢tvercu.
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Gs(x)

Gi(x)

Go(x)

Graf 1-Gramovy polynomy

4.3.2 JACOBIOVY POLYNOMY

Dale se jiz budeme zabyvat pfiklady spojité ortogonalnich polynom{. Vyznamnym
prikladem takovych polynom( jsou Jacobiovy polynomy. Jde o polynomy ortogonalni na

intervalu < —1,1 > s vdhovou funkci

w() = (1-x0)*(1+x)° (2)
kde a, b jsou redlna Cisla vétsi nez -1.
4.3.3 LEGENDROVY POLYNOMY

Specialnim pripadem Jacobiovych polynom jsou Legendrovy polynomy. Jde o pfipad, kdy
Cisla a,b ze vzorce (2) jsou rovna 0. Vahova funkce ma tedy tvar w(x) = 1. Stouto
vahovou funkci muiZeme na intervalu < —1,1 > definovat ortogonalni polynomy

nasledujicim zplsobem:

Py(x) =1,

d’
P;(x) _FW[( x*=1)/]proj =12,

Rekurentni vztah ma v pripadé Legendrovych polynom( tvar
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4 ORTOGONALN{ POLYNOMY

Po(x) =1,
P1(x) =X,
2j+1

J
Pi(x) = j+—1xpj(x) _H_lpj—l(x)-
Nékolik dalSich Legendrovych polynomu je tedy ve tvaru
1
P(x) = 5 (3% — ),

Py(x) = %(Sx3 — 3x),

1
P(x) = 5(359(4 —30x2 + 3).

Jejich grafické znazornéni zachycuje graf 2.

)

Po(x)

Ps(x) 05 Pad)

=
=1

Graf 2-Legendrovy polynomy

Zajimavou vlastnosti Legendrovych polynomU je, Ze jde o stridavé liché a sudé funkce.

Plati tedy P;(—x) = (—1)/P;(x).

Potrebujeme-li vyjadfit Legendrovy polynomy pro obecny interval < a,b >, vyuZijeme

jednoduchou substituci
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t_2x—a—b
~ b—a '

(3)
kterd prevadiinterval < a, b > v proménné x na interval < —1,1 > v proménné t.

Dilezitou roli hraji Legendrovy polynomy pfi numerickém integrovani. To si ukazeme
v pristi kapitole této prace. Vice informaci o Legendrovych polynomech lze ziskat
naptiklad v [4, str. 112] nebo v [3, str. 60]. Z téchto zdroja jsou také ¢erpana data pouzitd

v této Casti prace.
4.3.4 CeBYSEVOVY POLYNOMY
Druhym vyznamnym specidlnim pfipadem Jacobiovych polynomi jsou Ceby3evovy

polynomy. Zde jsou koeficienty a, b ze vztahu (2) rovny a = b = —%. Vahova funkce ma

tedy tvar w(x) = \/1i7 S touto vahovou funkci maji ortogondlni polynomy na intervalu
< —-1,1 > tvar:
T;(x) = cos(jarccos(x))proj = 0,1,
Rekurentni vztah pro Ceby$evovy polynomy je pak
To(x) =1,
Ti(x) = x,
Ti(x) = 2xTj(x) = Tj_1(x) proj = 1,2,
Nékolik dal3ich Cebysevovych polynom( tedy vypada nasledovné:
T,(x) = 2x? — 1,
T3(x) = 4x3 — 3x,
T,(x) = 8x* — 8x2 + 1.
Jejich grafické zndzornéni nam ukazuje graf 3.

| v ptipadé Cebysevovych polynomd jde o stfidavé liché a sudé funkce a plati tedy
Ti(—x) = (—1)j’1"]-(x). Pafnutij Lvovi¢ Cebysev tyto polynomy odvodil nejprve za Gcelem
efektivni a co nejpresnéjsi tvorby zemépisnych map, dnes vsSak maji uplatnéni
v nejriznéjsich oborech matematiky ¢i fyziky. Maji naptiklad dulezité minimalizaéni

vlastnosti, viz [4, str. 314]. Data v této ¢asti jsou pouzita ze zdroje [3, str. 59].
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Tofx)

T1{x)

Graf 3-Ceby$evovy polynomy

4.3.5 LAGUERROVY POLYNOMY

Dalsim prikladem spojitych ortogonalnich polynomu jsou Laguerrovy polynomy. Jedna se
o polynomy, které jsou ortogonalni na intervalu < 0,00) svahovou funkci w(x) =e™*

a které jsou definovany vztahem

Lo(x) =1,

d/ [x/
Li(x) = ex@<e—x> proj=1,2,-
Pro Laguerrovy polynomy plati rekurentni vztah
L_;(x) =0,
Lo(x) =1,
Liys = 2j+1- x)Lj(x) _jZLj—l(x) proj=0,1,-
Nékolik dalSich Laguerrovych polynom( ma tedy tvar
Li(x) =1—x,

L,(x) = 2 — 4x + x?,
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Ly(x) = 6 — 18x + 9x2% — x3,

Ly(x) =24 —96x + 72x% — 16x3 + x*.

Jejich grafické znazornéni zachycuje graf 4.

100

Lafx)

Lz(x)

Lofx)

Lifx)

L3(x)

Graf 4-Laguerrovy polynomy 1

Pro malou prehlednost grafu 4 pro nizsi hodnoty x je v grafu 5 znazornéno pfiblizeni této

oblasti. Laguerovy polynomy maji pomérné zajimavé vyuZiti pfi numerickém integrovani.

Toto vyuziti si ukdzeme v dalSich ¢astech prdce. Data pouzitd v této ¢asti prace jsou

prejata z [4, str. 119].
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=]

Graf 5-Laguerrovy polynomy 2

4.3.6 HERMITOVY POLYNOMY

Poslednim prikladem spojité ortogondlnich polynom, ktery v této praci priblizime, jsou
Hermitovy polynomy. Jde o polynomy, které jsou ortogonalni na intervalu (—oo, c0)

s vahovou funkci w(x) = e~ Jsou definovany vztahem

Ho(x) =1,
d/ [((-1))
. — ¥
Hi(x) =e dxf< e )
Pro Hermitovy polynomy plati rekurentni vztah
H—l(x) = O'
Ho(x) =1,

Hj 1 (x) = 2xH;(x) — 2jH;_1(x) proj = 0,1,
Nékolik dalSich Hermitovych polynomi ma tedy tvar
H,(x) = 2x,
Hy(x) = 4x? — 2,

Hi(x) = 4x3 — 12x,
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H,(x) = 16x* — 48x% + 12.

Jejich grafické znazornéni je zobrazeno v grafu 6.

Hz(x)

Hi(x)

Graf 6-Hermitovy polynomy
Hermitovy polynomy jsou stfidavé liché a sudé funkce, tj. plati H;j(—x) = (—1)jHj(x).
V praxi maji velmi vyznamné uplatnéni zvlasté v matematické statistice. Data v této ¢asti

prace jsou poutzita z [4, str. 120].
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

V paté kapitole se budeme vénovat numerické kvadrature. PFi jeji tvorbé jsme vyuZivali
zdroje [4], [5], [6]. Nasim cilem zde bude ukazat, jak efektivné vypocitat ptibliznou
hodnotu urcitého integralu z dané funkce f(x). Za tim ucelem budeme integral
aproximovat linedrni kombinaci funkénich hodnot integrované funkce ve vhodné

zvolenych bodech daného intervalu. Budeme tedy aproximovat integral

b
Kﬁ=fw&vwwm

kde w(x) je vdhova funkce, souctem

() = ) wif e,
i=1

Tento soucet budeme nazyvat kvadraturnim vzorcem, cisla w; jeho vahami a body q;,
o nichz predpokladame, ze levi uvnitf intervalu < a, b >, jeho uzly. Chybu kvadraturniho

vzorce pak budeme definovat vztahem E, (f) = I(f) — L,(f).

Vtéto praci se budeme zabyvat pouze jednim typem kvadraturnich vzorcd, a to
Gaussovymi kvadraturnimi vzorci. Jde o vzorce, které integruji presné polynomy az
do stupné 2n —1 vcéetné. Pfi jejich definovani budeme vyuZivat nékteré dUlezité
vlastnosti ortogondlnich polynom(. Kaidy polynom pell, lze vyjadfit jako linedrni
kombinaci ortogondlnich polynom0 py, -+, px. To plyne z vlastnosti Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace. Pro ortogonadlni polynom stupné n plyne z vlastnosti skaldrniho soucinu

(p, pn) = 0 pro vSechna pell,,_;. Dale maji ortogonadlni polynomy ndsledujici vlastnost:
Véta 5.1.

Kofeny x;, kde i =1,---,n, ortogondiniho polynomu p,, jsou redlné, navzdjem rizné

a vSechny leZi v otevieném intervalu (a, b).

DiUkaz: Uvazujme body xq,::+,x; v nichz polynom p,(x) méni znaménko a které lezi

v otevieném intervalu (a, b). Potom soucin (x — x1) :* (x — x;)pn(x) neméni znaménko

v (a,b). Protoie p,(x) je ortogondini ke viem polynomim stupné nizsiho nez n

na intervalu (a, b), plati
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

b
f (x = 1) (x = WP (D) dx = 0,

pro vSechna [ < n. Integrovana funkce vsak neméni znaménko, a proto nemlze byt
integral roven 0. Musi tedy platit [ = n. Tim je dokdzano, Ze vSechny kofeny polynomu p,,

musi byt redIné, navzdjem rGzné a musi leZet v intervalu (a, b).
Véta vCetné dlkazu je prejata z [4, str. 116].
Jinou dulezZitou vlastnost ortogondlnich polynom( nam ukazuje dalsi véta.
Véta 5.2.
Matice typun X n
< Po(t1) - Dpoltn) )
A= : :
Pn-1(t) = Pn-1(tn)
je proargumenty t;, kdei = 1,---,n, reguldrni.
Dikaz: Predpokladejme, Ze matice A je singuldrni. Pak existuje fadkovy vektor

¢’ = (co,***,Cn_1) # 0 takovy, ze cTA = 0. Polynom

n-—1

4@ = ) ami)

i=0
stupné p < n md n navzajem rliznych kofentl t;, -+, t,,. To mlZe nastat pouze v pfipadé,

kdy q(x) = 0. Déle necht [ je nejvyssi index takovy, Ze c; # 0. Pak mdZeme vyjadfit

-1
1
pi(x) = _c_lz cipi(x).
i=0

Tim dostdvame spor, protoZe polynom na pravé strané rovnosti ma nizsi stupen,
nez polynom p;(x) € II,.

Znéni véty véetné dukazu jsme poutzili z [5, str. 153].

Tato véta ndam ukazuje, Ze uUloha nalezeni funkce ve tvaru

n-1

p() = ) cmi(w)

i=0
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takové, ze p(t;) = fi proi = 1,---,n, ma vidy jednoznacné feseni.

S vyuZitim téchto dvou vét ndm jiz umoinuje formulovat vétu, kterd bude stéZejni
pro dalsi ¢ast prace.

Véta 5.3.

a) Necht xq,--+, x,, jsou kofeny ortogondiniho polynomu p,,(x) stupné n a necht Cisla

Wy, , Wy, jSou feSeni soustavy rovnic

(Po,Po) pProk =0

n
Z pr(xw; = : (4)
i=1 0 prok=1,2,..,.n—1

Pak jsouproi =1, 2,---,n ¢islaw; > 0 a plati

b

[ pewedx =y wint 5)
i=1

a
pro vSechny polynomy p € Il,,,_1. Kladnd Cisla w; nazyvdme vahami.

b) Naopak, pokud cisla w;, x;, kde i = 1,---,n, jsou takovd, Ze plati (5) pro vsechny
polynomy p € I1,,,_4, pak x; jsou kofeny ortogondiniho polynomu p,, a vdahy w;
splnuji (4).

c) Neni moziné najit takovd cisla w;, x;, kde i =1,---,n, aby platil vztah (5)

pro vsechny polynomy p € I1,,,.

DiUkaz: Podle véty 5.1. jsou kofeny x;, kde i = 1, -+, n, ortogondlniho polynomu p,, redina

a navzdjem rlizna Cisla leZici v otevieném intervalu (a, b). Matice
Po(x1) -+ Pol(xn)
A= : : (6)
pn—l(xl) o pn—l(xn)

je reguldrni podle véty 5.2. Soustava rovnic (4) ma tedy jednoznacné feseni. Uvazujme

libovolny polynom p € Il,,,_;. Kazdy takovy polynom m{iZe byt zapsdn zplsobem

p(x) = pn(x)q(x) + r(x), (7)
kde q,r jsou polynomy v II,_;, které muzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci

ortogonalnich polynomu
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n-1

q(x) = z agpr(x),

k=0
n-1

r0 = ) Bk,
k=0

Ponévad? py(x) = 1, mGZeme s vyuzitim (7) vyjadfit

b
f p(X)w(x)dx = (Pn,q) + (1,00) = Bo(Po, Po)-

a

Déle Ize také s vyuzitim (7) (protoze p,(x;) = 0) a (4) vyjadFit

Zn: wip(x;) = zn: w;r(x;) = nz_:lﬁk (i WiPk(xi)> = Bo (o, Po)-
i=1 i=1 k=0 i=1

Tim je dokazan vztah (5).

Ddle je tfeba ukazat, ze pokud pro &isla w;, x;, kde i = 1,---, n, plati vztah (5) pro vSechny

polynomy p € Il,,,_1, pak jsou Cislaw; > 0proi=1,-,n.

To Ize dokazat uZitim vztahu (5) na polynomy

n
p(x) = 1_[(9‘ — xp)? € Mypy_yp,
h=1

h#j
kdej =1, ,n.
MuUzZeme tedy psat
b n n

h=1
h#j

a

Tim je dokoncen dukaz ¢asti véty a).

0< ]p_](x)a)(x)dx = z wp,(x;) = w; n(x —xp)2.
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Nyni predpoklddejme, Ze pro Cisla w;, x;, kde i = 1,---,n, plati vztah (5) pro vSechny

polynomy p € Il,,. Potom polynom
n
p,(x) = H(x — x;)? € Iy
j=1

PouZzitim tohoto polynomu dostavame spor

b n

0< fﬁ(x)a)(x)dx = Z w;p(x;) = 0.

a
Tim je dokdazdna ¢ast véty c).

Abychom dokdzali ¢ast véty b), budeme predpokladat, Ze pro Cisla w;, x;, kdei =1,---,n,
plati vztah (5) pro viechny polynomy p € Il,,_;. Cisla x; musi byt navzijem rdzn3,
protoze v opacném pripadé bychom mohli formulovat stejny vztah pro integral s vyuZitim

pouze n — 1 Cisel x; a to by bylo v rozporu s ¢asti této véty c).

Pouzitim vztahu (5) na ortogonalni polynomy py, kde k = 0,:--,n — 1, dostaneme

b

n
> wine ) = [ e@o@dx = Grpo) = .
i=1 a 0 prok=1,2,---,n—1

(Po,Po) prok =0

Jinymi slovy vahy w; musi splfiovat (4).

PouZitim vztahu (5) na polynomy p(x) = pr(x)pr(x), kde k = 0,---,n — 1, dostaneme

0= Prpn) = Z w;iPn (X)) Pk (1),

kdek =0,---,n—1.

Jinymi slovy vektor ¢ = (Wypn(x1),, Wapn (x,))T je Fe$enim homogenni soustavy
rovnic Ac = 0, kde A je matice ve tvaru (6). ProtoZe Cisla x; pro i =1,:--,n jsou

navzajem rdzna, je matice A podle véty 5.2. regularni. Proto musi byt ¢ = 0 a tedy
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W;pn(x;) = 0 proi =1,---,n. Protoze w; > 0, musi byt p,(x;) =0 proi =1,--,n. Tim

je dokoncen dlkaz ¢asti véty b).
Véta i dlikaz jsou prejaty z [5, str. 153].

Vztah (5) nazyvdme Gaussovym kvadraturnim vzorcem. Ten je pfesny pro polynomy
stupné nejvyse 2n — 1. Pro ostatni funkce lze vyjadrit chybu Gaussovy kvadratury pomoci

nasledujici véty.
Véta 5.4.

Necht f je funkce, kterd md na intervalu (a, b) 2n spojitych derivaci. Potom

b n (2n)
En(f) = f FOw(x)dx — 2 wif (x;) = f(z—rf) (P Pr)

pro ée(a, b).

Tato véta plati pro ortogondini polynom, u néhoz je multiplikativni konstanta (tj.
koeficient u nejvyssi mocniny x) rovna 1. Nékdy je ovSem vhodné volit jinou

multiplikativni konstantu A4,,. S jejim pouzitim ma pak chyba Gaussovy kvadratury tvar

fEM )

E.(f) = AZ(2n)!

(P> Pn)-

Znéni této véty je prejato z [4, str. 117]. Zde Ize také nalézt jeji odvozeni.

Vahy Gaussovy kvadratury lze psat ve tvaru

b

w; = ja)(x)lj (x)dx.

a

kde [; je elementarni LagrangeQv interpolacni polynom ve tvaru

(x—ay) .. (x — aj_l)(x — aj+1) o (x—ay)

(aj - al) (aj - aj_l)(aj - aj+1) - (a; — a,)

lj x) =

Tento polynom je vhodné psat ve tvaru
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Pn(X)
(x — ap)p,(a;)’

kde

pn(x) = ﬁ(x —a),

d
p,’q(aj) = % vbodé x = a;.

vevys

= Ane1 () ®)
! Anpn+1(aj)p;1(aj),

kdej=1,--,n.

Vice o Lagrangeové interpolaci se mizeme docist napftiklad v [4], [6]. Tvar (8) je odvozen

v [4, str. 117].

S vyuZitim téchto poznatk( si jiz mGZeme ukazat nékolik pouZivanych typl Gaussovych

kvadratur.

5.1 LAGUERROVA-GAUSSOVA KVADRATUTA

Nejprve budeme uvaZzovat takové kvadratury, kde jako ortogondlni polynomy pouzijeme
polynomy Laguerrovy. Pro né maji multiplikativni konstanty A, hodnotu A, = (—1)".

Dale u nich plati

(Ln' Ln) = (n!)z'

Pro jednotlivé vahy u nich dostavame tvar

)
Y @) e (@)

Pro chybu této kvadratury ziskdvame vyjadreni
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

_

En - (Zn)lf(zn) (5)'

kde & € (0, ).

Tuto kvadraturu nazyvdme Laguerrovou-Gaussovou kvadraturou. LaguerrQv-Gaussiv

kvadraturni vzorec ma pak tvar

o

0

f e *f(x)dx = Z wjf(aj) + E,.
j=1

V tabulce 1 jsou uvedeny hodnoty uzld a vah pro nékolik hodnot n.

2 0,585786 0,853553
3,414214 0,146447
3 0,415775 0,711093
2,294280 0,278518
6,289945 0,010389
4 0,322548 0,603154
1,745761 0,357419
4,536620 0,038888
9,395071 0,000539
5 0,263560 0,521756
1,413403 0,398667
3,596426 0,075942
7,085810 0,003612
12,640801 0,000023

Tabulka 1-Laguerrova-Gaussova kvadratura

Data v této ¢asti prace jsme Cerpali z [4, str. 119].
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

5.2 HERMITOVA-GAUSSOVA KVADRATURA

DalSim typem Gaussovy kvadratury, ktery si pfibliZime, je Hermitova-Gaussova
kvadratura. U ni vyuzivame Hermitovy polynomy. Jejich multiplikativni konstanta A4,, ma

hodnotu 4,, = 2". Plati pro né

(H,, H,) = 2™"n!/m.

Pro jejich vahy tedy dostaneme tvar

2n+1n! \/E
Hy,(a;)Hps1(a;)

Pro chybu Hermitovy-Gaussovy kvadratury plati

VT

kde & € (—o0, ).

HermitOv-Gaussuv kvadraturni vzorec ma pak tvar

(0]

J e f(x)dx = z": w;f(a;) + En
=1

— 00

Hodnoty uzli a; a vah w; pro nékolik hodnot n jsou uvedeny v tabulce 2.

Pouzitd data jsme prevzali z [4, str. 120].
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

n Uzly a; Vahy w;
2 | £0,707107 0,886227
3 0 1,181636
+1,224745 0,295409
4 +0,524648 0,804914
+1,650680 0,081313
5 0 0,945309
+0,958572 0,393619
+2,020183 0,019953

Tabulka 2-Hermitova-Gaussova kvadratura

5.3 LEGENDROVA-GAUSSOVA KVADRATURA

Dalsim typem Gaussovych kvadratur, kterému se budeme vénovat, jsou Legendrovy-

Gaussovy kvadratury. Vzhledem ke vztahu mezi Jacobiovymi a Legendrovymi polynomy

mUzZeme fict, Ze jde o podtyp Jacobiovy-Gaussovy kvadratury.

V Legendrovych-Gaussovych kvadraturach bereme za ortogonalni polynomy polynomy

Legendrovy. U nich ma multiplikativni konstanta 4,, hodnotu

B (2n)!

Dale pro né plati

(Pn,Pn) =

Vahy mUzeme tedy vyjadrit vztahem

n+1

Y= (n+ 1)P;(a;)Pus1(a;)
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

Nakonec pro chybu Legendrovy-Gaussovy kvadratury plati

E B 22n+1(n!)4
2n+ D2

FE ),

kde & € (—1,1).

Legendriv-Gauss(v kvadraturni vzorec pak piSeme ve tvaru

1 n
ff(x)dx = Z wjf(aj) + E,,.
-1 j=1

V tabulce 3 jsou hodnoty uzli a; a vah w; pro nékteré hodnoty n.

2 | +0,577350 1

3 0 8/9
+0,774597 5/9

4 +0,339981 0,652145
+0,861136 0,347855

5 0 0,568889
+0,538469 0,478629
+0,906180 0,236929

Tabulka 3-Legendrova-Gaussova kvadratura

V této ¢asti jsme pouzili data z [4, str. 112].
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5 GAUSSOVA KVADRATURA

5.4 CeBYSEVOVA-GAUSSOVA KVADRATURA

Poslednim typem Gaussovych kvadratur, ktery si ukdZeme, jsou Cebysevovy-Gaussovy
kvadratury. Znovu mlzZeme fict, Ze jde o zvlastni pripad Jacobiovy-Gaussovy kvadratury.
V Ceby3evovych-Gaussovych kvadraturach bereme za ortogonalni polynomy Ceby3evovy
polynomy. Jejich multiplikativni konstanta A, ma hodnotu A4, = 2", Plati pro né

(T, T, = % Pro vahy w; plati tedy vztah

T
T3(a))Tns1(a))

V kofenech Ceby3evova polynomu T, (x) musi platit
cos(narccosx) =0
a zdroven
sin(n arccos x) = +1.

Proto

Tui1(a;) = cos[(n + 1) arccos q;]| =

= cos(narccos ;) a; — sin(n arccos a;) sin(arccos @;) = + /(1 —a?).

Také musi platit

n

T,’l(aj) = sin(n arccos a;) .
(1-a?)

S vyuZitim téchto poznatkl dostaneme znacné zjednoduseny tvar pro vahy
4
w; = —.
I n

Chybu Ceby3evovy-Gaussovy kvadratury mdzeme psat ve tvaru

45



5 GAUSSOVA KVADRATURA

2T

= Wf(zm &),

En

kde € € (—1,1).

Cebyseviv-Gaussiv kvadraturni vzorec ma pak nasledujici podobu:

1

1 T
_[ﬁf()@dx = ;]Zlf(a]) + En-

Z vlastnosti Ceby3evovych polynom( Ize vyjadfit jejich kofeny ve tvaru

(2j—Dm .
a; = COST,kdE] =1,..,n

Hodnoty uzli a; a vah w; pro néktera n jsou uvedeny v tabulce 4.

n Uzly a; Vahy w;
2 +0,707107 1,570796
3 0 1,047198
+0,866025 1,047198
4 +0,382683 0,785398
+0,923880 0,785398
5 0 0,628319
+0,587785 0,628319
+0,951057 0,628319

Tabulka 4-Ceby$evova-Gaussova kvadratura

PFi psani této ¢asti jsme vyuZzili data z [4, str. 122].
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6 RESENE PRIKLADY GAUSSOVYCH KVADRATUR

Cilem posledni ¢asti prace bude na prikladech ukazat vyuZiti Gaussovych kvadratur
v praxi. Nejprve si ukdZzeme vyuZiti Laguerrova-Gaussova kvadraturniho vzorce. S jeho
pomoci mizeme bez problém0 presné integrovat soucin libovolného polynomu a funkce

e % v mezich od nuly do nekonec¢na.
Priklad 6.1.

Vypoctéte integral

oo(2x3 —3x%2+x—4)

f p dx.
e

0

Nejprve vyreSime uUlohu béZinym analytickym zplsobem. ProtoZe je horni mez oo, jde

o nevlastni integral. Vyuzijeme-li tfikrdt metodu pro integrovani per partes, dostaneme:

dx = lim
ex t—o oo

oo t

(2x3 —3x2+x—4) (2x3 —3x2+x—4)
f f P dx
0 0

= lim([—e™*(2x3 —3x2+x—4) —e*(6x? —6x+1) —e*(12x + 6) — 12e7*]}) =
= tlim([—e‘x(2x3 +3x2+7x+3)]4) = tlim(—e_t(2t3 +3t2+7t+3)+3) =3.

Je vidét, Ze tento postup je pomérné zdlouhavy a pro polynomy vyssich stupnl se bude

vypocet kvuli nutnosti opakovaného uzivani metody per partes znacné protahovat.

Nyni si ukazeme reSeni s vyuZitim Laguerrova-Gaussova kvadraturniho vzorce. VSimnéme
si, Zze vintegrandu je polynom stupné 3. PonévadZ Gaussovy kvadraturni vzorce davaji
presné vysledky pro polynomy stupné nejvyse 2n — 1, zvolime pfi feSeni tohoto prikladu

n = 2. Dostaneme tedy

W

00(2x3 —3x2+x—4)
j e* d
0

= 0,853553[2(0,585786)3 — 3(0,585786)% + 0,585786 — 4] +
+0,146447[2(3,414214)3 — 3(3,414214)? + 3,414214 — 4] =

= —3,449746 + 6,449768 = 3,000022.
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6 RESENE PRIKLADY GAUSSOVYCH KVADRATUR

Tento postup vede ke spravnému vysledku mnohem rychleji a jedina chyba, ke které zde

dochazi, je zplsobena dosazovanim zaokrouhlenych hodnot uzli a vah do vzorce.

Laguerrova-Gaussova kvadratura ma uplatnéni naptiklad v kvantové mechanice, kde Ize

s jejim vyuZitim popsat vinovou funkci pti zkoumani stavu atomu vodiku.

Dale si ukdzeme vyznam Hermitovy-Gaussovy kvadratury. Ta ma v praxi vyuziti zejména
ve statistice, kde diky ni daji snadno pocitat hodnoty jednotlivych momentd normdlniho

rozdéleni.
Priklad 6.2.
Vypoctéte druhy a tfeti moment normovaného normainiho rozdéleni N(0, 1).

Normované normalni rozdéleni ma hustotu ve tvaru

1 %
fx) = Ee z,
Druhy moment Ize vypocitat jako
o o 2 e
f x2f(x)dx = f Ee Z dx.
Abychom dostali pozadovany tvar integralu, pouzijeme substituci
X
E =t.
Plati tedy
&
V2

Po prepocitani mezi integralu zjistime, Ze integrujeme znovu od —oo do oo,

Dostavame tedy

[ee]

2t2 2 f 2
-t 2,—-t
—e tdt=— tee”t dt.
VT Vi
—oo —00
ProtoZe se ndm uvnitf integralu vyskytuje polynom stupné 2, miZeme zvolit pro

HermitQv-Gaussav kvadraturni vzorec n = 2.

Prvni moment normovaného normalniho rozdéleni je tedy roven
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6 RESENE PRIKLADY GAUSSOVYCH KVADRATUR

[0 886227(—0,707107)% + 0,886227(0,707107)?%] =

ﬁIN

4
=—1[0,886227(0,707107)?] =
\/E[ ( )°]

Treti moment normovaného normalniho rozdéleni Ize vypocitat jako

o

f x3f(x)dx = f—e 2dx.

— 00

Pouzijeme-li stejnou substituci jako v predeslém ptipadé, dostaneme

fZ\/_ﬁ d—2ff3t2dt

—00

V integrandu se vyskytuje polynom stupné 3, a proto v Hermitové-Gaussové kvadraturnim

vzorci znovu volime n = 2.

Treti moment normovaného normalniho rozdéleni je tedy

2
2 |-[0,886227(~0,707107)° +0,886227(0,707107)°] = 0

V dalSich prikladech si ukdzeme vyuziti Legendrovych-Gaussovych kvadratur. Ty je
vyhodné pouzivat pro vycisleni integral(i z funkci, jejichz tvar je natolik slozity, Ze je velmi
narocné ¢i nemozné jejich integral béznym zplsobem vypocitat. Na nasledujicim prikladu
si ukazeme, jak se projevi zvolena hodnota n na presnosti Legendrova-Gaussova

kvadraturniho vzorce.
Priklad 6.3.

Vypoctéte integral

1
[ meos ()
mcos | —x)dx.
2
-1
Nejprve si vypoclitdme presny vysledek pomoci bézného analytického postupu.

Pouzijeme substituci
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6 RESENE PRIKLADY GAUSSOVYCH KVADRATUR

Dostaneme tedy
dt ==d
= —dx.
2
Po prepocitani mezi integralu budeme integrovat od — g do %

Po dosazeni dostavame integral

s
2

2cos(t)dt =2 f cos(t) dt =2[sin(t)]

r
2

e=2(1-(-1) =4
2

A3

T

2 2

Nyni pfiklad vyfeSime pomoci Legendrovy-Gaussovy kvadratury pron = 2.
Mame tedy

T T /s
f 7T COS (Ex) dx = 1 cos (E (—0,577350)) + 1 cos (E 0,577350) =

-1

= 1,935821 + 1,935821 = 3,871642.
Vidime tedy, Ze pro n = 2 neni vysledek pfilis presny.
Dale vyreSime stejny priklad pron = 3.

V tomto pfipadé mlzeme psat

s 5 s 8 5 s
f T COS (Ex) dx = 671 cos (5 (—0,774597) | + 571 cos(0) + 571 cos (E 0,774597) =

= 0,605125 + 2,792527 + 0,605125 = 4,002777.
Pouhym zvySenim n o 1 se nas vysledek vyrazné zpresnil.
Nakonec vypocitame stejny priklad pron = 5.

V tomto pripadé mame
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6 RESENE PRIKLADY GAUSSOVYCH KVADRATUR

T T
f T Cos (Ex) dx = 0,2369291cos <E (—0,906180)) +

-1

/i1
+0,4786291cos (E (—0,538469)> + 0,568889mcos(0) +

VA T
+0,478629TC0S (E 0,538469) + 0,2369291c0S (E 0,906180) =

= (0,109297 + 0,997096 + 1,787218 + 0,997096 + 0,109297 = 4,000004.
V tomto ptipadé uz tedy dostavame pomérné presny vysledek.
V dalSim pfrikladu si ukdZzeme poutZiti Legendrova-Gaussova kvadraturniho vzorce pro
integrovani s jinymi mezemi, neZ jsou -1 a 1.
Priklad 6.4.
Vypoctéte integral

4

f(4x3 — 6x% + 8x — 3)dx.
0

Nejprve budeme znovu ptiklad resit analyticky. Mame tedy

4
](4x3 — 6x2 +8x — 23)dx = [x* — 2x3 + 4x? — 23x]§ = 256 — 128 + 64 — 92 =
0

= 100.

Pfi feSeni Legendrovym-Gaussovym kvadraturnim vzorcem pouzijeme substituci (3):

x—2
t =

- x =2t + 2.
Ziskavame
dx = 2dt.

Po prepocitani mezi budeme pocitat integrdl od -1 do 1. To jsou poZzadované meze pro
vyuZiti Legendrova-Gaussova kvadraturniho vzorce a po dosazeni muiZeme pocitat

integral:
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1
f 2[42t + 2)3 — 6(2t + 2)% + 8(2t + 2) — 23]d¢.
-1

ProtozZe integrujeme polynom stupné 3, vyuzijeme Legendriv-Gaussuv kvadraturni vzorec

pron = 2. Dostavame

1

f 2[42t +2)3 — 6(2t + 2)? + 8(2t + 2) — 23]dt =
-1

= 2{4[2(—0,577350) + 2]® — 6[2(=0,577350) + 2]2 + 8[2(—0,577350) + 2] — 23} +
+2{4[2(0,577350) + 2]® — 6[2(0,577350) + 2]? + 8[2(0,577350) + 2] — 23} =
=~ —36,217633 + 136,217544 = 99,999911

V tomto ptipadé je chyba zplisobena pouze dosazenim zaokrouhlenych hodnot uzl( a vah

Legendrova-Gaussova kvadraturniho vzorce.

Nakonec si uvedeme priklad vypoétu pomoci Ceby$evovy-Gaussovy kvadratury. Ta je

uzite¢na v pripadech, kdy je integrand roven soucinu funkci, z nichZ jedna ma tvar

1
Vi—x2

Priklad 6.5.

Vypoctéte integral

o3 — 5x+%
[ros,

V1 —x2

-1

Nejprve provedeme klasické analytické reSeni. Integrdl si mlzeme rozlozit na soucet

integralQ
F2x3 — 5x + 2 L3y 13
f—”dx = | ——dx + dex.
2 V1 —x2 2 V1 —x2 J V1 —x?
Zjevné

1

J2x3—5xd 0

—dx ,
V1 —x2
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protoZe jde o integral liché funkce pres interval soumérny podle pocatku.

MuUZeme tedy psat

%3 —Sx 4o Po3 37 1
f—ndx= de=—f—dx.
A V1—x2 _1W T J) \1—%2

Protoze v mezich integradld neni integrand definovan, jde o nevlastni integral, ktery

budeme pocitat jako

12x3—5x+§ 3 : 1
—”dxz—f—dxz
2 V1 —x2 7T_1\/1—x2
0 s
= li 3 ! dx |+ li 3[ ! d =
_t—}£n1+ T w/]__xz X sir{l- T 1/1_362 X
t 0

3 3 3 3
_ . e . 0 . - . S| — : —_ 1 — =
= tngl1+ (n [arcsin x]t) + Slir{l— (n [arcsin x]o) tl)lznﬁ (O + 2) + sll,r{l— (2 + 0) 3.

Nyni si ukaZeme Fe$eni pomoci Ceby$evova-Gaussova kvadraturniho vzorce. Protoie se
v integrandu vyskytuje polynom stupné 3, pouzijeme n = 2.
Dany polynom tedy mlzeme pocitat jako

1, 5 3
2x°> —5x + p 3
jﬁdx =1,570796 [2(—0,707107)3 —5(-0,707107) + - +

- X
-1

3
+1,570796 [2(0,707107)3 —5(0,707107) + ;] = 5,942882 — 2,942883 =
= 2,999999.

Chyba je v tomto pfipadé zplsobena pouze dosazenim zaokrouhlenych hodnot vah a uzl(i

do Cebysevova-Gaussova kvadraturniho vzorce.
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ZAVER
Prvni ¢ast prace jsme vénovali strunému pfibliZzeni historického vyvoje ortogonalnich

polynom(i. Zvlast jsme pFitom rozebrali Zivot ruského matematika P. L. Ceby3eva, protoze

jeho védecky pfinos byl velmi vyznamny, ale jeho osoba neni nasi verejnosti pfilis znama.

V druhé kapitole jsme se jiz zacali vénovat teoretické ¢asti prace. Dfive neZ jsme se vSak
mohli zabyvat vlastni problematikou ortogonalnich polynomu, bylo zapotfebi definovat
zakladni pojmy a formulovat zakladni véty, ze kterych pak vychazel zbytek prace. Hlavnim

vysledkem druhé kapitoly bylo definovani prostor( L, ().

Ve treti kapitole jsme shrnuli nékteré zakladni poznatky matematické analyzy
o aproximaci problému, které jsou obtizné resitelné, ulohami numerickymi. Zvlasté jsme
se vénovali aproximaci funkci. Tuto Ulohu jsme si popsali nejprve obecné a nasledné jsme
si priblizili vyhody aproximace funkce pomoci polynom(. Mezi né patti kromé skutecnosti,
Ze se s polynomy dobfe pracuje, hlavné véta, ktera ndm ukazuje, Ze pomoci polynom Ize

aproximovat funkce s libovolnou presnosti.

Ctvrta kapitola je jiz vénovana hlavnimu tématu prace, kterym jsou ortogonalni polynomy.
V jejim Gvodu jsme definovali pojem skalarni soucin a nakonec i HilbertGv prostor. Diky
tomu jsme pak mohli formulovat a dokdzat obecny Gram(v-Schmidtlv ortogonaliza¢ni
proces. Pro jeho lepsSi pochopeni jsme predvedli vzorové reSeni prikladu Gramovy-

Schmidtovy ortogonalizace.

Dale jsme jiz zacali rozebirat ortogondlni polynomy jako takové. Nejprve jsme si
formulovali tvar skaldrniho soucinu na prostoru L, (i) a dokazali jeho vlastnosti. Dale
jsme uvedli a dokazali obecny rekurentni vztah pro tvorbu ortogondlnich polynomd.
Na zavér ctvrté kapitoly jsme predstavili nékolik specidlnich prikladd ortogonalnich
polynom(l. Kromé toho, Ze jsme ukdazali nékteré vlastnosti téchto priklad(i, jsme pro vétsi

nazornost doplnili tuto ¢ast grafy prislusnych ortogonalnich polynomu.

V nésledujici paté kapitole jsme presli k vyuziti ortogondlnich polynoma pfi numerické
integraci. Prvni ¢ast této kapitoly jsme vénovali dvéma pfipravnym vétam, diky nimz jsme
nasledné formulovali stéZejni vétu paté kapitoly, ve které jsme uvedli a dokdazali obecny
tvar Gaussova kvadraturniho vzorce. Kromé tohoto tvaru jsme uvedli i tvar vyjadreni jeho

chyby. Ve zbytku této kapitoly jsme ukdzali nékteré specialni pfiklady Gaussovy
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kvadratury. Kromé tvarl pfislusnych kvadraturnich vzorcl a nékterych jejich vlastnosti

jsme v této ¢asti uvedlii tabulky s nékterymi hodnotami jejich uzld a vah.

Posledni kapitola byla jiz vénovana resSeni konkrétnich priklad(i Gaussovych kvadratur.
Abychom ukazali pfinos téchto kvadratur, resili jsme vétsSinu ptikladd nejprve béznym
analytickym zplsobem a nasledné pomoci Gaussovych kvadraturnich vzorcl. Ukdazali jsme
jejich presnost pro integrovani polynomu i to, jak se pro jiné funkce s rostoucim n chyba
Gaussova kvadraturniho vzorce zmensuje. Také jsme v této casti uvedli pfiklady vyuziti

Gaussovych kvadraturnich vzorcu.

Praci mGZeme uzavfit s tim, Ze jsme shrnuli a ukazali zdkladni poznatky o ortogonalnich
polynomech, ale zdaleka jsme toto Siroké téma nevycerpali. Mohli bychom déle napfiklad
rozebrat chovani ortogonalnich polynom( v oboru komplexnich &isel. Dale bychom se
mohli zabyvat jejich vyznamem pfi feSeni diferencidlnich rovnic, ktery je také velmi
zajimavy a v této praci jsme mu nevénovali pozornost. Mohli bychom také vice rozebrat
vyuziti jednotlivych typld ortogondlnich polynomG v praxi, které je napriklad

u Cebysevovych & Hermitovych polynom( velmi Siroké.
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ReESUME

The main topic of this bachelor thesis is orthogonal polynomials and their utilization

in numerical integration. The first chapter is about history of orthogonal polynomials.

In the second chapter there are basic definitions, which are fundamental for the rest of
this thesis. Then in the third chapter we pursue approximation of functions and then we

show, why is in praxis useful to approximate functions by polynomials.

The fourth chapter is about the main topic, the orthogonal polynomials. At first we
formulate the Gram-Schmidt ortogonalization and then we use it to deduce recurrence
relations of orthogonal polynomials. In conclusion we state some special examples of

orthogonal polynomials.

The fifth chapter is about the utilization of orthogonal polynomials in numerical
integration. There is formulated the main theorem about the Gaussian quadrature in it.

Then we show some special types of Gaussian quadrature.

In the last chapter we solve several exercises to show some properties of Gaussian

guadrature and the utilization of it.
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