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Uvop

Uvop

V bakalarské praci na téma ,Vybrané typy diofantickych rovnic a jejich pocetni
vyuziti“ se budeme vénovat typlim diofantickych rovnic, které byly v historii
objeveny. Jednotlivé typy teoreticky popiSeme, vétsi Cast prace bude obsahovat reSeni
konkrétnich prikladi, aplikaci v praxi a jejich pouZitelnost ve vyuce na Skolach. Cilem
bakalarské prace je pochopit teoretickou podstatu jednotlivych typt diofantickych

rovnic a osvojit si zakladni principy feseni prikladi, jeZ se pokusime zkonstruovat.

Vavodu prace se seznamime sieckym matematikem Diofantem, ktery prinesl
zaklady téchto rovnic. Nasledné projdeme nejjednodussi typ diofantickych rovnic,
a to linedrni diofantické rovnice, ke kterym nas dovedou slovni ulohy
ze zdkladnich Skol. Jako motiva¢ni priklad mizZeme uvést: ,Na parkovisti parkuji
motorky a auta, priCemz hlida¢ spocital, Ze se na parkovisti nachazi celkem 28 kol.
Zjistéte, kolik hlidal aut a kolik motorek.” V dalsi kapitole nas budou zajimat
diofantické rovnice 2. stupné, tedy kvadratické diofantické rovnice, mezi néz patri
specialni typy jako pythagorejska rovnice, Pellova rovnici a zobecnéna Pellova
rovnice. U vyssich stupniti diofantickych rovnic se zminime pouze o problému zvaném

Velka Fermatova véta.
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1 POJEM DIOFANTICKE ROVNICE

Diofanticka rovnice byla pojmenovana po Diofantu Alexandrijském, ktery zil
ve starovékém Recku kolem 3. stoleti pred nasim letopoctem. Plivodné esil rovnice
v oboru racionalnich ¢isel. DneSni nazev diofantické rovnice predstavuje neurcité

polynomialni rovnice, které jsou reSitelné v oboru celych (prirozenych) cisel.

Obecné Ize diofantickou rovnici napsat ve tvaru
f(xll X2, ---rxn) = 0;
kde f je polynom xy, x,, ..., x,, s celo¢iselnymi koeficienty. Re§enim bude kaZda n-tice

[aq,ay, ..., a,], ktera nuluje polynom f.

1.1 DIOFANTUOV ZIVOT

Diofantos Alexandrijsky (Awd@avtop 0 AAegavdmevp), po kterém jsou diofantické
rovnice pojmenované, zil dle dochovanych dél a pozistatkii kolem roku 250 n. 1.
ve starovékém Recku. O jeho Zivoté toho piili§ nevime, dochoval se v$ak nahrobek,

z kterého lze spocitat délku jeho Zivota.

Epigram: (Kolman, 1969)
... Sestinu Zivota doprdl mu biih byt chlapcem.
Za dvandctinu Zivota pak narostly mu vousy.
K tomu sedmina, kdyZ uzavrel sriatek manZelsky.
Po péti letech vzesel z toho spojent syn.
Béda, dité tak milované doZilo se poloviny let otcovych,
KdyZ ho Hades straslivy povolal k sobé.

Jeste Ctyri léta sndsel Diofantos bolest, vénuje se vedeé...

JestliZe délku Diofantova Zivota oznacime x, potom lze sestavit rovnici ve tvaru

i+ lis+i4a=
6 12" 7 2 TETH

jejimZ feSenim je x = 84 let.
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1.2 DIOFANTOVO DILO

Diofantovo nejrozsahlejSi matematické dilo

DIOPHANTI

s ndzvem ,Aritmetika“ se skladalo z 13 knih,

znichz se dochovalo pouze Sest. Vtomto ALEXA
b ARITHMETICORVM
souboru knih definuje neurcené mnoZzstvi LIBRI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
jednotek jako nezndmou x, kterou nazyva LIBER VNVS.
“ g . o P M COMMENTARIS €. G. RACHETT V. C.
,Cislo“. Zabyval se také prevracenou @-o#j&runmf&n.rg?.deFERM.‘\T Senstorés Tolofoni.
Accellc Dodtrine Analy dica inuentum nouam,co! lefmm
hodnotou neznamé X, a jejiml az Sestyml aE qri_js:m[dcm D.__: FERMAT E olis,

mocninami. Ve své symbolice nemél znak
pro scitani, nasobeni ani déleni, specialni
znak pouzival pro odcitani. V knize resi
obecné wurc¢ité rovnice, linedrni rovnice,
kvadratické rovnice a specialni typ kubické
TTotosk,

rovnice. Ve svych propoctech se vénoval ExcadbaRER N ARD VS KOSC, ¢ Rrgione Colieij Sosiemst:Te,
M BC TEK M

pouze kladnym raciondlnim ¢Cislim, coz je
Obrazek 1 - "Aritmetika", [1]
v rozporu s tim, Ze dnes pii feSeni ,diofantickych
rovnic“ hledame celociselné reSeni. Neni jasné, zda o zdpornych korenech nékterych
rovnice veédél. Vdile ,Aritmetika“ teSi Diofantos také Kkonstrukéni ulohy

o pravouhlych trojihelnicich.

Mezi dalsi dila patfi pojednani o ,polygonalnich ¢islech®, ,,Porismata“ a ,Moriastika®“

o kterych se autor zminil pouze v dile , Aritmetika“ a obsah neni znam.

Mezi rozsahlé zdroje Diofantova aritmeticko-algebraického poznani se da zaradit
prace Herona, jenz zZil v 1. st. n. . Ten ve svém dile naznacuje myslenku pocitani
neurcitych rovnic, nicméné reSeni vzdy provadi na konkrétnich Cislech. Ve svém dile
navazuje také na starocinskou literaturu, konkrétné na dilo ,Matematika v deviti
knihach®, kde jsou reSeny pythagorejské neurcité rovnice. Dale na Pellovy rovnice
(pozdéji Fermatovy rovnice) a naznamou Archimedovu ulohu o dobytku. VSechny

tyto typy uloh budou probrany v nasledujicich kapitolach mé prace.
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1.3 ZAKLADNI TYPY DIOFANTICKYCH ROVNIC

Existuje mnoho typt diofantickych rovnic a problémi:

a) Linearni diofantické rovnice (diofantické rovnice 1. stupné)

Rovnice  maji  tvar a;x; +ax, +-+a,x, =c, kde koeficienty
ay,ay, ...,a,,c € Z. Slinearnimi diofantickymi rovnicemi se lidé setkavaji
denné. Nevédomky je fesi i déti v materskych Skolach a jsou pouze prepisem

béZnych situaci do jazyka matematiky.

b) Diofantické rovnice 2. stupné

b.1) kvadraticka diofanticka rovnice
Kvadratickou diofantickou rovnici o dvou nezndmych x, y rozumime
rovnici ax?+bx+cxy+dy+ey?=f, kde a,b,cdefeZ.
Re$enim rovnice je kazda uspoiadana dvojice [x, y]eZ2. Pro rovnice

tohoto typu neexistuje jednotny algoritmus pro ziskani reSent.

b.2) Pellova rovnice
Pellova rovnice je specidlnim typem kvadratické diofantické rovnice
0 2 nezndmych. M4 tvar x? — Ay? = 1, kde A je ptirozené &islo, které

neni prirozenou mocninou Zadného prirozeného cisla.

b.3) zobecnéna Pellova rovnice
Obecny tvar zobecnéné Pellovy rovnice je x> — Ay? = C, kde 4 je
prirozené Cislo, které neni prirozenou mocninou Zadného

prirozeného Cislaa C € Z.

b.4) Pythagorejska rovnice
Pythagorejskd rovnice ma tvar x?+y?=2z% kde x,y,z€Z;
x,y,2>0; D(x,y) =1 a x je sudé. V praxi hleda celoCiselné délky
stran pravouhlého trojuhelnika. Vysledkem je tzv. pythagorejska
trojice, kterd je popsdna jako x = 2ab, y = b? —a?, z=a® + b?,

kde 0 < a < b;a,b € N; a, b jsou nesoudélna ¢isla rtizné parity.
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c) VySsi stupné diofantickych rovnic

c.1) Velka Fermatova véta

Velkd Fermatova véta je vlastné Pythagorejskd rovnice tvaru

x"+y*=2z", kde n>3,x>1,y>1,z>1. Pfes 350 let trvalo

matematikiim dokazat, Ze neexistuji prirozena CcCisla, ktera tuto

rovnici resi.

1.4 DESATY HILBERTUV PROBLEM

David Hilbert (1862 - 1943) byl profesorem
matematiky a plisobil na prelomu 19. a 20. stoleti
v Némecku. V bakalarské praci se o ném zminujeme
proto, Ze na druhém mezindrodnim Kkongresu
matematikii v Parizi vroce 1900 predlozil
23 tzv. Hilbertovych problémi, znichZz desaty
se vénuje diofantickym rovnicim. Hilbertovy problémy
jsou otazky rlznych matematickych oblasti, na néz
bylo potifeba odpovédét. Desaty Hilbertliv problém
se zabyva otazkou, zda existuje obecny algoritmus

o konecném poctu krokii jak urcit, zda jakakoli

Obrazek 2 - David Hilbert, [2]

diofanticka rovnice ma ¢i nema fesSeni. Problémem se zabyvalo mnoho matematikaj,

avSsak az vroce 1970 dokazal rusky matematik Jurij Vladimirovi¢ Matijasevic,

Ze obecny algoritmus neexistuje.
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2 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

Obecna linearni diofanticka rovnice ma tvar

aiXq + azx, + -+ apx, =c, (2.1)
kde koeficienty ay,a,, ..., a, € Z, stejné jako ¢ € Z. ReSenim je usporddana n-tice
[X1, X2, ., Xn] € Z X Z X ...X Z, ktera nuluje levou stranu rovnice (2.1). Nutnou
podminku feSitelnosti rovnice (2.1) v oboru celych ¢isel definujme vztahem

D =D(aq,a,,...,ay) AD|c,

neboli ¢islo ¢ musi byt délitelné nejvétsim spolecnym délitelem cisel a4, a,, ..., a,.

2.1 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU NEZNAMYCH

Linearni neurCitou rovnici o 2 neznamych x,y (Bezoutovou rovnici, tj. obecnou
linearni diofantickou rovnici pro n = 2 ) budeme rozumét rovnici ve tvaru

ax + by = c, (2.1.1)
kde a,b,c € Z —{0}; x,y € Z. Aby rovnice (2.1.1) méla feSeni v oboru celych ¢isel,
musi byt splnéna nutna podminka resitelnosti a to, aby nejvétsi spolecny délitel cisel
a, b délil zaroveri Cislo c. Matematicky zapsano predpisem (2.1.2).

D =D(a,b) AD|c (2.1.2)

Ptikladem linearni diofantovské rovnice, ktera nema reseni je 12x — 6y = 7 (v tomto

pripadéjeD =6a6t 7).

Pokud vezmeme v ivahu rovnici (2.1.1) a splnime-li pfedpoklady vztahu (2.1.2), jsme
schopni odvodit obecné tesSeni linedrni diofantovské rovnice o dvou neznamych.
Odvozeni zacneme vydéleni rovnice (2.1.1) nejvétsim spolecnym délitelem
D a ziskame tvar

(a:D)x + (b: D)y = c: D.

Pro urcité x’, y’ plati, Ze rovnici Ize zapsat jako

(a:D)x + (b: D)y = 1. (2.1.3)

Pokud vynasobime vztah (2.1.3) ¢islem (c: D), existuji konkrétni feSeni x,, y,, ktera
vyhovuji rovnici (2.1.4).
(a:D)(c:D)x’ + (b:D)(c: D)y’ =c:D (2.1.4)
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Po vynasobeni ¢islem D dostaneme

(a:D)cx' + (b:D)cy’ = c.

Po dalSich apravach vznikne rovnice ve tvaru

a(c:D)x + b(c: D)y =c,
ktera v pripadé, ze x, = (c:D)x’ a y, = (c: D)y’ je obecnym feSeni linearni neurcité
rovnice. Tedy

axg + by, = c. (2.1.5)

Véta 1: (dalsi reseni)
V pripadé, Ze bychom hledali dalsi reSeni x,y; x # xy, ¥y # yo, plati véta 1: Mé&jme
neurcitou linearni rovnici ax + by =c; a,b,c € Z;x,y € Z, zndme-li alesponl jednu
dvojici xg, y,, ktera je reSenim, potom vSechna ostatni feSeni popisuje soustava

y =yo— (a:D)t,

x =x9+ (b:D)t,
kdet € Z.

Diikaz 1:
Po odecteni rovnice (2.1.5) od rovnice (2.1.1) a vydélenim cislem D, ziskavame

rovnici ve tvaru

(a:D) - (x = x9) = (b: D) " (yo — ¥) (2.1.6)

Z teorie vime, ze Cisla (a: D), (b: D) jsou nesoudélna. Z toho plyne, Ze (y, — y) musi
byt délitelné (a: D). Musi proto existovat néjaké t € Z, pro které plati
Yo —y = t(a: D). (2.1.7)

Tento vztah dosadime do (2.1.6) a dostaneme
(a:D) - (x —xy) = (b:D) - t(a: D),
coZ lze upravit na tvar

x — xo = (b: D)t. (2.1.8)

Ze vztaht (2.1.7) a (2.1.8) nyni jednoduse vyjadiime vSechna feSeni rovnice jako
y=yo— (a:D)t,kdet € Z,
x =x9+ (b:D)t,kdet € Z.
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Linearni diofantické rovnice o dvou neznamych lze fesit pomoci linearni kongruence,
jak je uvedeno v metodach jejich reSeni. Souvislost udava nasledujici definice

a tvrzeni (Demlov3, 2005).

Definice:

Je dano prirozené ¢islo b > 1. Rekneme, Ze celd Cisla a, ¢ jsou kongruentni modulo b,

piSeme a = ¢ (mod b), pravé tehdy, kdyz jejich rozdil a — c je délitelny cislem b.

Tvrzeni:

Kongruence a = c (mod b) ma teSeni pravé tehdy, kdyZz cislo ¢ je nasobkem
nejvétSiho spolecného délitele cisel a a b. Vtakovém pripadé najdeme vSechna

Cisla x jako reSeni diofantické rovnice ax + by = c.

Piiklad 1: (linearni diofanticka rovnice - kongruence)

Reste rovnici 15x + 16y = 20 pomoci kongruence.

Reseni 1:
Rovnici 15x + 16y = 20 lze rozdélit na dva pripady a kazdy reSit zvlast pomoci
kongruence. Pokud vyjadrime y z kongruence 16y = 20 (mod 15) podle predchoziho

tvrzeni o kongruenci a dosadime do diofantické rovnice, ziskame teseni.

16y = 20 (mod 15)
y =5 (mod 15)
y =5+ 15k

15x + 16(5 + 15k) = 20

15x + 240k = —60
x =—4—16k

Resenim je usporadana dvojice [—-4 — 16k; 5 + 15k]; kde k € Z.
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k X y
-1 12 —10
0 —4 5
1 —-20 20
Tabulka 1

2.2 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE O TRECH NEZNAMYCH

Analogicky jako pro dvé neznamé lze ukazat, Ze podminkou reSitelnosti linearni
diofantické rovnice o tfech neznamych ve tvaru

ax+by+cz=d,
kde a,b,c,d € Z; x,y,z€ Za a,b,c jsou nenulova cisla voboru celych cisel, je,
aby nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b, c délil zaroven ¢islo d. Matematicky zapsano

D = D(a,b,c) AD]d.

2.3 METODY RESENI LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC

2.3.1 RESENi LINEARNiCH DIOFANTICKYCH ROVNIC O 2 NEZNAMYCH

Metod pro reSeni linearnich diofantovskych rovnic o dvou neznamych existuje
mnoho. Od experimentalnich vypocti, pres reSeni pokusem, dosazovaci metodou
¢i klasické algebraické tesSeni. Moznosti feSeni takovych rovnic si ukdZeme

na nasledujicim ptikladu 2.

Priklad 2: (linearni diofanticka rovnice - slovni tiloha)

Méjme dva druhy akvarii. Prvni akvarium ma objem mensi nez 10 litr{i, ozna¢me ho x.
Druhé akvarium je vétsi, jeho objem oznacme y. Zavislost jejich objemd ma tvar

linedrni diofantovské rovnice: 12x — 7y = 10.

10
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Resenf 2:
Reseni pokusem pomoci tabulky:

Do tabulky zaneseme mozZné hodnoty c¢isla x, spocteme dvandactinasobek x,

dopocitame zbytek pro hodnotu 7y, ze které odvodime moZzZné celociselné vysledky.

x<10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
12x 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 72 | 84 | 96 | 108
7y 2 14 | 26 | 38 | 50 | 62 | 74 | 86 | 98
y - 2 - - - - - - 14

Tabulka 2

Z tabulky 2 vidime, Ze dle vSech zadanych parametrli vyhovuji pouze x = 9;y = 14.

Dvojice x = 2; y = 2 nemiiZe byt feSenim zadané dlohy, nebot ma byt y > x.

Reseni kongruenci:
Rovnici 12x — 7y = 10 lze rozdélit na dva pripady a kazdy reSit zvlast pomoci
kongruence. Prvni kongruence bude mit tvar —7y = 10mod(12) a druha
12x = 10 mod (7).
12x — 7y =10
—7y = 10 mod(12)
5y = 10 mod(12)
y=2+12k

Vysledek dosadime do zadané rovnice a dostaneme
12x —7(2 + 12k ) = 10,
x=2+7k.

Resenim je usporadana dvojice [2 + 7k; 2 + 12k]; kde k € Z.

x y
k<0 | x<0 |y<o0
k=0 2 2
k=1 9 14
k=2 16 26

Tabulka 3

Zadani vyhovuje pouze hodnota k = 1, feSeni je tedy x = 9; y = 14.
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Reseni dosazovaci metodou:

V pripadé dosazovaci metody je potreba ovérit nutnou podminku resitelnosti (2.1.2)
z kapitoly Linearni diofantické rovnice o dvou neznamych. Reseni existuje, nebot
D(12,7) =1 A1]|10. Rovnici 12x — 7y = 10 upravime tak, aby kazda jeji strana
obsahovala pouze jednu nezndmou. Tvar této rovnice je 12x = 10 + 7y. Za y nyni
budeme zkouSet dosazovat cela Cisla do té doby, neZ vysledek pravé strany rovnice
bude celoCiselnym nasobkem dvanactky. Tento princip je zobrazen v nasledujici
tabulce, ze které je vidét, Ze vysledkem je usporadana dvojice x =9;y = 14.
Usporadana dvojice x = 2;y = 2 jsou sice reSenim dané rovnice, nevyhovuji vSak

zadané podmince, Ze y > x.

y | 10+ 7y | délitelnost | x
1 17 12 +17 -
2 24 12|24 2
3 31 12 4 31 -
4 38 12 + 38 -
5 45 12 + 45 —
6 52 12 + 52 —
7 59 12 + 59 —
8 66 12 t 66 -
9 73 12473 -
10 80 12 + 80 -
11 87 12 + 87 -
12 94 12 1 94 -
13 101 12 + 101 -
14 108 12|108 9
Tabulka 4

Grafické reSeni:

Pokud znazornime rovnici 12x —7y =10 do grafu, jsou vysledky v mistech,
kde souradnice bodu x, y soucasné nalezi oboru ptirozenych ¢isel. Jak mlizeme vidét,
jsou to dvojice x =9;y =14 a x = 2;y = 2. Dvojice o souradnicich x = 2;y =2

nevyhovuje podmince y > x, proto neni tato dvojice reSenim zadané ulohy. V grafu

......
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feSeni ndlezi oboru celych ¢isel (potazmo v takto zadané slovni Uloze ptirozenym

Cisltim).

12x-7y =10

16
9;14

14
8; 1’2//
12
7; /1‘%/
10

Graf 1 - grafické reSeni linearni diofantické rovnice

Algebraické reseni:
Nejprve ovérime nutnou podminku reSitelnosti, tj. vztah (2.1.2) z predchozi kapitoly.
Rovnice je feSitelna, protoze D(12,7) =1 A 1|10. Provedeme Euklidiv rozklad ¢isel

a, b.

12=1-7+5
7=1-5+2
5=2-2+1
2=2-1+40

Cislo 1 Ize tedy zapsat nasledovné.
1=5-2-2=1-5-2(7-1-5)=3:5-2-7=3(12-1-7)—-2"7
1=3-12-5-7

13
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Cislo ¢ z diofantické rovnice je desetkrat vétsi neZ ¢&islo 1, vynasobime tedy rozklad
¢islem 10.
10=30-12-50-7
Koeficienty x,, y, pred Cisly a, b jsou jednim reSenim zadané rovnice.
xo = 30,y =50
Obecné fteSeni ziskame dosazenim do rovnic x = xy + (b:D)t, y =y, — (a:D)t,
kdete Z:
x=30— (7:1)t,
y=50—- (12: 1)t.
Tyto rovnice musi dle zadani spliovat nasledujici vztahy, ze kterych jsme schopni

urcit hodnotu celociselného parametru t.

30
x> 0: 30 -7t >0 t<=—
> 0: 50 — 12t > 0 £
y= = =12
20
x<y: 30-7t<50-12t t<T
20
x < 10: 30 — 7t < 10 >
- ¥ - .-
- & L [ ] [ ]
28 30 3.2 34 3H 3B 40 4.2
=7 1 [ Il
. . ' e 4 .

Obrazek 3 - Ciselna osa, [3]

Z grafického znazornéni vyplyva, Ze parametr t musi byt roven 3. Parametr dosadime
do predpisi a ziskdme vysledné hodnoty x = 9; y = 14. MenS$i akvarium ma objem 9

litra a vétsi akvarium 14 litra.
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Reseni vyjadienim ¢lenu s nejmensim Koeficientem:
Linearni diofantickou rovnici o dvou nezndmych lze teSit osamostatnénim clenu

s mensSim z koeficientli, v naSem pripadé y. Dostaneme tedy vyjadieni

12x-10 19x—17
= =1l-x+—-
7 7

19x—-17

Protoze reSenim diofantické rovnice jsou cela Cisla, musi € Z alze tedy polozit

9 —_ . 7 v
Dx-17 t,kde t € Z. Ztohoto vztahu vidime, Ze x = ity

> . coZz muzeme dosadit

do ptivodniho vztahu. Ziskdme rovnici

1 7t + 17 Ly
Y= 19
/ / p 12t+2  ~x ’ . . V.
Pokud tento vztah upravime, ziskame y = X ReSenim rovnice je mnoZina
uspoiadanych dvojic [%; 125;2] ;tEZ.
t x y t x y t x y
80 110 136 218
1| 23 14 9o | = | = 17 | =2 218
19 19 19 19 19 19
31 26 87 122 143 2
2 > - 10 | —= == 18 —— =
19 19 19 19 19 19
38 38 94 134 150 230
3 — =2 — =2 11 — —_— 19 — —
19 19 19 19 19 19
PR T B IV B S C O ) PV R 7 B 2
19 19 19 19 19 19
52 62 108 158 164 254
5 22 = 13 | — g 21 — =2
19 19 19 19 19 19
59 74 115 170 171 266
6 — — 14 —_— —_— 22 | —=9 | — =14
19 19 19 19 19 19
66 86 122 182
7 — i 15 | === -
19 19 19 19
73 98
5| B | B ||| 2 [
19 19 19 19
Tabulka 5

Vysledkem v souladu se zadanim je x = 9; y = 14.
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2.3.2 RESENI LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC O 3 A 4 NEZNAMYCH

Stejné jako Bezoutovy rovnice maji linearni diofantické rovnice o 3 ¢i 4 neznamych
nékolik metod pro ziskani fe$eni. ReSeni se d4 samozi‘ejmé ziskat metodou ,pokus-
omyl“, algebraickym reSenim za pomoci Euklidova rozkladu cisel, feSenim pomoci
kongruence, nebo osamostatiiovanim c¢lenu s nejmensim koeficientem. NiZe uvadim

dvé nejzajimaveéjsi metody ziskani vysledkd.

Piiklad 3: (linearni diofantické rovnice o 3 neznamych)

Méjme k dispozici mince v hodnotach 5, 10 a 20 korun. Najdéte moznosti zaplaceni

castky 300,- K¢, kdy kazdou musime alespon jednou pouZit.

Oznaceni:
X ... poCet pétikorun
y ... poCet desetikorun

Z ... poCet dvacetikorun

ReSeni 3:
Ptiklad 3 budeme resit metodou vyjadieni ¢lenu s nejmensim z koeficientli. Sestavena

rovnice bude mit tvar 5x + 10y + 20z = 300. Podminka reSitelnosti této rovnice

v oboru celych ¢isel je splnéna, nebot D(5,10,20) =5 A 5|300.

Vnasem piipadé je nejmenSim Kkoeficientem Ccislo 5, budeme tedy vyjadiovat
neznamou x jako

_ 300 —10y — 20z
Bl 5

—5y — 15z + 295

x 5

=—y—z+1+

ProtoZe vysledek hleddme v oboru celych ¢isel, 1ze rovnici zapsat ve tvaru

x=—-y—z+1+t, (2.3.2.1)

—5y—152z+295

kde t = , t € Z. Pokud z této substituce vyjadiime neznamou y a dosadime

do rovnice (2.3.2.1), ziskdme rovnici

x =2z+ 2t — 58.
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Re$enim je mnoZina uspotradanych trojic [2z + 2t —58;—3z —t + 59;z];t,z € Z,

kdy vSechna reSeni jsou zobrazena v Tabulce 6.

t z x y
16 | 14 2 1
17 | 13 2 3
18 | 12 2 5
18 | 13 4 2
19 | 11 2 7
Tabulka 6

Piiklad 4: (linearni diofantické rovnice o 4 neznamych)

Do ovocného kosiku se vejde 48 plodi jakéhokoli ovoce, které je vSak roztridéno
po bali¢cich. Do kose miizeme vkladat jablka balend po 2 kusech, hrusky zabalené
po ctvericich, Svestek je v kazdém baleni 16 kusti a tieSni se do jednoho pytliku veslo

32 kusu. Kolik bude v kosiku baleni od kazdého druhu ovoce?

Oznaceni:

x ... poCet baleni jablek
y ... poCet baleni hrusek
Z ... poCet baleni Svestek

w ... poCet baleni tieSni

Resen{ 4:

Vtomto pripadé pouzijeme zpusob fteSeni pomoci kongruence, aplikovanou
na rovnici 2x + 4y + 16z + 32w = 48. Podminka reSitelnosti rovnice v oboru celych
Cisel je splnéna, protoze D(2,4,16,32) = 2 A 2|48.

V feSeni budeme postupné eliminovat neznamé a nahrazovat parametry. Pokud bude
v rovnici kongruence n neznamych, za modulo budeme povaZovat nejvétsi spolec¢ny

délitel z n — 1 koeficient, jejichz velikost je nejvétsi.
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1. nahrazeni x parametrem t a zpétné dosazeni

2x +4y + 16z + 32w = 48
2x + 4y + 16z + 32w = 48 (mod 4)
2x =0 (mod 4)
2x = 4t
x =2t,kdeteZ
4t + 4y + 16z + 32w = 48
4y + 16z + 32w = 48 — 4t

2. nahrazeni y parametry t a s a zpétné dosazeni

4y + 16z + 32w = (48 — 4t)(mod 16)
4y = —4t (mod 16)
4y = —4t + 16s
y=—t+4s,kdet,seZ
—4t + 165 + 16z + 32w = 48 — 4t
16z + 32w =48 - 165

3. nahrazeni z parametry r a s a Zzpétné dosazeni

16z + 32w = (48 — 16 s)(mod 32)
16z = (48 — 16 s)(mod 32)
16z = 16 — 165 + 32r
z=1—s+2r,kder,seZ
16 —16s + 32r + 32w =48 — 165
w=1-rkdereZ

Re$enim rovnice 2x + 4y + 16z + 32w = 48 je usporadana ¢tvefice [x,y,z w] dana

predpisy

x = 2t,

y = —t +4s,
z=1—-5s+2r,

w=1-rkdet s, reZ.
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MnoZina vSech reSeni je uvedena v nasledujici tabulce.

t s T x |y | z |w t s T x|y | z |w
0 0 0 0 0 1 1 4 3 1 8 0 0
0 1 0 0 4 0 1 5 2 1 10 3 1 0
0 0 1 0 0 3 0 5 3 1 10 7 0 0
1 1 0 2 3 0 1 6 2 1 12 2 1 0
1 1 1 2 3 2 0 6 3 1 12 6 0 0
0 1 1 0 4 2 0 7 2 1 14 1 1 0
2 1 0 4 2 0 1 7 3 1 14 5 0 0
2 2 1 4 6 1 0 8 2 1 16 0 1 0
3 2 1 6 5 1 0 8 3 1 16 | 4 0 0
2 3 1 4 10 0 0 9 3 1 18 3 0 0
3 3 1 6 9 0 0 10 3 1 20 2 0 0
4 1 0 8 0 0 1 11 3 1 22 1 0 0
4 2 1 8 4 1 0 12 3 1 24 0 0 0
4 1 1 8 0 2 0
Tabulka 7

2.3.3 OBECNE RESENI LINEARNiCH DIOFANTICKYCH ROVNIC

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole cislo 2, obecna linearni diofanticka rovnice ma tvar
a;x, + azx, + -+ aypx, = c, kde koeficienty a,,a,, ...,a,,c € Z. Nutna podminka
reSitelnosti v oboru celych cisel je splnéna, kdyZz cislo ¢ je délitelné nejvétSim
spolecnym délitelem koeficienti a4, a,,...,a,. Kieseni linearnich diofantickych
rovnic, kde n >3 se vétSinou uzivd Kkongruenci, pri kterych jsou neznamé
vyjadiovany pomoci parametri. Pokud si peclivé prohlédneme ptiklady 2 a 4 feSené
pomoci kongruenci, zjistime, Ze pro n = 2 ziskdme usporddanou dvojici sjednim
parametrem. V piikladu 4 (linedrni diofantické rovnice o 4 neznamych, tedy n = 4)
jsme vyslednou usporadanou ctverici [x,y,z,w] dokazali vyjadrit pomoci tfech
celociselnych parametrii. Tyto poznatky mliZeme shrnout tak, Ze vysledkem linearni
diofantické rovnice je mnoZina usporadanych n-tic popsana n — 1 celoc¢iselnymi

parametry.
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Naznak feSeni:

Podminky:
* a4,0y..,a,,CEZ
* D(aq,ay,...,a,) = D je nejvétsi spolecny délitel koeficientli
e plati nutnd podminka reSitelnosti v oboru celych cisel

° a1<a2<"'<an

OznacCme:
Dl = D(az, ey an)
DZ - D(a3, ey an)

Postup:

Nejprve provedeme kongruenci plivodni rovnice podle modulo D;. Vyjadrime
neznadmou x; pomoci parametru t;, dosadime do ptivodni rovnice a prevedeme tento
¢len na druhou stranu rovnice.

a;xqy +azx, +--+apx, =c¢
a;xq + axx; + -+ apx, = c (mod D,)
a,x; = ¢ (mod D,)
a;x, = ¢ (mod D;) + t1D;

¢ (mod D;) + t;D
X, = ( al) ! 1,kdeteZ
1

a,x, + -+ apx, = c—c(modD,) — t;D;

Nyni bychom pouzili stejny postup podruhé. Dostali bychom vyjadreny clen a,x,
pomoci parametrl t; at,. Po pouZiti tohoto postupu (n — 1)-krat, bychom ziskali
usporadanou n-tici [xq,x5,...,x,] zoboru celych C¢isel vyjadfenou pomoci

n — 1 parametrd, tj. pomoci parametri ty, t, ..., t_q-
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2.4 SOUSTAVY LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC

Slovni ulohy vedouci na linearni diofantické rovnice mohou byt omezeny vice
podminkami. Vtakovém pripadé ze =zadani vytvorime soustavu linearnich

diofantickych rovnic, kterou lze zapsat v maticovém tvaru Ax = ¢, kde

A1 Az ... QA S X2 1 5 Cy
A= : : . : X = : ,Ce= e
Am1i Amz - Qmn Xn Cn

kde m je pocet linearnich diofantickych rovnic o n neznamych x;,x,, ..., x,. Dale

Amn € Z, ¢, € Z ateSenim je kazda uspoiadana n-tice [xq, x5, ..., X, ]€Z™, kdem < n.

Metody fe$eni nazna¢ime v nasledujicim ptikladu. Resitelnost rovnic je hodnocena
dle podminek urCenych v predchozich kapitolach. Soustava je reSitelna v pripadé,

ze hod (A) = hod(A|c).

Priklad 5: (soustava linearnich diofantickych rovnic)
Méjme ndsledujici soustavu diofantickych rovnic.
x+6y+12z=4 (2.4.1)
2x +10y+ 14z =6 (2.4.2)

Urcete vSechna reSeni soustavy.

ReSeni 5:
Rovnice soustavy jsou feSitelné, nebot je splnéna podminka reSitelnosti prvni rovnice

D(1,6,12) =1 A 1|4 a zaroven rovnice druhé D(2,10,14) = 2 A 2|6. Soustava je

fvowe 1 y 1 6 12\ _ 1 6 12/4
takeé resitelna, protoze hod (2 10 14)—hod (2 10 14 6)'

Dosazovaci metoda:
Z rovnice (2.4.2) vyjadiime nezndmou x: x = =5y — 7z + 3 a dosadime do (2.4.1):
y + 5z = 1. Pokud z této rovnice vyjadiime y, bude feSenim mnoZina uspoiradanych

trojic [18z — 2; 1 — 5z; z], kde zeZ.
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Sc¢itaci metoda:
Rovnici (2.4.1) a (2.4.2) upravime tak, aby po jejich seCteni se odecetla jedna
neznama. S¢itdme tedy napriklad rovnice
—2x — 12y — 24z = -8,
2x + 10y + 14z = 6.

Po secteni dostaneme stejnou usporadanou trojici jako z dosazovaci metody.

Maticovy pocet: (Hora, 2011)

X
4= 10 14) ’?=<3Z’>;E= (6)

Nejprve se budeme snazit upravit matici A do diagonalniho tvaru. Nediagonalni ¢leny
matice A prevedeme elementarnimi fadkovymi a sloupcovymi Upravami matice,
coZ je matematicky stejné jako ndsobeni matice A zprava unimodularnimi maticemi
R; a zleva unimodularnimi maticemi L;, coZ jsou ¢tvercové matice s celociselnymi

prvky a jejichZ determinant je bud’ 1, nebo -1.

1 -6 0
Ri=[0 1 o
0 0 1

1 -6 0
G Do oG 5

a) vynulovani ¢lenu a,,

b) vynulovani ¢lenu a5

(—12 (1))(; —02 —20):((1) —02 —20)
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d) vynulovani ¢lenu a,;
1 0 O
R4 = 0 1 _5
0 0 1

1 0 0
6% So(o1 =)= % )

Nasobeni unimoduldarnimi maticemi Slo nahradit v jednotlivych krocich:
a) pricist —6nasobek prvniho sloupce k druhému sloupci
b) pricist —12nasobek prvniho sloupce ke tietimu sloupci
c) pricist —2nasobek prvniho radku k druhému radku

d) pric¢ist —5nasobek druhého sloupce ke tretimu sloupci

_ ., _(1 0 1 -6 18
L—L3—(_z 1) R=R1-R2-R4=(0 1 —5)

0 O 1

Potom Smithtiv.  normdlni  tvar matice A je definovan  jako

D = LAR = (_12 (1)) . (; 160 1?1-) . (é _36 i;) = ((1) _02 8) V disledku

zmény matice A se musely zménit i prvky matice ¢, konkrétné o nasobek matice L.

Prava strana rovnice ma tedy tvar ¢’ = LC = ( 12 (1)) . (g) = ( 42) . Pvodni matici
jsme zleva vynasobili matici L a zprava matici R. Nové FeSeni miiZzeme napsat ve tvaru

X

LARY = Dx = ?, po dosazeni ((1) _02 8) 1y )= (_42) Re$enim téchto rovnic je
z

R 1 -6 18 4 18t — 2
Tzn: X=Rx =(0 1 -5|-(1)=|-5t+1),kdeteZ, coz koresponduje
0 O 1 t t

s vysledky predchozich zplisobi feseni.

23



LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

2.5 PRAKTICKE UZITI LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC

Predstavme si, Ze stojime v obchodé u pokladny, mame penéZenku plnou minci,
prodavacka seCte cenu zboZi a co se déje dal? Kazdy clovék v podvédomi reSi
diofantickou rovnici. Potfebuje zkombinovat mince rtiznych hodnot tak, aby se soucet
co nejvice pribliZoval cené nakupu. Proc se ale této rovnici rika diofanticka? Odpoveéd’
je jednoducha. Diofanticka rovnice je rovnice feSena v oboru celych ¢isel, tzn. v ramci
celych minci. Metodu feSeni diofantickych rovnic vtéchto situacich nazyvame
»pokus-omyl“ a uci se s ni pracovat jiz déti na prvnim stupni zakladni skoly za pomoci
zakladnich aritmetickych operaci. Touto metodou bohuzel nedokdZeme najit vSechny
moZnosti feseni. VSechna reseni mohou ziskat Zaci druhého stupné zakladni skoly,
kteii absolvovali vyuku o linearnich rovnicich. Zaci vysokych $kol mohou k feseni
vyuzit nejrychlejsi zplisob reseni pomoci kongruence modulo n, které bylo jiz drive
vysvétleno. Tato metoda je vhodna predevsim na sloZitéjsi rovnice o vice proménnych
a vysledkem je mnozina vSech reSeni. Stejné tak soustavy linearnich diofantickych
rovnic pomoci Smithova normalniho tvaru matice mohou resit az studenti vysokych
Skol. Na linearni diofantické ulohy vedou i nékteré geometrické ulohy (moZnosti
délek stran trojuhelnika v zavislosti na obvodu), objemové ulohy (presné naplnéni

sudu o urcitém objemu rizné objemnymi nddobami) a mnoho dalsich.

24



DIOFANTICKE ROVNICE 2. STUPNE

3 DIOFANTICKE ROVNICE 2. STUPNE

Kvadratickou diofantickou rovnici o dvou neznamych x, y rozumime rovnici ve tvaru

ax? + bx + cxy + dy + ey? = f, (3.1)
kde a,b,c,d,e,f € Z. Resenim rovnice je kardd usporddana dvojice [x,y]eZ?.
Pro rovnice tohoto typu neexistuje jednotny algoritmus pro =ziskani feSeni.
Koeficienty v rovnici (3.1) lze pokladat rovné 0 nebo jinym konstantam, ¢imz vznikaji

rizné typy kvadratickych diofantickych rovnic. Zakladnim typem je tvar

ax? +ey? =f, (3.2)
kde koeficienty b, ¢, d z rovnice (3.2) jsou rovny nule. Rovnice (3.2) je reSitelna pravé
tehdy, kdyZ nejvétsi spolecny délitel a,e déli f. Matematicky zapsano D(a,e)|f.

Metody reSeni si ukaZeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 6: (kvadraticka diofanticka rovnice)

Sedm ctverci s délkou strany x a Sestnact ¢tvercl s délkou strany y maji dohromady
obsah 23j2. Priklad je velmi jednoduchy a umély, aby mohly byt metody FeSeni

vysvétleny jasné.

Reseni 6:
Rovnice bude mit tvar 7x? + 16y? = 23. Podminka FeSitelnosti je splnéna, nebot

D(7,16) = 1 A 1]23.

Metoda pokus-omyl:

V této metodé zkouSime volit za x nebo y libovolné prirozené cislo. Pokud druha
z dvojice neznamych bude nalezZet také oboru prirozenych Cisel, je tato usporadana
dvojice vysledkem prikladu 6. Obecné bereme za obor reSeni diofantickych rovnic
Cisla celd. Vtomto prikladu uvaZujeme pouze o Cislech prirozenych, protoze
usporadana dvojice predstavuje délky stran. Pokud zvolime naptiklad x =1,y = +1.

Za teSeni mizZeme povazovat uspoi-adanou dvojici [1, 1].
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Reseni vyjadienim ¢lenu s nejmensim Koeficientem:
Z rovnice 7x? + 16y? = 23 vyjadiime x? jako

2 _ 23-16y% _
=—=

2-2y2

3—2y%+ =3-2y%+t,

2—-2y2
7

kde =tatelZ.

Vime, Ze y? = %, coz dosadime do rovnice x? =3 —2y%?+t =1+ 8t. Pokud

vyjadrime x a y, dostaneme usporadané dvojice x = +vV1+8t, y =+ /%, které

davaji smysl naptiklad pro t = 0. Re$eni hledame voboru celych kladnych &isel,

takze vysledkem je usporadana dvojice [1, 1].

Reseni kongruenci:

Zadanou rovnici rozdélime na dva pripady reseni.

7x% + 16y? = 23 mod 7 7x% + 16y? = 23 mod 16
2y?=2mod7 7x% = 23 mod 16
y? = 1mod7 7x% = 7 mod 16
y2=1+7t x? =1mod 16
y=+V1+7¢ x?=1+16t
x=+v1+ 16t

V tvahu bereme jen kladné hodnoty, napriklad pro t = 0. Vysledkem je usporadana
dvojice [1,1]. Misto pouziti druhého reseni pomoci modulo 16, Slo y = +V1 + 7t
dosadit pfimo do 7x%+ 16y%? =23 a Upravami zjistit rovnici pro x, coZ je

matematicky korektni.
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Grafické reSeni:

Pokud bychom zadanou rovnici sledovali z hlediska geometrie, vyjadroval by predpis
rovnici elipsy se stredem v pocatku. Jestlize vysledkem jsou délky stran, musime
reSeni hledat v prvnim kvadrantu. Vysledkem je usporadana dvojice, pro nizZ jsou

hodnoty x a y z ptrirozenych Cisel, tj. bod [1, 1].

Obrazek 4 - kvadraticka diofanticka rovnice, [4]

S témito typy rovnic se setkavaji Zaci jiz na zakladni $kole. Re$eni se pokousi najit
bud metodou pokus-omyl, ¢ vyjddienim clenu snejmensim koeficientem
a naslednym parametrizovanim. Slovnich uloh vedoucich k vyjadieni kvadratickych
diofantickych rovnic typu ax?+ey?=f neni mnoho. Jednd se piedev$im
o geometrické priklady v navaznosti na Pythagorovu vétu. Nejvyhodnéjsi metodu
FeSeni pomoci kongruence (ziskdme vSechna treSeni) vyuZiji aZ zaci vysokych skol.
Je potieba znat teorii elementarni algebry a zaklady kongruence modulo n. Ve vétSiné
pripadi je obtiZné najit celoCiselné reSeni a pokud existuje, najdeme pouze nékolik

malo uspoiadanych dvojic.

Soustavy kvadratickych diofantickych rovnic se daji stejné jako soustavy linearnich
diofantickych rovnic reSit scitaci ¢i dosazovaci metodou, kdy pro kaZzdou z rovnic

musi byt splnéna podminka reSitelnosti.
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3.1 PELLOVA ROVNICE

Specialnim typem kvadratické diofantické rovnice o 2 neznamych je Pellova rovnice,
ktera ma tvar

x? —Ay? =1, (3.1.1)
kde A je prirozené Cislo, které neni ptirozenou mocninou Zadného prirozeného cisla
(napriklad A # 4). Trivialnim reSenim rovnice (3.1.1) jsou usporadané dvojice [1, 0]

a [—1, 0], kterymi se automaticky nebudeme zabyvat.

Vysvétleni, pro¢ A nemiiZe byt pfirozenou mocninou zadného prirozeného cisla
je jednoduché. Pokud by A =a? pro aeN pak rovnice x? — (ay)? =1 nema
celociselné reSeni, protoze rozdil dvou ¢tverci nemiiZe byt roven jedné. Pokud tuto
vétu znegujeme, dostaneme, Ze pro kazdé A > 0,kde A # a?, méa rovnice (3.1.1)

alespon jedno celociselné reSeni.

Na prikladu 7 si ukdZeme principy reSeni pouZité u piredchozich typt diofantickych

rovnic. Pomoci nich ziskdme alespon jedno feSeni. VSechna reSeni ziskdme ze vztahii

PV + (- VA"

> (3.1.2)
y = PV~ @ —aVAy 5.13)
2VA ' .
pricemz predpokladame, Ze rovnici (3.1.1) vyhovuje resSeni

(x,y) = (p,q),prop,q € N,kde n € N. Potom vSechny dvojice celych cisel (x,y) jsou

feSenim Pellovy rovnice.

Odvozeni:

Jestlize (p, q) Fesi rovnici (3.1.1), je 1 = p? — Aq® = (p + qVA)(p — qVA). Pokud obg

strany umocnime na n-tou, dostaneme 1 = 1" = (p + q\/Z)n(p - q\/Z)n. Tyto vyrazy

se musi rovnat ptivodnimu zadani, tedy

X +y\/z = (p + q\/Z)n,
x —yVA = (p — gVA"

Pokud z této soustavy vyjadiime x, y dostaneme vztahy (3.1.2) a (3.1.3).
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Priklad 7: (Pellova rovnice)

Reste rovnici x? — 2y? = 1.

ReSeni 7:

Rovnice je fesitelnd, nebot D(1,—2) =1 A 1]1.

Metoda pokus-omyl:

Stejné jako v obecném pripadé kvadratickych diofantickych rovnic lze reSeni zkouset
dosazovanim. Zkusime znovu zvolit x = 3, vyjde y = +2. Re$enim tedy budou

usporadané dvojice [3,2] a [3, —2].

Reseni vyjadienim ¢élenu s nejmensim koeficientem:

Pro ziskani reSeni Pellovy rovnici lze samoziejmé pouZit i metodu, kdy vyjadiujeme
neznamou s nejmensim koeficientem. Po upravach ziskdme x? =1+ 2y?. Pokud
y% =t,teZ bude x> = 1 + 2t. Vyjadiime-li x,y: x = +/1 + 2t, y = ++/t. MiiZe byt
FeSenim napiiklad usporadana dvojice [3, 2], [-3, —2], [—3,2] nebo [3,— 2] pro t = 4.

Reseni kongruenci:
Stejné jako v kapitole 3, 1ze zadanou rovnici resit pomoci kongruence.
x%2 —2y? =1mod 2

x* =1mod?2

x2=1+2t
x =+V1+ 2t

Nyni dosadime x = ++/1 + 2t do ptivodni rovnice a vyjadfime y = ++/t.

Moznosti vysledki jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

t usporiadana dvojice [x, y]

4 [3,2],[-3,-2],[-3,2],[3, — 2]

Tabulka 8
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Grafické reSeni:
Na obrazku 5 jsou vidét jak 2 trivialni reSeni, tak i 4 netrivialni usporadané dvojice
celych cisel, které jsou vysSe vypoctenym reSenim. Pellova rovnice je predpisem

hyperboly se stfredem v pocatku.

4 IV

Obrazek 5 - Pellova rovnice, [4]
Dalsi FeSeni:

Ve vSech metodach ndm jednim z¥eSeni vySla uspofddana dvojice [3,2]. VSechna

reseni ziskdme dosazenim do vztaht (3.1.2) a (3.1.3):

L (p+avA) +(p-qvA)" (3+2v2) +(3-2v2)"
B 2 B 2 ’

,_ o A - (p-aVA)" _(3+2v2)" - (3-2v2)"

2VA 2V2
n| x|y
1]3] 2
2 [17] 12
3199 70
Tabulka 9
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V nasledujicich odstavcich ¢tenare seznamime s potiebnou teorii a definujeme pojmy
podstatné pro upfesnéni principu pocitani Pellovych rovnic pomoci retézovych
zlomkd. Tato teorie byla ¢erpana ze zdroje uvedeného v seznamu literatury (Petrova,

2012).

Definice: (fetézovy zlomek)

Koneénym retézovym zlomkem rozumime vyraz

'+—
1
llk_1+—ak

kde ayeZ; a4, a,,...,a, € N; a;, > 1. ZapiSeme jako [agy, aq,ay,...,a;] a pouZiva

se pro raciondlni ¢isla.

Nekonetnym retézovym zlomkem rozumime vyraz

1
ay+——
0 a1+ 1 )

az +.__

kde aye Z; aq,a,, ... € N. ZapiSeme jako [ay, a;,a,,...] a pouziva se pro iracionalni
Cisla. Nekonecny retézovy zlomek se nazyva periodicky, jestliZe jej 1ze napsat ve tvaru

0 . N4
[ag, A1, Qg oy Ag, Agyqy oony Asyk—1) Qg1 o » Qg k-1, As41s - |, Kde k € N,s € N°. Nejmensi
prirozené Cislo k, pro které lze nekonelny retézovy zlomek napsat v tomto tvaru,

se nazyva jeho periodou.

Definice: (pomocné posloupnosti P,, Q,,)
Pomocné posloupnosti B,, Q,, celych cisel definujeme vztahy:
P_1:1 P():ao Pn:anpn_1+Pn_2 TlZl

Q-1=0 Q=1 Qn = apQn-1 + Qn—> n=1

Véta 2: Oznaéme j = X + yVA nejmensi kladné teSeni Pellovy rovnice. Potom

j",n =1,2,..jsou vSechna kladna reSeni této rovnice.
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Véta 3: Budou-li j = X + y/A nejmensi kladné FeSeni Pellovy rovnice. Potom plati

M2 = 2% — M n =0,1,2, ...

Véta 4: Bud' [ay, aq,ay, ..., -1, 200, a4, ... | nekonecny periodicky retézovy zlomek
k &islu VA. Pak vyraz Py,_; + Qun_1 - VA, kde n e N, kde kn je sudé jsou viechna
kladna feseni Pellovy rovnice. JestliZe je k sudé, je Py_; + Qi1 - VA nejmensi kladné
feSeni této rovnice. Pro liché kje nejmensim kladnym fteSenim rovnice vyraz

P11+ Qap-1- ‘/Z

Priklad 8: (Pellova rovnice - retézové zlomky)

Naleznéte prvni 4 kladna fe$eni Pellovy rovnice x? — 15y% = 1.

Reseni 8:
1. Nalezneme retézovy zlomek k ¢islu v15

2. Nalezneme nejmensi kladné reseni (podle véty 4)

3. Najdeme mocniny j® = x,, + ¥,VA (podle véty 3)

1. RETEZOVY ZLOMEK

4y =3 VI5=3+L o, = Y1543
a; 6
a, =1 e @, = V15 -3
2
a, =0 VIS -3=0+= ay =0
3

Nekonecny periodicky retézovy zlomek k ¢islu V15 je [3,1,0, ... ] s periodou k = 2.

2. NEJMENSI KLADNE RESEN{

Pp=aPy+P_1=aap+1=1-3+1=4

Q1=a1Qp+0Q-1=a41+0=1-14+0=1
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P, =a,Pi+Py=a,PL+a;=0-4+3=3
Q;=0a,0:+Q=a,0,+1=0-1+1=1
P;=a3P,+ P =a,P,+P=1-3+4=7

Q3=0a30;,+0Q, =010, +0Q,=1-1+1=2

n|-1]0]1 3[4

a, 311 1

P, | 1|34 7

Q.| 0 [1]1 2
Tabulka 10

Nejmensi kladné reSeni rovnice ma tvar j = x + yVA. ProtoZe je perioda sudé cislo,

pouzijeme vzorec

j=Pe1 4 Qu_VA=P, +0Q;V15 =% + WA = 4 +V15.

. PRVNI 4 KLADNA RESENI

Dalsi fe$eni najdeme pomoci vzorce j™ = x,, + y,VA = 2xj"" 1 — j

jP=x, +yVA=2%—j%=2-4-(4+V15)-1=31+8V15

j% =%, + yVA =2%%2— j1=2-4-(31+8V15) — (4 + V15) = 244 + 6315

n-2

j* = x, + yVA = 2xj3 — j2 = 8- (244 + 63V15) — (31 + 8V15) = 1921 + 49615

Tim byla prvni 4 kladna reSeni zadané rovnice nalezena.

n 1 2 3 4
Xn 4 31 | 244 | 1921
Yn 1 8 63 | 496

Tabulka 11
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3.1.1 ARCHIMEDOVA ULOHA O DOBYTKU

Archimédova tloha o dobytku pravdépodobné vznikla ve starém Recku ptiblizné
ve 3. stoleni pred nasSim letopoctem. Mezi historiky vSak panuji 2 nazory ohledné
jejiho autorstvi. Jednim nazorem je, Ze autorem byl pravé Archimédes, druhy zastava
mySlenku, Ze ulohu vymyslel Eratosthenes zKyrény a zaslal ji Archimédovi
k vyreSeni, nebot byla napsana ve verSich, coZ neodpovidalo Archimédovu stylu.
Zadani se zda byt jednoduché a reSeni se da rozdélit do 2 casti. V prvnich krocich
je potreba vyresit sedm linearnich diofantickych rovnic o osmi neznamych, v druhé

casti musime vyresit Pellovu rovnici, na kterou zadani vede.

Archimédova uloha o dobytku (Bartlova, 2012):

,Rekni mi, ptiteli, presny pocet Héliova skotu. Peclivé mi vypocitej, neni-li
ti moudrost cizi, kolik ho bylo, kdyZ se jednou pdsl na nivdch ostrova Sicilie, rozdéleno
do Ctyr stdd. Kazdé stddo bylo jinak zbarveno; prvni bylo mlécné bilé, ale druhé zdrilo
zcela tmavou cerni. Treti pak bylo hnédé, ctvrté strakaté; v kaZzdém méli byci v poctu
velikou prevahu. A tito [byci] byli nyni v takovémto poméru:bili se rovnali v poctu
hnédym vzatym dohromady s tretinou a polovinou cernych, o priteli. Ddle mnoZstvi
cernych bylo rovno ctvrtiné a pétiné strakatych zvétsenych o vSechny hnédé. Nakonec
musis pocet strakatych bykt poloZit rovny, priteli, Sestiné a sedminé bilych s prictenym
jesté mnoZstvim hnédych. Jinak vsak tomu bylo s kravami: ty s bilou srsti byly rovny
tretiné a ctvrtiné cerného skotu, krav i byku. Ddle cerné krdvy byly rovny ctvrtiné
a pétiné strakatého stdda, kdyZ byli pocitdni jak byci, tak krdvy. Pravé tak byly strakaté
kravy pétinou a Sestinou vseho [skotu] s hnédou srsti, kdyZ sel na pastvu. Nakonec hnédé
krdvy byly Sestinou a sedminou celého stdda s bilou srsti. MiiZes-li mi Fici presné, muj
priteli, kolik skotu tam bylo dohromady a také kolik bylo krav kaZdé barvy a dobre

Zivenych byki, pak té véru pravem nazyvaji zdatnym v poctech.

Jesté té vsak nepocitaji k mudrciim; nuZe pojd’ tedy a rekni mi, jak se to md ddle:
Kdyz se spojil celkovy pocet cernych a bilych byki, pak zde stali uspordddni stejné
do sirky jako do hloubky; site sicilské nivy byly zcela zaplnény tim mnoZstvim byku. Kdyz
se vsak postavili dohromady hnédi a strakati, pak byl vytvoren trojihelnik, jeden stal
na spic¢ce a nechybél Zadny z hnédych a strakatych byki, ani jeden jiné barvy se mezi

nimi nenasel. KdyZ jsi to také vypdtral a v duchu pochopil a uvedes mi pomér, priteli,
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ktery se nalézd v kazdém stddu, pak miiZes pysné vykracovat jako vitéz, protoZe ted’ tvd

védeckd sldva jasné zdri.”

Ukolem je vypoditat, jaké mnozstvi bilych, ¢ernych, strakatych a hnédych krav a bykt

se pase ve Ctyrech stadech na ostrové Sicilie boha Hélia.

Oznacme:

B...pocet bilych bykt
b...pocet bilych krav
C...pocet Cernych byki
c...pocet Cernych krav
S...pocet strakatych byki
s...pocet strakatych krav
H...pocet hnédych bykt

h...pocet hnédych krav

V prvni ¢asti ze zadani vytvoiime linearni diofantické rovnice

s=(teb)sn
b=+ Der
S
=
=+ Yo
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Vypocet provedeme dosazovaci metodou.

B—SC+H—5<9S+H>+H—5<9 <1BB+H>+H>+H— 13 B+53H
6 T 6\20 T 6\20\42 112 24

297-B =742-H

Plati
B = 742k,
H = 297k,
G 1580 .

3 )
C = 534k,kde k € N.

Po dpravé
B = 2226k,
H = 891k,
S = 1580k,
C = 1602k, kde k € N.

Pokud tyto vysledky dosadime do zbylych 4 rovnic, ziskame

b=—| 1602k + —| 1580k + | =891k + (= (2226k + b) \ _ [200590
1 20 30 42 / - 4657

. <13> (2226k N 7206360 k) 5439213 .
\42 4657 4657
_ (11)( 5439213 ) _ 3515820k

*= 30 4657 ) 4657

~ ( 9 ) (1580k , 3515820 k) _ 4893246
“=\20 4657 )T Tae57

kde k € N.
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Pokud vynasobime vSechny neznamé cislem 4657, dostaneme mnozinu vysledki

(k € N).

barva a pohlavi dobytka | pocet kusii dobytka dle pocet kusi dobytka dle
(viz oznaceni) barvy pohlavi
B 10 366 482k
C 7 460 514k
29 334 443k
S 7 358 060k
H 4149 387k
b 7 206 360k
c 4 893 246k
21 054 639k
S 3515820k
h 5439 213k
CELKEM Kkusit dobytka 50 389 082k
Tabulka 12

Nyni se podivame na druhou ¢ast ulohy.

,KdyZ se spojil celkovy pocet cernych a bilych byki, pak zde stali uspordddni stejné

vsv v/v o

do sSirky jako do hloubky; Site sicilské nivy byly zcela zaplnény tim mnoZstvim bykui.

Matematicky zapis této podminky zni C + B = x2, kde x € N (Cerné a bilé byky lze

usporadat do Ctverce). Do rovnice miZeme dosadit.
7 460 514k + 10 366 482k = x?
17 826 996k = x?
Provedeme rozklad na prvocisla.
2-2-3-11-29-4657k = x?

Aby toto ¢&islo bylo ¢tvercem, musi byt k =3-11-29-4657n% = 4 456 749n?,
kden € N.
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,KdyZ se vSak postavili dohromady hnédi a strakati, pak byl vytvoren trojihelnik, jeden
stal na Spicce a nechybél Zddny z hnédych a strakatych byki, ani jeden jiné barvy

se mezi nimi nenasel.”

Na tuto dopliujici podminku vyuZijeme tzv. trojihelnikové c¢islo, coz je soucet
k prirozenych cisel od 1 do k. Trojihelnikové ¢islo tedy uvadi pocCet hnédych
a strakatych byka. Trojuhelnikové Cislo je definovano jako

k(k+1)

Te=1+42+43++(k-D+ k==

,kden € N.

K pochopeni trojuhelnikového ¢isla a predstavé o usporadani bykdi ndm pomitze

obrazek 6.

@
@ 0
@ A 000
o o 000 0000
=1 Ty=3 1T3=60 Iy =10
@
@ o0
0 00
o0 e 0000

Obrazek 6 - trojuhelnikové obrazce, [5]

Ze zadani tedy odvodime rovnici S+ H =@, kde y € N. Pokud dosadime,

dostaneme nasledujici vztahy.

yy+1)
2

yy+1)
2

7 358 060k + 4 149 387k =

11507 447k =

Nyni miizeme dosadit k = 4 456 749n?,

+1
102 571 605 819 60612 = %
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Definujeme A = 102 571 605 819 606.

. _ YO+ 1)

A
n 2

Tento vyraz upravime na kvadratickou rovnici
y?+y—24n* = 0.
Vypoc¢teme diskriminant D = 1 + 84n? a ziskame kofeny

—-1++D
V1,2 =T-

Aby teseni bylo zoboru prirozenych &isel, musi byt VD zaporné celé liché ¢islo,
to zapi$eme jako vD = V1 + 84n? = p, umocnime D = 1 + 84n? = p? a upravime

do tvaru Pellovy rovnice.
p?—84Ant =1

p? — 820 572 846 556 848n? =

Nyni bychom mohli zacit hledat Fetézovy zlomek k &islu V820 572 846 556 848,
nasledné bychom nasli nejmensi kladné feseni a vSechna dalsi. Poc¢itanim této rovnice
bychom obsahové naplnili dal$i bakalaiskou praci, takze se do téchto vypocti
nebudeme poustét. Je vSak ziejmé, Ze i pres zdanlivé trividlni zadani neni jednoduché
k vysledku dojit. Pfesné reSeni bylo provedeno aZ po nastupu pocitacové techniky,

nebot vysledek je sloZen z 206 545 cifer.

Vysledek  je pro Ctenare k nahledu na  webovskych strankach
http://www.math.nyu.edu/~crorres/Archimedes/Cattle /computer2/computer_outp
ut.html.

3.2 ZOBECNENA PELLOVA ROVNICE

Rozdil mezi zobecnénou Pellovou rovnici a Pellovou rovnici je vabsolutnim ¢lenu
na pravé strané rovnice. TakZe obecny tvar je dan

x? — Ay? =, (3.2.1)
kde A je prirozené Cislo, které neni prirozenou mocninou Zadného prirozeného cisla

a C € Z. Trivialnim Fe$enim rovnice (3.2.1) jsou uspor-adané dvojice [v/C,0] a [-V/C, 0].
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Dale definujeme zakladni vztahy potrebné kvypoctu reSeni. Nékteré vztahy byly
prebrany z ptredchozi kapitoly, vSe bylo ¢erpano ze zdroje uvedeného v seznamu

literatury této bakalarské prace (Petrova, 2012).

j = X + yVA ... nejmensi kladné fe$eni Pellovy rovnice
j~t=x — yVA ...inverzni &islo k j

jit =1

a = x + yVvA ...libovolné reSeni zobecnéné Pellovy rovnice

a-j", prone Z ...dalsi reseni zobecnéné Pellovy rovnice

a-j~1 .. levé FeSenik FeSeni a

a-jl .. pravé feseni k FeSeni a

Definice: Necht je a =x + yvVA nezaporné teSeni zobecnéné Pellovy rovnice
(x = 0,y = 0). Posloupnosti FeSeni ur¢enou prvkem a budeme rozumét posloupnost

1 uz neni

{aj"} - Pokud je a takové kladné reSeni rovnice, Ze levé reSeni a - j~
zaporné, pak dvojici posloupnosti {aj™, |aj !|j™}m, nazveme sérii FeSeni rovnice.

Budeme pouzivat zkracené oznaceni {a, |aj "1 |}o,.

Véta 5: Bud' j = X + yV/A nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice a bud a = x + yVA

nejmensi nezaporné feseni z libovolné série reSeni zobecnéné Pellovy rovnice. Potom

— — prO .
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Priklad 9: (zobecnéna Pellova rovnice)

Reste zobecnénou Pellovu rovnici x? — 15y? = 106.

Reseni 9:
1. Nalezneme nejmensi kladné reSeni Pellovy rovnice (viz predchozi kapitola)

2. Odhadneme y podle véty 5

3. Najdeme rovnici feseni ve tvaru @ = x + yVA, kdy ke kazdému y spliiujici

nerovnosti z véty 5 existuje x

4. Vytvorime sérii {a,|aj |};- ke kaZdému FeSeni a tim ziskdme vSechna

nezapornd reseni zadané rovnice.

. NEJMENSI KLADNE RESENI PELLOVY ROVNICE

Pellova rovnice ma tvar fe$eného ptikladu 8 piedchozi kapitoly, tedy x? — 15y? = 1.

Zjistili jsme, Ze nejmensim kladnym FeSeni byla usporadana dvojice [4, 1].

. ODHAD y

C(%-1)
24

106(4-1) 53
ys [t sy < 2

Podle véty 5 pouZijeme pro odhad neznamé y < ,nebot C = 106.

Z toho plyne, ze y = {1, 2, 3}.

. RESENIVE TVARU a = x + yVA

Ze zadané rovnice vyjadrime x: x = /106 + 15y? a dosazujeme mozné hodnoty y.

y x
1 11

2 [ V166
3 |V241
Tabulka 13
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Celociselné reSeni lze zapsat jako: ¢ = 11 + V15.

Kdyby neexistoval Zadna celociselnd usporadana dvojice [x,y] neméla by zadana

rovnice zadné resSeni.

. SERIE RESENI {a, |aj 1|},
aj~t = (11 +V15)- (4 — V15) = (29 — 7V15)
VSechna nezdporna feSeni zadané rovnice jsou

{11+ V15,29 + 7VI5}_.

3.3 PYTHAGOREJSKA ROVNICE

Pythagorejska rovnice 2. stupné je dalSim speciadlnim
typem kvadratickych diofantickych rovnic. Jeji tvar je
podobny Pythagorové vété (a?+ b? = c?), ktera
popisuje vztah stran pravouhlého trojuhelnika a ma

nekonecné mnoho reSeni tzv. pythagorejskych trojic.

Pythagorejska diofanticka rovnice hleda celocCiselné

3 i
e L =
délky stran pravoudhlého trojuhelnika. Tyto | Obrazek 7 - Pythagoras, [6]
celocCiselné trojice spliuji rovnici
x? +y? =272, (3.3.1)
kde x,y,z€Z;x >0,y > 0,z > 0; D(x,y) = 1 a x je sudé. Vyrazy x, y a z jsou popsany
nasledovné
x = 2ab,
y = b2 _ aZ’
z =a? + b?,

kde 0 < a < b;a,b € N; a, b jsou nesoudélna ¢isla riizné parity.

Diikaz pythagorejské véty je dlouhy a mimo rozsah této bakalarské prace. Naznacime

pouze, Ze se opird o znalost Gaussovych celych cisel, kdy rovnici (3.3.1) mlzeme
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prepsat do tvaru nesoudélnych Gaussovych celych &isel jako (x + iy) - (x — iy) = z2.

Po mnoha operacich bychom dosli k uvedené véte.

Vtabulce 14 jsou uvedeny mozné vysledky vzhledem knahodné zvolenym

parametrim a, b, které vyhovuji poZadovanym podminkam.

(a,b) | (x,y,z) - pythagorejska trojice
(1,2) (4,3,5)
(2,3) (12,5,13)
3,4) (24,7,25)
(4,5) (40,9,41)
Tabulka 14
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v v

4 VYSSi STUPNE DIOFANTICKYCH ROVNIC

4.1 VELKA FERMATOVA VETA

V 17. stoleti Zil slavny matematik Pierre de Fermat. Vroce 1670 byla jeho
synem vydana Diofantova Aritmetika doplnéna o otcovo pozorovani. Na stankach této
knihy vzeslo 48 problémi, z nichZ nékteré z nich byly dokdzany a nékteré vyvraceny.
Vijedné zpoznamek bylo uvedeno, Ze neexistuji prirozenad  Ccisla
n=>3,x=>1y>1,z>1 takova, ze x™ + y™ = z". Toto tvrzeni bylo nazvano Velka
Fermatova véta a Fermat ji uvedl bez diikazu, i kdyZ mu pry byl zndm a neuvedl ho,

protoZe by se mu do Diofantovy Aritmetiky neveSel. Vyjadril se takto (Algoritmy.net):

,Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos
eiusdem nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi.

Hanc marginis exigitas non caperet.”

»Je nemozné rozdélit krychli do dvou krychli, ¢i Ctvrtou mocninu do dvou ctvrtych
mocnin, nebo obecné jakoukoli mocninu vyssi neZ druhou do dvou stejnych mocnin.
Objevil jsem opravdu tak podivuhodny diikaz, Ze tento okraj je prilis§ maly, aby se do néj

vesel.”

To zpsobilo vinu matematického badaniteP 350 let se matematici celéh@tavsnaZzili
tuto wtu dokazat. UsEny byl aZ v roce 1994 Andrew Wiles. Nikdzu pracovatadu let,
je rozsahly pes 200 stran, vyuzivd@zneé casti matematiky a na & existuje velmi malé

mnoZstvi matematik ktefi jsou mu schopni porozugn

F ke GCESKA REPUBLIKA]

PIERRE DE FERMAT 1670

[2000 SVETOVY ROK MATEMATIKY!

Obrazek 8 - Velka Fermatova véta na Ceské postovni znamce, [7]
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ZAVER

ZAVER
Je jasné, Ze existuje jeSté mnoho typl diofantickych rovnic, protoze v oboru celych
Cisel lze reSit jakoukoliv rovnici. Neexistuje vSak jednotny postup, jak toto reSeni
nalézt. Je zajimavé, Ze ackoliv slovni ulohy vedouci na diofantické rovnice jsou
vytvareny z praxe (pocitame celé kusy zveére, lidi, ovoce, predméti...), s ndzvem
diofantické rovnice se setkdvdme az na vysoké Skole a déti na zakladni, potazmo
stredni Skole o tomto nazvoslovi nevédi. Velmi zajimavé by bylo zkoumat hloubéji
kvadratické diofantické ulohy nebo Pellovu rovnici v souvislosti s geometrii.
Re$eni diofantickych rovnic je mozné ziskat pomoci programu Mathematica,
¢i webového rozhrani Wolframu Alpha. Pokud pouZivame program Mathematica,
je nutné k ziskani reSeni znat presné nazvy prislusnych povelli. MiiZeme se pokusit
vyresit uvodni priklad, ktery lze prepsat do matematického vyjadreni 4x + 2y = 28.
Zadani v programu by bylo ve tvaru
Reduce[4x + 2y == 28, {x, v}, Integers],
kdy povel ,Reduce” se da prelozit jako ,vypocitat“ a povel ,Integers” udava,
Ze hledani reSeni ma byt v oboru celych ¢isel. Z programu dostaneme vysledek
C[1] € Integers && x = C[1] && y == 14 — 2C[1],
kde C[1] je celoCiselny parametr.
Pokud zadame linearni diofantickou rovnici zuvodniho prikladu do webového
rozhrani Wolfram Alpha, jedno znabidnutych teSeni je i voboru celych cisel
a je parametricky vyjadieno nasledovné
x=7-—n, y=2n, kdene€/Z.
Vzhledem k zadani prikladu vsak musi [x,y] € N, takze C[1],n ={0,1,2,3,4,5,6,7}.
MnoZinou reSeni prikladu ,Na parkovisti parkuji motorky a auta, pricemz hlidac
spocital, Ze se na parkovisti nachazi celkem 28 kol. Zjistéte, kolik hlidal aut a kolik
motorek.“, kde v uspotradané dvojici [x,y] odpovida nezndma x poctu aut a y poctu

motorek, jsou usporadané dvojice [0,14],[1,12], [2,10], [3,8], [4,6], [5,4], [6,2],]7,0].
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SHRNUTI

SHRNUTI

Cilem bakalarské prace s nazvem Vybrané typy diofantickych rovnic a jejich pocetni
vyuziti bylo ziskani teoretickych znalosti o jednotlivych typech rovnic a osvojeni si
zakladnich metod jejich reSeni. V prvni casti prace byla kratce popsana historie
slavného Diofanta z Alexandrie a jeho dilo. V priibéhu prace jsme probrali linearni
diofantické rovnice, kvadratické diofantické rovnice a Pellovu rovnici, v rdmci niz
jsme vyreSili Archimedovu uUlohu o dobytku. V druhé casti jsme rozebrali teorii
pythagorejskych rovnic a Velké Fermatovy véty. Prace obsahla velké mnoZstvi
slovnich uloh z béZného Zivota. Pfi reSeni byly pouzity metody, které znalostné
mohou reSit Zaci a studenti na zakladnich, strednich i vysokych skolach. Ackoliv
je sloZité najit kdiofantickym rovnicim jednotnou literaturu a vétSina zdrojl

je cizojazyCnych, podatilo se ndm tuto problematiku komplexné shrnout.
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RESUME

The aim of the thesis titled “Selected types of diophantine equations and their
numerical use” is to gain theoretical knowledge about the different types of equations
and to learn the basic methods of solving them. The first section briefly describes the
history of the famous Diophantus of Alexandria and his work. During the work we
discussed the linear diophantine equations, quadratic equations and Diophantine
Pell's equation, within which we solved Archimedes' cattle problem. In the second
part, we analyzed the theory of Pythagorean diophantine equations and Fermat's Last
theorem. The work contains a lot of verbal tasks in everyday life. In solving this we
used that knowledge pupils and students in primary, secondary and high schools.
Although it is difficult to find equations diophantine in literature and most of them we
drew from foreign-language resources. We were successful in comprehensively

summarizing this issue.
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