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metod a ddle uvadime nekolik vét o Cauchyho soucinu scitatelnych rad. V posled-
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Uvod

Nekonecné tady jsou jednim ze zakladnich nastroji matematické analyzy. Jiz
Archimédes pfi studiu plochy paraboly odvodil vzorec pro soucet nekonecné ge-
ometrické fady: 1 + i + 1—16 4+ = 1; = %. Nekone¢nymi fadami se pozdéji
zabyvala fada vyznamnych matematiki. V 17. a 18. stoleti naptiklad Newton,
Leibniz, Bernoulli, Lagrange, Euler a mnoho dalsich. Pojem konvergence rady ale
nebyl presné definovan a s fadami se pracovalo spise algebraickymi metodami.
To vSak v nékterych pripadech vedlo k rozportim, uvedme napiiklad nasledujici

LVypocet®:

l-1+1-14---=1-1)+({1-1)+---=0 .
l-141-14--=1-(1-1)—-(1-1)+---=1 (1)
Euler rozlisoval konvergentni a divergentni fady a byl toho nazoru, ze kazdé ne-
konec¢né radé by méla byt prifazena jista hodnota, jakysi zobecnény soucet. Pro-
blémy vznikajici pfi praci s divergentnimi fadami prisuzoval nedokonalosti pou-
zivanych metod scitani. V 19. stoleti doslo k dikladnému vybudovani zakladi
matematické analyzy zasluhou Abela, Gausse, Cauchyho, Bolzana a dalsich ma-
tematikd. Divergentni fady byly pfitom odsunuty na okraj zdjmu a pracovalo se
prevazné s konvergentnimi fadami, vyjimku tvori prace Fouriera a Poissona. Na
konci 19. stoleti se zacali znovu zabyvat divergentnimi fadami Cesaro a Borel.
Cesaro definoval sc¢itaci metodu, ktera se dnes nazyva Cesarova. Jeho definici zo-
becnil Holder a pozdéji i sém Cesaro. Ten dokéazal i nékolik tvrzeni o Cauchyho
soucinu Cesarovsky scitatelnych fad. Fejér zacatkem 20. stoleti dokéazal, ze Fou-
rierova fada kazdé spojité 2m-periodické funkce je Cesarovsky scitatelnd k této
funkci vSude, i kdyz v bézném smyslu mtze v mnoha bodech divergovat. Tyto
vysledky prolomily nedtvéru k divergentnim fadam. Podrobnéjsi informace o his-
torii matematické analyzy lze nalézt v [1, [5].

V této praci se zabyvame sc¢itacimi metodami pro nekonecné fady. V prvni ka-
pitole se vénujeme konvergenci fady, kritériim konvergence pro rady s kladnymi
i obecnymi ¢leny a vétam o konvergentnich fadach. V zavéru kapitoly uvadime
nekolik vét o Cauchyho soucinu konvergentnich fad.

Ve druhé kapitole definujeme sc¢itaci metody a zaméfujeme se na regularni linear-
ni sc¢itaci metody, které lze povazovat za zobecnéni konvergence. Ukazujeme, jak
lze definovat linearni sc¢itaci metody pomoci linearnich transformaci posloupnosti
¢astecnych souctt rady. Pro takto definované metody uvadime nutnou a postacu-
jici podminku jejich regularity. V zavéru kapitoly se vracime ke Cauchyho soucinu
fad a uvadime nékolik vét o Cauchyho soucinu Cesarovsky scitatelnych fad.

V posledni kapitole se vénujeme vyuziti matematického softwaru pii s¢itani ne-
konec¢nych fad sc¢itacimi metodami. Diskutujeme moznosti programu Wolfram
Mathematica 8 a fesime pomoci néj nekolik prikladii, které jsme v predchozich
kapitolach tesili analyticky.



1. Nekonecné rady

V této kapitole definujeme zakladni pojmy z teorie nekonecnych fad a uvedeme

vvvvvv

konvergence, absolutni a neabsolutni konvergenci, a nasobenim nekonec¢nych rad.

1.1 Zakladni poznatky z teorie nekonec¢nych rad

Tato ¢ast textu je zpracovana podle [2] [6].

Definice 1.1.1.
Necht a : N — R je posloupnost realnych ¢isel. Symbol:

Zan:a1+a2+a3+... (1.1)

n=1

se nazyva nekoneéna Fada pifslusna posloupnosti {a,}>,. Cisla a,, n € N

se nazyvaji €leny fady Y a,. Posloupnost {s,}>2,, pro jejiz n-ty ¢len pla-

’ n ’, » v 2 v g Y30 v o0

ti s, = Y ,_, ax se nazyva posloupnost ¢aste¢nych soucta rady > -, a,.

Existuje-li kone¢né limita posloupnosti {s,}>2;, lim, , s, = s € R, pak tuto li-

mitu nazyvame souc¢tem nekoneéné fady > -, a, a piSeme Y 7 a, = s. Je-li
y Y 2.n=10nap n=1 n = S.

. ’ v/ ’ v v (e e} 3 . s,
posloupnost {s,,}22; divergentni, pak fikame Ze fada )~ a, je divergentni. Je-
li lim,, o s, = 400, Fikame, ze fada diverguje k +oo. Je-li lim,, .o s, = —00,
fikame, ze fada diverguje k —oo. Pokud lim,, ., s,, neexistuje ani jako nevlast-

z . . vz z v v A . . o0 v/ ’ .
ni limita, fikdme ze nekoneéna fada osciluje. Symbol ) > | a,, uzivame jak pro
oznaceni fady prislusné k posloupnosti a,, tak pro oznaceni hodnoty souctu této
rady.

Priklad 1.1.1. (Geometrickd fada)

Necht ¢,a € R. Posloupnost {g,}>2,, pro kterou plati g, = a¢"~' se nazyva
geometrickd posloupnost. Nekoneénd fada > 02, g, = > .o, ag" ' piislusnd ke
geometrické posloupnosti se nazyva nekonecna geometricka fada. Pro konkrétni
volbu parametri a,q dava nekonecna geometrickd rada priklady konvergentni,
divergentni k +00 a divergentni oscilujici nekonecné rady.

n—1

Je-lia e R,g=1, je g, = a a pro posloupnost c¢astecnych soucti plati
n
Sy, = ng = na. (1.2)
k=1

Pro a > 0 je lim, o0 s, = lim, ,,ona = +o00, pro a < 0 je lim, o S, =
lim, .., na = —oo. Geometrickd fada je tedy v téchto pripadech divergentni.
Pro a =0 je lim, o 5 = lim,, oo (n - 0) = 0 a geometricka fada je konvergentni.

Je-li a € R,q # 1, plati pro posloupnost ¢astecnych souctd geometrické rady
vztah

S":ng:a'q—ll (1.3)
k=1

3



Pro a = 0 je s, = 0, lim,, .o s, = 0 a geometricka fada je konvergentni. Pro
a # 0 zavisi konvergence a divergence geometrické fady na hodnoté parametru

q. Pro |q| < 1 je lim, o0 s, = lim,, @ - qqn_11 = 1“Tq a geometrickd fada je kon-
vergentni. Pro |g| > 1 je geometrickd fada divergentni. Pfitom pro ¢ > 1 plat1
lim, o0 S5, = lim,, oo @ - ﬁ = a - +00. Pro ¢ < 1 méa posloupnost s, = a - qq 711

dva hromadné body +o00, —o0 a geometricka fada je divergentni oscilujici.

Véta 1.1.1. (Nutnd podminka konvergence nekoneéné fady)

Pro konvergentni fadu » - | a, plati lim,_, a, = 0.

Dukaz:
Je-li lim,, ., s, = s je také lim, ., s,41 = s. Odtud pro a,+1 = s,11 — S, plyne
lim,, oo @pp1 = limy, o0 (Spy1 — Sn) = s — s = 0.

Véta 1.1.2. (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence nekonecné rady)
Rada > oo, ay je konvergentni pravé tehdy, kdyz plati nasledujici podminka:

V6>03n0Vn>n0Vp€N:{Zak‘<0. (1.4)
k=n+p

Dukaz:

Véta je primym disledkem Bolzanova-Cauchyova kritéria konvergence posloup-
nosti. Pouzitim tohoto kritéria na posloupnost s, = >_;'_, aj lze dokazat tvrzeni
vety.

Véta 1.1.3. (Algebra nekoneénych fad)
Necht >~ an, > oo b, jsou konvergentni fady a necht «, 3 € R. Pak plati:

Z(aan+5bn) :a-Zan—l—ﬂ-an. (1.5)
n=1 n=1 n=1

Dtkaz:
Oznacime-li s, = Y ,_, ag, t, = > ,_; by, plyne véta z véty o algebfe limit, kterd
rika, ze za predpokladii nasi Vety plati

lim (as, + ft,) = - lim s, + - lim ¢,. (1.6)
n— 00 n— 00 n—00

Véta 1.1.4.

Necht je fada ), a, konvergentni nebo divergentni k +oo a oznaéme s =

Yo an. Necht k,, € N je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Pak fada
(al +ag+ -+ +ak1) + (akl-l-l + Ak 42 + e+ aka) + ... (17)

maé také soucet s.

Dukaz:
Plati lim,, o s, = s. Posloupnost ¢asteénych souctt fady (a3 +as + -+ ay, ) +



(Qgy+1 + Qg0+ -+ +ag,) + ... je posloupnost sy, , coz je posloupnost vybrana z
posloupnosti s,, a musi tedy mit stejnou limitu: lim,,_, s, = lim, 00 S, = 5.

Piiklad 1.1.2. (Vynechani nulovych ¢leni)

Ptedchozi véta ndm mimo jiné umoznuje vynechat v nekonecné radé nulové ¢leny
podobné jako v koneéném souctu. Pfi volbé posloupnosti {k,} = 2n napiiklad
plati

O4+a;+0+as+-=(0+ar)+ (0+ay) + Zan (1.8)

Podobné mizeme vhodnou volbou posloupnosti {k,} vynechat nulové ¢leny i v
jinych fadach.

Véta 1.1.5. (Invariance konvergence viiéi posunuti séitaciho indexu)
Nechf k € N. Pak obé fady > > a, a ) ", .| a, konverguji, nebo obé diverguji k
400, nebo obé diverguji k —oo, nebo obé osciluji. Pokud obé konverguji, tak plati:

Zan:a1+a2+---+ak+ Zan. (1.9)

n=1 n=k+1

Dikaz:

Radu Yo 41 @n miZeme podle véty 1.1.4. analogicky jako v prikladu 1.1.2. psat
takto: 0+ 0+ --- + 0 + Zzo:kﬂ a,. Ozna¢me n-ty c¢asteény soucet této rady
tn. Pron > k plati t, = >3/, | a,. Pro n-ty ¢astecny soucet fady » 7, a, a
pro n > k plati s, = ZZ=1 a, = (a1 + ag + -+ + ax) + t,. Z toho plyne, ze
limy, o0 S = (a1 + ag + -+ - + ag) + lim,, o t,, cOZ je tvrzeni véty.

1.2 Nekoneéné rady s kladnymi ¢leny

V této casti textu se budeme vénovat pouze nekoneénym radam které maji vSech-
ny ¢leny kladné, tedy Vn € N a,, > 0. Pritom staci aby nerovnost platila jen od jis-
tého indexu, protoze podle véty 1.1.5. je Y7, a, = a;+as+- - +ak+zn k1 ne
Pokud chceme vysetrovat nekonec¢nou radu, ktera ma vsechny c¢leny zaporné, sta-
¢ od fady >~ a, prejit k fadé fo’:l(—an), protoZe podle véty 1.1.3. plati

_Zn 1an—zn 1(=ay).

Veétsinu nekonecénych fad nedokézeme secist podle definice, protoze se nam ne-
podaii vyjadrit posloupnost ¢asteénych soucti v néjakém prijatelném tvaru, ze
kterého bychom umeéli vypocitat hodnotu limity. Vyjimkou je geometricka fada a
fada z nasledujiciho prikladu. U vétsiny ostatnich rad se spokojime se zjisténim,
ze dana rada konverguje ¢i diverguje. Této otazce se budou vénovat nasledujici
véty. Mnoho dalsich tvrzeni o fadéach s kladnymi ¢leny lze nalézt v knize [4].

Priklad 1.2.1. (Teleskopické fada)

Seéteme fadu > 7, n(n = . Provedeme rozklad na parcialni zlomky S D +1) = % —
(n+1) Pro posloupnost ¢asteénych souctii plati s, = >, _ 1(k (k+1)> 1— @ Jlr -

Soucet teleskopické fady je lim,, o0 s, = lim,, oo (1 — w +1)) 1.
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Véta 1.2.1.
Necht "> | a, je nekoneéna fada s kladnymi ¢leny. Pak je bud konvergentni,
nebo diverguje k 4o00.

Dukaz:

Posloupnost ¢asteénych souéttt s, = >, _, ax je vzhledem k nerovnosti Vn €
N a, > 0 rostouci. Je-li shora omezena, plati Zle a, = lim, o S, = SUP S, =
s € R. Neni-li shora omezena, plati 22021 a, = lim,,_,o S, = sup s,, = +o0.

Pro rozhodnuti o konvergenci nebo divergenci nekonecné rady s kladnymi c¢leny
staci podle diikazu predchozi véty rozhodnout o omezenosti posloupnosti ¢astec-
nych soucti. Z tohoto pozorovani plyne nasledujici véta.

Véta 1.2.2. (Srovnévaci kritérium)

Necht Y > | an, Yo", b, jsou nekone¢né fady s kladnymi ¢leny. Necht pro néjaké
k € N aVn > k plati a,, < b,. Potom z konvergence fady »_ -, b, plyne konver-
gence fady Y~ | a, a z divergence fady Yy~ | a, plyne divergence fady >~ b,

Dikaz:

Podle véty 1.1.5. staci vySetiovat fady > " .| an, > 0”4 by. Oznacme posloup-
nosti jejich ¢asteénych soucti s,, respektive ¢,,. Vzhledem k nerovnosti a,, < b,
plati nerovnost s, < t,.

Necht je nekoneénd fada >~ | b, konvergentni. Potom plati pro Vn > k

o0

S$p <ty < lim t, = Zbgz —beR (1.10)

n—00
n=k+1 n=1

Posloupnost s,, je tedy shora omezena a podle dikazu véty 1.2.1 je fada Y~ a,,
konvergentni.

Necht je nekoneénd fada - | a,, divergentni. Pak posloupnost s,, neni omezend
a vzhledem k nerovnosti s, < ¢, ani posloupnost ¢, neni omezend, coz podle
dtikazu véty 1.2.1 znamend, Ze je fada Y~ | b, divergentni.

Uzitecnym dtsledkem srovnéavaciho kritéria je limitni srovnavaci kritérium.

Véta 1.2.3. (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht Y07 a,, > oo b, jsou nekone¢né fady s kladnymi ¢leny a necht Ja > 0
takové, ze lim,_,o $* = a. Potom fada )~ a, konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada Zog by,.

n=1

n=1

Dikaz: Z lim,, e §* = a vyplyva, ze Ve > 03k > 0Vn > k: | —af < e. Odtud
déle plyne Vn > k nerovnost (a — ¢)b, < a, < (a + €)b,,. Volbou (¢ —¢)>0a
uzitim véty 1.2.2. dostavame tvrzeni véty.

Dalsim disledkem srovnévaciho kritéria je Cauchyovo odmocninové kritérium. Je
to vlastné specialni ptipad srovnavaciho kritéria, kdy je za jednu z fad >~ | a,,
> >, by zvolena geometricka fada Y | ¢".



Véta 1.2.4. (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht Y7 | a, je nekonecna fada s kladnymi ¢leny. Existuje-li¢ < 1 a k € N tak,
ze pro vSechna n > k plati {/a, < ¢, pak je fada ) - a, konvergentni. Plati-li
nerovnost {/a, > 1 pro nekone¢né mnoho n, pak je fada ) - a, divergentni.

Dukaz:

Z nerovnosti /a, < ¢ plyne nerovnost a, < ¢", coz je pro ¢ < 1 konvergentni
geometrickd fada a podle véty 1.2.2. je tedy fada Y - | a,, konvergentni.

Z nerovnosti {/a, > 1, platné pro nekone¢né mnoho hodnot n, plyne nerovnost
a, > 1, coz znamena ze lim, ., a, # 0 a neni tedy splnéna nutnd podminka
konvergence nekone¢né rady (viz véta 1.1.1.).

Odmocninové Cauchyovo kritérium méa také svoji limitni verzi.

Véta 1.2.5. (Limitni Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht zoo a, je nekonecna rada s kladnymi cleny. Je-li lim,, ,,, {/a, < 1, pak
je fada Zn | @, konvergentni. Je-li lim,,_,o, /a,, > 1, pak je fada Zzozl a,, diver-
gentni.

Dikaz:

Z nerovnosti lim,,_, /a, < 1 plyne existence ¢ takového, Ze lim,,_, /a, < ¢ <
1. Odtud plyne existence k£ € N takového, Ze nerovnost {/a, < ¢ plati Vn > k,
coz podle véty 1.2.4. znamena, Ze fada Y~ a, je konvergentni.

Z mnerovnosti lim,_,. {/a, > 1 plyne existence k € N takového, Ze nerovnost
a, > 1 plati pro Vn > k, coz podle véty 1.2.4. znamena, ze fada Y~ a, je
divergentni.

Dalsim dtisledkem srovnavaciho kritéria je nasledujici véta.

Véta 1.2.6.

Necht > a,, > b, jsou nekonecné fady s kladnymi ¢leny a necht existuje
k € N tak, ze Vn > k plati nerovnost == < bg“ Je-li fada )~ | b, konver-
gentni, je i fada >~ | a, konvergentni. Je li rada fo:l a, divergentni, je i fada
> > | by divergentni.

Dukaz:

’ i bubn1becy _ b a
Pro n > k plati 4o = Zn@n-17%ki1 £ Jnin tL = 2 Tedy a, < % -b, pro
> p A An—1Gn—2""a bnfl'bn72"'bk bk y n — bk n p

n > k. Z této nerovnosti a srovnavaciho kritéria plyne tvrzeni véty.

Podobné jako pii odvozeni Cauchyova odmocninového kritéria muizeme vyuzit
znalost konvergence a divergence geometrické fady a odvodit z véty 1.2.6. dalsi
kritérium.

Véta 1.2.7. (d’Alambertovo podilové kritérium)

Necht Y >° | a, je nekonecna fada s kladngmi ¢leny. Existuje-li ¢ < 1 a k € N tak,
ze pro vsechna n > k plati = il < g, pak je fada Y | a, konvergentni. Existuje-
li k& € N tak, Ze pro vSechna n> k plati 2L > 1, pak jefada ) ", a, divergentni.



Dukaz:
Véta plyne z véty 1.2.6. a z toho, ze geometrickd fada Y >~ ¢" je pro 0 < ¢ < 1
konvergentni a pro ¢ > 1 divergentni.

Stejné jako srovnavaci kritérium a Cauchyovo odmocninové kritérium ma i d’Alam-
-bertovo podilové kritérium limitni verzi.

Véta 1.2.8. (Limitni d’Alambertovo podilové kritérium)
Nechf }°° | a, je nekonecnd fada s kladnymi ¢leny. Je-li lim,, o “*= < 1, pak

je fada > 7 | a, konvergentni. Je-li lim, o, “2** > 1, pak je fada Zf:il a, diver-
gentni.
Dikaz:

an

Z nerovnosti lim,,_, az“ < 1 plyne existence g takového, ze lim,, ., a“ <g<l.
Odtud plyne existence k € N takového, ze nerovnost C% < ¢ plati pro Vn > k,
coz podle véty 1.2.7. znamena, Ze fada )~ a, je konvergentni.

Z nerovnosti lim,,_,., % > 1 plyne existence k£ € N takového, Ze nerovnost
“’;—:1 > 1 plati pro Vn > k, coz podle véty 1.2.7. znamen4, ze fada .~ a, je

divergentni.

Vety 1.2.3. az 1.2.8. jsou odvozeny pomoci srovnavaciho kritéria 1.2.2. a znalosti
podminek za kterych konverguje, respektive diverguje geometricka fada. Podobné
bychom mohli postupovat i pro jiné rady, pokud bychom byli schopni rozhodnout
o jejich konvergenci ¢i divergenci bez pouziti srovnavaciho kritéria. K tomu nam
muze pomoci nasledujici kritérium.

Véta 1.2.9. (Integralni kritérium)

Necht )~ | a,, je nekone¢nd fada s kladnymi ¢leny a necht posloupnost {a,}3,
je nerostouci. Necht f je nezdporné nerostouci realné funkce, definovana na inter-
valu (1, +00), pro kterou plati f(n) = a,. Potom fada ) | a,, konverguje prave
tehdy, kdyz konverguje integral [~ f(z)dx.

Dikaz:
Z monotonie funkce f plyne jeji integrovatelnost.
Na intervalech typu (k — 1, k), k € N, k£ > 2 plati nerovnost

flz) > ax (1.11)
a na intervalech typu (k, k + 1), k € N plati nerovnost
f(z) < ay. (1.12)

Z téchto nerovnosti vyplyvaji nerovnosti

k+1 k
i (x)dx < a < : f(z)dx. (1.13)

Jejich sec¢tenim pro k = 2,3, ..., n dostaneme nerovnost
n+1 n n
/ e <Y ax < / f(x)dz. (1.14)
2 s 1
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Pro posloupnost ¢asteénych souctii {s, }°°; pak plati nerovnosti
n+1
Sp > ay +/ f(z)dz. (1.15)
2
sp<ar+ | flx)de. (1.16)
1

Pokud fada )~ | a, konverguje, je posloupnost ¢asteénych soucti {s,}52,; ome-
zena. Tedy M > 0 Vn € N s, < M. Z nerovnosti:

n+1
o> ay +/ F(x)da (1.17)
2
dostaneme nerovnost
n+1 2
/ flz)dz < / f(x)dx —ay + M, (1.18)
1 1
ze které limitnim piechodem n — oo vyplyva konvergence integralu floo f(x)dx.

Pokud integral [ f(xz)dz konverguje, existuje L > 0 takové, Ze pro Vn € N
plati [[" f(z)dz < L. Z nerovnosti:

Sp < aq +/ f(z)dx (1.19)
1
dostavame nerovnost
Sn S a; + L (120)
coZ znamend Ze posloupnost ¢asteénych souctt {s, }7°; je omezend afada ) - | a,
tedy konverguje.
Uzitecnost této véty ilustruje nékolik nasledujicich prikladii.
Piiklad 1.2.2. (Eulerova konstanta)
Ozna¢ime I, = [|" f(x)dz. Z nerovnosti:
n+1
Sp > ay +/ f(x)dx (1.21)
2
sp < ay +/ f(z)dx (1.22)
1
dostaneme nerovnosti
2
0<a — / flx)de < s, — I, < ay. (1.23)
1

Dokazeme, ze posloupnost {s, — I,,}°°, je nezdporna nerostouci posloupnost re-
alnych cisel a to nezavisle na konvergenci nebo divergenci integralu floo f(x)dx a
fady ) 7, a,. Plati:

n+1
Spa1 — Lnv1 — (S — 1) = apg1 — / fz)dz <0 (1.24)



Posledni nerovnost plati podle (1.11). Posloupnost {s, — I,,}22; ma tedy vzdy
konecnou limitu, jejiz hodnota podle (1.23) lezi mezi 0 a aq, soucet fady Y .~ | a,
se tedy od integralu fl x)dx 1isi maximélné o a;. Napiiklad pro volbu a, =
L f(z) =1 dostdvame ex1stenc21 a konecnost limity

TL’
n

, "1 "dx , 1
nlggo(zz—/l ?):T}LIEO(ZE—Inn):'yGR (1.25)
k=1

Cislo 7 se nazyva Eulerova konstanta a jeji hodnota je piiblizné 0.577.

Piiklad 1.2.3. (Konvergence fad s éleny typu )

Vysetfime konvergenci fady > -, na pro a € R

Pro a < 0 nesplnuje fada nutnou podminku konvergence 1.1.1. a je tedy diver-
gentni. Pro o > 0 pouzijeme integralni kritérium s volbou f(z) = x% ktera spliiuje
predpoklady pro jeho pouziti.

Pro a > 1 plati [° % = (2200 = L atada >, -& je konvergentni.

11—«

Pro o = 1 plati [ % = [Inz]{* = 400 a fada > -, L je divergentni.

Pro1l>a >0 plati [ 9% = [“il ~]%° = +o0 a Fada Zoo - je divergentni.

Priklad 1.2.4.
VySetiime konvergenm fady > °°
Funkce f(x) =

n=2 nlnn
splnuje predpoklady integralniho kritéria. Konvergence rady

zlnz

je tedy ekvivalentni konvergenci integralu [~ z‘fr”fm = thOQ dtt = [Int]2, = +oc.
Rada je divergentni.

Priklad 1.2.5.

Vysetfime konvergenci fady > -, nln — pro a € R.

Analogicky jako v predchozun prikladu pouzijeme integralni kritérium a substi-
tuci Inz =¢. [[° =% = [* % To je z hlediska konvergence stejny integral jako
v prikladu 1.2.3. a ra,da tedy konverguje pro o > 1.

Priklad 1.2.6.
Oznac¢ime symbolem [ (x) s-nasobné slozeni funkce logaritmus, s € N. Tedy
li(x) = Inx,lo(z) = In(lnz) atd. Obecné muzeme substituci l;x = ¢ prevést
konvergenci integralu [ Ilnwln(ln‘i) T, na konvergenci integralu flo?m) 4 a
potom o konvergenci fady » - nlnnln(lnn)
1.2.3. Dolni mez v integralu je volena tak,

definované.

B rozhodnout podle piikladu
aijy integrovana funkce byla dobre

Piiklad 1.2.7. (Cauchyovo kondenza¢ni kritérium)

Jsou-li splnény predpoklady integralniho kritéria, je konvergence fady » -, a
ekvivalentni konvergenci integralu floo f(z)dz. Tento integral mizeme substituci
x = 2" pfevést na integral In(2) - [~ 2' f(2")dt jehoz konvergence je ekvivalentni
konvergenci fady Y " 2"agn. Celkem tedy dostavame nésledujici tvrzeni: necht
{a,}2, je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel. Pak fada )" - | a, konverguje
pravé tehdy, kdyz konverguje fada >~ | 2"agn. Toto tvrzeni se nazyva Cauchyovo
kondenzacni kritérium.
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Véta 1.2.10. (Kummerovo kritérium konvergence)

Necht >°>°  a, je nekonetna fada s kladnymi ¢leny. Nechf d,, je posloupnost
l o0

kladnych redlnych ¢isel takova, ze fada ) -, - diverguje. Potom fada _ ~, a,
konverguje pokud
lim inf(dy— — dpy1) > 0 (1.26)
n—oo an—l—l
a diverguje pokud
lim sup(dy— — dyiy) < 0. (1.27)
n—00 An+1

Dukaz:
Necht h < liminf, . (d
plati:

— d,11). Pak existuje k£ € N takové, ze pro Vm > k

nan+1

am

d, —dyps1 > h. (1.28)

CLm—s—l

Upravou nerovnosti na tvar
Uy, — A 1dms1 > hag g (1.29)
a seCtenim téchto nerovnosti pro m = k, k4 1,...,n — 1 dostaneme nerovnost
apdy — apdy, > h(ag + -+ + ap). (1.30)

Z této nerovnosti dale vyplyva nerovnost

akdk
h

Prava strana této nerovnosti nezavisi na n, coz znamend Ze posloupnost ¢astec-
nych sou¢tt s, = Y ., L1 @i je omezena. Rada P 41 Gn je tedy konvergentni a
podle véty 1.1.4. je i fada ) -, a,, konvergentni.

V druhém piipadé analogickymi tpravami dokadzeme existenci £ € N takového,
%e pro Vn > k plati nerovnost a,d,, > aydy. Cleny fady > -, 41 @ Jsou tedy vetsi

nez cleny divergentni fady > >, “(’;d’“, takze fada Y~ | a, je také divergentni.
— » _

psr + -+ ap < (1.31)

Priklad 1.2.8.
Zvolime-li v Kummerové kritériu posloupnost {d,, = 1}22;, dostaneme pro kon-
vergenci podminku

liminf 2" > 1 (1.32)

n—oo an+1

a pro divergenci podminku

lim sup —2 < 1, (1.33)

n—oo Ap+t1

coz je jina verze podilového kritéria.

Piiklad 1.2.9. (Raabeovo kritérium)
Zvolime-li v Kummerové kritériu posloupnost {d,, = n}
vergenci podminku

(e o]

> ., dostaneme pro kon-

lim inf n(— — 1) > 1 (1.34)
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a pro divergenci podminku

. a
lim inf n(

—-1)>1, (1.35)
toto kritérium se nazyva Raabeovo.

V piikladu 1.2.6. jsme odvodili divergenci fad >~ d s volbou {d,, = n}%,,
{d, = nlnn}>,{d, = nlnnin(lnn)}>2, atd. Tyto posloupnosti tedy muizeme
pouzit v Kummerové kritériu a mskavat tak dalsi a dalsi konvergencni kritéria.

1.3 Nekonecéné rady s obecnymi c¢leny

Nyni se budeme zabyvat fadami ) a, se ¢leny a, € R. Informace pro tuto
¢ast textu jsem cerpal z knih [3] 6]. Konvergenci téchto fad miZeme Casto ovéftit
pomoci nasledujici véty, ktera umoznuje véty z predchozi kapitoly uzit i na rady
s obecnymi realnymi ¢leny.

Véta 1.3.1.
Necht >>° | a, je nekoneéna fada, a,, € R a necht fada )~ |a,| konverguje.
Pak konverguje i fada D~ | a,.

Dukaz:
Véta plyne z nerovnosti | Y, _, ax] < > ;_, |ax| a Bolzanova-Cauchyova kritéria
(véta 1.1.2.).

Definice 1.3.1. (Absolutné a neabsolutné konvergentni fada)
Chceme-li vySetfit konvergenci fady > - | a,, miZzeme se nejdiive pokusit vySetfit
konvergenci fady > 7 |a,|. Pokud je tato fada konvergentni, je konvergentni i
v o0 7 vz v V212 v v o . b4
fada ), a,. V takovém piipadé fikame, ze fada ), _, a, je absolutné konver-
’ v/ v . v o0 v . . .
gentni. V piipadé divergence fady > -, |a,| v8ak o konvergenci nebo divergenci
fady > 7 | a, nemiizeme nic Fici. Pokud fada > - | a, konverguje a soucasné fa-
Y 2_n=10n . n=10an gu]j
o0 . . N 4 v . v [e.e] v ’,
da > -, |ay,| diverguje, fikdme Ze je fada ) _, a, neabsolutné konvergentni.

Pti odvozeni kritérii neabsolutni konvergence bude uzitecna nasledujici identi-
ta, znama jako Abelova parcialni sumace, ktera je analogii metody per partes pro
kone¢né soucty. Oznaéme s, =y ;_, ag, ar = S, — Sp—1. Potom:

Zakbk Z Sk — Sk— 1 bk = Z Skbk — Z Skbk+1, (136)

So je prazdna suma a plati tedy sg = 0. V posledni sumé proto miizeme scitat od
jednicky:

n n n—1
Z spby — Z Skbr1 = Z Sk (br — bry1) + Spbn. (1.37)
k=1 k=1 P

Pomoci Abelovy parcialni sumace nyni odvodime kritérium neabsolutni konver-
gence.
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Véta 1.3.2. (Dirichletovo a Abelovo kritérium konvergence)

Necht {b,}2°; je nerostouci kladné posloupnost redlnych ¢isel a necht je pro fadu
> >° | anby, splnéna nékterd z nésledujicich podminek:

(Dirichletova podminka) Posloupnost {s;}7_; je omezena a lim, . b, = 0.
(Abelova podminka) Rada Y 7 | a, konverguje.

Potom fada Y~ | a,b, konverguje.

Diikaz

Dokézeme, Ze za danych podminek fada > | a,b, spliiuje Bolzanovo-Cauchyovo
kritérium. Necht plati Dirichletova podminka. Budeme odhadovat absolutni hod-
notu vyrazu s, , = ZZ;FZ +1 axby. Pomoci Abelovy parcidlni sumace dostaneme:

(s — Sk—1) = —Spbns1 + Spa1(bps1 — bpao) + ...
> belse — k1) 11+ Snt1(bng1 — bng2) (1.39)

+ 5n+p71<bn+p71 - bn+p) + 5n+pbn+p-

Necht € > 0. Podle pfedpokladu 3K > 0 takové, Ze |s,| < K pro vSechna n € N
a b, — 0 monotonné, coz dava odhad:

ysn,p’ S | - bn-&-lsn‘ + ‘bn-l-pssn-i-p' + K(bn-H - bn+2 + bn+2 e T bn—&-p’

1.39
< 3Kbn+1 < E. ( )

Tento odhad dokazuje platnost véty za predpokladu splnéni Dirichletovy podmin-
ky. Dokazeme druhou ¢ast véty. Necht plati Abelova podminka a zvolme ¢ > 0
a k nému n < . Z predpokladu konvergence fady >~ | a, existuje n € N pro
které plati pro ‘v’p € N odhad:

|@nt1 + o+ Angp| < (1.40)

Pouzitim Abelovy parcidlni sumace a vlastnosti posloupnosi {b,}5°, dostavame
odhad:

|bn+1an+1 + -+ bn+pan+p| S bn+1|an+1 + -+ an+p| S 7]b1 < E. (141)

Tim je dokézana i druha ¢ast véty.

Piiklad 1.3.1. (Alternujici fada)

Vysetiime konvergenci fady ) 7 | ~—— " Rada > o, (—=1)" ma omezenou posloup-
nost ¢astecnych souctu a posloupnost { 1>, je klesajici s limitou 0. Je tedy spl-
néna D1r1ch1etova podmmka z predch0z1 véty a fada je konvergentni. Pfitom rfada
S| 1)n| = ZOO L je podle integrdlniho kritéria divergentni, takZe konver-

n 1 n
gence fady > o 1 *—Z— je neabsolutni.
Rady typu >0 (— 1) a, se nazyvaji alternujici fady. Je-li posloupnost {a,}>°,
klesajici s limitou 0, je alternujici fada konvergentni podle Dirichletova kritéria.

Definice 1.3.1.
Ozna¢me a;f = max{a,,0},a, = max{—a,,0}. Pfi tomto oznadeni plati a, =
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a} — a, a mizeme fadu )~ a, vySetfovat pomoci dvojice fad s nezdporny-
mi cleny > 7 at, > a;. Soucet fady > - a' oznaéime s* a soulet Fady

oo — v/ —
> ey G, oznafime s .

Véta 1.3.3.
Obéfady >~ al,> " a; jsou konvergentni prave tehdy, kdyz je fada Y - | a,
absolutné konvergentni.V takovém pripadé plati:

Zan:s:s+—s_. (1.42)
n=1

Je-li fada Y 7 | ab divergentni a fada Y~ a; konvergentni, plati:

> ay = +oo. (1.43)
n=1
Je-li fada ) 7, a} konvergentni a fada ) -, a,, divergentni, plati:

ian = —00. (1.44)
n=1

Dikaz:
Plati |a,| = af +a;,a} < |a,|,a, < |a,|. Z absolutni konvergence fady Y -, a,
tedy plyne konvergence oboutad Y, a;, > > | a, anaopak z konvergence obou
fad )7 ab, > | a, plyne konvergence fady > -, |a,| a tedy i fady > - | a,.
Navic plati Y2 a, = > 02 ab —> 77 a, . Z této rovnosti vyplyvaji i zbyld dvé
tvrzeni.

Pro konecné soucty plati komutativni zakon, jednotlivé s¢itance mtzeme scitat
v libovolném potradi a existence ani hodnota souc¢tu tim neni nijak ovlivnéna. U
nekonec¢nych fad je situace slozitéjsi. Zavedeme pojem prerovnani fady a uvedeme
véty, které resi otazku existence a hodnoty souctu prerovnané rady.

Definice 1.3.2. (Pferovnani posloupnosti)

Necht {k,}22, je posloupnost pfirozenych ¢isel takova, Ze kazdé prirozené ¢islo

se v ni vyskytuje pravé jednou. Rikdme, Ze posloupnost {aj, }2°, vznikla z po-

sloupnosti {a, }>°, pFerovnanim. O fadé > 7 ay, Fkdme, Zze vznikla z Fady
oo 4 », ’,

> o, a, pferovnanim.

Néasledujici véta tika, ze pro absolutné konvergentni fady je situace analogicka
jako pro konec¢né soucty, prerovnanim absolutné konvergentni rady se jeji vlast-
nosti neméni.

Véta 1.3.4. (O pferovnani absolutné konvergentni fady)
Necht "> | a, je absolutné konvergentni fada, ) -, a, = s. Necht fada ) -, ay,
vznikla z fady Y- | a,, pferovnanim. Pak >~ | ay,, je také absolutné konvergent-

ni fada a - ag, = s.
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Dukaz:
Nejprve dokdzeme absolutni konvergenci fady >~ | ay,. Pro Vn € N plati nerov-
nost > p_, |ax| < s. Necht n = max{ky,..., k,}. Pak plati:

lag, + -+ ag, | < |ag,| + -+ |ag, | <la| + -+ an] < s. (1.45)

Limitnim pfechodem m — oo dostdvame absolutni konvergenci fady Y > ax,,
Dokézeme nyni, ze fada )~ | ax, ma stejny soucet jako fada >~ | a,,. Oznac¢ime
Sp = Yo G, 0 = Yo ag,. Cheeme dokdzat, Ze lim, (s, — 0,) = 0. Necht
e > 0. Pak existuje r € N takové, ze Y ° , |a;| < €. Podle prvni ¢ésti ditkazu
plati pro libovolnou kone¢nou posloupnost {m;}!_, p¥irozenych ¢isel vétsich néz r
nerovnost |ay,, |+ - - + |am,| < €. Protoze posloupnost {k,}°, obsahuje vSechna
piirozena disla, existuje index ¢ € N takovy, ze v posloupnosti £, ..., k&, jsou
obsazena vSechna ¢isla 1,...,r. Zvolime ny = max{q,r}. Potom se pro n > nyg
v rozdilu s, — 0, = (a1 + -+ + a,) — (ag, + -+ + ag,) ode¢tou vSechny cleny
ai,...,a,. Rozdil s,, — 0, ma tedy tvar +a,,, £+ --- % a,,. Plati tedy pro n > ng
nerovnost

150 — o] < am, |+ + |am,| <e. (1.46)

Tim je dokézano i druhé tvrzeni véty.

Poznamka:

Pro neabsolutné konvergentni fady véta neplati. D& se dokonce dokazat, ze ka-
zdou neabsolutné konvergentni fadu je mozné prerovnat tak, aby konvergovala
k libovolnému predem zvolenému cislu, nebo aby divergovala k 400, nebo aby
divergovala k —oo, nebo aby oscilovala. Ditkaz 1ze nalézt v [3].

1.4 Nasobeni nekonec¢nych rad

Vénujme se nyni otazce nasobeni nekonecnych fad. Definice soucinu fad je tzce
spojena s teorii nasobnych fad, které se zde ale nebudeme vénovat. Soucin fad
budeme definovat jednim z mnoha moznych zptsobi, nase definice pochazi od

Cauchyho a je motivovana pravidlem pro nasobeni polynomt. Podrobnéjsi infor-
mace o problematice nasobnych fad a nasobeni fad lze nalézt v [3], 4, [5].

Definice 1.4.1. (Cauchyho soucin fad)
Necht > a,, Yo7 b, jsou nekoneéné fady. Radu Y °7 | S0 | arb, k41 nazy-
vame Cauchyho souéinem fad )7 a,, > . by.

V definici Cauchyho souc¢inu vlastné definujeme jisté usporadani dvojic (ay, b;),
k,l € N. Cleny fady potom séitdme v pofadi daném timto usporadanim. P¥itom
podle poznamky za vétou 1.3.4. vime, Ze u neabsolutné konvergentnich rad za-
lezi na poradi v jakém jednotlivé cleny rady s¢itame. Nasledujici véta fesi otazku
konvergence Cauchyho soucinu rad.

Véta 1.4.1. (O soucinu absolutné konvergentnich fad)
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Necht °°  a, = s, > .~ b, =t jsou absolutné konvergentni nekoneéné rady.
Pak jejich Cauchyho soucin je absolutné konvergentni fada a plati:

Z Z &kbnkarl = st. (147)

n=1 k=1

Dikaz:

Dokazeme absolutni konvergenci Cauchyho souc¢inu. Staci dokazat, ze Cauchyho
soucin konvergentnich fad s kladnymi ¢leny konverguje. Pfedpokladejme tedy, ze
fady > 2, cn, Yoo d, maji kladné ¢leny a jsou konvergentni. Potom plati:

[e.9]

chkdi—k—H Szzcidk: Z de < Zcz de (1.48)

i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 =1

Z toho plyne absolutni konvergence Cauchyho sou¢inu. Dikaz vztahu (1.47) je
zalozen na vété 1.3.4. a lze ho nalézt v [5].

Poznamka:

V knize [3] je uvedena véta, podle které Cauchyho soucin fad > 7 an, Y oo, by
konverguje, je-li jedna z fad konvergentni absolutné a druha neabsolutné. Cauchy-
ho soucin dvou neabsolutné konvergentnich fad nemusi konvergovat, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad 1.4.1.
Rady S°°°  an, S2°° b, s cleny a, = b, = % jsou podle pifkladu 1.3.1. neab-
solutné konvergentni. Pro ¢leny jejich Cauchyho soucinu plati:

k ( 1)n k+1 n B
|; f VT' \/ﬁ\/ﬁ—l. (1.49)

Neni tedy splnéna nutna podminka konvergence.

Dalsi véty o nasobeni nekonecnych fad uvedeme v zavéru néasledujici kapitoly
o sCitacich metodach.

16



2. Scitaci metody pro nekonecné
rady

V této kapitole nam ptijde o zobecnéni pojmu konvergence fady. Zobrazeni, kte-
ré konvergentni posloupnosti prifadi jeji limitu je linedrni funkcional na prostoru
vSech konvergentnich posloupnosti. Tento funkcional budeme chtit rozsirit na Sirsi
mnozinu posloupnosti tak, aby pfifadil kone¢nou hodnotu i nékterym divergent-
nim posloupnostem. Kapitola je zpracovana podle |7 [§].

2.1 Zakladni pojmy z teorie sCitacich metod

Zavedeme zakladni pojmy z teorie s¢itacich metod pro nekonecné rady a definu-
jeme dvé jednoduché sc¢itaci metody.

Definice 2.1.1. (Limitovaci a s¢itaci metoda)

Necht V' je vektorovy prostor vSech realnych posloupnosti a T" zobrazeni T : V' —
R. Defini¢ni obor zobrazeni 1" ozna¢ime ¢(7). Dvojici (¢(T"),T') nazveme limito-
vaci metodou 7. O posloupnosti {a,}>2, € ¢(T) fekneme, Ze je limitovana
metodou Tk ¢islu a = T'({a, }22 ;). Zapisujeme (T') lim,,_, a, = a. Mnozinu ¢(7T)
nazyvame polem konvergence metody 7. Chépeme-li posloupnost {s,}>, jako
posloupnost ¢aste¢nych souctt fady > - | a,, nazyvame dvojici (¢(T'),T) séita-
ci metodou 7. O fadé ) 7, a, fikdme, Ze je s€itatelnd metodou 7' k ¢islu
s =T({sn}>2,) a zapisujeme (7)Y >, a, = s.

Kazdou posloupnost {s,}22; mizeme chapat jako posloupnost ¢asteénych soucti
fady s + (s2 — s1) +... a tim mizeme kazdou s¢itaci metodu povazovat za limi-
tovaci metodu a naopak. Protoze nas budou zajimat predevsim nekonecné rady,
budeme mluvit spise o sc¢itacich metodach.

Piiklad 2.1.1. (Konvergence jako s¢itaci metoda)

Nechf ¢(X) je mnozina vSech posloupnosti {s,}r>; = {d> }_; ar}r>; takovych,
ze fada ) a, konverguje. Zobrazeni ¥ definujeme predpisem 3({s,}2 ;) =
lim,, o S, Pak je dvojice (¢(X),3) séitaci metoda. Tato s¢itaci metoda splyva
s pojmem konvergence fady, misto symbolu (X) >>° . a,, budeme déle uzivat jen
symbol "> a,.

n=1

Definice 2.1.2. (Huttonova s¢itaci metoda)

Necht ¢($)) je mnozina vSech posloupnosti {s, 122, = {d°,_, ax}22, takovych, ze
posloupnost {h,};2, = {*=F3=1}> | konverguje a necht zobrazeni $) je definové-
no predpisem 9 ({s,}5>;) = lim, o0 by = (H) Do~ a,. Pak je dvojice (¢(9),9)
sCitaci metoda. Tato metoda se nazyva Huttonova scitaci metoda.

Definice 2.1.3. (Cesarova séitaci metoda)

Necht ¢(€) je mnozina v8ech posloupnosti {s,}7>, = {d 7_, ax}22, takovych, ze
posloupnost o, = @ koverguje a necht € je zobrazeni definované predpisem
C({sn}22y) = lim, o0 0 = (€) Y07 | ay. Pak je dvojice (¢(€), €) séitaci metoda.
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Tato metoda se nazyva Cesarova scitaci metoda.

Jak ukazuje priklad 2.1.1., je mozné chapat konvergenci jako specialni pripad
sCitaci metody pro nekonecné rady. Pfedmétem naseho dalsiho zajmu budou ty
sCitaci metody, které lze povazovat za zobecnéni konvergence. Budeme studovat
tfidy sc¢itacich metod, které maji duilezité vlastnosti spolecné s konvergenci, ale
pritom je pomoci nich mozné secist i nékteré oscilujici fady. Podle véty 1.1.3. je
zobrazeni T'({s,}22 ) = lim, o0 Spn, kde {s,}5°, je posloupnost ¢aste¢nych sou-
¢t fady D7 an, linedrni zobrazeni. Tim je motivovana nasledujici definice.

Definice 2.1.4. (Linearni séitaci metoda)

Necht (¢(T),T) je scitaci metoda. Je-li zobrazeni T linedrni, nazveme metodu
(c¢(T),T) linearni séitaci metodou. Pro libovolné o € R potom vzhledem k
linearité zobrazeni T' plati implikace =,y € ¢(T) = (ax +y) € ¢(T) a pole
konvergence metody T je tedy vektorovy podprostor prostoru vsech realnych po-
sloupnosti.

Véta 2.1.1. (Linearita Huttonovy sé¢itaci metody)
Huttonova scitaci metoda je linearni.

Dukaz:
Necht o € R, {s,}22, {tn}52, € c¢($). Potom plati:

sy + tn + asp—1 + tn—1> o

Sp + Sp—1 tn +1n1 ’ (2.1)
o lim =—=— 4 lim =—=— = af({s.};21) + H{ta}700)-

n—oo 2 n—r00 2

(0537 + {ta)321) = lim (

Véta 2.1.2. (Linearita Cesarovy séitaci metody)
Cesarova scitaci metoda je linearni.

Dtikaz:
Necht oo € R, {s,}22,,{tn}52, € ¢(€). Potom plati:

Cla{sn )y + {612 ,) = lim 2i=t(@5 1)
n—oo

a- lim =1%oy S — a€({sa i) + St ).

n— 00 n n— 00

Ma-li byt scitaci metoda zobecnénim konvergence, méla by zachovavat klasic-
ki soucet u téch rad, které jsou konvergentni. To nas vede k dalsi definici.

Definice 2.1.5. (Regularni s¢itaci metoda)

Necht (¢(7),T) je scitaci metoda. Ozna¢me symbolem ¢(X) mnozinu vSech po-
sloupnosti {s,}2, = {d7_, ar}>2, takovych, ze fada Y - | a, konverguje. Plati-
li inkluze ¢(X) C ¢(T"), nazveme sé¢itaci metodu (¢(7"), T') konzervativni. Plati-li

dokonce pro {s,};>; € ¢(X) rovnost (') " a, = >~ a,, nazveme scitaci
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metodu (¢(7),T) regularni. Regularni s¢itaci metody jsou tedy ty, které zacho-
vavaji soucty konvergentnich rad.

Véta 2.1.3. (Regularita Huttonovy s¢itaci metody)
Huttonova scitaci metoda je regularni.

Dikaz:
Necht fada >~ | a, konverguje a necht {s,}°°, je posloupnost jejich ¢asteénych
soucti. Potom plati:

. T R T Sn+3n—1_ -
2 o= fin o = fimg =572 = () D an 23)

Véta 2.1.4. (Regularita Cesarovy s¢itaci metody)
Cesarova sc¢itaci metoda je regularni.

Dtkaz:

Nechf fada >~ | a, konverguje a necht {s,}°°, je posloupnost jejich ¢asteénych
souctii. Chceme dokazat, ze ze vztahu lim,, . s, = s vyplyva lim,, .. @
Nejdiive dokazeme tvrzeni pro pfipad lim, ,. S, = 0. Necht je déno ¢ > 0.

Pak existuje index ng takovy, ze plati |s,| < 5 pro n > ng. Oznac¢ime M =

= S.

max{si, ..., sy} azvolime n; = max{ng, 222}. Pro n > n; plati:
‘81+---+Sno N Sn0+1—|—---+8n| < Mnyg N (n —mng)e <e (2.4)
n n n 2n

Tim je tvrzeni dokazano pro lim,_, s, = 0. V obecném pripadé lim, _,, S, = s
zavedeme posloupnost {s’}22 | vztahem s’ = s,, — s. Pro takto zvolenou posloup-
nost plati lim, . s = 0 a podle pfedchoziho tedy plati:

Listh (g

Tim je véta dokazana.

Linearni regularni s¢itaci metody jsou pfirozenym zobecnénim konvergence.
Abychom mohli skutecné mluvit o zobecnéni a ne jen o alternativni definici,
musime se ujistit, ze dané sc¢itaci metoda prifazuje konecny soucet i nékteré di-
vergentni fadé. Proto definujeme netrivialni s¢itaci metody.

Definice 2.1.6. (Netrivialni s¢itaci metoda)

Necht (¢(7),T) je regularni linearni s¢itaci metoda. Nechf mnozina ¢(X) je vlast-
ni podmnozina mnoziny ¢(7"). Pak sé¢itaci metodu (¢(7),T’) nazveme netrivialni
s¢itaci metodou.

Piiklad 2.1.2. (Netrivialita Huttonovy s¢itaci metody)
Dokézeme, ze Huttonova sc¢itaci metoda je netrividlni s¢itaci metoda tim, ze sec-

teme geometrickou fadu s kvocientem ¢ = —1, tedy fadu Y - (—1)""*. Posloup-
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nost ¢astecnych soucti této fady ma tvar {s,}>>; = {1,0,1,0,...} a tedy plati:

= n n 1
()Y (-1 i % = lim . (2.6)

n~>oo n—o0 2
n=1

Rovnice (9) > 07 ¢" ' = l%q je tedy platna jak pro |¢| < 1, tak pro ¢ = —1.

Piiklad 2.1.3. (Netrivialita Cesarovy séitaci metody)

Opét secteme geometrickou fadu s kvocientem ¢ = —1. Pfipomenme definici

Op = @ Studujeme posloupnosti lichych a sudych ¢lentl této posloupnosti.
2n 2n—1

Sudé cleny: o5, = —Z’“;nl k= o = % Liché ¢leny: o9, 1 = Z’gils’“ =5 = %

Posloupnost lichych ¢lentt mé stejnou limitu jako posloupnost sudych ¢leni a tedy

T 1
plati lim,, ;o 0y = 3.

Podle véty 1.1.1. je podminka lim,,_, a, = 0 nutna pro konvergenci fady >~ | a,.
7 predchoziho prikladu plyne, ze tato podminka neni nutnou podminkou pro sci-
tatelnost fady -, a,, Huttonovou, respektive Cesarovou s¢itaci metodou. Ana-
logickd podminka pro Huttonovu metodu je obsahem néasledujici véty.

Véta 2.1.5. (Nutna podminka scitatelnosti fady Huttonovou metodou)
Necht ($) Y7, a, = s € R. Pak plati lim,,_,(ay, + a,11) = 0.

Dukaz:

Sn+5n1_ ) Ooan+an1
Zan_nh%o—_ : +y = (2.7)

n=1 n=1

7 konvergence posledni fady plyne tvrzeni véty.

Podari-li se ndAm Huttonovou metodou secist nekone¢nou radu, mtizeme se ptat,
zda Tada nebyla konvergentni i v klasickém smyslu a nas vysledek je jen dtisledek
regularity Huttonovi metody. Hovofi o tom nasledujici véta.

Véta 2.1.6.
Necht (9)> 07, a, = s € R. Pak plati > | a, = s pravé tehdy, kdyz lim,,_, a,
=0.

Dukaz:

o0

(Q)Zan: lim Snt Sno1 lim (s,-1 +

n—o00 2 n—00 2

Qn

Iny = s, (2.8)

n=1

Z posledni rovnosti plyne tvrzeni véty.

Véta 2.1.7. (Nutna podminka scitatelnosti fady Cesarovou metodou)
Necht (€) Y>> a,, = s € R. Pak plati a, = o(n), s, = o(n).

n=1

Dukaz:
Ze vztahu lim,, ., 0, = s plyne lim,, : Ont1 = S, takze llmnﬁoo(an—ilawrl)
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= (. Déle upravime:

n n+1
o — n—i-la | = |Zk=13k _ (n+1) k+1 31<;| _
" n n n(n+1) (2.9)
|(n+ 1) ey Sk — (n+ 1)22% 3k| |3n+1|
n(n+1) n o
To znamend, Ze lim,, o 2> = 0 a také lim,, o =" = lim,, o 2= = 0.
Véta 2.1.8. .
Necht (€) > a, = s € R a nechf lim,_, M = 0. Potom ) >  a, = s.
Dukaz:
= B
(2.10)

n
n Zk:l ax — Zk:l Zi:l ai Zk:l ka1
n n
Limitnim pfechodem n — oo dostavame tvrzeni véty.

Piimym dtsledkem této véty je néasledujici véta.

Véta 2.1.9.

Necht (€)Y, a, = s € R a necht lim,,_,o; na,41 = 0. Potom Y °  a, = s.
Dukaz:

Z predpokladu lim, ,,, na,+1 = 0 odvodime stejné jako v dikazu véty 2.1.4.

n
D op—1 kari1
n

platnost vztahu lim,,_, = (0 a tim jsou splnény predpoklady predchozi

vety.

2.2 Scéitaci metody definované pomoci linearnich
transformaci

Definice 2.2.1.
Necht A = (@mn)mnen je nekonecnd realnd matice, {s,}>>, realnd posloupnost a
necht pro Vm € N konverguje fada:

o0

tin = G- (2.11)

n=1

Pak systém rovnosti (2.11) nazyvame linearni transformaci posloupnosti {s,}°°,
a posloupnost {t,,}°°_; nazyvame A-transformaci posloupnosti {s, }°° ;. Matici
A ztotoziiujeme se zobrazenim A : {s,}>2; — {t,, }>°_;.

Definice 2.2.2.:
Necht {t,,}°_, je A-transformace posloupnosti {s,}>°, kde A = (@mn)mnen je
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nekonecnd realnd matice. Oznacme c(£4) = {{sn}22; im0ty € R} a de-
finujme zobrazeni £4({s,}32 ;) = limy, 00 trm. Pak dvojici (¢(£4), £4) nazyvame
séitaci metodou £4.

Priklad 2.2.1.
Konvergence fady chapanéa jako s¢itaci metoda je prikladem metody £ 4 s matici:

o O =
o = O
—_ o O

(2.12)

Pro takto definovanou matici A plati A({s,}22,) = {s,}>2; atedy La({sn}>>,) =
lim,, oo Sp,.

Priklad 2.2.2.

Huttonova scitaci metoda je prikladem metody £, s matici:

(2 200 0 -7
02300
0035 %0
A:OOO%% (2.13)
00001

Tedy v n-tém fadku matice A jsou prvky a,, a,1 rovny jedné poloviné a vsech-

ny ostatni prvky jsou nulové. Pii takové volbé matice A totiz plati rovnost
Sn+Sn

Afsatot = {72105 = {ha 0l

Priklad 2.2.3.
Cesarova scitaci metoda je pfikladem metody £4 s matici:

(2.14)

b

I
© Wl =
Wi~ O
cwe O O

Tedy v n-tém tadku je prvnich n prvka rovno % a ostatni prvky jsou nulové. Pri

takové volbé matice A totiz plati rovnost A{s,}>°, = {@ o ={on}2,.

Véta 2.2.1. (O linearité £, metod)
Necht £, je séitaci metoda definovand pomoci nekonecné redlné matice A =
(@) m.nen- Pak je metoda £4 linearni.

Dtkaz:
Zobrazeni £, je slozenim zobrazeni A : {s,}>2, — {t,}°°_, a zobrazeni t,, —
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lim,,, o0 t,n, ktera jsou obé linearni.

Predchozi véta zarucuje linearitu sc¢itacich metod £,. Otazkou ztustava, za ja-
kyjch podminek je metoda £,4 regularni. Nasledujici véta udava nejen postacujici,
ale 1 nutné podminky pro regularitu £4 metody.

Véta 2.2.2. (Silverman-Toeplitzova)

Necht £, je s¢itaci metoda definovand pomoci nekonecéné realné matice A =
(@mn)mnen- Pak je metoda £4 regularni pravé tehdy, kdyz jsou splnény nasledu-
jici podminky:

E|B>O‘v’m€N:Z|amn| < B. (2.15)
n=1
g{l}o;amn =1. (2.16)
Vn e N: lim ap,, = 0. (2.17)
m—0o0

Dikaz:
Dokazeme pouze to, ze podminky jsou postacujici. Diikaz toho, Ze jsou i nutné,
je pomérné dlouhy a lze ho nalézt naptiklad v knize [7].

Necht jsou tedy podminky splnény a necht lim,,_,., s, = s € R. DokéZeme nejpr-

ve konvergenci fady Y | @pnSn. Z konvergence posloupnosti {s,}22, plyne jeji
omezenost. Existuje tedy K > 0 tak, ze Vn € N : |s,| < K. Plati:

i ‘amnsn’ < Ki ’amn’ < KB. (2.18)

Rada >°7 | |amnsn| je tedy absolutné konvergentni. Nyni chceme dokazat, ze
Ve >0 3M Vm > M : }Z:’:lamnsn—s} <e.

Z konvergence posloupnosti {s,}°°; plyne existence n; € N takového, Zze pro

n > np plati |s, — s| < ;5. Ze tfeti podminky véty plyne existence indext
my, Ma, ..., M, takovych, ze pro n < ny,m > m, plati
(| < — (2.19)
a —_— )
m 4n1K
Zvolime m* = max{my, ..., m,, }. Potom:

\Zamnsn\ < Z || < Z 4|n |K < Z (2.20)

Z druhé podminky véty plyne existence m** takového, ze pro m > m** plati:
. €
U — 1| < —. 2.21
| Z | <% (221)
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Podle (2.19) plati pro m > m*:
ni ni €
S e

Podle (2.21) a (2.22) plati pro m > max{m*, m**}:

o] o0 ni
{ Z amn_l‘:}zamn_zamn_”
n=ni+1 n=1 n=1
S‘Zamn_1‘+|iamn‘ (2.23)
n=1 n=1

&8 €
T 6K 4K 2K

Déle z prvni podminky véty a z konvergence posloupnosti {s,}>%; plyne

Y (a9 <Y Jamnllon sl < 5> lamal < 5. (224)
n=ni+1 n=ni+1 AB n=1 4

Provedeme zéavérecny odhad:

00
’ § AmnSn — S| S
n=1

ni 00 0o
] Zamnsn| + } Z I 3)’ 4 |5H Z s — 1| (2.25)
n=1 n=n1+1 n=ni+1

<5+€+€—5
4 4 2 7

Priklad 2.2.4.

Vime, ze Cesarova metoda je reguldrni. Ovéfime to znovu pomoci Silverman-
Toeplitzovy véty. Matice Cesarovy metody je uvedena v prikladu 2.2.3. Plati pro
ni:

oo m 1
Vm € N : mn| = —=1.
R el =2
lim ia = lim ii =1. (2.26)
1
Vn € N: lim a,,, = lim — =0.
m—o0 m—o0 M,

Vsechny predpoklady véty jsou splnény a metoda je tedy regularni.

Nyni definujeme dalsi sc¢itaci metody. Matice Cesarovy scitaci metoda transfor-
muje posloupnost ¢astecnych soucti rady na posloupnost aritmetickych primért
castecnych souctt fady. Nasledujici metoda tento postup zobecnuje tim, ze misto
aritmetickych priméra vyuziva obecnéjsi prameéry.
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Definice 2.2.3. (Metoda Rieszovych priumért)

Necht {g,}>, je redlnd posloupnost pro kterou plati ¢ > 0,¢q, > 0 Vn € N.
Necht ¢(fR,) je mnozina posloupnosti {s,}22, = {>"7_, ar}>2, takovych, ze po-
sloupnost {r,}°°, = {%}2‘;1 konverguje. Definujeme zobrazeni 2R, predpi-
sem R, ({s,}52,) = limy, 00 7 = (Ry) Doy an- Pak je dvojice (c(R,), R,) scitac
metoda. Tato sCitaci metoda se nazyva metoda Rieszovych pruméru.

Pokud volime posloupnost {g,}>°, vztahem ¢, = 1 pro Vn € N, je metoda
Rieszovych primért shodna s Cesarovou metodou.

Metoda Rieszovych primeéri je £4 metoda s matici:

1 0 0
@ a2 0 e
A=| 14" 1P @ (2.27)

q1+q2+q3  qitg2+g93  q1t+g2+gs

Podle véty 2.2.1. je to linearni s¢itaci metoda. Nasledujici véta udava postacujici
podminku pro jeji regularitu.

Véta 2.2.3. (Postacujici podminka pro regularitu metody Rieszovych priméri)
Necht R, je metoda Rieszovych pramért a necht plati >, ¢, = +oo. Pak je
tato metoda regularni.

Dikaz:

Pro matici metody Rieszovych primeért dokazeme platnost vsSech tii podmi-

nek Silverman-Toeplitzovy véty. Pro Vm € N plati >~ |ty = % =1,
n=1 4"

¢imz jsou splnény prvni dvé podminky zminéné véty. Zvolime-li n € N, plati
lim,,, o0 A = lim,,, oo % = 0, ¢imz je splnéna i posledni podminka.

Nasledujici metoda je opét zobecnénim Cesarovy metody. Cesarova metoda je za-
lozena na myslence nahrazeni posloupnosti ¢astecnych souctt posloupnosti jejich
aritmetickych primért. Pokud ani tato nova posloupnost nemé limitu, mizeme
postup opakovat.

Definice 2.2.4.
Necht {s,}0, = {d 1_, ar}>2, je redlnd posloupnost. Definujeme posloupnost
°, vztahem H) = s,, a dale rekurentné pro k > 1 definujeme posloupnosti
H?}o° | vztahem H? déle rekurentné k > 1 definuj 1 ti

n k—1
{HF}> | vztahy HF = lelTHl Pro k > 0 definujeme mnoziny

c(H*) = {{s,}° ;3 lim H* € R} (2.28)
n—oo
a zobrazeni .
Hi({sa}iy) = lim HE =1 a,. (2.29)
n—oo 1

Potom je pro k > 0 dvojice (c(H¥), H*) séitaci metoda. Tato metoda se nazyva
Holderova sc¢itaci metoda fadu k.
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Metoda H' je totozna s konvergenci fady a metoda H' je totoina s Cesaro-
vou sc¢itaci metodou. Holderova sc¢itaci metoda radu £ je £y, metodou pro jistou
matici Hy. Je-li A matice Cesarovy scitaci metody, pak matici Hj, ziskame jako
k-tou mocninu matice A, jak je vidét z definice Holderovy s¢itaci metody. Z toho
okamzité plyne linearita Holderovy scitaci metody. Nasledujici véta tika, ze po-
kud Holderova séitaci metoda fadu k séita fadu ) -, a, k souctu s, pak kazda
Holderova scitaci metoda fadu vyssiho nez k ji také scita k souctu s. Z toho plyne
i regularita Holderovy sc¢itaci metody radu k.

Véta 2.2.4. (Kompatibilita #* metod)
Necht [ > k > 0 a necht (H*)>">7  a, = s € R. Pak také (H)> % a, = s.

n=1 n=1

Dikaz:
Vétu dokazeme matematickou indukci. Pro [ = k£ + 1 plati:
(H) ;an = lim HF = Tim ZTl = (1Y) ;an =s. (2.30)

Ptredpokladame platnost tvrzeni pro [ = k 4+ n a dokazujeme jeho platnost pro
l=k+n+1:

l - k+n+1 __ Zz 1 Hk+n k+n —
H') Z a, = lim H) = lim =(H Zan s.  (2.31)

n—o0 n—o0

Tim je véta dokézana. Volbou k = 0 dostavame regularitu Holderovy sc¢itaci me-
tody libovolného Fadu.

Nutné podminky pro H* sé¢itatelnost jsou obsahem nésledujici véty.

Véta 2.2.5. (Nutnid podminka pro H* séitatelnost)
Necht (H*¥) 3" a, = s € R. Pak plati s, = o(n*) a také a,, = o(n*).

n=1

Dukaz:
Pro posloupnosti { H*¥}2°, z definice Holderovy s¢itaci metody plati vztahy:

HY = s+ o(1).

H' =npHY — (n —1)HF | =0o(n).

(2.32)
H’=nH! — (n—1)H! | =5, =o0(n").

Sp — Sp_1 = Ay = o(nk).

Priklad 2.2.5.

Podle predchozi véty neni fada - (—1)""'n s¢itatelnd metodami H°, H' . Sec-
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teme ji metodou H?2. Nejdiive sestrojime posloupnosti { HY}22 ,, {H 1} | {H2}5 ;.

(HOY>  ={1,-1,2,-2,3,-3,...}.

" HY
H} = 2z A7 = 0 pro n sudé.
n

" HO 1 (2.33)
H} = 2y i = n2+ pro n liché.
n n
H2 — Z?:l Hzl
n n °

(2i—1)+1
2(2i—1)

n+1

Pro n liché séitame nenulovych s¢itanct tvaru ,1=1,..., 2=

ntl ni1
(2i—1)+1 n+l
H2 _ i:21 2(2:—1) _ 2 Zz 1 ( 25— 1) _ %(i Z =1 ) N 1 (2 34)
" n n n 4 '
Pro n sudé séitame 2 nenulovych séitanci tvaru 20+ = 1 2.
2 y 2(2i-1) > T i g
7 (2i—D+1 z
H2 _ i2:1 2(2i—1) _ %212:1(1 + 21_1_1) _ %( + Zz 1 92;— 1) _ 1 (2 35)
" n n 4’ '
Vyuzili jsme pfitom vysledku piikladu 1.2.2.; podle kterého je
I (il—l())— € R (2.36)
Jim 2 n(n)) =- . )

k=1

Z této rovnosti vyplyva:

n+1

2ict 21 1 Zk 1 % > ored % — In(n) + In(n)

= — 0 pro n liché.
1 no1_
15 < Dkt % _ 21 5 — n(n) +1n(n) — 0 pro n sudé.
n n n

Posloupnost sudych i lichjch ¢lentt mé tedy stejnou limitu a proto plati:

i Jiy 1. (2.38)

n=1

Definice 2.2.5. (Metoda Cesarovych praméra radu k)
Necht {s,}, = {d>}_;ar}i, je redlna posloupnost, definujeme posloupnost

{00}, vztahem 0% = s, a pro k € N definujeme posloupnosti {o*}%° , vztahy
n i+k—1
ko Zi:o( k—1 )sn*i

oy = ) (2.39)
k
Déle pro k£ > 0 definujeme mnoziny
(€)= {{sa}ii3 Jim o € R (2.40)
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a zobrazeni €*:
e ({s,15%,) = lim o* (2.41)

n:
n—oo

Pak je pro kazdé k > 0 dvojice (c(€F), €*) s¢itaci metoda, nazfvdme ji metoda
Cesarovskych primeéra radu k.

€% je konvergence fady, €! je Cesarova metoda. Metoda €* je £4, metoda, kde
matice A; mé tvar:

(2.42)

A=
(7

Metoda Cesarovych primért radu k je tedy opét linedrni s¢itaci metoda. Plati
pro ni podobna véta jako pro Holderovu séitaci metodu. Pokud Cesarova séitaci
metoda Fadu k s¢itd fadu Y~ | a, k souctu s, pak kazda Cesarova s¢itaci metoda
rfadu vyssiho nez k ji také scita k souctu s. Z toho plyne i regularita Cesarovy
sCitaci metody radu k.

Véta 2.2.6. (Kompatibilita €* metod).
Necht [ > k > 0 a necht (€*) "> q, = s € R. Pak také (€)Y > a, = s.

n=1 n=1

Dtikaz:
Zavedeme oznaceni SO = s, S¥ = S°" | SF7!. P¥i tomto oznaceni lze matematic-
kou indukci dokazat platnost nasledujici rovnosti:

"\ fi+k—1 i+k
S’;:Z< 1 )sm:< L )aﬁ. (2.43)
=0

Nyni dokazeme vétu pro [ = k + 1
k+i\ _k
k41 _ Sptt _ im0 St _ >imo ()
n Tht1 Fht1 n (ki)
(o) () X ()
Vyuzili jsme kombinatorickou identitu

i (Zzli_l 1) = (n;—k) ;1 € No. (2.45)

1=0

o (2.44)

ktera ukazuje, Ze metoda €* je specidlni p¥ipad metody Rieszovych priimért R, s
volbou posloupnosti {g,}5° = {(”Zk) }>° o Vzhledem k tomu, Ze lim,,,q ("Zk) =
+00, jsou splnény piedpoklady véty 2.2.3. To znamen4, ze z € sc¢itatelnosti fady
> o2 | an plyne i jeji €5t séitatelnost. Tim je véta dokézana pro [ =k + 1.

V obecném piipadé | = k 4+ n vyuZijeme toho, ze z €* s¢itatelnosti plyne ¢#+!

s¢itatelnost, z té zase €¥*2 s¢itatelnost atd. Tim je véta dokazana.
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Navic volbou k = 0 dostdvame regularitu ¢* metody pro libovolné k € N.

Podobnost mezi H* metodami a €* metodami neni nadhodna. V knize [7] lze
najit diikaz nasledujici véty.

Véta 2.2.7.
Necht k € Np. Rada Y 7, a, je sCitatelnd €* metodou pravé tehdy, kdyZ je
séitatelna H* metodou. Pro jeji soucet potom plati

(H)D an=(€¥)) ay. (2.46)

Dukaz:
Viz [7].

2.3 Scitaci metody a nasobeni nekonec¢nych rad

Na zavér kapitoly o nekonecnych radach jsme se stru¢né vénovali nasobeni ne-
kone¢nych fad a pojmu Cauchyho soucinu fad. Ptitom jsme vid€li ne€které pro-
blémy vznikajici pfi nasobeni fad - Cauchyho soucin konvergentnich fad nemusi
byt konvergentni. Budeme se vénovat podobnym otédzkam pro ¢* scitatelnost.
Mnoho informaci o vyuziti s¢itacich metod pfi nasobeni fad lze nalézt v knihach
[4, 5], [7].

Véta 2.3.1.
Necht jsou fady > 7 a, = s, Y .-, b, =t konvergentni. Pak jejich Cauchyho
soucin je € scitatelny a plati

(Qt) i i akbn,kﬂ = st. (247)

n=1 k=1

Dukaz:
Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni. Necht {z,}>°,, {y,}>°, jsou konvergentni
posloupnosti, z,, — =, v, — y. Potom plati:

1Y yl_>
n

zy. (2.48)

Oznacme {z,}5°, = {x,—x}5°,. Potom 2, — 0. Posloupnost {y,, }°°, je omezen4,
takze 3K > 0 : |y,| < K pro ¥n € N. Déle plati:

2WYn + -+ 2l 21| + -+ + |2
| < K- —
n - n

22:1 Sk
n

| 0. (2.49)

Podle dtikazu véty 2.1.4. plyne z s, — 51 — 5. Vyuzitim tohoto vztahu

a (2.49) dostaneme:
T1Yn + -+ Tpli Yyi+ -+ Yp Zlyn"i_"'"i_Znyl_>

n n n

xy. (2.50)
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Oznacime-li posloupnosti ¢asteénych souctt fad Y 7| an, o by jako {s,}5%,
{tn}o,, plati s, — s, t, — t. Pro posloupnost ¢astecnych souctti Cauchyho
soucinu plati:

n

Z Z akb¢,k+1 = Sltn + Sgtnfl + -+ Sn,1t2 + Sntl. (251)
i=1 k=1

Detailni odvozeni rovnosti (2.51) lze nalézt v [5]. Vynasobenim obou stran této
rovnosti vyrazem % a pouzitim (2.48) dostavame tvrzeni véty.

Disledkem véty 2.3.1. je nasledujici véta.

Véta 2.3.2.
Necht jsoutady >~ a, =s, >. - b, =t konvergentni a necht jejich Cauchyho
soucin konverguje. Pak plati:

[e.9]

DY arbupr = st. (2.52)

n=1 k=1

Dukaz:
Z regularity Cesarovy sc¢itaci metody plyne, ze soucet Cauchyho soucinu je shod-
ny s jeho € souctem a ten je podle predchozi véty roven st.

Ukazuje se, ze véta 2.3.1. je disledkem obecnéjsi véty o soucinu Cesarovsky sci-
tatelnych fad. Detaily lze najit v [7].

Véta 2.3.3.
Necht k, 1 € Ny anecht (€¥) 3> a, = s, (€')Y>° | b, = t. Pak Cauchyho soucin
fad D07 a,, Yoo by, je €FFIFL ggitatelny a plati:

(@Y " apby_g = st (2.53)

n=1 k=1

Dukaz:
Viz [7].

Véta 1.4.1. ndm iika, ze Cauchyiiv soucin absolutné konvergentnich rad je ab-
solutné konvergentni fada a v poznamce za vétou 1.4.1. jsme odkazovali na vétu,
podle které je Cauchytiv soucin neabsolutné konvergentni a absolutné konvergent-
ni fady konvergentni fada. Dalsi zobecnéni je obsahem nasledujici véty.

Véta 2.3.4.
Necht je fada Y >7 , a, = s absolutné konvergentni a necht (€*) >~ b, = ¢. Pak
Cauchyho soucin fad > 7, a,, Y oo b, je €F séitatelny a plati:

(eF) i i Ukbp_ps1 = St. (2.54)

n=1 k=1
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Dukaz:
Dikaz lze opét nalézt v [7].

Priklad 2.3.1.

V pifkladu 2.2.5. jsme séitali fadu > -, (—1)""'n pomoci metody H?. Podle vé-
ty 2.2.7. dava stejny vysledek i €2 metoda. K vysledku mtZeme dojit i pomoci
nésobeni fad. Rada Y - (—1)""'n je Cauchyho sou¢inem dvou geometrickych

Fad 3007, (1)

Z —1)m R =Y (1), (2.55)

Podle piikladu 2.1.3. je (€1)>°°°  (—=1)"*! = L a podle véty 2.3.3. je

[\

n=1

)
E n+1

n=1

1
T (2.56)

l\DI»—t
N | —

Dostali jsme tak stejny soudet fady, ale jen €3 sé¢itatelnost, i kdyZ podle piikladu
2.2.4. vime, Ze fada je €2 sc¢itatelnd. Véta 2.3.3. totiz zarucuje €*++! s¢itatelnost
Cauchyho soucinu, ale ten miize byt scitatelny i metodou nizsiho Fadu.
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Vv e V4 [ ld

3. Vyuzitl matematického
Ve ve, » », v »,

softwaru pri sc¢itani nekonecnych
A4
rad
V této kapitole se budeme vénovat vyuziti matematického softwaru pfi sc¢itani
nekonecnych fad pomoci s¢itacich metod, které jsme definovali v ptredchozich
kapitolach. Budeme pouzivat program Wolfram Mathematica 8 (déle jen

Mathematica). Informace o tomto softwaru je mozné nalézt na internetové adre-
se: http://www.wolfram.com /mathematica.

V Mathematice l1ze scitat konec¢né soucty pomoci prikazu Sum. Parametry tohoto
prikazu jsou f,i,min max a zadava se ve tvaru:

Sum[f,{i,min,max}] . (3.1)

Parametr f je (konecna) posloupnost, kterou chceme séitat. Parametry i, min,
max oznacuji s¢itaci index a meze s¢itani. Vstup miize vypadat naptiklad takto:

In[1]:= Sum[i,{i,1,n}]; (3.2)

Vystup potom vypada takto:

Out [1]= %n(1+n) . (3.3)

Ptikaz Sum mtze mit jako parametr f i nekonecnou posloupnost, zadanou sym-
bolicky a parameter max mtize mit zaddnu hodnotu Infinity. S¢itani je potom
chapano jakou soucet nekonecné fady. Pokud fada konverguje, vypada vystup
napriklad takto:

In[1]:= Sum[(1/2)"n,{n,1,Infinity}];

3.4
Out[1]= 1. (34)
Pro divergentni fady dostaneme nasledujici vystup:
In[1]:= Sum[1/n,{n,1,Infinity}];
Sum:: div: Sum does not converge.
(3.5)

1
Out[1]= E —.
n

n=1

Mathematica mé implementovany tii s¢itaci metody - Cesarovu, Abelovu a Bo-
relovu. Prvni z nich jsme definovali v pfedchozi kapitole, o zbyvajicich dvou se
jen strucné zminime. Abelova metoda pfifazuje fadé soucet predpisem:

o0

Z a, = lim apa™ L. (3.6)
n=1 el n=1
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Borelova metoda prifazuje fadé soucet predpisem:

S a, = / > B ety (3.7)
n=1 0 n=1 n:

Obé metody jsou regularni. Abelova metoda je silnéjsi nez libovolna ¢* metoda.
To znamena ze z €* s¢itatelnosti fady plyne i jeji s¢itatelnost Abelovou metodou.
Borelova metoda je silnéjsi nez Abelova metoda. Presné definice a dalsi vlastnosti
obou metod lze najit v [7].

Pokud chceme v Mathematice seCist nekonecnou fadu nékterou z vyse uvede-
nych metod, pouzijeme dalsi parametr pfikazu Sum. Parametr Regularization
urcuje, ktera ze sc¢itacich metod se méa pfi s¢itani fady pouzit. Vsup ma tvar:

In[1]:= Sum[f,{i,1,n},Regularization->"metoda"]. (3.8)
Konkrétni metodu vybereme takto:

Regularization->"Cesaro".
Regularization->"Abel". (3.9)

Regularization->"Borel".

Ukazme si, jak lze timto zplisobem secist napriklad geometrickou fadu s kvoci-
entem ¢ = —1. Tuto fadu jsme jiz scitali Cesarovou sc¢itaci metodu a vime, ze
vysledek je %

In[1]:= Sum[(-1)"(n-1),{n,1,Infinity},Regularization->"Cesaro"].

Out[1]= %
(3.10)

Mathematica neméa implementovanu ani Cesarovu, ani Holderovu metodu radu
vyssiho nez jedna, ale uzivatel si mize pomérné snadno obé metody naprogra-
movat sam. Podle véty 2.2.7. davaji tyto metody stejny vysledek, staci tedy na-
programovat jednu z nich. Ukazeme si, jak lze naprogramovat Hélderovu scitaci
metodu fadu k:

a[n_]=P0OSL;

s[n_] = Sum[alil,{i,1,n}];

Hlk_,n_] = If[k == 0,s[n],Sum[H[k - 1, i],{i,1,n}]/n];
Limit [H[RAD,n] ,n->Infinity]

(3.11)

Kde za POSL dosadime n-ty ¢len fady kterou chceme secist a za RAD dosadime
rad sc¢itaci metody.

S vyuzitim tohoto kédu znovu secteme nékteré rady, kterymi jsme se zabyvali
v predchozich kapitolach.
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Geometricka fada s volbou a =1, ¢ = 3 :

In[1]:= a[n_]=(1/2)"n;

s[n_] = Sum[alil,{i,1,n}];

Hlk_,n_] = If[k == 0,s[n],Sum[H[k - 1, il,{i,1,n}1/nl;
Limit [H[O,n] ,n->Infinity]

Qut[1]:= 1

Geometricka fada s volboua =1, ¢g=—1:

In[1]l:= aln_1=(-1)"(n-1);

s[n_] = Sum[a[i],{i,1,n}];

H[lk_,n_] = If[k == 0,s[n],Sum[H[k - 1, i],{i,1,n}]/n];
Limit[H[1,n] ,n->Infinity]

1
Qut[1]:= —.
ut[1] 5

o0

Rada Z(—l)”“n :

n=1
In(1]:= a[n_]=(-1)"(n-1)n;

s[n_] = Sum[a[i],{i,1,n}];

H[k_,n_] = If[k == O,s[n],Sum[H[k - 1, i],{i,1,n}]/n];
Limit [H[2,n] ,n->Infinity]

1
Qut[1]:= —.
ut [1] 2
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Z.avér

Cilem bakalaiské prace bylo zavést scitaci metody pro nekonecné fady a pro-
zkoumat jejich vlastnosti. Slo ndm pfitom hlavné o metody, které zobeciiuji kon-
vergenci fady. Proto definici s¢itacich metod predchézelo studium konvergence a
vlastnosti konvergentnich fad a také Cauchyho souc¢inu nekonec¢nych fad.

Sc¢itaci metody jsme definovali ve druhé kapitole, pficemz jsme se zaméfili na re-
gularni linearni metody, které konvergenci vhodnym zpiisobem zobecnuji. Na pii-
kladech jsme ukazali, Ze pomoci téchto metod lze scitat i nékteré divergentni fady.
Dale jsme definovali s¢itaci metody pomoci linearnich transformaci posloupnosti
¢astecnych soucti rady a uvedli jsme nutné a postacujici podminky pro regularitu
téchto metod. V posledni ¢asti druhé kapitoly jsme se opét vénovali Cauchyho
sou¢inu nekonecnych fad. Jako ptiklad vyuziti sc¢itacich metod jsme uvedli vé-
ty o Cauchyho soucinu sc¢itatelnych fad, které byly zobecnénim vét o Cauchyho
Fourierovych rad, coz je ale mimo ramec této prace.

V posledni kapitole jsme ukézali jakym zptisobem jsou sc¢itaci metody implemen-
tovany do programu Wolfram Mathematica 8 a secetli jsme nékolik fad, které
jsme v predchozich kapitolach sé¢itali analyticky.
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