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Abstrakt

Tato prace se zabyva analyzou matematickych modeli evolu¢ni dynamiky, které popisuji
populaci vicetroviiového vybéru a jeho modifikaci. Nasim cilem je potvrdit vysledky
numerickych simulaci pomoci analytickych metod. Zaméfime se proto na formulaci
téchto modelli populace pomoci diferencidlnich rovnic a vyfesime otazky pevnych bodt
a stability téchto nelinedrnich dynamickych systémi. Cely viceuroviiovy vybér 1ze popsat
pomoci mikroskopického a makroskopického modelu. Zjistili jsme, Ze mikroskopicky
model, ktery popisuje vybér uvnitf skupiny, upfednostiiuje nespolupracujici jedince.
Makroskopicky model, ktery popisuje vybér na drovni skupin, naopak upfednostiiuje

spolupraci. V posledni ¢asti jsou dynamické systémy doplnény o vysledky experimentd

provedenych pomoci numerickych simulaci, které ndm umoznili ur¢it jemné;si detaily ve

vyvoji populace.

Abstract

This Bachelor thesis deals with the analysis of the mathematical models of the evolu-
tionary dynamics which describe the population of the multilevel selection and its mo-
difications. Our aim is to confirm the results of numerical simulations using analytical
methods. Therefore, we focus on the formulation of these population models using dif-
ferential equations and we evaluate matter of the fixed points and the stability of these
non-linear dynamic systems. We use the microscopic model and the macroscopic model
to describe the entire multilevel selection. We found that the microscopic model which
describe lower level selection within a group, favors defectors. The macroscopic model
which describe higher level selection between groups, favors cooperators. Finally, dy-
namic systems are supplemented by numerical simulations which allow us to determine

finer details of population evolution.
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1 Uvod

Evolu¢ni dynamika se zabyva vyvojem a rozmnoZovanim jedincti v populaci v prubéhu
Casu, pricemz kazdy jedinec se védomé ¢i nevédomé snaZzi, co nejvice se rozmnoZovat,
tzn. chce docilit co nejvétsiho zastoupeni svého druhu v populaci. Aby se vSak jedinec
mohl reprodukovat, potfebuje uspét v konkuren¢nim boji mezi jedinci populace, a tudiz
by tomu mél pfizpiisobit svoje chovani, tj. mél by se chovat sobecky. Nicmén¢ existuji bi-
ologické systémy, v jejichZ rdmci se vyskytuji druhy, které na dkor svého reprodukéniho
uspéchu pomadhaji ostatnim, tzn. zajist'uji v populaci vyvoj spolupriace. U spolupracuji-
ciho jedince je poskytnuti pomoci jinému jedinci spojeno s ndklady, které musi vynaloZzit.
Jedinec, ktery nespolupracuje nikomu nic neposkytuje a nemé proto Zadné nédklady. Po-
skytnuté pfinosy a vynaloZené ndklady se pak odrdZeji do uZitku jedince, podle kterého
se fidi pfirozeny vybér, tzn. ve smiSené populaci mé spolupracujici jedinec mensi uZitek
neZ nespolupracujici jedinec, a tudiz se jedinec, ktery nespolupracuje, ¢astéji rozmnozuje
a spolupracujici jedinec z populace vymizi. Existuji v§ak zptsoby, které zvyhodmuji po-
zici spolupracujicich jedincti pfi rozmnoZovani a pfi splnéni ur¢itych podminek vedou k
tomu, Ze populaci ziskd spolupracujici druh. Jednim z nich je vicedroviiovy vybér, kterym
se budeme v této praci z pohledu evolucni teorie her zabyvat.

Teorie her je jednou z disciplin aplikované matematiky, kterd se zabyva rozhodova-
nim v tzv. konfliktnich situacich. Konfliktni situaci oznacujeme stav, ve kterém dochdzi
ke stietu z4jmd, a proto na nase rozhodnuti bude okoli reagovat né¢jakym opatfenim, ¢imz
muZe zcela zménit nase postaveni, pri¢emz zdkladnim predpokladem je racionalita vSech
zucCastnénych. Zaklady této matematické discipliny byly poloZeny mad’ arskym matemati-
kem Johnem von Neumannem a rakouskym ekonomem Oskarem Morgensternem v prvni
poloviné 20. stoleti. Samotny vznik je pak datovan rokem 1944, kdy byla uvedenymi za-
kladateli vydédna spolecnd publikace Theory of Games and Economics Behavior. DalSim
vyznamnym matematikem, ktery pracuje v oboru teorie her je John Forbes Nash, ktery
za piinos v tomto oboru obdrzel v roce 1994 Cenu Svédské narodni banky za rozvoj
ekonomické védy na pamatku Alfreda Nobela. Teorie her se hojné pouziva v ekonomii,
politologii, sociologii, biologii, psychologii atd.

Jednou z oblasti teorie her, je pak evolucni teorie her, kterd se zabyvd analyzou a



popisem chovani dostatecné velké populace Zivych organismi v biologii, pfi¢emz kazdy
jedinec zastupuje urcity fenotyp chovéni, se kterym se rodi a ktery ovliviiuje jeho roz-
hodovéni. Ukolem evolu¢ni teorie her je zjistit, zda n&ktery typ chovéni je pro preZiti
v populaci vhodnéjsi nez ostatni typy. Vznik tohoto oboru teorie her je datovan do roku
1973, kdy britsky teoreticky evolu¢ni biolog a genetik John Maynard Smith publikoval
spolec¢né s americkym genetikem Georgem Robertem Pricem ¢lanek The Logic of Animal
Conflict v Casopisu Nature [7].

V této préci se budeme zabyvat dynamikou v evolucni teorii her, pficemzZ budeme vy-
uzivat populaci, ve které funguje vicedroviiovy vybér, konkrétné se v populaci nachazeji
dvé drovné. Principem vicedroviiového vybéru je, Ze jedinci jsou rozdéleni do skupin,
pricemz dochazi k interakci mezi jedinci téZe skupiny, ktefi mezi sebou hraji evolu¢ni
hru. Vedlejsim produktem tohoto soupefeni a rozmnozovani jedincd je vznik pfirozeného
vybéru na vyssi drovni, tj. na drovni skupin. Prvni matematicky model takové populace
byl navrzen americkym genetikem Sewallem G. Wrightem.

V nasledujicich kapitolach budeme vyuZivat model vicetroviiového vybéru tak, jak
byl zaveden v ¢lanku [3] a budeme provadét jeho drobné modifikace. NaSim cilem je zjis-
tit, zda vicetdroviiovy vybér, ktery byl v literatufe prozkoumén na zdkladé numerickych
simulaci, 1ze popsat pomoci analytickych metod a zda populace v rdmci tohoto analyti-
kého modelu spolupracuje. Déle nés zajima, jak se analyticky model vCetné jeho feseni,
zméni pro nami modifikované verze vicetroviiového vybéru. Z toho diivodu sestavime
mikroskopické modely zdkladniho modelu i jeho modifikaci a provedeme jejich rozbor.
Ve findle sestavime makroskopicky model vicetroviiového vybéru. Vse budeme zkoumat
pro nejhorsi pridad hry, kterym je hra typu Véznovo dilema, v niZ je optimdlni strategii
nespolupriace. K tomu, abychom mohli mikroskopické modely a makroskopicky model
sestavit, potfebujeme znat replikatorovou dynamiku a zptisob uréovani stability diferen-
cidlnich rovnic, proto budeme vénovat kapitolu definici tohoto apardtu. V posledni ¢ésti

se budeme zabyvat numerickymi simulacemi zakladniho modelu i jeho modifikaci.



2 Zakladni pojmy

V této kapitole, bude uveden matematicky apardt, ktery je dilezity pro dalsi text. Tento
vyklad je uveden na zdkladé knih [1], [4] a [8], ve kterych lze také najit podrobné&;si

informace.

2.1 VySetreni stability diferencialnich rovnic

Budeme uvaZovat nelinedrni autonomni systém:

xl (t) = fl (X] (t)’ X2(t), RN Xn(t))a

o (1) = Lo(x1(1), x2(2), . .., x4(1)), o0
Xn(t) = ﬁl(xl (t)9 Xz(t), ceey Xn(t)),
kde x;(r) = % a fi, f>,..., f, jsou funkce definované na neprazdné oteviené mnoZiné
D c R". Tento systém lze téZ popsat vektorovou rovnici, kterd ma tvar:
X(1) = f(x(1)), (2.2)

kde x(r) = (x1(0), 22(0), ..., xa (D) a f = (fi(x1 (D), ..., %0(D) .., fulr1 (D), - .., X (1))
Dile budeme predpokladat, Ze f je spojita funkce a mé spojité parcidlni derivace prv-

niho fddu, tzn. slozky fi, f>, ..., f, zobrazeni f jsou tfidy C' na D.

Definice 2.1 (O pevném bodu): Rekneme, 7e xo € D je pevny (staciondrni) bod rovnice
(2.2), pokud plati:
S(xo) = o, (2.3)

kde o je nulovy vektor. Tzn. rovnice (2.2) ma konstantni feseni.

Definice 2.2: Necht' xo € D C R”" je pevny bod rovnice (2.2). Pak fekneme, Ze bod xy je:
(i) stabilni, pokud

Ve > 0,36 > 0 : |[x(0) — xol| < 6 = ||x(¢) — x¢|| < &Vt € [0, +00), (2.4)
kde x(t) je feSeni soustavy (2.2) s pocatecni podminkou x, v Case ¢ = 0,

3



(i) asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a navic
AA > 0 : [|x(0) — xo|| < A = lim x(¢) = x, (2.5)
t—+00

(iii) nestabilni, pokud neni stabilni.

Stabilitu autonomniho (explicitné nezdvislého na Case ) nelinearniho systému lze také

urcit pomoci linearizace. Budeme predpoklddat, Ze f(x(¢)) je ve tvaru:

f(x(0) = Ax() — x0) + g(x(1)), (2.6)

kde A je ¢tvercova matice fadu n a g(x(¢)) spliiuje vztah:

gl _

= (2.7)
1=+eo ||x(f) — Xo|
Podminky (2.6) a (2.7) jsou ekvivalentni poZadavku diferencovatelnosti funkce f

v bodé x,. Matice A je Jacobiho matice a jeji tvar je:

A= (?(xo)) ’ 29
X i=l.n,j=1.n

kde fi, f5, ..., f, jsou jednotlivé sloZky vektorové funkce f(x(t)).
Pokud vSechny vlastni ¢isla matice A maji nenulovou redlnou cast, pak se nelinedrni

systém (2.2) v okoli pevného bodu x, chova podobné jako linearizovany systém

x(1) = Ax(?) (2.9)
blizko pocatku. TudiZ Ize stabilitu nelinearniho autonomniho systému urcit pomoci nasle-
dujici véty.

Véta 2.1: Necht’ f je definovano vztahem (2.6), g splituje podminku (2.7) a x, je pevny
bod rovnice (2.2), pak plati:

(i) Pokud vSechny vlastni ¢isla matice A maji zdpornou redlnou cést, pak je xg

asymptoticky stabilni.
(ii) Pokud nékteré z vlastnich ¢isel matice A ma kladnou realnou cast, pak je x, nesta-
bilni.
Diikaz. Viz [4] str. 114. O

Dusledek 2.1: Pro autonomni nelinedrni systém, ktery je popsdn pouze jednou diferenci-
dlni rovnici:
x(1) = f(x(0),

s pevnym bodem x plati:



d
(i) pokud d—f(xo) < 0, pak je x, asymptoticky stabilni.
X

d
(i) pokud d—f(xo) > 0, pak je x, nestabilni.
X

2.2 Zakladni pojmy v teorii her

Definice 2.3 (Hra): Necht' n € N, n > 2 je pocet vSech hrac¢i z mnoziny I = {1,2,...,n},
S je mnoZina vSech strategii, S; € S,i = 1, ..., n je mnoZina strategii i-tého hrace a funkce
oS 1x8yX%. .. xS, = Ruddva pfinosovou funkci kazdého hrace i € I, pak usporddanou

trojici:
G = {L,{S i}iew, (i} it}

nazyvame hrou n hrac¢i v normalni formé nebo také strategickou hrou.

Definice 2.4 (Cista strategie): Cistd strategie urCuje akci, kterou bude i-ty hra¢ pouZzivat
v kazdém kroku hry, tzn. nedochédzi k ndhodnému vybéru strategie. MnoZinu vSech Cistych

strategii oznaCujeme S'.

Definice 2.5 (SmiSena strategie): SmiSenad strategie i-tého hrace o; = (py, pa, ..., Pilti)
je vektor pravdépodobnosti, jehoz kazdy prvek urcuje pravdépodobnost pouZiti pfislusné

strategie z mnoziny Cistych strategii S;. Mnozinu smiSenych strategii oznacujeme X;.

Definice 2.6 (Dominantni a dominujici strategie): Budeme uvazovat hru dvou hracu, ve
které prvni hra¢ vybira ze dvou strategii o7y, o}. Strategii o nazyvame striktné resp. slabé

dominantni pokud plati:
VO’2€ZZI7T](O'],O'2)>7T](O',1,O'2) resp. VO'zEEZI7T1(O'],O'2)Z7T1(O',1,O'2). (210)

Strategie o] je pro tento piipad striktné resp. slabé dominovéna strategii o-;.

Definice 2.7 (Uzitek): Uzitek neboli zdatnost je vysledek hry jednotlivych hraca, ktery
je zdavisly na strategii, kterou zvolili. Cilem kazdého hrice je vybrat strategii, kterd jim

zajisti co nejvyssi uzitek pii hie s ostatnimi hraci.

Definice 2.8 (Nashovo ekvilibrium): Necht' mdme danu hru dvou hract, Nashovym

ekvilibriem (rovnovdznym stavem) oznaCime dvojici strategii (o7}, 0;), pro kter€ plati:

m(oy,0%) > m(o,0,) Yo €L



a soucasné

(o), 05) = my(0),02) Vo, € Xy,

tzn. Zadny hrac si nemiZe svoji vlastni akci vylepsit uzitek.

2.3 Evolucéni teorie her

Jednd se o hojné pouZivany piistup v evolu¢ni biologii, ve kterém méme dostatecné vel-
kou mnozinu jedinct stejného druhu, ktefi se rozmnozuji asexudlné, pficemz kazdy jedi-
nec zastupuje urcity fenotyp chovanti, ktery je po cely Zivot jedince neménny a je predavan
jeho potomkim. Tento fenotyp chovani je v evolu¢nich hrach oznacovan jako (Cistd) stra-
tegie. Navic dochdzi ke zjednoduSenti strategické interakce pouze na posloupnost her dvou
hracu, tzn. v kazdém ¢asovém okamziku proti sobé hraji dva ndhodné vybrani jedinci, pfi-
¢emz vybér je proveden proporciondlné k jejich uzitktim. UZitky hraci nejsou konstantni,
ale jsou zavislé na sloZeni populace, tj. na zastoupeni strategii v populaci, jelikoZ jsou
ovlivilovany velikosti vyhry pfi interakci jedincd. Dalsi vyklad je poddn na zdkladé knih

[1] a [8].

2.3.1 Moranuyv proces

Moraniv proces je jednoduchy stochasticky model, ktery se vyuZiva v biologii a popisuje
konecnou populaci konstantni velikosti n, pficemZ je populace sloZzena ze dvou druhti
jedincd, které oznacime druh A a druh B. Konkrétné pomoci Moranova procesu muze byt
popsdn pfirozeny vybér, mutace, dynamika pravdépodobnosti atd. v kone¢né populaci.

Princip tohoto modelu je, Ze v kazdém cCasovém kroku je jednomu jedinci povolena
reprodukce, pfi které vznikne jedinec, jenz patii ke stejnému druhu jako jeho rodic. Aby
byla navic zachovéna konstantni velikost skupiny, musi byt ve stejném ¢asovém okamZziku
vybran jeden jedinec, ktery bude eliminovan. Vybér jedince ur¢eného k rozmnozovéni a
jedince urc¢eného k eliminaci probihd ndhodné. Pokud se jednd o stejného jedince, pak je
nahrazen svym identickym potomkem a populace ziistane nezménéna.

Oborem hodnot Moranova procesu je stavovy prostor ny = 0, 1,...,n. Oznacime-li si
n4 pocet jedinct prislusnych k druhu A, pak druh B zastupuje v populaci n — n, jedincg.
Pravdépodobnost vybéru zastupce druhu A je tedy na/n a zastupce druhu B je vybran
s pravdépodobnosti (n—n,)/n. V kazdém ¢asovém okamziku, pak miiZe v populaci nastat
jeden z nasledujicich Ctyf stavi:

e A vybran pro reprodukci a B pro eliminaci = pocet jedinci typu A bude ny + 1,
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e B vybran pro reprodukci a A pro eliminaci = pocet zdstupcu typu A bude ny — 1,
e A vybran pro reprodukci i eliminaci = pocet jedinctl typu A zlstane zachovan,
e Bvybran pro reprodukeci i eliminaci = pocet jedincti typu A zdstane opét zachovan.

Tyto udalosti 1ze vyjadrit ndsledujicimi pravdépodobnostmi:

na - (n—ny)

Pngng-1 = 2 ,
ny - (n—ny)
Pt =~ 2.11)

pnA,nA = 1 - pnA,nA—l - pl’lA,nA+1’

pticemz plati pop = 1, pon, = 0, pun = 1 @ ppn, = 0. Stavy ny = 0 a ny = n nazyvame
absorpcni, jelikoZ pokud se proces dostane do tohoto stavu, nemiZze jiz dojit ke zméné
v populaci. V této populaci neni mozné souZziti obou druhd, vzdy bude jeden druh nahra-
zen druhym. Pravdépodobnost, Ze populace, ve které se vyskytuje n, jedinct druhu A,

prejde v kone¢ném Case do absorp¢niho stavu n, je ddna vztahem:

xo= A 2.12)
n

2.3.2 Replikatorova dynamika

Replikdtorova dynamika je specidlnim pripadem evolu¢ni dynamiky. Mdme evolu¢ni hru
(model vzdjemnych strategickych interakci v priibéhu casu), kterd je hrdana mezi jedinci
velké populace, pricemz kazdy jedinec voli jednu z k Cistych strategii s; € S,i=1,...,k.
Piinos hrace se strategii s;, ktery hraje proti ndhodné vybranému oponentovi se strategii
sj, je ddn hodnotou a;;. Tyto hodnoty jsou uspofddané do Ctvercové matice A = [a;;]
radu k, kterd se nazyva matici piinosd. Hra je opakovana v kazdém ¢asovém okamziku
t=1,2,...,00.

Necht’ n;(¢) oznacuje pocet jedinct hrajicich strategii s; v Case f, pak lze velikost celé

populace vyjadfit vztahem:
k

N@:Zm (2.13)

i=1

Podil jedinci, ktefi vyuZivaji strategii s; v Case ¢ v ramci celé populace tudiz bude:

xm:%% (2.14)

a oCekdvany uZitek strategie s;, pak miZeme popsat vztahem:

k

Fx@) = )" x50 - ay, (2.15)

Jj=1

7



kde x(1) = (x1(2), x2(1), . . ., x(1)). Rychlost zmény poctu jedinct se strategii s; v Case lze

tudiz popsat diferencidlni rovnici:

(1) = ni(0) - (ky = k; + £i(x(0))), (2.16)

kde k, je koeficient narozeni a k, je koeficient umrti jedince. Rychlost zmény velikosti

celé populace v Case pak lze vyjadrit vztahem:

N()

n;

DD

n,'(t) : (kn - kz + ﬁ(X(t))) (2 17)

l k
N - Uy = k) + N(1) D xi(0) - fi(x()
i=1

N(@) - (ko = ke + F(x(@))),

1l
—_

kde ?(x(t)) = Zf-‘zl x;(1) - fi(x(1)) je primérny uzitek populace. Rovnost (2.17) popisuje
globdlni dynamiku populace.
Nyni si odvodime replikatorovou rovnici. Vime, Ze pro pocet jedinct hrajici strategii
s;, plati:
ni(t) = x;(t) - N, (2.18)

po zderivovéani tohoto vztahu dostaneme:
nir) = (1) - N(@) + xi(t) - N(1), (2.19)

pficemz si z této rovnice vyjadiime derivaci podilu jedincd x;(z) hrajici strategii s; podle

Casu t: ®
. x;(t .

a po dosazeni do rovnosti (2.20) ze vztaht (2.16) a (2.17) a upravé, dostaneme konec¢nou

Xi(1) =

podobu replikdtorové rovnice:

350 = x(0) - (fi0) - Fex)), (2.21)

kterou budeme vyuzivat v dal§im textu. Tato rovnice vyjadiuje, Ze podil jedinct hrajicich

strategii s; roste, jestliZe jejich uzitek je vétsi nez primérny uzitek populace.

Definice 2.9: Pevny bod replikdtorové dynamiky je asymptoticky stabilni, pokud v Case

t — 400 dochdzi k eliminici kazdé malé odchylky od tohoto stavu.



2.3.3 Evolucné stabilni strategie - ESS

ESS je strategie, kterd zptisobi, Ze populace, jejiZ jedinci pfijmou tuto strategii, je odolna

vici mutantiim, tzn. neexistuje strategie s vyS$$im ziskem. Evolu¢né stabilni strategie je

tudiZ zjemnénim Nashova ekvilibria.

Definice 2.10: Necht’ hra¢i v nekonecné velké populaci hraji evoluéni hru, ve které se
hraci stietavaji po dvojicich. Navic budeme uvazovat, Ze je tato hra symetricka. Pak stra-

tegie o je ESS pokud pro kazdou strategii o € X, o # oF plati:
n(ot,0F) > n(o, 0F) nebo

(ot o) = n(o,0f) A n(ofE,o0) > (o, o).

Prvni podminka Definice 2.10 fik4, Ze pokud hra¢ dosahne vétsiho zisku, kdyZz proti
protihrd¢oveé strategii o hraje strategii o, neZ kdyby hral strategii o, pak je strategie o*
ESS. Druhd podminka fik4, Ze pokud by platilo, Ze hraci vyjde stejné dobte, jestli hraje
strategii of nebo o proti oponentové of, pak je strategie of evolu¢né stabilni jen tehdy,

kdyZ je lep$i proti protihrd¢ové strategii o hrat striktné strategii o£.

Véta 2.2: Necht’ mame symetrickou evolucni hru dvou hracu, pak plati ndsledujici impli-
kace:

of jeESS = (cF,o") je Nashovou rovnovihou.
Pozndmka 2.1: Opacnd implikace k implikaci uvedené ve Véte 2.2 neplati.
Definice 2.11: Strategie o je ESS, pokud pro kaZzdou strategii o € X, o # oF plati:
(1-g -n(c", 0% +e-n(c",0)> (1 -&) - n(c,0") + & n(o, o), (2.22)
kde e < 1.

Véta 2.3: Necht’ hraci v populaci hraji evolucni hru, kterd ma dvé strategie, pricemzZ hraci
do hry vstupuji po dvojicich, pak plati, Ze strategie hry je evolucné stabilni prdvé tehdy,

kdyZ odpovidajici staciondrni feseni replikatorové rovnice je asymptoticky stabilni.

Diikaz. Viz kniha [8] str. 172. O



3 Viceurovnovy vybér

V této kapitole se zaméfime na vyklad a popis modelu, ve kterém vybér probiha ve vice
trovnich, pfi¢emzZ je pro nds stéZejni model zaloZeny na dvoudroviiovém vybéru, kte-
rému se také nékdy fikd skupinovy vybér. Zadefinujeme si vlastnosti a chovani tohoto
modelu, pricemZ na né¢j v dalsi kapitole navaZeme stanovenim vlastnich modifikaci vi-
cetroviiového vybéru. Déle si v této kapitole popiSeme i vlastnosti hry, kterou budou
jedinci v rdmci vicedroviiového vybéru hrat. Vyklad zakladniho modelu bude proveden
na zéakladé [2] a [3].

3.1 Formulace zakladniho modelu

Vicedroviiovy vybér je model stochastické evolucni dynamiky, ve kterém je populace
rozdélena do m skupin a maximalni kapacita kazdé skupiny, ktera je po celou dobu kon-
stantni, je n jedinct. Pro kazdého jedince populace je vypocten uZitek na zdklad€ prinost
z evolu¢ni hry, pficemz k interakcim dochédzi mezi Cleny stejné skupiny. V kazdém cCase
t € [0, +00), dojde k vybéru jednoho jedince z celé populace, ktery se rozmnoZi a potomek
bude pridan do stejné skupiny, ve které se nachdzi jeho rodi¢. Pravdépodobnost vybéru
jedince, ktery se bude reprodukovat, je na rozdil od pfedchozich modeld imérna jeho
uzitku. Pokud skupina pfesdhne, v disledku rozmnoZovéni, svoji maximalni kapacitu n,
dojde s pravdépodobnosti g k rozdéleni skupiny na dvé, pficemz ¢lenové této skupiny
budou rozdéleni ndhodné do novych dvou skupin, a navic bude eliminovdna ndhodné
vybrand skupina, aby byl celkovy pocet skupin po celou dobu konstantni. S pravdépodob-
nosti 1 — g nedojde k rozdéleni skupiny, ale ndhodné vybrany jedinec ze skupiny bude
eliminovan. Z popsanych predpokladii modelu plyne, Ze celkovd velikost populace se

bude pohybovat v rozmezi od m do nm jedinca.

3.1.1 Charakteristika modelu

Z vyse uvedenych predpokladil jsou patrnd nasledujici tvrzeni o charakteristice modelu.
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e Celd evoluéni dynamika je zaloZena pouze na uZitcich jedinct, jelikoZ jenom ti jsou
oznaceny prinosy.

e V modelu se rozmnoZuji pouze jedinci a vybér na drovni skupin (vyssi drovni) je
jen vedlejsim produktem jejich reprodukce, ktery vznikne disledkem rychlejsiho
rstu nékterych skupin, coZ ma za nasledek Castéjsi déleni téchto skupin.

e Skupiny se mohou rozdélit nebo zlstat pohromad¢, kdyz dosahnou urcité velikosti.

e Skupina obsahujici zdatnéjsi jedince se déli Castéji, jelikoz rychleji dosdhne maxi-

malni kapacity.

3.1.2 Evoluc¢ni hra

Evoluc¢ni hra je model vzdjemnych strategickych interakci v pribéhu Casu, pric¢emz stra-
tegie s vyS$$im uZzitkem nahrazuje strategii s uzitkem niz$im. V ramci tohoto modelu mize
byt hrdna jakdkoliv evolu¢ni hra. My se ale zamétfime na hru typu Vézinovo dilema s né-

sledujici uzitkovou matici:

C D
c(R S

: 3.1
pl\T P

kde C oznacuje spolupracujiciho hrdce (oznaceni odvozeno z anglické terminologie coo-
perator), D nespolupracujiciho hrace (oznaceni stanoveno z anglického terminu defector)
aplati 7 > R > P > §S. Budeme-li dile predpoklddat, Ze spolupracujici zaplati naklady
¢, aby ostatnim ¢lentim stejné skupiny poskytl piinos b a nespolupracujici hraci nemaji
zadné vydaje a neposkytuji pfinosy ostatnim ¢lenim ve skupiné, pak ndm uzitkova matice
prejde do tvaru:

cC D

Cl|lb-c -c (32)
Dl b 0F '

kde ¢ > 0 a b > 0, navic, aby byla splnéna podminka R > P, musi platit b > c. Z pfinosové
matice (3.2) je zfejmé, Ze ve smiSenych skupindch budou mit nespolupracujici hraci vétsi
prinos neZ spolupracujici. Nicméné v plné spolupracujici skupiné dosahne hrac¢ vétsiho
pfinosu nez ve zcela nespolupracujici skupiné, proto také Cisté spolupracujici skupiny
rostou rychleji neZ ¢isté nespolupracujici skupiny.

Hru typu Vézinovo dilema jsme zvolili z toho diivodu, Ze tato hra, jak bude ukazano
ddle, uprednostiiuje strategii nespolupracovat, a tudiz se jedné o nejhorsi pripad hry, ktery

mohl byt pouZzit v ptipadé, kdy chceme ukézat, Ze vicedroviiovy vybér dokdze v populaci
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rozvijet spolupréci. Jinymi slovy, pokud se ndm povede ukdzat vyvoj spolupréce pro tuto

hru, pak bude fungovat i v ostatnich hrach.

Hra typu Vézinovo dilema mezi dvéma hraci

Budeme uvazovat hru typu Vézinovo dilema, kterd bude hrdna mezi dvéma hrici, pticemz
uzitky budou dany matici (3.2). Tzn. budou platit nésledujici vztahy:

e Pokud budou oba hraci hrat strategii C, pak oba ziskaji piinos b — c.

e Pokud budou oba hraci hrat strategii D, pak oba dostanou pfinos 0.

e Pokud bude jeden hra¢ hrét strategii C a druhy strategii D, pak ten, ktery hral C

dostane prfinos —c a ten, ktery hral D, dostane ptinos b.

Nasi snahou je zjistit, jakou strategii je lepsi v takovém piipad¢ hrat. Pro piehlednost
si hru danou uzitkovou matici (3.2) popiSeme ndsledujici Tabulkou 3.1, ve které maji

usporadané dvojice tvar (1. hrac, 2. hrac):

1.hrac¢/2.hrac C D
C (b-c,b-c) | (-c,b)
D (b,—¢) 0,0)

Tabulka 3.1: Hra typu Véziiovo dilema (3.2) pro 2 hrdce.

Nyni si odvodime, jakou strategii zvoli prvni hrd¢, pokud se bude chovat Cisté racio-
nalné. Tento hrac o protihraci vi, Ze se miZe zachovat pouze dvojim riznym zptisobem, a
to bud’ hrat strategii C nebo strategii D. Proto nyni tyto moznosti prodiskutujeme:

(i) 2. hrac spolupracuje: V tomto piipadé se budeme rozhodovat podle hodnot v dru-
hém sloupci Tabulky 3.1. JelikoZ plati b > b — ¢, tak vidime, Ze je pro prvniho hrace
vyhodnéjsi zvolit strategii D a ziskat tim vySsi pfinos b.

(ii) 2. hrac¢ nespolupracuje: V tomto piipadé budeme o vyhodnéjsi strategii rozhodo-
vat podle tfetiho sloupce Tabulky 3.1. I v této situaci je vyhodnéjsi volit strategii D,
nebot’ v takovém pripadé ziskame piinos 0, pro ktery plati 0 > —c, pficemZ piinos
—c bychom ziskali, pokud bychom hrili strategii C.

Z této tvahy tudiz plyne, Ze at’ se druhy hra¢ rozhodne jakkoli, prvni hra¢ bude vzdy
hrat strategii D, tzn. strategie D je pro prvniho hrice striktné dominantni, coz plyne i z De-
finice 2.6. Pro druhého hrdce by jsme touto tvahou dosli ke stejnému zdvéru, jelikoz
hodnoty v Tabulce 3.1 jsou symetrické. Nashovym ekvilibriem pro tuto hru je podle Defi-
nice 2.8 dvojice strategii (D, D), tzn. stav, kdy oba hraci nespolupracuji. Toto je zajimavy
vysledek, jelikoZ kdyby hréci jednali iraciondlné a oba se rozhodli spolupracovat, byl by

pro oba hrice pfinos vyssi.
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Hra typu Véznovo dilema mezi n hraci

Pokud bude hra typu Véziiovo dilema hrana mezi n hraci, pficemz bude platit, Ze spolu-
pracujici hra¢ zaplati ndklady c, aby poskytl ostatnim hra¢im piinos » > ¢, a nespolupra-
cujici hra¢ nemd zadné vydaje a neposkytuje Zadny piinos, pak budou platit nasledujici
vztahy:
e Pokud budou vSichni hraci hrét strategii C, pak kazdy hrac ziska piinos (n—1)(b—c).
e Pokud budou vSichni hraci hrét strategii D, pak kazdy hra¢ ziska ptinos O.
e Pokud bude jeden hrac¢ hrat strategii C a zbylych (n — 1) hracd bude hrat strategii
D, pak pro hrace hrajicitho C bude piinos (1 —n) - ¢ a hraci hrajici strategii D budou
mit piinos b.
e Pokud bude jeden hrac hrat strategii D a zbylych (n — 1) hrac¢a bude hrét strategii
C, pak pro hrace hrajiciho D bude prinos (n — 1) - b a hraci hrajici strategii C budou
mit piinos (n —2)-b—-(n—1)-c.
e Pokud obecné bude v populaci i hracu hrat strategii C a zbylych (n — i) hract bude
hrat strategii D, pak hr4¢ hrajici strategii C bude mit piinos (i — 1)(b—c)—(n—1i)-c
a hrac¢ hrajici strategii D bude mit pfinos i - b.
Tyto hodnoty si pro prehlednost uspordddme do nésledujici Tabulky 3.2, ve které ndm
kazdy sloupec uddva piinos pro spolupracujiciho a nespolupracujiciho hrace, pokud je v

populaci dany pocet spolupracujicich hraci:

hrac nxC m-1)xC ixC IxC |0xC
C (m-Db-¢)| | m=-2b-mn—-1)c|(@—-Db—-—m-1c | (n-1) -
D - (n—1)b ib b 0

Tabulka 3.2: Prinosy pro hrdce ve hfe typu Véziiovo dilema, pokud velikost populace je n.

Nasim cilem je zjistit, kterou strategii je vyhodné;jsi hrit, tj. ze které strategie ma hrac
vEtsi prinos. Porovname-li v Tabulce 3.2 hodnoty v fadcich pro hrace hrajiciho C a hrace
hrajiciho D, pak zjistime, Ze at’ je populace mezi spolupracujici a nespolupracujici hrice
rozdélena jakkoliv, vZdy je pro hrace vyhodnéjsi zvolit strategii D, jelikoZ tim zisk4 vySsi
prinos. Z této Gvahy tudiz plyne, Ze strategie D je opét dominantni.

Celkové jsme tudiZ dostali, Ze hra typu Véznovo dilema mezi n hraci upfednostiiuje

nespolupraci.
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3.2 Vlastnosti

Nyni si popiSeme vlastnosti vicetiroviiového vybéru, ktery je zadefinovan v Kapitole 3.1.
Odvozeni téchto vlastnosti 1ze nalézt v literature [2] a [3].

Zacneme se vztahy pro fixni pravdépodobnosti. Pokud je pfiddn jeden spolupracujici
jedinec do populace nespolupracujicich, pak fixni pravépodobnost, Ze tento spolupracujici

Clen prebere celou populaci je ddna vztahem:

pc = éc - Oc, (3.3)

kde ¢ je fixni pravdépodobnost jednoho spolupracujiciho jedince ve skupin€ n— 1 nespo-
lupracujich jedinct a @¢ je fixni pravdépodobnost jedné spolupracujici skupiny v populaci
s m — 1 nespolupracujicimi skupinami, pficemz pro tyto fixni pravdépodobnosti plati pfi

pouziti uzitkové matice ve tvaru (3.1) nésledujici vztahy:

1
bc = _.(1 —%-((T—R+2P—ZS)-n+(T+2R—4P+S))), (3.42)
n
1 w
Oc=— (14 Zm-1-®-P). (3.4b)
m 2
kde w je intenzita vybéru. Pro uzitkovou matici (3.2), pak tyto pravdépodobnosti piejdou
na tvar:
1
¢C:—-(1—Y-(b+cn—c)), (3.5a)
n 2
1
@C:_.(Hf(m—l)-(b—c)). (3.5b)
m 2

Vztahy (3.4) a (3.5) jsou vSak platné pouze pro malou pravdépodobnost déleni skupin
q < 1 aslaby vybérw < 1.
Podobné vztahy plati i pro jednoho nespolupracujiciho jedince v populaci spolupracu-

jicich jedinci. Fixni pravdépodobnost toho nespolupracujiciho jedince je dana vztahem:

pp = ép - Pp, (3.6)

kde ¢p je fixni pravdépodobnost jednoho nespolupracujiciho jedince ve skupiné spolupra-
cujich jedinct a @ je fixni pravdépodobnost jedné nespolupracujici skupiny v populaci
spolupracujicich skupin. Pfi pouziti uzitkové matice ve tvaru (3.1) plati pro tyto fixni

pravdépodobnosti ndsledujici vztahy:

¢D:%-(1+%-((2T—2R+P—S)-n—(T—4R+2P+S))), (3.7a)
@D:%-(l—g(m—l)-(R—P)), (3.7b)
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kde w je intenzita vybéru. Pro uZitkovou matici (3.2), pak tyto pravdépodobnosti piejdou

na tvar:
1
¢D=;-(1+V—ZV-(b+cn—C)), (3.8a)
1 w
(I)D:%-(I—E(m—l)-(b—c)). (3.8b)

Vztahy jsou opét platné pouze pro malou pravdépodobnost déleni skupin ¢ < 1 a pro
vybér uvnitf skupiny) upfednostiiuje nespolupréci, zatimco vybér na vyssi trovni (tzn.
vybér mezi skupinami) upfednostiiuje spoluprici.

Viceuroviiovy vybér, ve kterém je mald pravdépodobnost déleni skupin ¢ < 1 a slaba

intenzita vybéru w < 1, upfednostiiuje spolupraci, pokud plati ndsledujici nerovnost:

1
,OC> —_ >pD, (39)
nm
coz vede ke vzniku nerovnosti:
S L R (3.10)
c m-—2

Vv

Pokud pro pocet skupin plati m > 1, pak se ndm rovnice (3.10) zjednodussi na vztah:

b
21+ L (.11)
C m

Z obou téchto vztahl je patrné, Ze pro mensi velikosti skupin a vétsi pocet skupin je
spoluprice 1épe uprednostiiovdna. V limité pro m > n, pak pro podporovani spoluprace

staci platnost b > ¢, coz je zdkladni poZadavek pro hru typu Vézinovo dilema.
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4 Modifikované modely

V této kapitole si uvedeme modely, které jsme navrhli, pfiCemzZ jsme vychdzeli z formu-
lace zdkladniho modelu vicedroviiového vybéru. Jelikoz vétSina predpokladi a vlastnosti
modifikovanych modelll zlstane totoznd se zdkladnim modelem, uvedeme si v dal$im
textu pouze odliSnosti od formulace modelu uvedené v Kapitole 3. Na Obrazku 4.1 vi-

dime jaka je hierarchie uvedeného zdkladniho modelu i jeho modifikaci.

2.uroven 2.aroven @
(aroven skupin) (aroven skupin)

1.aroven ) 1.aroven
(uroveii jedinct) (Y54 (uroven jedinci) ™
o9 ®

Obrazek 4.1: Zndzornéni hierarchie populace ve viceiiroviiovém modelu. Na obrdzku vievo je mo-

del zndzornén pro pripad shodnych velikosti vSech skupin, tato vlastnost plati pro zdkladni model a
model vyuZivajici logistickou rovnici, a na obrdzku vpravo pro pripad riiznych velikosti skupin, tim

se vyznacuje model vyuZivajici Poissonovo rozdéleni a model zdvisly na podilu spolupracujicich.

4.1 Model vyuzivajici logistickou rovnici

Tento model se od zdkladniho modelu vicedroviiového vybéru odliSuje v definici velikosti
maximalni kapacity skupiny. Jak bylo popsdno v Kapitole 3, je tato kapacita konstantni
a shodnd pro vSechny skupiny. Na§ modifikovany model sice zachovava predpoklad, Ze
maximalni kapacita vSech skupin je totoZnd, nicméné jiZ nebude konstantni, ale bude
Casové zavisla. Tato Casova zdvislost bude popsana logistickou rovnici, jejiz diferencidlni

tvar je:

dr=rnw-[1-"9
—n(t) = (o) (1 K) 4.1)
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kde r je maximalni rychlost rlstu, K je nosnd kapacita prostiedi a n(f) znaci kapacitu

skupiny v zdvislosti na &ase ¢. Clen rn v rovnici (4.1) modeluje riist populace za jednotku

¢asu imérné k rychlosti r, zatimco &len rn?/K popisuje soutéZ jedinct o kritické zdroje.
Nyni ur¢ime reSeni této diferencidlni rovnice. Nejdiive obé strany rovnice (4.1) vydé-

lime nosnou kapacitou K:

dn@ _  n@ ( ”(t))_ 4.2)

= _ 1 - 2
ax kK K

Nyni provedeme substituci x(¢) = n(¢)/K, ¢imz dostaneme ndsledujici diferencidlni rov-

nici: q
0 =7 x(0) (1-x). 4.3)
VyfteSenim rovnice (4.3) dostaneme feSeni ve tvaru:
C . ert
)= ————, 4.4
M= 1o 4

kde C je libovolnd konstanta. Provedeme zpétnou substituci a ur¢ime konkrétni feSeni rov-
nice (4.1) pro pocatecni podminku n(0) = ny. Toto feSeni je popsano ndsledujici funkeci:

Knge™

1) = , 4.5
" = K e =) (43)
kde ng je maximalni kapacita skupiny v Case t = 0 a plati:
lim n(t) = K, (4.6)

t—+00
coZ znamend, Ze K je nejvyssi hodnota, které mlize maximalni kapacita skupiny dosdh-
nout pro ¢t — +oo, ptiCemz je tato vlastnost nezdvisla na pocatecni dloze n(0) > 0 a plati
i pro n(0) > K. Pribéh kapacity skupiny n(f) v zavislosti na ¢ase pro rizné pocatecni

e f

60

20

1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 t

Obrazek 4.2: Graf logistické rovnice podle niZ se 7idi kapacita skupin pro K = 50 a riizné pocd-

tecni podminky ny.

podminky ng je zobrazen na Obrazku 4.2. Na zavér jen poznamenejme, Ze pro nase ucely

budeme uvazovat pouze piipady, kdy n(0) € (0, K].
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4.2 Model vyuzivajici Poissonovo rozdéleni

Tento model se bude opét od zdkladniho modelu liSit pouze v definici maximalni kapacity
skupiny. Zatimco vSak v pfedchozim modifikovaném modelu uvedeném v odstavci 4.1,
byl zménén predpoklad konstantni hodnoty maximdlni kapacity n v zdvislosti na Case ¢,
bude v tomto modelu uvedeny predpoklad zachovén, ale bude pozménén predpoklad, Ze
je maximdlni kapacita shodnd pro v§echny skupiny. Maximalni kapacita skupin se bude fi-
dit pravdépodobnostnim rozdélenim, konkrétné bude k jejimu urceni pouzito Poissonovo

rozdéleni, jehoz pravdépodobnostni funkce je:

/lk
P(X:k):e‘”~ﬁ prok=0,1,2,3,..., 4.7)
kde A > 0 je parametr tohoto rozdéleni. Distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni je urcena
vztahem:
[x] /lk
= -4 [p—
F(x) = kZ_; e (4.8)

kde [x] je celd ¢ast Cisla x.

10 20 30 4N

Obrazek 4.3: Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni pro riizné parametry A.

Fnf

10 ,eoeeeosgrsccospgrocsogpses s-s P
L -~ o« o« o« ®
L o - -— -— o o
L -— -— — FF -—
0.8 e o
8 -— W
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-— — .-
- .
o6l - -
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Obrazek 4.4: Distribucni funkce Poissonova rozdéleni pro riizné parametry A.

Pravdépodobnosti funkce Poissonova rozdéleni pro rtizné hodnoty A je zobrazena na
Obrazku 4.3 a distribu¢ni funkce na Obrazku 4.4.
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4.3 Model zavisly na podilu spolupracujicich

I posledni modifikovany model, ktery si uvedeme bude od zdkladniho modelu rozdilny
pouze v definici maximalni kapacity skupin. Tento model zméni oba pfedpoklady pro
hodnotu tohoto parametru. Hodnota maximalni kapacity se bude fidit predpisem linearni
resp. konvexni resp. konkavni funkce, kterd bude zdvisla na podilu spolupracujicich je-
dinct ve skupiné, tim dojde ke zméné predpokladu, Ze kapacita je pro vSechny skupiny
stejnd. A jelikoZ podil spolupracujicich jedinct je zavisly na Case ¢ (pii reprodukci dojde
ke zmén€ poméru spolupracujicich a nespolupracujicich jedincti ve skuping), nebude jiz
maximalni kapacita skupiny konstantni v zdvislosti na Case ¢.

Ptredpokladame-li, Ze hodnota maximalni kapacity pro zcela nespolupracujici skupiny
je K, a kapacita pro plné spolupracujici skupinu je K,, pak mocninnd funkce popisujici

hodnotu maximdlni kapacity i-té skupiny mé néasledujici tvar:
n; = (Kz—Kl)xf'i'Kl, “4.9)

kde x; je podil spolupracujicich jedinct ve skupiné a p > 0 je exponent mocninné funkce.

Na Obrazku 4.5 je zndzornéno, jak mohou takové funkce vypadat pro rizné parametry p.

n(tr
50F

30

20

10f

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X\‘:(t)\
02 0.4 06 08 10

Obrazek 4.5: Grafy moznych funkci popisujicich kapacitu skupin vykreslené pro parametry K| =
10, Kx =50ape{d, 1,4,...,1,2,3,...,7).
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5 Analyticky pristup

V této kapitole se budeme zabyvat sestavenim matematickych modelq, které popisuji si-
mula¢ni modely uvedené v Kapitole 3 a Kapitole 4, a jejich analyzou. Nejdfive se budeme

zabyvat sestavenim mikroskopického modelu, ktery popisuje populaci v rdmci jedné sku-

cvv s

YV

populace a vztahy mezi skupinami (vyS$si droven). Nasi snahou je, popsat model, jehoz
vlastnosti a stabilita jsou v literatufe odvozené pouze pomoci numerickych simulaci, po-

moci analytickych metod a to konkrétné s vyuzitim diferencidlnich rovnic.

5.1 Mikroskopicky model

V této Casti textu postupné odvodime a vySetfime mikroskopicky model, tzn. matematicky

popis na urovni jedincd, pro zdkladni model i pro jeho modifikace.

5.1.1 Spolec¢ny zaklad modelu

Jak jiz bylo uvedeno v odstavci 3.1.2, budeme uvazovat hru typu Véziiovo dilema se
dvéma strategiemi, kterymi jsou spoluprdce (znacime C) a nespoluprace (znalime D).
Uzitkova matice této hry poté bude odpovidat matici uvedené ve vztahu (3.1) nebo jeji
konkrétnéjsi podobé (3.2).

Celkova velikost populace v mikroskopickém modelu, odpovida velikosti skupiny vi-
cetroviiového vybéru' uvedeného v Kapitole 3 a budeme ji znadit n. Navic plati, Ze se
populace sklada z nc jedinct hrajicich strategii C a z np hract pouzivajici strategii D.
Musi tudiz platit rovnost:

n(t) = nc(t) + np(?), (5.1

z ¢ehoz plyne, Ze pro pocet jedinct hrajicich strategii D plati:

np(1) = n(t) — nc(?). (5.2)

'Po celou dobu, kdy budeme provadét analyzu mikroskopickych modeld, je tudiZ pod oznadenim veli-

kost populace myslena velikost skupiny vicedroviiového vybéru.
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Pro jedince, ktery je vybran pak plati, Ze miZe byt v interakci s dal§imi n—1 jedinci. Pokud
jedinec zastava strategii C, pak je zde jesté dalSich ne — 1 jedinct, ktefi vyuzivaji strategii
C, s nimiZ miZe byt vybrany jedinec v interakci. Z toho plyne, Ze pravdépodobnost, Ze

jedinec se strategii C hraje s jedincem se stejnou strategii, je dana hodnotou:

l’lc(t) -1
n,n(t) = ————-, 53
pcc(ne(), n(?) (=1 (5.3)
zatimco pravdépodobnost, Ze hraje s jedincem s jinou strategif, je:
pep(nc(®),n(t)) =1 - pcc(ne(r), n(r))
_ 1) = ne(0 54)

n() -1

Pouziva-li jedinec strategii D, pak je v populaci obsazeno dalSich n — ne — 1 jedinct, vyu-

Zivajicich totoznou strategii, ¢imz dostdvame, Ze pravdépodobnost interakce dvou jedincti

se strategii D je ddna vztahem:

— ne(t) - 1
Pop(nc(D),n(0) = ”(t)n(gc_(? (5.5)

a pravdépodobnost, Ze bude jedinec se strategii D v interakci s jedincem se strategii C,

pak je:
poc(nc(t),n(t)) =1- ppp(nc(t), n(r))
n.(t) (5.6)
Tan -1

Nyni miZeme urcit oéekdvané piinosy spolupracujicich a nespolupracujicich hracu.

Vv,

Budeme-li nejprve uvazovat obecnéjsi piinosovou matici, kterd je urCena vztahem (3.1),

pak oCekavany piinos spolupracujicich jedinct je:

Pe(ne(),n(t)) = pec(ne(), n(0) - R + pep(ne(t), n(@)) - S
_R-(nc@) = 1)+ S - (n(t) = ne(0)) (.7)
- n(r) — 1

a ocekdvany piinos jedinct hrajicich strategii D je vyjddfen vztahem:

Pp(nc(t),n(t)) = ppc(ne(t),n(®)) - T + ppp(nc(t),n(t)) - P
T nc() + P (a(t) = ne() - 1) (5.8)
B n(t) — 1 '

Tyto obecnéjsi vztahy (5.7) a (5.8), pak upravime na rovnosti platici pro konkrétnéjsi
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pfinosovou matici (3.2):

Petne(t).n(ey = L= 9 (i@ = D = ¢ (n(t) = ne(@)

n(t) -1 (5.9)
bt -1 |
-1 ’

b -
Pp(ne().n(e) = - I;ZC_(? . (5.10)

V evolu¢ni dynamice poté pomoci ocekdvaného piinosu vyjadiujeme uzitek, ktery
potfebujeme znat pro dalsi vypocty. UZitek spolupracujicich jedinci je:
Je(ne@),n(0)) = 1 —w +w - Pc(nc(1), n(1))

b%%@—D_% ©-11)

:1—w+w~( ) -1

a uzitek nespolupracujicich hracu je:

Jonc(@®),n(®) = 1 —w+w- Pp(nc(t), n(1))

bne(
nt) -1’

(5.12)
=l-w+w

(5.13)

kde parametr w € [0, 1] udava intenzitu vybéru, tzn. urcuje, jak moc je uzitek jedinct
zavisly na jejich ocekdvaném prinosu. Pokud w = 0, pak oCekdvany pfinos ziskany ze hry

nepiispivé do uzitku, pokud w = 1, pak je uzitek zcela urCen oCekdvanym prinosem.

5.1.2 Zakladni model

Podivame-li se na vlastnosti zdkladniho modelu uvedeného v Kapitole 3 na drovni jedinci
a porovname je s replikatorovou dynamikou uvedenou v odstavci 2.3.2, pak vidime, Ze ji
nas model svymi vlastnostmi odpovidd, a tudiz jej miiZeme popsat replikatorovou rovnici
(2.21). Abychom tak mohli ucinit, musime si jeSté zavést nasledujici znaceni:

xc - podil spolupracujich jedinct ve skupiné,

xp - podil nespolupracujich jedinct ve skupiné.

Nyni za pouziti vztahu pro replikdtorovou rovnici (2.21), ziskdme dvé diferencidlni

rovnice popisujici model:
Xe() = xe(0) - (felne(®). (@) = Flnc(@). n(@). (5.14a)
xp(t) = xp(®) - (folnc(®), n(t) = Flnc(t), n(1))), (5.14b)
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kde fc(nc(t), n(t)) je uzitek spolupracujicich jedincii, fp(nc(t), n(t)) je uzitek jedincii hra-

jicich strategii D a f(nc(7), n(2)) je primérny uZitek popsany vztahem:
Fnc(@),n(6)) = xc(@) - fe(ne(@), n(6) + xp(2) - fo(ne(®), n(D)). (5.15)
JelikoZ pro podily jedinct x¢ a xp plati:
xc(t) + xp() = 1, (5.16)
muiZeme provést substituci:
xc(t) = x(t) xp(t) =1 —x(1), (5.17)
kterou vyuZijeme na rovnici (5.14a) a dostaneme:

i(t) = x(1) - (felne(®), n(®) = x(0) - fe(ne(®),n(0) = (1 = x()) - fo(ne(), n()))

x(0) - ((1 = %) - felne @), n(6) = (1 = x(0)) - folne(t), (1)) (5.18)

x(t) - (1= x(0)) - (fene (), n(t) = fonc(t), n(z),

pokud navic do tohoto vztahu dosadime za uZitky z rovnosti (5.11) a (5.12), bude mit

rovnice nésledujici tvar:

x(t):x(t).(l—x(t)).(1_w+w.(w_6)_l+w_w_b.nc(t))

n() — 1 n(t) — 1
(5.19)
b
=—x()- (1 -x(@®)-w- |- —cl.
x(1) - (1 = x(1)) - w ( a1 C)
A jelikoZ z rovnosti (5.16) plyne platnost vztahu Xp(f) = —Xc(7), bude ndm misto dvou

diferencidlnich rovnic (5.14a) a (5.14b) stacit pro popis systému pouze rovnice (5.19).
K této rovnici jesté pridame vztah popisujici vyvoj velikosti populace mikroskopického
modelu n, kterd je pro zdkladni formulaci konstantni a neménnd v Case, tudiZ je popsdna

primitivni diferencidlni rovnici ve tvaru:
n(t) = 0. (5.20)

Model 5.1: Mikroskopicky model pro zdkladni formulaci vicedroviiového vybéru je po-

psén soustavou diferencidlnich rovnic:

x(@) =x@) - (1 = x@)-w- (— (5.21a)

=
—el.

n(t) — 1
) =0, (5.21b)
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kde ¢ € [0,+0c0), w > 0 je intenzita vybéru, b > 0 urCuje piinos poskytnuty jedinciim
v populaci od €lena se strategii C, jemuZz tim vyvstane ndklad ¢ > 0, pficemz plati b > c,

a pocatecni podminkou:
n(0) = ny, x(0) = xp. (5.22)
Véta 5.1: Pro mikroskopicky model zakladni formulace vicetroviiového vybéru existuji
dvé staciondrni reseni:
x(1) =0, n(@) = ny,
x()y=1, n(@) = nyg,

pricemz reseni (x,n) = (0,np) je evolucné asymptoticky stabilni strategie a reseni

(x,n) = (1, ny) je nestabilni.

Diikaz. Nejdiive ur¢ime pevné body soustavy diferencidlnich rovnic (5.21) uvedené
v Modelu 5.1. Podle Definice 2.1 ur¢ime pevné body tak, zZe vSechny rovnice systému
(5.21) poloZime rovny 0, tzn. pro pevné body musi platit:
x(r) =0
(5.23)
n) =0,
pficemz druha rovnice je splnéna explicitné pro Vn € {1,2,3, ... },tj. 1 pro bod dany poc¢a-
te¢ni podminkou n = ny. O pevnych bodech bude tudiZ rozhodovat pouze prvni rovnice

modelu, tedy:

b
Hn-(1=x() -w-|- -c|=0. 5.24
x(1) - ( ’“())W(nm-1 c) (5.24)
Rovnost (5.24) ma4 feSeni, pokud je alespoii jeden z Cinitelti nulovy. Z toho plyne, Ze pro
tuto rovnici dostaneme dva pevné body:
x(1) =0, (5.25)

x(t) =1, (5.26)

jejichz stabilitu budeme nyni vySetiovat.
K vySetfeni stability vyuZijeme principu linearizace autonomniho systému, pficemz
nam o stabilité bude rozhodovat pouze rovnice (5.21a), a tudiZ vyuZijeme Diisledek 2.1.

Jako prvni si ur¢ime derivaci rovnice (5.21a) podle proménné x, kter je:

Yoy =1-20-w- (—c S ) (5.27)
dx n—1
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kde f(x(t)) = x(t) an = ny a dosadime do ni prvni pevny bod x = 0, jehoZ interpretace je,

Ze se populace sklada ze samych jedincd vyuzivajici strategii D:

d b

—f(O) =w-|-c— . (5.28)
dx no—1

Z rovnice (5.28) je zfejmé, Ze prvni Cinitel je kladny a druhy zaporny, tudiz plati %(O) <0,

coz podle Dusledku 2.1 znamend, Ze pevny bod x = 0 je asymptoticky stabilni. To lze

pozorovat i na fazovém portrétu zobrazeném na Obrazku 5.1. Zaroven na zdkladé Véty 2.3

plati, Ze feSeni x = 0 je ESS.

0.05F
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Obrazek 5.1: Fdzovy portrét mikroskopického modelu pro zdkladni formulaci.

Nyni provedeme totéZ pro pevny bod x = 1, ktery vypovida, Ze populace se sklada ze

samych jedinct hrajicich strategii C. Rovnice (5.27) bude mit pro tento bod tvar:

df . N b
Y1) = ( c no_l), (5.29)

ktery ma oba Cinitele zadporné, tzn. plati %(1) > 0 a z Disledku 2.1 ndm plyne, Ze bod

x = 1 je nestabilni. To je opét patrné z fadzového portrétu na Obrazku 5.1. O
Pozndmka 5.1: Z Véty 5.1 piimo plyne, Ze mikroskopicky model viceuroviiového vybéru
v zdkladni formulaci upfednostiiuje strategii nespolupracovat.

Vyvoj sloZeni populace v ¢ase

Nyni budeme feSit soustavu diferencidlnich rovnic (5.21) pro pocateéni podminku (5.22).

Pokud jeji feSeni dosadime do vztahu (5.17), dostaneme fesSeni ve tvaru:

n(t) = no,
xo - e_wh("obfl +c)-t
xc(t) = ,
—w-(%w)-t
1+ xp- (e 0 - 1) (5.30)
1-x
xp(t) = °

1+ xo- (e_w'("(;)'“)'t - 1)’
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kde t € [0, +0), ng je velikost populace a x, je podil spolupracujicich jedinct v populaci
v Case t = 0. Rovnice (5.30) ndm popisuji vyvoj podilu spolupracujicich a nespolupracu-
jicich jedinct v populaci konstantni velikosti v pribéhu ¢asu. Tento vyvoj je znazornén
pro riizné poéateéni hodnoty x, na Obrazku 5.2. Reseni tohoto matematického modelu je

konzistentni s vysledky, které bychom ziskali z numerickych simulaci.

Xc(t),Xp(t)
1.0¢

0.8
0.6
0.4

0.2

Obrazek 5.2: Vyvoj podilu spolupracujicich xc a nespolupracujicich jedincii xp v priitbéhu casu

_ _ 1 _ o Ly, ,
pro parametry b =5, ¢ = 1, w = 15, no = 50 a riizné pocdtecni podminky xo.

5.1.3 Model vyuzivajici logistickou rovnici

Pro tento model, stejné jako pro zdkladni model, plati, Ze jej na trovni jedinct lze popsat
pomoci replikatorové rovnice (2.21). Pokud si opét oznacime x¢ podil spolupracujicich
jedinct ve skupiné a xp podil nespolupracujicich jedincti ve skupiné, zlstavaji pro néj
v platnosti vztahy (5.14) - (5.19) uvedené pro zdkladni model v Kapitole 5.1.2, pfi¢emz
rovnice (5.19) bude plné popisovat zménu podild jednotlivych druhti jedincti za jednotku
casu. Abychom mohli zcela popsat mikroskopicky model viceuroviiového vybéru vyuZzi-
vajictho logistickou rovnici, musime k rovnici (5.19) pfidat vztah popisujici vyvoj veli-

kosti populace v Case, kterym je v tomto pripade logisticka rovnice ve znéni (4.1).

Model 5.2: Mikroskopicky model pro vicetroviiovy vybér vyuZzivajici logistickou rovnici

je popsdn nésledujicim systémem rovnic:

x(t) = x(t) - (1 = x(1)) - W.(_n(t)b— 1 c), (5.31a)
() =r-n(t) - 1—@ 5.31b
() = r-n(r) Ak (5.31b)

kde t € [0, +0), w > 0 je intenzita vybéru, r > 0 je rychlost rastu, K € {2,3,4,...} je

nosnd kapacita velikost populace a b > 0 urcuje piinos poskytnuty jedinciim v populaci
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od Clena se strategii C, jemuz tim vyvstane ndklad ¢ > 0, pficemz plati b > c¢. Pocate¢ni

podminky tohoto modelu jsou:
n(0), = ng x(0) = xo. (5.32)

Véta 5.2: Pro mikroskopicky model viceuroviiového vybéru vyuZivajiciho logistickou

rovnici existuji dvé staciondrni feSeni:
x(t)=0, n(t) =K,
x)=1, n() =K,

pricemz prvni feseni (x,n) = (0, K) je asymptoticky evolucné stabilni strategie a druhé

feseni (x,n) = (1, K) je nestabilni.

Diikaz. Pro mikroskopicky model, jehoz velikost populace je popsana logistickou rovnici,
nejprve urc¢ime pevné body soustavy diferencidlnich rovnic (5.31), a pak vySetiime jejich

stabilitu. K ur¢eni pevnych bodl vyuzijeme Definici 2.1, tzn. musi platit:

x(®) =0,
(5.33)
ni) =0,
z Cehoz dostdvame soustavu rovnic:
b
x(t)-(l—x(t))-w-(— —c) =0,
() -1 (5.34)
n(t) ’
r-n()-|1-—] =0,
K
po jejimZ vyfeSeni dostaneme dva staciondrni body:
x()=0, n(t)=K, (5.35)
x()=1, n@) =K. (5.36)

Nyni se podivame na stabilitu téchto bodi, pricemz k uréeni stability vyuzijeme linea-
rizace autonomniho systému (5.31) a Véty 2.1. Nejprve tedy uréime Jacobiho matici ve

tvaru (2.8) pro tento systém:

b
—w'(1—2x)-(—1+c) x‘(l—x)~(n_1)2

0 r-(l—%)
K
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Déle do Jacobiho matice (5.37) dosadime prvni pevny bod (x, n) = (0, K):

a ur¢ime vlastni ¢isla této matice:

W - +c| O
J(O,K) = (K—l )
0 -r
/ll =-r,
Ay =— b +
2 =-wW X1 cl.

(5.38)

(5.39)

Je ziejmé, Ze vlastni ¢isla (5.39) Jacobiho matice (5.38) jsou zdporné, a tudiz podle

Véty 2.1 je pevny bod (x,n) = (0,K) asymptoticky stabilni, tzn. podil jedinct hrajici

strategii C klesd dokud nedojde k jejich vymizeni z populace, zatimco podil nespolu-

pracujich hracua roste, dokud neobsadi celou populaci, jejiz kapacita dosahuje nosné ka-

pacity prostiedi. Asymptotickou stabilitu tohoto stacionarniho bodu, Ize pozorovat i na

fazovém portrétu zndzornéném na Obrazku 5.3. Zaroven podle Véty 2.3 plati, Ze reSeni

(x,n) = (0, K) je ESS.
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Obrazek 5.3: Fdzovy portrét mikroskopického modelu modifikované verze vicetiroviiového vy-

béru - velikost skupiny je ddna logistickou rovnici (pro K = 50).

Stejnym zplsobem vySetiime stabilitu druhého pevného bodu (x,n) = (1, K), ktery

opét dosadime do Jacobiho matice (5.37), tedy:

W-
J(1,K) = (K—l
0 —r

b

+c) 0
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a pro tuto matici ur¢ime vlastni ¢isla:

Ay =-r,

b (5.41)
vy o)

A
2 K—1

Je patrné, Ze pro vyrazy (5.41) plati 4; < 0 A A, > 0, ¢ehoz podle Véty 2.1 plyne,
Ze pevny bod (x,n) = (1, K) je nestabilni. Opét je to patrné i z fazového portrétu na
Obrazku 5.3. m|

Pozndmka 5.2: V ramci mikromodelu pro vicetdroviiovy vybér, ve kterém je kapacita po-
pulace popsana logistickou rovnici, plati, Ze jsou v populaci upfednostiiovani nespolu-
pracujici jedinci a svou velikosti dosahuje populace nosné kapacity. Toto tvrzeni pifimo

vyplyvéa z Véty 5.2.

Vyvoj sloZeni populace v ¢ase

Resen{ soustavy diferencidlnich rovnic (5.31) pro po&ateni podminky (5.32) je zobrazeno
na Obrdzku 5.4.

80

Obrazek 5.4: Grafické Feseni soustavy diferencidlnich rovnic (5.31) v zdvislosti na ¢ase pro pa-

_ _ 1 o .
rametry b =5, ¢ = 1, w = 15 a rizné pocdtecni podminky xo a no.

Na Obrazku 5.5 je zndzornén vyvoj podilu spolupracujicich a nespolupracujicich je-

dincd a vyvoj velikosti populace v mikroskopickém modelu v pribéhu ¢asu pro rizné
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pocatecni hodnoty xj a jednu konkrétni hodnotu ny, ktery potvrzuje, Ze feseni xc = 0 a
xp = 1 je asymptoticky stabilni. Na Obrdzku 5.6 (a) je zobrazen vliv rtiznych nosnych
kapacit prostiedi K na vyvoj podilu spolupracujicich jedinct v populaci. Je patrné, Ze se
zvySujici se nosnou kapacitou prostiedi je snizovani podilu spolupracujicich jedinct x¢
v pribéhu ¢asu pozvolnéjsi, tzn. nespolupracujicim jedinctim bude prebrani celé populace
mikroskopického modelu trvat déle. Obrazek 5.6 (b) pro zménu znazoriiuje vliv velikosti
populace mikroskopického modelu v ¢ase 0 na vyvoj podilu spolupracujicich jedincg.
Zde je patrné, Ze tbytek spolupracujicich hract se zpomaluje se zvySujici se pocatecni
velikosti ng.

Xc(),Xp(t)
1.0¢

0.8 ’

06 —_—(t)

0.4 —X(t)

0.2

(a) Pribéh xc(1) a xp(1) (b) Pribeh n(r)

Obrazek 5.5: Vyvoj podilu spolupracujicich x¢ a nespolupracujicich xp jedincii a velikosti po-
pulace n mikroskopického modelu v pritbéhu Casu pro parametry b = 5, ¢ = 1, w = 1—10, r= %,

K =100, ng = 10 a riizné pocdtecni podminky x.

(a) (b)

Obrazek 5.6: Viiv (a) nosné kapacity prostredi K (zndzornéno pro K € {20,50, 100} a ny = 10)
nebo (b) poldtecni velikosti populace mikroskopického modelu ngy (vykresleno pro ng € {10, 50, 80}
a K = 100) na vyvoj podilu spolupracujicich jedincii xc v pritbéhu casu, pricemZ pro zbylé para-

metry byly zvoleny hodnoty b =5,c =1, w = %, r= % axp € {%, 1%}.



Nakonec jsme jesté srovnali vyvoj podilu spolupracujicich jedincti v tomto modelu
s jejich vyvojem v klasickém vicedroviiovém vybéru. Toto srovnani je zobrazeno na Ob-
razku 5.7 a je z n¢j vidét, Zze v mikromodelu, ktery ma velikost populace fizenu podle
logistické rovnice, se udrzuje spoluprace déle nez v modelu, ktery ma velikost populace
konstantni a shodnou s poc¢atecni podminkou pro logistickou rovnici, ale na druhou stranu
podil spolupracujicich jedinct klesa rychleji nez pro mikroskopicky model, jehoZ velikost
populace je po celou dobu rovna nosné kapacité prostredi v logistické rovnici.

Xc(t)
0.8
[ n(t)=10

0.6 I n(t)=20
n(t)=50

0.4 n(H=100

L n(t)[10,100]
0.2

60 80

Obrazek 5.7: Srovndni vyvoje podilu spolupracujicich jedincii v populaci mikroskopického mo-
delu vyuZivajictho logistickou rovnici, kterd md pocdtecni podminku n(0) = 10 a nosnou kapacitu
prostiedi K = 100, s modely s konstantni velikosti populace v pritbéhu ¢asu, kde jsme zvolili hod-
noty ng € {10, 20, 50, 100}, pricem

- -1 ._ 1 4
c—l,w—lo,r—loaxoe{lo,1

bylé parametry byly nastaveny na ndsledujici hodnoty: b = 5,

L

Sle R

5.1.4 Model vyuzivajici Poissonovo rozdéleni

Mikroskopicky model této modifikované verze je shodny s mikroskopickym modelem z4-
kladni formulace viceuroviiového vybéru, ktery je uveden v Kapitole 5.1.2. Z toho plyne,
Ze veSkeré vlastnosti a feSeni tohoto mikroskopického modelu budou zcela totozné s vlast-

nostmi a feSenim uvedenym v Kapitole 5.1.2.

5.1.5 Model zavisly na podilu spolupracujicich

I pro tuto modifikaci plati, Ze ji na drovni jedinct popiSeme pomoci replikdtorové rov-
nice (2.21) a opét zavedeme oznaceni x¢ jako podil spolupracujicich jedinct a xp jako
podil nespolupracujicich jedincti, ¢fmZ nam i pro tento model ziistanou v platnosti vztahy
(5.14) - (5.19) uvedené pro mikroskopicky model zékladni formulace vicedroviiového vy-

béru, ktery je popsan v Kapitole 5.1.2. Abychom méli mikroskopicky model jednoznacné
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popsany, musime pfidat k rovnici (5.19) vztah popisujici vyvoj velikosti populace v Case,
tzn. vyraz popisujici velikost skupiny 7, ktery v tomto ptipadé odpovida rovnosti uvedené
ve vztahu (4.9).

Systém tudiZ popiSeme nasledujici soustavou rovnic:

%(t) = x(t) - (1 - x(t)) W ( (5.422)

__ b _)
-1 <)

n(t) = (K, — Ky) - xP(t) + Ky, (5.42b)

Pokud nyni dosadime do diferencidlni rovnice (5.42a) za n z rovnice (5.42b), budeme

mit model popsin pouze jednou diferencidlni rovnici.
Model 5.3: Mikroskopicky model modifikovaného vicediroviiového vybéru, pro ktery
plati, Ze velikost populace je zavisla na podilu spolupracujicich jedinci, je popsan na-

sledujici diferencidlni rovnic:

o b
x(r) = x(¢) - (1 - x(t)) e (_ K —K) w0k 1 - c) , (5.43)

kde t € [0,+400), p > 0, w > O je intenzita vybéru, K; € {2,3,4,...} je minimalni
velikost populace, K; € {2, 3,4, ...} je maximdlni velikost populace a b > 0 urcuje ptinos
poskytnuty jedinciim v populaci od spolupracujiciho jedince, jemuz tim vyvstane naklad

¢ > 0, ptficemz plati b > c. Po¢4teéni podminky tohoto modelu jsou:
n(0) = ny, x(0) = xo. (5.44)

Véta 5.3: Pro mikroskopicky model vicetiroviiového vybéru, ve kterém je velikost popu-
lace zavisla na podilu spolupracujicich jedinct, existuji dvé staciondrni reSeni:

x(r) =0,

x(r) =1,
pricemz reseni x = 0 je asymptoticky evoluc¢né stabilni strategie a feseni x = 1 je nesta-
bilni.
Diikaz. Nejdiive ur¢ime pevné body rovnice (5.43) podle Definice 2.1, tzn. musi platit:

x(1) =0, (5.45)

z ¢ehoZ dostavame rovnici:

b
x(0) - (1= x(@) - w- (_(Kz AR T o c) = 0. (5.46)
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Resenim této rovnice jsou dva stacionarni body:
x(t) =0, (5.47)
x(t) = 1, (5.48)

jejichz stabilitu budeme nyni vySetfovat.
Abychom mohli k uréenti stability vyuZit Disledek 2.1, musime nejdiive urcit derivaci

rovnice (5.43) podle proménné x:

P b
a(x)—(l 2x) - w ( ¢ (Kz—Kl).xP+K1—1)

b-p-(Ky—Ky)-xP
(Ky— K- 27 + Ky — 1)
kde f(x(#)) = x(¢). Nyni do rovnice (5.49) dosadime stacionarni bod x = 0, tj.stav, kdy se

(5.49)
+x-(1=-x)-w-

populace skladéd ze samych nespolupracujicich jedinct, a dostaneme rovnici:

af (. b
a(())—w ( c Kl—l)’ (5.50)

ze které je ziejmé, Ze prvni Clen je kladny a druhy zaporny, tudiz %(O) < 0 a podle Du-
sledku 2.1 tedy plati, Ze staciondrni bod x = 0 spliiuje podminku asymptotické stability.
To je patrné i z fadzového portrétu na Obrazku 5.8. Zaroven podle Véty 2.3 plati, Ze x = 0
je 1 ESS.

0.05F

o
T

¢ -~ dAdA< A< <<t << <~

—0.05 k. . . . . . . . . . . . .
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

Obrazek 5.8: Fdzovy portrét mikroskopického modelu modifikované verze vicetiroviiového vy-

béru - velikost skupiny je urcena v zdvislosti na podilu spolupracuvnikii.

Nyni vySetfime stabilitu pro pevny bod x = 1, tzn. rovnice (5.49) nam piejde na tvar:

df (b
a(1)_ W ( c Kz_l). (5.51)

Je patrné, Ze prava strana rovnice (5.51) je kladnd, a tudiZ podle Diisledku 2.1 dostaneme,

Ze staciondrni feSeni x = 1 neni stabilni. To je opét patrné i z fazového potrétu znazorné-
ného na Obrazku 5.8. i

Pozndmka 5.3: Z Véty 5.3 primo vyplyva, Ze mikroskopicky model, jehoz kapacita se ridi
podilem spolupracujicich jedinct, bude potlacovat spolupracujici jedince a upfednostiio-

vat jedince nespolupracujici.
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Vyvoj sloZeni populace v Case

Provedeme vyfeSeni diferencidlni rovnice (5.43) pro pocatecni podminku (5.44). Na Ob-
razku 5.9 je zobrazeno feseni soustavy rovnic (5.42). Obrazek 5.10 zndzorfiuje pribéh
podilu spolupracujicich x¢ a nespolupracujicich xp jedinct v populaci a vyvoj velikosti
populace mikroskopického modelu, ktera je zavisla na podilu spolupracujicich hraca, pro
rizné pocateéni podminky x,. I pro tuto modifikaci grafy potvrzuji, Ze staciondrni fe-
Seni xc = 0 a xp = 1 je asymptoticky stabilni, a jelikoZ tento model upiednostiiuje
nespolupraci, musi kapacita populace mikroskopického modelu konvergovat k minimaln{

kapacité K, coz je grafickym feSenim taktéZ potvrzené.

n()

Obrazek 5.9: Grafické reSeni soustavy (5.42) v zdvislosti na case pro parametry b = 5, ¢ = 1,
1

w = 15, K1 = 10, K2 = 60,p = 1 a riizné pocdtecni podminky xo.

Dile je v grafu zobrazeném na Obréazku 5.11 provedené srovnéni, jaky vliv ma expo-
nent p mocninné funkce popisujici pribeh velikosti populace mikroskopického modelu na
vyvoj podilu spolupracujicich jedinct v populaci. Zavérem tohoto srovnani je, Ze se sni-
Zujici se hodnotou exponentu, je ubytek spolupracujicich jedincti pozvolnéjsi, tzn. hraci
hrajici strategii D budou potfebovat na prevzeti celé populace vice Casu.

Nakonec jsme opét provedli srovnani tohoto modifikovaného modelu s mikroskopic-

kym modelem klasického vicedroviiového vybéru, to je zachyceno na Obrazku 5.12. Zde
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(a) Pribéh xc(1) a xp(1) (b) Priibeh n(r)

Obrazek 5.10: Vyvoj podilu spolupracujicich xc¢ a nespolupracujicich xp jedincii a velikosti po-
pulace n mikroskopického modelu v prithéhu c¢asu pro parametry b =5, c =1, w = 11—0, K; =10,

K> = 100, p = 1 a ruzné poldtecni podminky xy.

0.9

x.=0.4, p=1
x.=0.8, p=1
x.=0.4, p=0.02
x.=0.8, p=0.02
x-=0.4, p=10
x-=0.8, p=10
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IS4

X Jt

S
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Obrazek 5.11: Viiv exponentu p mocninné funkce popisujici pritbéh velikosti populace (zndzor-
néno pro p € {%, 1, 10} ) na vyvoj podilu spolupracujicich jedincii xc v priubéhu casu, pricem?
parametry byly nastaveny na hodnoty b = 5, ¢ = 1, w = %, Ki = 10, K; = 100 a pocdtecni
podminka xg € {14—0, %}.

jsme dosli k zavéru, ze v populaci, kde pro exponent mocninné funkce, kterd popisuje
velikost populace n, plati p < 1, je pribéh podilu spolupracujicich jedincd téméf totozny
s jejich pribéhem v populaci s konstantni velikosti odpovidajici maximdlni kapacité K,
tomu odpovidd i Obrazek 5.12 (b). Pro ostatni exponenty se udrZuje v modelu spolu-
prace déle nez pro mikromodel klasické formulace vicetroviiového vybéru s kapacitou
odpovidajici minimalni kapacité K, ale sniZuje se rychleji nez pro model, jehoZ velikost

populace je konstantni a rovna maximadlni kapacité K,, to znazorfiuje Obrazek 5.12 (a).
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Obrazek 5.12: Srovndni vyvoje podilu spolupracujicich jedincii v populaci mikroskopického mo-
delu, jeho? velikost je popsdna mocninnou funkci, pricem? minimdlni velikost je K1 = 10 a ma-
ximdlini je Ky = 100, s modely s konstantni velikosti populace v pribéhu casu, kde jsme zvolili
hodnoty ng € {10, 50, 100}, pricemZ zbylé parametry byly nastaveny na ndsledujici hodnoty: b = 5,

_ — 1 4 8
c=1w= loaxoe{lo,lo}.

5.2 Makroskopicky model

Pro makroskopicky model jsou bohuzel modely populace uvedené v Kapitole 3 piilis
komplikované, a tudiz nepovoluji piesny popis, musime tedy provést zjednoduseni. Za-
vadime tudiz predpoklad, Ze déleni skupiny nastane velmi vzacné, tzn. g je velmi malé.
To vede k situaci, Ze pocet jedincl ve vét§iné skupin dosahuje maximdlni kapacity sku-
piny a sloZeni skupin je pouze ze spolupracujicich nebo jen z nespolupracujicich jedincd,
kdyZz dochazi k déleni skupiny. Toto omezeni ndm poté prevadi model na hierarchii dvou

Moranovych procest (jeden pro jedince a jeden pro skupiny).

5.2.1 Odvozeni makroskopického modelu

Jak jiz bylo feceno vyse, budeme predpoklddat zjednoduseny model, ve kterém hlavnim
predpokladem je, Ze obsahuje skupiny, které jsou bud’ zcela spolupracujici nebo plné
nespolupracujici. Ddle si zavedeme nasledujici znacent:

q - pravdépodobnost rozdéleni skupiny,

m - pocet skupin (konstantni),

mc¢ - pocet zcela spolupracujicich skupin,

mp - pocet zcela nespolupracujicich skupin,

ye - podil plné spolupracujicich skupin v populaci,

yp - podil plné nespolupracujicich skupin v populaci.
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Mezi témito proménnymi, pak plati nasledujici vztahy:

mc(1)

ye) = ==, (5.52a)

yo(t) = ml’;(t), (5.52b)

mc(t) + mp(t) = m, (5.52¢)
ye(®) + yp(?) = 1. (5.52d)

Déle jsme jiz vySe fekli, Ze makroskopicky model je Moranovym procesem, pficemz
vybér na drovni skupin je pouze vedlej$im produktem reprodukce jedinct v ramci sku-
piny, a tudiZ bude uzitek spolupracujici resp. nespolupracujici skupiny odvozen ze vztahu

(5.11) resp. (5.12). Pro plné spolupracujici skupinu bude tedy platit, Ze jeji uzitek je:

Jee = fe(n(n), n(n)

(5.53)
=l-w+wb-r0),
kde b > ¢ > 0 aw € [0, 1]. Uzitek nespolupracujici skupiny je:
Joc = fp(0,n())
(5.54)

=1-w.

Nyni si ur¢ime jaka je pravdépodobnost, Ze se pocet spolupracujicich skupin m¢ zvysi na
mc+1, coZ v naSem makromodelu nastane, kdyZ dojde k rozdéleni spolupracujici skupiny.

Tato pravdépodobnost je dana vztahem:

Jeg - mc(t)
= . . 1_
gC(mC(t)) q ch . mc(t) + fDG . (m . mC(l’)) w
o mome
" (5.55)
mC(t)'(l—W+W-(b—c))
S oo men A —wym O

Déle urc¢ime pravdépodobnost, Ze se pocet spolupracujicich skupin m¢ snizi na mc—1, tzn.

zvyS$i se pocet nespolupracujicich skupin. Tato pravdépodobnost je popsdna nésledujicim
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vyrazem:

mp(t)
—_——
foc - (m —mc(t))

go(melD) =q- fec -me(t) + fpg - (m — me(1)) . w
W (5.56)
m
(m = me(®) - (1 =w)
=q - ye(?).

w-(b—=c) - mc(t)+ (1 —w)-m
Nyni jiz mdme uréené vSechny potiebné hodnoty, a tak mlizeme sestavit systém
rovnic, které popisuji makroskopicky model, pfiCemz vyuzijeme replikdtorové rovnice

(2.21), ¢imz ziskame dve diferencialni rovnice:
ye(®) = ye(®) - (gcme () - Bme(®))), (5.57a)
V() = yo(0) - (80(me(1)) = Fame(1)). (5.57b)
kde g(mc(t)) je primérnd pravdépodobnost zmény strategie skupiny a je posdna vztahem:
8(mc(0) = yc(t) - gc(mc(1)) + yp(1) - gp(mc(1)). (5.58)

Dile vyuZijeme platnosti vztahu (5.52d) a provedeme substituci:
ye(®) = y(@), o) = 1= y(0), (5.59)
kterou pouZijeme p¥i Upravé rovnice (5.57a) a dostaneme:
3(8) = y(0) - (8cme (1) = y(0) - gcme(®) — (1 = y(©)) - go(mc(1))
= y(0) - (1 = () - gcme(®) = (1 = y(0)) - gp(mc(1))) (5.60)
=y(0)- (1= () - (8c(mc(8) - gp(me(1)).

Poznamenejme, Ze upravou rovnice (5.57b) bychom dostali stejné feSeni. Nyni do rov-
nice (5.60) dosadime za pravdépodobnosti ze vztahil (5.55) a (5.56), upravime a ziskame

vyslednou rovnici.

Model 5.4 (Makroskopicky model): Makroskopicky model vicetiroviiového vybéru, je
popsdn ndsledujici diferencidlni rovnici:

qg-w-(b-c)
—-w+w-y@®)-(b-c)

() = Y20 - (1 = y())” - 1 (5.61)

kde ¢t € [0,+0c0), g > O je pravdépodobnost, Ze se skupina rozd€li, w > 0 je intenzita

vybéru a b > 0 urCuje prinos poskytnuty jedincim ve skupiné od spolupracujiciho jedince
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z téZe skupiny, jemuz tim vyvstane ndklad ¢ > 0, pficemzZ plati b > c. Poc¢atecni podminka

tohoto modelu je:
¥(0) = yo. (5.62)

Véta 5.4: Pro makroskopicky model vicetiroviiového vybéru, existuji dvé staciondrni fe-

Seni:

y(®) =0,

y =1,
pricemz feSeni y = 0 je nestabilni a feSeni y = 1 je evolu¢né asymptoticky stabilni strate-
gie.

Diikaz. Uréime staciondrni body diferencidlni rovnice (5.61) popisujici makroskopicky

model. K tomu vyuZijeme Definici 2.1, podle které musi pro pevné body platit:
y() =0, (5.63)

tzn. musime vyfesit rovnici:

200 (1 _ 2 qg-w-(b-c) _
PO (0= T S~ (5.64)
ktera ma dve reSeni:
¥ =0, (5.65)
y) =1 (5.66)

a tato feSeni jsou pevnymi body, jejichz stabilitu budeme nyni vySetiovat.

Urcime si derivaci rovnice (5.61) podle proménné y, tedy dostaneme:

df

_ = . — 2. qW(b_C)
dy(y)—2y (I-y) 7

-w+w-y-(b-rc)

qg-w-(b-c)

-2y*-(1 -7 (5.67)

-w+w-y-(b-c)

g-w?-(b-c?
(1—w+w-y-(b—c)2’

-y (1=-y)>-

kde f(y(7)) = y(¢). Jelikoz je ale rovnice (5.67) nulova pro ob¢ staciondrni feSeni, nemu-
Zeme o jejich stabilité rozhodnout pomoci Dusledku 2.1, proto musime stabilitu vysetfo-

vat pomoci jiného pravidla.
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Nejprve vysSetfime stabilitu pro staciondrni feSeni y = 0, coZ znamend, Ze budeme vy-
Setfovat stav, kdy jsou vSechny skupiny v populaci nespolupracujici. A budeme zjist ovat,
jak tento stav ovlivni pripad, kdy do populace vstoupi spolupracujici skupina, tzn. podil
spolupracujicich skupin bude y = &, tudiZ ndm rovnice (5.61) prejde na tvar:
g-w-(b-c)

y=¢"-(1-¢)- :
y=e-(1-9 l-w+w-g-(b—2c)

(5.68)

Aby byl bod y = 0 asymptoticky stabilni, musi platit y < 0, tzn. podil spolupracujicich
skupin musi klesat, dokud nedojde k vymizeni vSech spolupracujicich skupin z populace.
Z rovnice (5.68) je patrné, Ze vSechny Cinitelé jsou kladné, tudiZ pro na$i rovnici plati
¥y > 0, coZ znamen4, Ze pevny bod y = 0 nenf stabilni. To je patrné i z fazového portrétu,

ktery je zobrazen na Obrazku 5.13.
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Obrazek 5.13: Fdzovy portrét makroskopického modelu viceiiroviiového vybéru.

Déle budeme vySetfovat stabilitu pro druhy pevny bod y = 1, coz je pripad, kdy
se populace sklada ze samych spolupracujicich skupin. Pokud do této populace vstoupi
nespolupracujici skupina, zméni se podil spolupracujicich skupin na hodnotuy = 1 — &,
¢imz ptejde rovnice (5.61) na tvar:

qg-w-(b-c
l-w+w-(1-g)-(b-c)

y=(1-g’ & (5.69)

Pokud je pevny bod y = 1 asymptoticky stabilni, pak pro néj plati y > 0, tzn. podil
spolupracujicich skupin musi rtist, dokud neobsédhnou celou populaci. Z rovnosti (5.69) je
zfejmé, Ze vSechny Cleny jsou kladné, coZ znamend, Ze podminka asymptotické stability
pevného bodu y = 1 je splnéna. To miizeme pozorovat i z fazového portrétu zobrazeného
na Obrazku 5.13. Zaroven na zakladé Véty 2.3 plati, Ze feSeni y = 1 je evolucné stabilni

strategie. O

Pozndmka 5.4: Z Véty 5.4 ptimo plyne, Ze makroskopicky model (tj. model na tdrovni

skupin) viceuroviiového vybéru upiednostiiuje spolupraci.

5.2.2 Vyvoj a slozeni populace v ¢ase

VyfeSenim diferencidlni rovnice (5.61) pro poc¢ate¢ni podminku (5.62) dostaneme feSent,

jehoZ grafické zndzornéni je vykresleno na Obrazku 5.14. Cervené grafy znézoriiuji vyvoj
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podilu spolupracujicich skupin yc a modré vyvoj podilu nespolupracujicich skupin y,, pro
ruzné pocatecni podminky y,. Navic grafické zndzornéni potvrzuje platnost Véty 5.4, Ze
stacionarni feSeni yc = 1 a yp = 0 je asymptoticky stabilni. Podivdme-li se na rozsah osy
t a prub¢h feseni, vidime, Ze populace na drovni skupin konverguje ke stacionarnimu fe-
Seni pomalu. To je zaprvé zplisobeno druhou mocninou prvniho a druhého ¢lenu v rovnici
(5.61) a predpokladem, Ze pravdépodobnost déleni skupin ¢ < 1. Navic pomala konver-
gence ke stacionarnimu feSeni zplsobuje, Ze je derivace rovnice (5.61) podle proménné y
pro pevné body nulovd, a proto jsme nebyli schopni vySetfit stabilitu staciondrnich reSe-

nich pomoci Dusledku 2.1.

Yltlypltl

Obrazek 5.14: Vyvoj podilu spolupracujicich yc a nespolupracujicich skupin yp v priibéhu casu

_ _ ] 1 o g, .
pro parametry b =5, ¢ = 1, w = 15, ¢ = 1595 @ rizné pocdtecni podminky yo.

5.3 Shrnuti

V této kapitole byly sestaveny mikroskopické modely pro vicetroviiovy vybér a jeho mo-
difikace. Mikroskopicky model popisuje chovani populace na trovni jedincd, tj. fesi vyvoj
jedinct uvnitt skupiny. Pro v§echny mikroskopické modely se ukazalo, Ze v ramci modelu
existuji dvé staciondrni feSeni. Prvnim staciondrnim feSenim je ptipad, kdy vSichni jedinci
v populaci spolupracuji. Toto feseni je, jak bylo pro vSechny mikromodelu ukazano, ne-
stabilnim feSenim modelu. Druhym stacionarnim feSenim je pfipad, kdy vSichni jedinci
v populaci nespolupracuji. Toto feSeni je pro v§echny mikroskopické modely asympto-
ticky stabilni, a tudiZ se jednd i o evolucné stabilni strategii. Celkové jsme tudizZ dostali,

Ze mikroskopicky model jakékoliv verze vicedroviiového vybéru uprednostiiuje strategii
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nespolupracovat. PfestoZze v nasich modelech existuji pouze tyto dva staciondrni body,
musime si uvédomit, Ze ne vZdy musi feSeni dokonvergovat do ndmi urc¢eného staciondr-
niho bodu, jelikoz ve skutecné populaci je slozit€jsi diskrétni dynamika, kterou se ndm
nepovede popsat pomoci diferencidlnich rovnic prvniho fddu. Tzn. ve skutecné populaci
se muZe vyskytovat i jiné staciondrni feseni, které umoziuje souZiti obou druhti jedinct.
Dile jsme stanovili predpoklady, které zjednodusily model vicetroviiového vybéru na
hierarchii dvou Moranovych procest, a tudiZ jsme mohli sestavit makroskopicky model
vicedroviiového vybéru. Ten popisuje chovini populace na urovni skupin. I v rdmci to-
hoto modelu existuji dvé staciondrni feSeni. Prvnim stacionarnim feSenim je piipad, kdy
vSechny skupiny v populaci nespolupracuji, pficemz bylo ukazano, Ze toto feSeni je nesta-
bilni. Druhym staciondrnim feSenim je stav, kdy vSechny skupiny v populaci spolupracuji.
Pro tento pfipad jsme ukdzali, Ze se jednd o asymptoticky stabilni feSeni, a tudiZ je toto
reSeni i evolucné stabilni strategie. Celkové tedy mizZeme fici, Ze makroskopicky model

viceturoviiového vybéru upfednostiiuje spolupréci.
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6 Numerické simulace

V predchozi Kapitole 5 jsme provadéli popis zékladni formulace vicedroviiového vybéru
z Kapitoly 3 a jeho modifikaci z Kapitoly 4 pomoci idealizovanych modeld, které pou-
Zivaji spojity popis. V této kapitole ukdZeme chovani populace celého vicedroviiového
modelu pomoci diskrétniho popisu, ktery je proveden na zdkladé numerickych simulaci.
Ve vSech pripadech zjiSt'ujeme kriticky pomér b/c, pficemz parametry b a ¢ jsou mySsleny
ve smyslu (3.2), tj. zjiSt'ujeme jaky musi byt nejmensi pomér piinosu, ktery poskytuje
spolupracujici jedinec ostatnim, a ndkladu, ktery musi tento hrd¢ vynalozit, aby zacala
populace upfednostiiovat spolupraci.

Pro vSechny simulace jsme nastavili parametry na stejné hodnoty. Zvolené hodnoty

jsou nésledujici:

e Pravdépodobnost déleni skupin jsme zvolili malou, konkrétné ¢ = 107 < 1.
Tuto volbu jsme provedli z diivodu, abychom méli parametry simulace konzistentn{
s prepoklady z analytického modelu.

e Intenzitu vybéru jsme nastavili na hodnotu w = % < 1, kterd znadi slabou in-
tenzitu vybéru. Tato hodnota byla opét zvolena z diivodu konzistence simulace s
analytickym modelem.

e Populace se na pocdtku kazdé simulace (tj. v Case ¢ = 0) skladd z 50% spolupracu-
jicich a z 50% nespolupracujicich jedinci.

e Pro kazdou pocatecni konfiguraci je provedeno 300 simulaci. Vysledky z téchto
simulaci jsou poté zprimérovany, a tim je ziskdna vyslednd hodnota simulace pro

danou pocatecni konfiguraci.

6.1 Zakladni model

Nejprve jsme provedli simulaci modelu uvedeného v Kapitole 3, se kterou budeme po-
rovndvat vysledky numerickych simulaci pro modifikované modely. V této simulaci bylo
nasi snahou ukézat, jak je kriticky pomér b/c zavisly na poctu skupin m. PocCet skupin
jsme ménili v rozmezi hodnot m = 5 aZ m = 25. Maximadlni kapacita skupiny n byla po
celou dobu konstantni, pfi¢emZ jsme ji postupné nastavili na hodnoty n = 10, n = 50 a

n = 100. Velikost kazdé skupiny v ¢ase t = 0 byla v rozmezi od 1 do 10 jedincd.
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Na Obrédzku 6.1 (a) je znazornén graf zavislosti kritického poméru b/c na poctu skupin
m. V tomto grafu jsou vykresleny pribéhy kritickych poméri pro vSechny tfi maximaln{
kapacity skupin, které jsme si zvolili. Zda se, Ze rozdily mezi simulacemi pro rizné ma-
ximdlni kapacity skupin n nejsou az tak zasadni, jednim z divodu, ktery tuto skute¢nost
muzZe zpusobit, je, Ze ma na vysledek velky vliv pocet jedinct, ktery se nachdzi ve sku-
pinach v Case t = 0. Déle se zd4, Ze se zvySujicim se poctem skupin m kriticky pomér
klesa, tzn. pro vétsi pocet skupin je spoluprace vice podporovana. Z Obrazki 6.1 (b) - (d)
pak mizeme usoudit, Ze se zvySujici se maximdlni kapacitou skupiny n kriticky pomér
taktéZ klesa. Pokud bychom vSak provedli simulace, ve kterych bude naplnéni skupin v
case t = 0 z intervalu od 1 do n, tj. do maximdlni kapacity, mohli bychom dostat tplné

odlisné vysledky.

3,500 «fil=z3kladni simulace n = 10 0,400

n . «fil=2z4kladni simulace n = 10-n=100
w=e=23kladni simulace n=50

3,000 0,350

«=@=zékladni simulace n=100
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Obrazek 6.1: (a) Srovndni vysledkii simulaci pro zdkladni model. (b) Rozdil v kritickych pomérech
b/c mezi simulact zdkladniho modelu, ve které md maximdlni kapacita skupiny hodnotu n = 10, a
simulaci, ve které je maximdlni kapacita skupiny nastavena na hodnotu n = 100. (c) Rozdil v kri-
tickych pomérech b/c mezi simulaci zdkladniho modelu, ve které md maximdlni kapacita skupiny
hodnotu n = 10, a simulact, ve které je maximdlni kapacita skupiny nastavena na hodnotu n = 50.
(d) Rozdil v kritickych pomérech b/c mezi simulaci zdkladniho modelu, ve které md maximdlni
kapacita skupiny hodnotu n = 50, a simulaci, ve které je maximdlni kapacita skupiny nastavena

na hodnotu n = 100.
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6.2 Model vyuzivajici logistickou rovnici

V této sekci se budeme zabyvat numerickou simulaci modifikovaného modelu, ve kterém
je maximadlni kapacita skupiny proménnd v Case ¢ a fidi se logistickou rovnici (podrobné;jsi

popis viz Kapitola 4.1).
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Obrazek 6.2: Simulace pro model vyuZivajici logistickou rovnici: (a) zndzornéni hodnot kritic-
kého poméru b/c v zdvislosti na poctu skupin m, (b) hodnoty kritického poméru b/c v zdvislosti na

nosné kapacité logistické rovnice K.

Simulaci jsme provedli konkrétné pro pfipad, kdy maximalni kapacita skupiny v Case
t = 0je n(0) = 10. Tato kapacita v zavislosti na ¢ase naristd podle logistické rovnice. Pro
logistickou rovnici jsme zvolili nosnou kapacitu K = 100 a rychlost ristu r = 0, 1. Kazdou
skupinu jsme v ¢ase t = 0 naplnili jedinci, jejichZ pocet se pohyboval v rozmezi 1 az 10
jedincd. Provadéli jsme simulaci zavislosti kritického poméru b/¢ na poctu skupin m. Po-
Cet skupin v populaci se pohyboval v rozmezi m = 5 az m = 25. Vysledky jsme zaznameli
do grafu, ktery je zobrazen na Obrazku 6.2 (a). Jak jiz bylo uvedeno v Gvodu této kapitoly,
provadéli jsme pro kazdou pocédtecni konfiguraci 300 simulaci a vyslednou hodnotu urcili
zprimérovanim vysledkd. Proto jsme museli stanovit, zda je hodnota v grafu statisticky
vyznamnd. O statistické vyznamnosti jsme rozhodli na zdkladé 2,5%-niho a 97,5%-niho
kvantilu, které jsme vypocetli a zaznamenali spolecné s vysledky simulaci do grafu na
Obrazku 6.2 (a). Z vysledki se zd4, Ze hodnoty kritického poméru b/c ziskané numeric-
kou simulaci jsou statisticky vyznamné, tzn. miizeme je povazovat za smérodatné. Ddle
lze z grafu usoudit, Ze hodnota kritického poméru s rostoucim poctem skupin klesa, tzn.
v populaci s vétSim poctem skupin je vice rozsifena spoluprice nez v populaci s potem
skupin mens$im.

Déle jsme provedli simulaci, ve které jsme uvazovali konstantni pocet skupin, ktery

jsme nastavili na hodnotu m = 10 a ménili jsme nosnou kapacitu logistické rovnice. Tato
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hodnota se pohybovala v rozmezi od K = 50 do K = 100. Rychlost rlistu logistické
rovnice byla opét r = 0, 1. Velikost kazdé skupiny v ¢ase ¢t = 0 byla v rozmezi od 1 do 10
jedinct. Touto simulaci jsme ziskali pribéh kritického poméru b/c v zavislosti na nosné
kapacité¢ K logistické rovnice, pomoci které je urCovdna maximdlni kapacita skupin n.
Tento pribéh je zaznamendn v grafu na Obrazku 6.2 (b) a je opét doplnén o 2,5%-ni a
97,5%-ni kvantil. Z grafu se zda, Ze zvysujici se nosna kapacita logistické rovnice nema

vliv na kriticky pomér b/c.

6.2.1 Porovnani se zakladnim modelem

3,500 - «=fil=23kladni simulace n = 10 0,450
e z3kladni simulace n=50 «fil=z4kladni simulace n = 10 - log. rce n=10-100
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Obrazek 6.3: (a) Srovndni vysledki simulaci pro zdkladni model a pro model vyuZivajici lo-
gistickou rovnici. (b) - (d) Rozdil v kritickych pomérech b/c mezi simulaci zdkladniho modelu, ve
které je maximdlni kapacita skupiny n, a simulaci pro modifikovany vicetiroviiovy vybér vyuZivajict

logistickou rovnici.

Vysledky simulace, které jsme ziskali pro modifikovany vicetdroviiovy vybér vyuziva-
jict logistickou rovnici, jsme porovnali s vysledky uvedenymi v Kapitole 6.1, které jsme
dostali pfi simulaci zdkladntho modelu. Toto porovnéni je zndzornéno v grafu na Ob-
razku 6.3 (a). Na Obrézcich 6.3 (b) - (d) je pak zndzornén rozdil vysledki pro zdkladn{

model a pro model vyuZivajici logistickou rovnici. Z téchto grafi 1ze usoudit, Ze pro mo-
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del vyuZivajici logistickou rovnici je kriticky pomér men$i, nez pro zakladni model, ktery
md maximalni kapacitu konstantni a shodnou s poc¢atecni hodnotou maximalni kapacity
pro logistickou rovnici, tzn. v tomto ptipad¢ upiednostiiuje 1épe spolupraci model vyuzi-
vajici logistickou rovnici. Na druhou stranu je ale kriticky pomér pro tento model vySsi
neZ pro model, ktery ma maximdlni kapacitu skupiny konstantni a rovnou nosné kapa-
cité modelu vyuzivajiciho logistickou rovnici, tj. spolupraci 1épe upiednostiiuje zakladni

model.

6.3 Model vyuzivajici Poissonovo rozdéleni

V této Casti se budeme zabyvat numerickymi simulacemi modifikovaného modelu, ve
kterém nemaji vSechny skupiny stejnou maximdlni kapacitu, ale jejich kapacita se fidi
podle Poissonova pravdépodobnostniho rozdéleni. Tento model je podrobnéji popsin v
Kapitole 4.2.

Nejprve jsme pomoci numerické simulace zjist’ ovali hodnoty kritického poméru b/c
v zavislosti na poctu skupin v populaci. Pocet skupin se pohyboval v rozmezi hodnot
m = 5 az m = 25. Parametr Poissonova rozdéleni byl po celou dobu simulace konstantni.
Celkem jsme provedli simulaci pro tii riizné parametry A, pricemZ jsme volili hodnoty
A =10,4=50a4 = 100. Velikost kazdé skupiny v Case ¢t = 0 jsme nastavili na hodnotu
z intervalu 1 az 10 jedinct. Pribéh kritického poméru b/c v zavislosti na poctu skupin
m pro vSechny tii parametry A je vykreslen v grafu zndzornéném na Obrazku 6.4 (a). Z
tohoto grafu lze usoudit, Ze rozdil mezi vysledky pro rdzné hodnoty A nenf nijak zdsadni.
Diéle se z tohoto grafu zdd, Ze s klesajici hodnotou A klesa i hodnota kritického poméru
b/c, tzn. v populacich s malou stfedni hodnotou pro maximalni kapacitu skupiny se vice
spolupracuje neZ v populacich, které maji vyssi stfedni hodnotu maximalni kapacity sku-
piny. Na Obrazcich 6.4 (b) - (d) jsou pak vykresleny grafy zavislosti kritického poméru
na poctu skupin v populaci pro kazdy parametr A zvIast'. Navic jsou tyto grafy doplnény
o pribéh 2,5%-niho a 97,5%-niho kvantilu. Kvantily jsme stanovili, abychom mohli ur¢it
statistickou vyznamnost vysledkt simulaci, jelikoZ tyto vysledky, jak jiZ bylo feceno v
uvodu této kapitoly, jsou ziskdny zprimérovanim ur¢itého poc¢tu hodnot,tzn. potfebujeme
potvrdit, Ze se jedna o smérodatné hodnoty. Z vysledkil se zda, Ze se zvySujicim se po-
ctem skupin m klesa hodnota kritického poméru, tzn. v populaci s vice skupinami se 1épe
spolupracuje.

Diéle jsme urcovali hodnoty kritického poméru b/c v zavislosti na parametru Pois-

sonova rozdéleni A. Simulaci jsme provedli pro konstantni pocet skupin m = 10 a pro
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Obrazek 6.4: Simulace pro model, ve kterém jsou velikosti skupiny urceny pomoci Poissonova
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Obrazek 6.5: Simulace pro model, ve kterém jsou velikosti skupiny uréeny pomoci Poissonova

rozdéleni, pricem? kritickd hodnota je vykreslena v zdvislosti na parametru A.

ménici se parametr Poissonova pravdépodobnostniho rozdéleni A, kterym se fidi maxi-
malni kapacita skupin v populaci. Hodnoty tohoto parametru jsme ménili v rozmezi od
A = 1do A = 50. Velikost kazdé skupiny v Case t = 0 byla z intervalu od 1 do 10 je-
dinct. Vysledky ziskané touto simulaci jsou vykresleny do grafu, ktery je znazornén na
Obréazku 6.5 a jsou opé€t doplnény o prubéh 2,5%-niho a 97,5%-niho kvantilu. Z vysledki

I1ze usoudit, Ze do hodnoty A = 4 kriticky pomér klesa, tzn. v populaci se 1épe spolupra-
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cuje. Od hodnoty A = 4 vSak zac¢ind pribéh mirné rlst, proto se budeme snazit vysledky
od této hodnoty parametru proloZit pfimkou (provedeme jednoduchou regresi) a budeme
urcovat jeji statistickou vyznamnost, tzn. budeme provadét regresni analyzu, jejiZ princip
vcetné potiebnych vztaht je popsan v knize [5] na str. 88 - 99. Nejdiive si ur¢ime rovnici
regresni pfimky, jejiz tvar je:

y =p1 -4+ Bo, (6.1)

pficemZ y = b/c a hodnoty koeficient jsou 8; = 0,000685 a B, = 1,675598. Dile
stanovime standardni chyby koeficientd. Tyto chyby pro nas piiklad nabyvaji hodnot
SE(by) =0,009137 a SE(b;) = 0,000303.
Nyni budeme provadét t-test hypotézy B, = 0, tzn. proménné A neméd vliv na hodnotu
v, na hladiné vyznamnosti @ = 0,05 pfi oboustranné alternativé 8; # 0. Tuto hypotézu
zamitneme, pokud bude platit:
It >t (n —2), (6.2)

kde #, je hodnota t-statistiky koeficientu 8, a pro nas priklad vysla ¢, = 2,261583,an —2
je pocet stupiil volnosti, v nasem piipadé plati n — 2 = 27898. Jelikoz nerovnost (6.2) je
pro nas pripad splnéna, zamitli jsme hypotézu 8; = 0 na hladin€ vyznamnosti @ = 0,05, z
¢ehoz plyne, Ze parametr Poissonova rozdéleni A je pfi odhadu hodnoty kritického poméru
b/c statisticky vyznamny.

Dale ur¢ime standardni chybu odhadu y, kterd je S E(y) = 0,679412 a provedeme test
vyznamnosti regrese, tzn. bude nds zajimat, zda souhrnny vliv proménnych je vyznamny.
Provedeme tudiZ F-test hypotézy H,, Ze vSechny koeficienty kromé absolutniho Clenu
jsou nulové, na hladiné vyznamnosti @ = 0,05. Tuto hypotézu zamitneme, pokud bude
platit nerovnost:

F>F _.(p-1,n-p), (6.3)

kde F je F-statistika, jejiZ hodnota pro nasi simulaci vySla F = 5, 144758. Zjistili jsme, Ze
nerovnost (6.3) je pro nasi simulaci splnéna, tzn. hypotézu H, jsme zamitli na hladiné vy-
znamnosti @ = 0,05, z ¢ehoZ ndm vyplyva, Ze mezi hodnotami parametru A a hodnotami
kritického poméru b/c, které jsme ziskali pomoci numerickych simulaci, je statisticky

vyznamny vztah, tzn. regrese je statisticky vyznamna.

6.3.1 Porovnani se zakladnim modelem

Opét jsme provedli porovnani vysledki ziskanych pro tento model s vysledky ziskanymi

pro zékladni model, které jsou uvedeny v Kapitole 6.1, toto srovndni madme pro parametr
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Poissonova rozdéleni A4 = 10 vykresleno do grafu na Obrazku 6.6 (a). Pro hodnoty para-
metru 4 = 50 a 4 = 100 je pak srovnani se simulacemi zédkladniho modelu vykresleno v
grafech na Obrazku 6.7.

3,500 «fil=zdkladni simulace n = 10 0,700
== zdkladni simulace n=50

3,000 «@=2zakladni simulace n=100 0,600
=== Nekonstantni kapacity lambda = 10,0

«fi=z3kladni simulace n = 10-lambda=10

2,500 0,500

2,000 0,400
©

b/
b/c

1,500 0,300

1,000 0,200

0,500 0,100

0,000 0,000

10 15
poéet skupin m pocet skupin m

(a) (b)yn =10
0,200 0,300
wfii=z3kladni simulace n = 50-lambda=10 ~fi#=z3kladni simulace n = 100-lambda=10
0,250
0,150 |
0,200
0,100 | 0,150
3 3 0100
0,050 | 0050
0,000 : ‘
0,000 5 10 15 20 25 30
0 5 V 10 20 25 30 0,050
0,050 - 0,100
poéet skupin m poéet skupin m
©) n =50 () n = 100

Obrazek 6.6: (a) Srovndni vysledkii simulaci pro zdkladni model a pro model, ve kterém je maxi-
mdlni kapacita skupin urcena podle Poissonova rozdéleni. (b) - (d) Rozdil v kritickych pomérech
b/c mezi simulaci zdkladniho modelu, ve které je maximdlni kapacita skupiny n, a simulaci pro
modifikovany vicetiroviiovy vybér, ve kterém se kapacita skupin vidi Poissonovym pravdépodob-

nostnim rozdélenim, pricemZ A = 10.

Na Obrazcich 6.6 (b) - (d) jsou vykresleny grafy zndzoriujici rozdil vysledki pro
zakladni model a pro model vyuZivajici Poissonovo pravdépodobnostni rozdéleni, jehoz
parametr ma hodnotu 4 = 10. Lze z nich usoudit, Ze pro model vyuZivajici Poissonovo
rozdéleni s parametrem A = 10 je kriticky pomér mensi neZ pro zdkladni model, jehoZ ma-
ximalni kapacita skupin odpovida parametru A Poissonova rozdéleni, tzn. model vyuZiva-
Jici Poissonovo rozdéleni 1épe podporuje spoluprici. Pokud vSak tento model porovndme
se zdkladnim modelem, jehoZ maximadlni kapacita skupin n je vy$si nez parametr A, dojde
od urcité hodnoty n k tomu, Ze kriticky pomér modelu vyuzivajictho Poissonovo rozdé-
1€ni bude vyssi nez pro model zakladni, tzn. v zdkladnim modelu bude Iépe uptednostnéna

spoluprace. Stejné vlastnosti maji i vysledky simulaci modifikovanych modelt vyuZiva-
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jicich Poissonovo rozdéleni, ve kterych byl parametr A nastaven na hodnotu 4 = 50 a
A =100.

3,500 = zkladni simulace n = 10 3,500 «li=z3kladni simulace n = 10
e z3kladni simulace n=50 ee=z3kladni simulace n=50

3,000 «@=23kladni simulace n=100 3,000 «@=2z4kladni simulace n=100
«=g=Nekonstantni kapacity lambda = 50,0 ‘ «=<¥=Nekonstantni kapacity lambda = 100,0

2,500 2,500

2,000 2,000
o o

b/
b/

1,500 1,500

1,000 1,000

0,500 0,500

0,000 0,000
0 5 10 15 2 25 0 5 10 15 20 25

pocet skupin m pocet skupin m

(a) (b)

Obrazek 6.7: Srovndni vysledkii simulaci pro zdkladni model a pro model, ve kterém je maximdlni

kapacita skupin urcena pomoci Poissonova rozdélend.

6.4 Model zavisly na podilu spoluprace

Posledni simulace jsme provadéli pro tfeti modifikaci zdkladniho modelu, ve kterém je
maximdlni kapacita skupin zavisla na podilu spolupracujicich jedinci v populaci. Podrob-
néjsi popis je uveden v Kapitole 4.3. Poznamenejme k této simulaci, Ze z technickych
diivodu se kapacita pouze navysuje. Pokud vyjde v zavislosti na podilu spolupracujicich
jedincd maximalni kapacita skupiny mensi nez je soucasna hodnota, pak zlistane kapacita
nezménéna.

V této simulaci jsme opét zjist'ovali, jak je kriticky pomér b/c zavisly na poctu sku-
pin m. Pocet skupin jsme ménili v rozmezi od m = 5 do m = 25. Maximdlni kapacita
skupin byla zdvisla na podilu spolupracujicich jedinct ve skupinéach, pricemz pln€ nespo-
lupracujici skupina méla kapacitu nastavenou na hodnotu K; = 10 a plné spolupracujici
skupina na hodnotu K, = 100. Pro smiSené skupiny se hodnota maximalni kapacity fidila
mocninnou funkci, jejiZ exponent p postupné nabyval hodnot p = 0, 5 (konkavni funkce),
p = 1 (linearni funkce) a p = 2 (konvexni funkce). Velikost kazdé skupiny v Case t = 0
byla v rozmezi od 1 do 10 jedinct.

Na Obrazku 6.8 (a) je zndzornén graf zdvislosti kritického poméru »/c na poctu sku-
pin m. V tomto grafu jsou vykresleny prub&hy kritickych hodnot poméra pro vSechny tfi
funkce, které popisuji velikost maximdlni kapacity skupiny v zavislosti na podilu spo-
lupracujicich jedinct ve skupiné. Zda se, Ze rozdily mezi simulacemi pro rizné popisy

maximdlni kapacity skupiny nejsou az tak zdsadni. V grafech na Obrazku 6.9 je pak pri-
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Obrazek 6.8: (a) Srovndni vysledkii simulaci pro modifikovany model, ve kterém je maximdlini
kapacita skupin zdvisld na podilu spoluprdce ve skupiné. (b) Rozdil v kritickych pomérech b/c
mezi simulaci modifikovaného modelu s konvexnim priitbéhem zdvislosti na spoluprdci a simulact
s linedrnim priibéhem zdvislosti. (c¢) Rozdil v kritickych pomérech b/c mezi simulaci modifikova-
ného modelu s konvexnim pritbéhem zdavislosti na spoluprdci a simulaci s konkdvnim priibéhem
zavislosti. (d) Rozdil v kritickych pomérech b/c mezi simulaci modifikovaného modelu s linedrnim

pritbéhem zdvislosti na spoluprdci a simulaci s konkdvnim priibéhem zdvislosti.

beh zdvislosti kritického poméru b/c na poctu skupin v populaci m vykreslen zvlast' pro
kazdou funkci popisujici maximdlni kapacitu skupiny. Tyto grafy jsou navic doplnény o
pribéh 2,5%-niho a 97,5%-niho kvantilu. Kvantily jsme urcovali, abychom mohli rozhod-
nout o statistické vyznamnosti dat ziskanych numerickou simulaci. Z grafti 1ze usoudit, Ze
se zvySujicim se poctem skupin m kriticky pomér klesa, tzn. v populaci s vétSim poctem
skupin je Iépe podporovana spoluprace. Z grafti na Obréazcich 6.8 (b) - (d) pak mizeme
usoudit, Ze s klesajicim exponentem mocninné funkce popisujici maximdalni kapacitu sku-

piny, klesa kriticky pomér b/c, tzn. v téchto populacich se vice spolupracuje.
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Obrazek 6.9: Simulace pro model, ve kterém je velikost skupiny zdvisld na podilu spoluprdce ve

skupiné.

6.4.1 Porovnani se zakladnim modelem

Nakonec jsme vysledky téchto simulaci srovnali s vysledky simulaci zdkladni verze vice-
troviiového vybéru, které byly popsdny v Kapitole 6.1. Toto porovnani je pro model, ve
kterém je maximalni kapacita skupiny linedrné zavisla na podilu spoluprice, zndzornéno
v grafu na Obrazku 6.10 (a). Pro konvexni a konkavni pribéh této zavislosti je srovnani
znazornéno v grafech na Obrdzku 6.11. Na Obrazcich 6.10 (b) - (d) je pak znidzornén
rozdil vysledkil pro zdkladni model a pro modifikovany model, ktery vyuZziva linedrni
zavislost maximalni kapacity skupiny na podilu spolupracujicich jedinct. Z téchto graft
1ze usoudit, Ze se v populaci modifikované verze 1é€pe spolupracuje nez v populaci za-
kladni verze, kde je maximdlni kapacita skupiny mald, tzn. hodnoty kritického poméru
jsou pro modifikovanou verzi men$i, avSak se zvySujici se maximalni kapacitou skupiny
zakladniho modelu, se kriticky pomér b/c ¢im dél vice pfiblizuje hodnotdm modifikované
verze. Stejny zaveér jsme usoudili i pro piipad, kdy je pribéh funkce popisujici zavislost

maximalni kapacity skupiny na podilu spolupracujicich jedinci konkavni ¢i konvexni.
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Obrazek 6.10: (a) Srovndni vysledki simulaci pro zdkladni model a pro modifikovany model,
ve kterém je maximdlni kapacita skupin urcena podle podilu spoluprdce v dané skupiné. (b) - (d)
Rozdil v kritickych pomérech b/ c mezi simulaci zdkladniho modelu, ve které je maximdlni kapacita
skupiny n, a simulaci pro modifikovany vicetiroviiovy vybér, ve kterém je kapacita skupin linedrné

zdvisld na podilu spolupracujicich jedincii v populaci.
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Obrazek 6.11: Srovndni vysledkii simulaci pro zdkladni model a pro model, ve kterém je maxi-

mdlni kapacita skupin urcena podle podilu spoluprdce v dané skupiné.
6.5 Shrnuti

V této kapitole jsme se zabyvali numerickymi simulacemi vicedroviiového vybéru v za-

kladni formulaci a jeho modifikaci, pomoci kterych se ndim povedlo ziskat detailnéjsi
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popis vyvoje populace neZ pomoci analytickych modelti uvedenych v Kapitole 5. Po-
moci téchto simulaci jsme se snaZili urcit kritickou hodnotu poméru b/c, kterd udava
hrani¢ni hodnotu mezi stavem, kdy model podporuje nespolupraci (pro pomér mensi nez
kritickd hodnota), a stavem, kdy je v modelu podporovdna spoluprace (pro pomér vetsi
neZ kritickd hodnota). Tuto hodnotu se ndm podafilo nalézt pro vSechny ndmi nadefino-
vané konfigurace, tudiz miizeme fict, Ze pfi vhodné zvolenych parametrech docilime toho,
Ze viceturovinovy vybeér ¢i jeho modifikace upfednostiiuje spolupraci. Navic po porovnani s
vysledky z Kapitoly 5 miZeme fici, Ze ve viceuroviiovém vybéru i jeho modifikacich pre-
vazuje pro pomér b/c, ktery je vySsi nez kritickd hodnota, vliv makroskopického modelu
a pro pomér nizsi prevazuje vliv mikroskopického modelu. Déle jsme zjistili, Ze ve vSech
verzich vicetdroviiového vybéru plati, Ze pfi zvySujicim se poctu skupin, klesa hodnota
kritického poméru, tzn. ¢im vice skupin, tim 1épe je podporovana spoluprice, a dochédzi
ke sniZeni vlivu parametrt b a ¢ na vysledek.

Jako dalSi jsme se snaZili ukdzat zdvislost kritického poméru b/c na parametru, ktery
ma vliv na maximdlni kapacitu skupiny. Pro viceuroviiovy vybér vyuzivajici logistickou
rovnici byla timto parametrem nosnd kapacita logistické rovnice K, pro kterou jsme zjis-
tili, Ze nemd zdsadni vliv na hodnotu kritického poméru. Pro model vyuZivajici Poisso-
novo pravdépodobnostni rozdéleni byla zkoumadna zdvislost na parametru A tohoto rozd¢-
leni, zde jsme zjistili, Ze do urcité hodnoty parametru A kritickd hodnota klesa, pak vSak
dojde ke zlomu a kritickd hodnota poméru b/c zane pro zvysujici se hodnotu parame-
tru A mirné rist. Tento rlst se zd4 byt linedrni a pomoci regresni analyzy jsme zjistili,
Ze je statisticky vyznamny. Z toho mizeme tudiZ usoudit, Ze pro zvysujici se hodnotu
parametru A se v populaci mirné zhorsuji podminky pro spolupraci.

Nakonec jsme provedli srovnani vysledkd simulaci pro modifikované verze viceurov-
nového vybéru s vysledky simulaci pro zdkladni model vicedroviiového vybéru. V tomto
pripade jsme usoudili, Ze pokud si budou odpovidat maximéalni kapacita skupiny zdkladni
verze s parametrem A modifikované verze vyuZzivajici Poissonovo rozdéleni, pak budou v
modifikované verzi podminky pro spolupréci lepsi nez v zdkladni verzi. TotéZ se zda byt
platné i pokud maximadlni kapacita skupiny zakladni formulace bude odpovidat hodnoté
n(0) modifikované verze vyuzivajici logistickou rovnici ¢i hodnoté K; modifikované verze
zavislé na podilu spolupracovniki. Pokud se v§ak bude hodnota maximalni kapacity sku-
piny v zdkladnim vicedroviiovém modelu zvySovat dojde od urcité hodnoty ke zlomu a
v zdkladni formulaci budou lepsi podminky pro spolupraci nez v kterékoliv modifikované

verzi.
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7 Zaver

Ukolem této bakalaiské prace bylo sestavit a provést analyzu matematickych modelé
z evolucni dynamiky, pficemz jsme se zaméfili na vyvoj populace pro viceiroviiovy vybér
a jeho mozné modifikace.

V prvni kapitole jsme si zavedli zdkladni pojmy z oblasti diferencidlnich rovnic, teo-
rie her a evolucni teorie her, abychom méli dostateCny teoreticky zédklad pro dal$i préci.
V druhé Casti byla zadefinovana presna formulace vicetroviiového vybéru a jeho modifi-
kaci, pficemz byla pouzita evolu¢ni hra typu Vézinovo dilema. Ta byla zvolena proto, Ze
jeji dominantni strategii je strategie nespolupracovat, tzn. pokud chceme ukézat, Ze vice-
uroviiovy vybér podporuje spolupréci, pak hra typu Véznovo dilema je nejhorSi mozny
ptipad, ktery jsme si mohli zvolit. Modifikované verze, které jsme si zadefinovali, se od
zédkladni formulace liSili v definici maximalni kapacity skupin.

Hlavni ¢ést prace se poté zabyva sestavenim mikroskopickych modeld a makrosko-
pického modelu ndmi zadefinovanych skupinovych vybéri. Pro mikroskopické modely,
které se zabyvaji chovanim populace na urovni jedinct, byly nalezeny pevné body a pro-
Setfena jejich stabilita. Zjistili jsme, Ze pro mikromodely vSech ndmi zformulovanych
vicedroviiovych vybért plati, Ze maji dvé stacionarni feSeni, a to asymptoticky stabiln{
stav, ve kterém vSichni jedinci v rdmci populace v mikromodelu nespolupracuji, a nesta-
bilni stav, kdy vSichni spolupracuji, tzn. vSechny mikroskopické modely uptfednostiuji
nespolupracujici strategii. Pfestoze neexistuji jiné pevné body neZz tyto dva, méli bychom
si uvédomit, Ze ve skutecné populaci nasledkem slozit€jsi diskrétni dynamiky ne vzdy
musi feSeni dokonvergovat do pevného bodu, avSak stav, kdy dojdeme k jinému feSeni,
nedokdZeme v nasem zjednoduseném modelu matematicky popsat. Zaroven bylo pro tyto
modely prozkoumano jejich feseni, vliv volby parametrti na jeho priibéh a bylo provedeno
vzdjemné porovnani. Zjistili jsme, Ze nase modifikované verze mirné zpomaluji rychlost
konvergence k pevnému bodu.

Diéle jsme stanovili pfedpoklady, které zjednodusili nd4§ model na hierarchii dvou Mo-
ranovych procesti, coZ ndm umoznilo sestavit matematicky popis makroskopického mo-
delu, ktery se zabyva vyvojem populace na trovni skupin. I pro tento model jsme urcili

pevné body a jejich stabilitu. Opét jsme dostali dvé staciondrni feSeni, pficemz v tomto
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piipade byl asymptoticky stabilni stav ten, ve kterém celd populace (tj. vSechny skupiny)
spolupracuje, a nestabilnim stavem byla nespoluprace celé populace, tzn. v makroskopic-
kém modelu je podporovana spoluprace. I zde jsme se zabyvali priibéhem feSeni tohoto
modelu, ktery ndm potvrdil asymptotickou stabilitu stavu, Ze vSichni jedinci spolupracuji.

V posledni ¢asti jsme provedli numerické simulace, které doplnily nase modely o vy-
sledky, které vzniknou vzdjemnou kombinaci obou udrovni, pfiCemZ nejsou zavedena
Zadna zjednoduseni. Pomoci numerickych simulaci jsme dokazali ziskat detailnéjsi po-
pis chovani populace nezZ pomoci analytickych modelu. Pro v§echny simulace, které jsme
provedli, se ndm podafilo najit kritickou hodnotu poméru b/c, ptiCemz pro hodnoty po-
méru mensi nez tato kritickd hodnota plati, Ze vyvoj populace je vice ovlivnén mikrosko-
pickym modelem, a tudizZ je podporovana nespoluprace. Pro hodnoty poméru b/c vyssi
nez kritickd hodnota je vyvoj populace vice ovlivnén makroskopickym modelem, coZ zna-
mend, Ze jsou v populaci podporovani spolupracujici jedinci. Zjistili jsme, Ze pro vSechny
verze viceuroviiového modelu lze usoudit, Ze pro zvySujici se pocCet skupin jsou v po-
pulaci lepsi podminky pro spolupréci, tzn. hodnota kritického poméru klesa. Déle jsme
zjistili, Ze pro verzi vyuZzivajici Poissonovo rozdé€leni se zd4, Ze s rostouci hodnotou pa-
rametru A dochdzi v populaci k mirnému zhorSeni podminek pro spolupréci, tj. hodnota
kritického poméru roste. V modifikované verzi viceuroviiového modelu vyuZzivajiciho lo-
gistickou rovnici, ndm pomoci simulaci vySlo, Ze nosné kapacita logistické rovnice nema

zasadni vliv na hodnotu kritického poméru.
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