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Abstrakt

Tématem diplomové prace jsou algoritmy pro urceni hranové souvislosti grafu.
Diplomova prace obsahuje prehled vybranych algoritmi. V ramci diplomové prace byl
implementovan algoritmus pro urceni cyklické hranové souvislosti grafu. Pivodnimi
vysledky jsou algoritmus pro urceni esencialni hranové souvislosti grafu a algoritmus

pro urceni esencidlni hranové souvislosti kubického grafu.

Klicova slova

Hranova souvislost grafu, esencialni hranova souvislost grafu, cyklickd hranova

souvislost grafu, algoritmus.

Abstract

The topic of thesis are algorithms for determining the edge connectivity of
graphs. The thesis contains an overview of selected algorithms. In the thesis was
implemented algorithm for determining cyclic edge connectivity of graphs. Original
results are algorithm for determining essential edge connectivity of graphs and
algorithm for determining essential edge connectivity of cubic graphs. The thesis is
attached with a CD that carries program for determining cyclic edge connectivity of

graphs.
Keywords

Edge connectivity of graphs, essential edge connectivity of graphs, cyclic edge

connectivity of graphs, algorithm.
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1 Uvod

Tématem této diplomové prace jsou algoritmy pro urceni hranové souvislosti
grafu. Hranova souvislost je dlleZitym parametrem grafu a existuje nékolik rtiznych
algoritmi pro jeji urCeni. Dale existuji rlizné varianty hranové souvislosti grafu a i pro
jejich urceni existuji algoritmy. Vtéto praci se proto vénujeme jen nékolika
nejvyznamnéjsim algoritmim.

Algoritmy pro urceni hranové souvislosti grafu maji uplatnéni v mnoha oborech
lidské ¢innosti, napt. v informatice, biomechanice a mediciné.

V kapitole 2 pripomeneme zakladni pojmy teorie grafii a uvedeme i prvni
algoritmus, a to Fordlv-Fulkersontiv algoritmus pro nalezeni maximalniho toku v siti.

Ptehled algoritml pro urceni hranové souvislosti grafu je podan v kapitole 3.
Kapitola obsahuje popis nékolika vybranych algoritm@ vcetné matematickych vét, na
nichZ jsou zaloZeny. Predevs$im se jedna o algoritmus pro nalezeni Gomoryho-Huova
stromu, rychly algoritmus pro urceni hranové souvislosti grafu autor Nagamochiho a
Ibarakiho a algoritmus pro testovani hranové 2-souvislosti a hranové 3-souvislosti
grafu.

Praktickym cilem diplomové prace bylo implementovat algoritmus pro urceni
cyklické hranové souvislosti grafu. Popis tohoto algoritmu a vysledky implementace jsou
v kapitole 4.

Plvodni vysledky této diplomové prace obsahuje kapitola 5, ktera je vénovana
tzv. esencialni hranové souvislosti grafu. TéZistém kapitoly je popis dvou algoritmi pro
urceni esencialni souvislosti grafu. Prvni algoritmus je urceny pro vSechny grafy a druhy

specialné pro kubické grafy.



2 Zakladni pojmy

2.1 Obecné pojmy teorie grafti

Definice 2.1.1 [1]

Graf G (téZ neorientovany graf G) je uspoiadana trojice (V(G),E(G),¥s), kde
V(G) a E(G) jsou navzajem disjunktni mnoziny a1, je zobrazeni, které prirazuje
kazdému prvku svého definicniho oboru E(G) jednoprvkovou nebo dvouprvkovou

podmnozinu mnoZiny V (G).

Priklad grafu G je znazornén na obr. 2.1.1a, kde V(G) ={1,2,3,4}, E(G) =
{atb!C’ d! e!f!g! h} ) lpG(a) = {112} ) lpG(b) = {LZ} ) l/)G(C) = {L 3} ) l/)G(d) = {1, 3} )
1/)6 (e) = {1, 3}! lpG (f) = {31 4}' lpG (g) = {2,4} a l/}G (h) = {4}

Obr. 2.1.1: a) Neorientovany graf, b) Orientovany graf

Definice 2.1.2 [1]
Orientovany graf D je uspofadana trojice (V(D),A(D),yp), kde V(D) a A(D) jsou
navzajem disjunktni mnoziny a iy, je zobrazeni, které prirazuje kazdému prvku svého

defini¢niho oboru A(D) usporadanou dvojici prvkii mnoziny V(D).

Priklad orientovaného grafu D je znazornén na obr. 2.1.1b, kde V(D) =
{1,2,3,4,5}, AD) ={a,b,c,d,e,f}, Yp(a) =B, 1), Yp(b) =(2,3), Pp(c) =(4,3),
Yp(d) = (5,3),¥p(e) = (5,4) ayp(f) = (5,4).

Pojem graf bez privlastku orientovany ¢i neorientovany bude dale znamenat
neorientovany graf, pokud nebude vyslovné uvedeno nebo zkontextu zrejmé, Ze se
jedna o orientovany graf. Oznaceni vySe uvedenych mnoZzin a zobrazeni mize byt u

raznych grafli riizné, ale pokud nebude vyslovné uvedeno nebo z kontextu zrejmé jiné



znaceni, budeme v tomto textu vzdy pouZivat znaceni z vySe uvedenych definic (tato

umluva plati i pro vSechny nasledujici definice).

Definice 2.1.3 [1]
Zobrazeni i; (neorientovaného nebo orientovaného) grafu G se nazyva

inciden¢ni zobrazeni grafu G.

Zobrazeni chapeme jako binarni relaci, tj. Y; = {(a,t/)G(a));a € E(G)} pro

neorientovany i orientovany graf G.

Definice 2.1.4 [1]

U neorientovaného i orientovaného grafu G se prvky mnoziny V(G) nazyvaji
vrcholy, velikost mnoziny V(G) se nazyva rad grafu G a znaci v(G). Pokud je mnoZzina
V(G) prazdna, nazyva se graf G prazdny. Pokud je mnozina VV(G) jednoprvkova, nazyva
se graf G trivialni. Pokud ma mnozina VV(G) alespoii dva prvky, nazyva se graf G

netrividlni. Graf G obsahujici vrcholy x a y se téZ znaci G (x, y).

Definice 2.1.5 [1]

U neorientovaného grafu G se prvky mnoziny E(G) nazyvaji hrany, velikost
mnoziny E(G) se nazyva velikost grafu G a znaci e(G). Pokud je v inciden¢nim zobrazeni
grafu G obrazem hrany e jednoprvkovd mnoZina, nazyva se hrana e smycka. U
orientovaného grafu D se prvky mnoziny A(D) nazyvaji orientované hrany, velikost
mnoziny A(D) se nazyva velikost (orientovaného) grafu D a znaci a(D). Pokud je
vinciden¢nim zobrazeni grafu D obrazem hrany a dvojice stejnych prvki, nazyva se
hrana a smycka (téz orientovana smycka). Kazdé dvé navzijem razné hrany a, b
orientovaného ¢i neorientovaného grafu H, které maji stejny obraz vinciden¢nim
zobrazeni grafu H, se nazyvaji (navzajem) paralelni hrany (u orientovaného grafu H téz
orientované (navzajem) paralelni hrany). Graf H takovy, Ze E(H) neobsahuje smycKy ani

paralelni hrany, se nazyva prosty graf.

Graf znazornény na obr. 2.1.1a ma trojici navzajem paralelnich hranc,d ae,
dvojici navzajem paralelnich hran a a b a smycku h. Orientovany graf znazornény na obr.
2.1.1b ma dvojici navzajem paralelnich orientovanych hranea f a nema Zadnou

smycku.



Definice 2.1.6 [1]

Pokud jsou pro neorientovany graf G, resp. orientovany graf D, obé mnoziny V(G)
aE(G), resp. V(D) a A(D), konec¢né, nazyva se graf G, resp. orientovany graf D, konec¢ny.
Pokud je alespon jedna z mnozin V(G), E(G), resp.V(D), A(D), nekone¢nd, nazyva se

graf G, resp. orientovany graf D, nekonec¢ny.

Definice 2.1.7 [1]

Pokud pro hranu e a vrcholy u a v grafu G plati Y ;(e) = {u, v}, fikdme, Ze hrana e
spojuje vrcholy u a v, které pak nazyvame koncovymi vrcholy hrany e. Rikame také, Ze
jsou vrcholy u a v incidentni s hranou e a naopak Ze je hrana e incidentni s vrcholem u a

s vrcholem v.

Definice 2.1.8 [1]

Pokud pro hranuaa pro vrcholy u a v orientovaného grafu D plati ¥, (a) =
(u,v), rikame, Ze hrana a vede zvrcholu u do vrcholu v, pricemz vrchol u nazyvame
poc¢ate¢nim vrcholem hrany a a vrchol v koncovym vrcholem hrany a. Rikime také, Ze
jsou vrcholy u a v incidentni s hranou a a naopak Ze je hrana a incidentni s vrcholem u a

s vrcholem v.

Definice 2.1.9 [1]

Dva navzajem rtizné vrcholy u a v grafu G se nazyvaji (vzajemni) sousedé, pokud
jsou oba incidentni se stejnou hranou e grafu G. Rikdme té%, Ze je vrchol u sousedem
vrcholuva Ze je vrchol v sousedem vrcholu u nebo Ze jsou u a v vzajemné sousedni

v grafu G. Mnozina vSech sousedi vrcholu v v grafu G se oznacuje Ng (v).
V grafu G zndzornéném na obr. 2.1.1a napt-. plati N;(2) = {1, 4}.

Definice 2.1.10 [1]

Pokud vede v orientovaném grafu D hrana a z vrcholu u do vrcholu v, rikame, Ze
u je pocatecni soused vrcholuvavje koncovy soused vrcholuu vgrafuD. MnoZina
vSech pocateCnich sousedd vrcholu v v orientovaném grafu D se oznacuje N, (v),

mnoZzina vSech koncovych sousedii vrcholu v v orientovaném grafu D se oznacuje

Nj ().

V orientovaném grafu D zndzornéném na obr. 2.1.1b napft. plati N, (3) = {2, 4, 5}
aNi(3) ={1}.
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Definice 2.1.11 [1]

Stupen vrcholu v v neorientovaném ¢i orientovaném grafu G, ktery znacime
d;(v), je soucet |A| + |B|, kde A je mnozina vSech hran incidentnich s vrcholem v v grafu
G a B je mnoZzina vSech smycek grafu G incidentnich s vrcholem v. Vrchol stupné nula se
nazyva izolovany vrchol. Nejmensi stupen vrcholu grafu G se znaci§(G) a nejvétsi
stupen vrcholu grafu G se znaci A(G). Neprazdny graf G se nazyva k-regularni, jestliZe je

stupen kazdého vrcholu grafu G roven k.
V grafu G zndzornéném na obr. 2.1.1a napt. plati d; (3) = 4, 6(G) = 3aA(G) = 5.

Definice 2.1.12 [1]

Vstupni stupen vrcholu v orientovaného grafu D, ktery znacime dj, (v), je pocet
vSech hran grafu D, jejichZ koncovym vrcholem je vrchol v. Vrchol s nulovym vstupnim
stupném se nazyva zdroj. Vystupni stupeil vrcholu v grafu D, ktery zna¢ime df;(v), je
pocet vSech hran grafu D, jejichZ pocatecnim vrcholem je vrchol v. Vrchol s nulovym
vystupnim stupném se nazyva stok. Nejmensi vstupni, resp. vystupni, stupen vrcholu
grafu D se znali 6~ (D), resp. §t(D), a nejvétsi vstupni, resp. vystupni, stupeti vrcholu

grafu D se zna¢i A~(D), resp. AY (D).

V orientovaném grafu D znazornéném na obr. 2.1.1b napt. plati d;(4) = 2,

di(4)=1,6"(D)=1,6"(D)=1,A"(D) =3aA*(D) = 3.

Definice 2.1.13 [1]
Dva grafy G a H, oba orientované ¢i oba neorientované, jsou (navzajem) identické

(piseme G = H), jestlize V(G) = V(H) ANE(G) = E(H) AN = Y.

Definice 2.1.14 [1]

Dva grafy G a H, oba neorientované, resp. oba orientované, jsou (navzajem)
izomorfni, piSeme G = H, jestlize existuji bijekce 6: V(G) - V(H) a ¢: E(G) - E(H)
takové, Ze Yg;(e) = {u, v}, resp.y;(e) = (u,v), pravé kdyz 1,[1H(¢(e)) = {6(u),0(v)},
resp. Yy (qb(e)) = (H(u), 6(17)). Dvojice (0, ¢) se nazyva izomorfismus.

Dva navzajem izomorfni grafy jsou tedy stejné aZ na jejich znaceni. Napr. grafy

znazornéné na obr. 2.1.2a a obr. 2.1.2b jsou navzajem izomorfni.
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Obr. 2.1.1: a), b) Navzajem izomorfni grafy

Definice 2.1.15 [1]

Neorientovany, resp. orientovany, graf H je podgrafem neorientovaného, resp.
orientovaného, grafu G, jestlize V(H) € V(G) AE(H) € E(G) Ay = Ys|E(H). Rikdme
také, Ze je graf H obsaZen v grafu G nebo Ze graf G obsahuje graf H, a piSeme H C G. Graf

G se téZ nazyva nadgrafem grafu H.

Poznamenejme, Zze Y | E (H) je restrikce zobrazeni 1); na mnozinu E (H).
Na obr. 2.1.3b a 2.1.3c jsou zndzornény priklady podgrafa grafu znazornéného na

obr. 2.1.3a.

Obr. 2.1.3: a) Graf G, b) Graf G[{1, 2, 3, 5}], c) Faktor grafu G

Definice 2.1.16 [1]

Odstranénim vrcholu v v grafu G se rozumi zména grafu G v graf H, kde
VH)=V(G)\{v}, E(H)={e;e € E(G)Av&Ys(e)} a Yy =yslE(H) . Graf H
oznacujeme G — v. Pokud se v grafu G postupné odstrani vSechny vrcholy z mnoZiny S,
S € V(G), oznacuje se vysledny graf téz G — S. Odstranénim hrany e grafu G se rozumi

zména grafu G v graf K, kde V(K) =V (G),E(K) = E(G) \ {e}ayg = Y;|E(K). Graf K

12



oznacujeme G \ e. Pokud se v grafu G postupné odstrani vSechny hrany z mnoziny T,

T € E(G), oznacCuje se vysledny graf téz G \ T.

Graf znazornény na obr. 2.1.3b je podgraf G — 4 grafu G znazornéného na obr.
2.1.3a. Graf zndzornény na obr. 2.1.3c je podgraf G \ {b, e} grafu G zndzornéného na obr.

2.1.3a.

Definice 2.1.17 [1]

Odstranénim vrcholu v v orientovaném grafu D se rozumi zména grafu D v graf
H, kde V(H) =V(D)\ (v}, E(H) ={e;e € E(G) A (Vx €V(G):e = (v,x) Ae # (x,v))}a
Yy = YplE(H). Graf H oznaCujeme D —v. Pokud se vgrafu D postupné odstrani
vSechny vrcholy z mnoziny S, S € V(D), oznacuje se vysledny graf téz D —S.
Odstranénim hrany a grafu D se rozumi zména grafuD v graf K, kde V(K) =V (D),
E(K) =E(D)\{e} aYx =yYp|E(K). Graf K oznaCujeme D \ e. Pokud se vgrafu D
postupné odstrani vSechny hrany z mnoziny T, T S A(D), oznacCuje se vysledny graf téz

D\T.

Definice 2.1.18 [1]
Podgraf H neorientovaného ¢i orientovaného grafu G, ktery lze vytvofrit z grafu G
pouze pomoci operace odstranéni vrcholu, se nazyva indukovany podgraf H grafu G na

mnoziné V(H) a znadi se G[V (H)].

Graf znazornény na obr. 2.1.3b je indukovany podgraf G[{1,2,3,5}] grafu G
znazornéného na obr. 2.1.3a. Indukovanym podgrafem grafu G je napf. i graf G (operace
odstranéni vrcholu nepouzita) a prazdny graf (operace odstranéni vrcholu pouzita v(G)-

krat).

Definice 2.1.19 [1]
Podgraf H neorientovaného ¢i orientovaného grafu G, ktery lze vytvorit z grafu ¢

pouze pomoci operace odstranéni hrany, se nazyva faktor H grafu G.

Graf znazornény na obr. 2.1.3c je faktor grafu G znazornéného na obr. 2.1.3a.
Faktorem grafu G je napf. i sam graf G (operace odstranéni hrany nepouZita) nebo graf
G s odstranénymi vSemi hranami (tzv. diskrétni graf; operace odstranéni hrany pouzita

e(G)-krat).
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Definice 2.1.20 [1]

Faktor H grafu G (neorientovaného nebo orientovaného), ktery lze vytvorit pouze
odstranénim vSech smycek grafu G a odstranénim |K| — 1 prvkt kazdé mnoziny K, ktera
obsahuje pravé vSechny hrany grafu G, které jsou navzajem paralelni, se nazyva zakladni

prosty graf H grafu G.

Na obr. 2.1.4b je znazornén zakladni prosty graf grafu znazornéného na obr.

2.1.4a.

a) ? b) ? c) ? d) §
Obr. 2.1.4: a), b) Orientovany graf a jeho zakladni prosty graf, c), d) Graf a jeho symetricka orientace

Definice 2.1.21 [1]
Graf G, ktery vznikne z orientovaného grafu D nahrazenim kazdé usporadané
dvojice (u,v) oboru hodnot inciden¢ni funkce grafu G mnoZinou {u,v}, se nazyva

zakladni graf orientovaného grafu D a znaci G (D).

Na obr. 2.1.4c je znazornén zakladni graf G(D) grafu D znazornéného na obr.

2.1.4b.

Definice 2.1.22 [1]

Orientovany graf D, ktery vznikne z grafu G nahrazenim kazdého prvku
(e;, {u, v}) relace Y, dvéma prvky (ai,l, (u, v)) a (ai,z, (v, u)) a kazdého prvku e;

mnoziny E(G) dvojici a; 1 a a; ,, se nazyva symetricka orientace D grafu G a znac¢i D(G).

Na obr. 2.1.4d je zndzornéna symetricka orientace F(G) grafu G znazornéného na

obr. 2.1.4c.
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Definice 2.1.23 [1]

Orientovany graf D, ktery vznikne z grafu G nahrazenim kazdého prvku
(e;, {u, v}) relace Y, pravé jednim z prvki (ai,l, (u, v)) a (ai,z, (v, u)) a kazdého prvku e;
mnoZziny E(G) pfislusnym prvkem z dvojice a;; a a;,, se nazyva orientace D grafu G a

znaci G.

Na obr. 2.1.4b je znazornén priklad orientace 5grafu G znazornéného na obr.

2.1.4c.

Definice 2.1.24 [1]
Sjednoceni neorientovanych, resp. orientovanych, grafii G a H je neorientovany,
resp. orientovany, graf F takovy, ze V(F) = V(G) UV(H) AE(F) = E(G) UE(H) ayg je

Y. (e),pokud e € E(G),

definovana takto: Y (e) = {wH(e) pokud e € E(H).

Graf F oznacujeme G U H.

Na obr. 2.1.3a je zndzornéno sjednoceni grafli znazornénych na obr. 2.1.3b a

2.1.3c.

Definice 2.1.25 [1]

Neorientovany graf G se nazyva souvisly, pokud pro kazdé rozdéleni mnoZiny
V(G) na dvé jeji neprazdné navzijem disjunktni podmnoZiny X a Y existuje hrana grafu
G, jejiz jeden vrchol je v X a druhy v Y. V opa¢ném pripadé se graf G nazyva nesouvisly.
Orientovany graf D je souvisly, pravé kdyz je jeho zakladni graf souvisly, a je nesouvisly,
pravé kdyZz je jeho zakladni graf nesouvisly. Neprazdny souvisly podgraf
neorientovaného ¢i orientovaného grafu H, ktery neni vysledkem odstranéni jedné
hrany nebo jednoho vrcholu jiného souvislého podgrafu grafu H, se nazyva komponenta

grafu H.

Graf G znazornény na obr. 2.1.5 je nesouvisly a obsahuje tfi komponenty
G[{1,2,3,4,5}], G[{6,7,8,9}] a G[{10, 11, 12}].
Dale budeme uvazovat jen grafy (neorientované nebo orientované), které jsou

konec¢né a nejsou prazdné.
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Obr. 2.1.5: Nesouvisly graf

Definice 2.1.26 [1]
Prosty graf, jehoZ kazdé dva vrcholy jsou vzajemni sousedé, se nazyva uplny graf
a obvykle se znaci K,,, kde n znadi fad tohoto grafu. Prosty graf, jehoZ Zadné dva vrcholy

nejsou vzajemni sousedé, se nazyva diskrétni graf, a obvykle se znaci D,,, kde n znaci rad

tohoto grafu.

Na obr. 2.1.6a je zndzornén graf K, a na obr. 2.1.6b graf Ds.

a) b) c) 4
1 2 2
1q .
1
3
™ 3 5
3
6
d) e) f)
2
a 1 2
2
1 3
1 3 4 3

5 4

Obr. 4: a) Graf K,, b) Graf Ds, c) Cesta, d) KruZnice, e) Orientovana cesta, f) Orientovana kruznice

Definice 2.1.27 [1]

Cesta P je neorientovany prosty graf, jehoz vSechny vrcholy je moZné seradit

v posloupnost, pro jejiz kazdé dva prvky u, v plati: u bezprostfedné nasleduje po v nebo
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v nasleduje bezprostredné pou, pravé kdyZz je u sousedem v. Pokud jsou prvni a
posledni prvek této posloupnosti u a v, nazyvame graf P cesta zu do v nebo uv-cesta a
rikame téz, Ze cesta P vede z vrcholu u do vrcholu v. Orientovana cesta Q je orientace
nékteré cesty P, pricemz orientovand hrana vede vzdy pouze z piedchiidce x do jeho
bezprostredniho naslednika y v posloupnosti vrcholi cesty P, pricemz uvaZzujeme jednu
ze dvou mozZnych posloupnosti. Pokud jsou prvni a posledni prvek uvazované
posloupnosti u a v, nazyvame graf Q orientovana cesta zu do v nebo orientovana uv-
cesta a Fikame téz, Ze cesta Q vede zvrcholu u do vrcholu v. Pocet hran cesty

(neorientované ¢i orientované) se nazyva délka cesty.

Na obr. 2.1.6¢ je zndzornéna cesta délky 5 a na obr. 2.1.6e orientovana cesta délky

Definice 2.1.28 [1]

Kruznice C je bud smycka, nebo dvé navzajem paralelni hrany, anebo
neorientovany prosty graf rddu alespon tfi, jehoZ vSechny vrcholy je mozZné seradit
v posloupnost, jejiZ prvni a posledni prvek jsou si rovny a navic plati pro kazdé dva
prvky u, v: u bezprostfedné nasleduje po v nebo v nasleduje bezprostfedné po u, pravé
kdyZ je u sousedem v. Cyklus neboli orientovana kruznice D je bud’ orientovana smycka,
nebo dvé paralelni orientované hrany s navzajem opacnymi pocatecnimi a koncovymi
vrcholy, anebo orientace nékteré neorientované kruznice C o alesponl tfech vrcholech,
pricemZ orientovana hrana vede vzdy pouze z piedchiidce x do jeho bezprostiedniho
naslednika y v posloupnosti kruznice C (priCemZz uvaZujeme jednu ze dvou moznych

posloupnosti). Délka neorientované ¢i orientované kruznice F je pocet jejich hran.
Na obr. 2.1.6d je znazornéna kruznice délky 5 a na obr. 2.1.6f cyklus délky 4.

Definice 2.1.29 [1]

Pokud neorientovany, resp. orientovany, graf G neobsahuje kruZznici, resp. cyklus,
nazyva se acyklicky. Pokud neorientovany, resp. orientovany, graf G obsahuje kruznici,
resp. cyklus, pak nejmensi délka kruznice, resp. cyklu, v grafu G se nazyva obvod grafu G.
Acyklicky graf G se téZ nazyva (neorientovany, resp. orientovany) les, a pokud je
souvisly, nazyva se téZ (neorientovany, resp. orientovany) strom. Vrchol stromu G

stupné jedna se nazyva list. Pokud je podgraf grafu G strom, nazyva se tento podgraf
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také (neorientovany, resp. orientovany) podstrom, a pokud obsahuje vSechny vrcholy

grafu G, nazyva se (neorientovana, resp. orientovana) kostra grafu G.

Stromem je napf. graf znazornény na obr. 2.1.3c, ktery je zaroven cestou. Podgraf
G[{6,7,8,9}] grafu G znazornéného na obr. 2.1.5 je také strom, ale neni cesta. Podgraf

G[{6,7,8,9,10,11,12}] grafu G zndzornéného na obr. 2.1.5 je les.
2.2 Specialni pojmy teorie grafli k hranové souvislosti grafu

Definice 2.2.1 [1]

Pro dvé podmnoziny X a Y mnoziny V(G) grafu G oznaCujeme mnozinu vSech
hran spojujicich néjaky vrchol z X s néjakym vrcholem z Y E[X, Y] a jejich pocet e(X,Y).
Pokud X =Y, oznaCujeme také misto E[X, X] pouze E[X] a misto e(X,X) pouze e(X).
Pokud Y = V(G) \ X, nazyva se mnozina E[X,Y] hranovy fez grafu G asociovany s X a
oznacCuje se d(X). Hranovy rez grafu G asociovany s jednoprvkovou mnoZinou X se

nazyva trividlni hranovy rez.

Napft. hranovy fez d({1,3}) grafu znazornéného na obr. 2.1.1a je mnozina hran

{a,b,f}.

Definice 2.2.2 [1]

Pro dvé podmnoziny X a Y mnoziny V(D) orientovaného grafu D oznacCujeme
mnozinu vSech hran vedoucich z néjakého vrcholu z X do néjakého vrcholuz Y A[X,Y] a
jejich pocet a(X,Y). Pokud X =Y, oznaCujeme také misto A[X, X] pouze A[X] a misto
a(X,X) pouze a(X). Pokud Y = V(D) \ X, nazyva se mnozina A[X,Y] vystupni hranovy
fez grafu D asociovany s X a oznaluje se d7(X) a mnoZina A[Y, X] se nazyva vstupni

hranovy rez grafu D asociovany s X a oznacuje se 0~ (X).

Napft. vystupni hranovy fez d*({4,5}) grafu D zndzornéného na obr. 2.1.1b je
mnozina orientovanych hran {c,d}. Vstupnim hranovym fezem 0~ ({4,5}) grafu D je

prazdna mnoZina.

Definice 2.2.3 [1]
Sit' S je dvojice (N, ¢), kde je N orientovany graf obsahujici zdroj x a stok y a c je
realna nezaporna funkce s defini¢cnim oborem A(N). Funkci ¢ nazyvame kapacitni funkci

sité S a hodnotu c(a) pro kazdou hranu a nazyvame kapacita hrany a.
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Sit’ si lze predstavit jako vodovodni potrubni sit, ktera je reprezentovana grafem
Funkce c pak udava propustnost kazdého useku za jednotku casu. Zdrojem voda do

potrubni sité pritéka a stokem odtéka.

Definice 2.2.4 [1]

Pokud je f redlnd funkce na mnoziné A a S € A, oznacCujeme ), ,¢s f (a) jako f(S).
Pokud A = A(D) aX € V(D), kde D je orientovany graf, oznatujeme f*(X) = f(8%(X))
af~(X) = f(a_(X)). Hodnota ¢(d* (X)), kde X je podmnoZina mnoZiny V(N) sité (N, ¢),
se obvykle znati cap(a*(X)).

Definice 2.2.5 [1]

Tok (téZ (x,y)-tok) vsiti (N,c) se zdrojem x a stokem y je realnd funkce f
s definiénim oborem A(N) spliiujici podminku: Vv € V(N \ {x,y}): fT({v}) = f~({v})
(tzv. konzervacni podminka). Tok f se nazyva realizovatelny, jestliZe spliiuje podminku:
Va € A(N): 0 < f(a) < c(a). Pokud X < V(N), nazyvame rozdil f*(X) — f~(X) sitovym
tokem z X a rozdil f~(X) — f*(X) sitovym tokem do X. Hodnota sitového toku f ze
zdroje sité (N, ¢), tj. z mnoZiny {x}, stejné jako ji rovna hodnota sitového toku f do stoku
sité (N, ¢), tj. do mnoziny {y}, se nazyva hodnota toku f a oznacuje val(f). Hrana a sité
(N, c) stokem f se nazyva f-nulova, jestlize f(a) = 0, f-pozitivni, jestlize f(a) > 0, f-

nenasycenj, jestlize f(a) < c(a), a f-nasycena, jestlize f(a) = c(a).

Realizovatelny tok v siti tedy urcuje v nasi predstavé vodovodni potrubni sité,
jaké mnoZstvi vody protece kazdym potrubnim usekem (hranou) za jednotku casu, a
hodnota toku urcuje, jaké mnoZstvi vody protece potrubni siti celkové za jednotku casu.
Tok je definovan tak, Ze co do vrcholu pfriteCe, to znéj téZ odtece (konzervacni
podminka). Podminkou pro realizovatelnost toku v siti je, aby kazdym tisekem protékalo

nezaporné mnozstvi vody a zaroven nejvyse tolik, kolik je propustnost tohoto useku.

Definice 2.2.6 [1]

Tok f realizovatelny v siti (N, c) se nazyva maximalni, jestlize pro kazdy tok g
realizovatelny v siti (N,c) plati: val(g) < val(f). Rez 0*(X) grafu N sité (N,c) se
zdrojem x a stokem y, kde x € X Ay € V(N) \ X, se nazyva minimalni, jestlize pro kazdy
fez 0% (Y) grafu N, kdex e Y Ay € V(N) \ Y, plati cap(d* (X)) < cap(d*(Y)).

19



Véta 2.2.1 [1]
Pro kazdy tok f realizovatelny v siti (N(x, y), ¢) a kazdou podmnoZinu X mnoziny

V(N) takovou,ze x € X Ay € V(N) \ X, plati val(f) = f*(X) — f~(X).

Podle predchozi véty 2.2.1 je tedy hodnota toku vsiti rovna hodnoté toku
z libovolné mnoziny X, ktera obsahuje zdroj a neobsahuje stok sité. Navic l1ze z predchozi

véty 2.2.1 odvodit nasledujici vétu 2.2.2.

Véta 2.2.2 [1]
Pro kazdy tok f realizovatelny v siti (N, ¢) a kazdy ez d*(X) grafu N sité (N, ¢) se
zdrojem x a stokemy, kdex € X Ay € V(N) \ X, plati val(f) < cap(d*(X)). Rovnost

nastava, pravé kdyz je kazda hrana z 8% (X) f-nasycend a kazda hrana z d~(X) f-nulova.

Diisledkem piedchozi véty 2.2.2 je nasledujici véta 2.2.3, podle které lze zjistit,

zda je dany tok v siti maximalni.

Véta 2.2.3 [1]
Necht je f tok realizovatelny vsiti (N,¢) a d7(X) fez grafu N sité (N,c) se
zdrojem x a stokem y, kde x € X Ay € V(N) \ X. Jestlize val(f) = cap(d*(X)), pak je f

maximalni tok a d* (X) minimalni fez sité (N, c¢).

Definice 2.2.7 [1]

Polocesta orientovaného grafu D je podgraf P grafu D takovy, Ze zakladni graf
grafu P je cesta. Pokud tato cesta vede zvrcholux do vrcholuy, nazyva se grafP
polocesta z u do v nebo uv-polocesta a rikdme téz, Ze polocesta P vede z vrcholu u do
vrcholu v. Pocet hran polocesty P se nazyva délka polocesty P. Souhlasnd hrana xy-
polocesty P grafu D je hrana polocesty P s poc¢atecnim vrcholem u a koncovym vrcholem
v, pro kterou plati, Ze vzakladnim grafu polocesty P ma xu-cesta mensi délku nez xv-
cesta. Nesouhlasna hrana xy-polocesty P grafu D je hrana polocesty P s po¢atecnim
vrcholem r a koncovym vrcholem s, pro kterou plati, Ze v zakladnim grafu polocesty P

ma xr-cesta vétsi délku nezZ xs-cesta.

Na obr. 2.2.1 je znazornén priklad polocesty P. Pokud uvaZujeme, Ze polocesta P

vede zvrcholu 1 do vrcholu 6, pak hrany a, b ad jsou souhlasné a hranycae
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nesouhlasné. DalSim prikladem polocesty je orientovana cesta znazornéna na obr.

2.1.6e.

Obrazek 2.2.1: Polocesta

Definice 2.2.8 [1]

Necht' je (N(x,y),c) sit se zdrojem x a stokem y a f je tok realizovatelny v siti
(N(x,y),c). Necht e(P) = min{e(a);a € A(P)}, kde P je polocesta vsiti (N(x,y),c)
vedouci z vrcholu x, pricemz e(a) = c(a) — f(a), jestlize je a souhlasna hrana polocesty
P, ae(a) = f(a), jestlize je a nesouhlasna hrana polocesty P. Polocesta P se nazyva f-
nasycend, jestlize e(P) =0, a f-nenasycena, jestlize e(P) > 0. O f-nenasycené xy-

polocesté rikame, Ze je f-rezervni.

Polocesty, které jsou f-rezervni, 1ze pouzit ke zvySeni hodnoty toku v siti podle

nasledujiciho algoritmu 2.2.1.

Algoritmus 2.2.1 (ZvySeni hodnoty toku v siti) [1]
e Vstup: Tok f realizovatelny v siti (N(x,y),c) se zdrojem x a stokem y,
ktery neni maximalni.
e Vystup: Tok f' vsiti (N(x,y), c) takovy, ze val(f) < val(f").
1) Prirad kazdé polocesté P vedouci z vrcholu x hodnotu e(P).
2) Mezi polocestami P najdi f-rezervni polocestu Q a nahrad’ tok f tokem f:

f(a) + €(Q), jestlize je a souhlasna hrana polocesty Q,
f'(a) :=1{f(a) — €(Q), jestlize je a nesouhlasna hrana polocesty Q,
f(a) jinak.

3) Vrat f'.
Spravnost algoritmu potvrzuje nasledujici véta 2.2.4.

Véta 2.2.4 [1]
Necht je f tok realizovatelny v siti (N, c¢). JestliZze existuje f-rezervni polocesta P
v siti (N, ¢) vedouci ze zdroje sité (N, ¢), pak f neni maximalni tok v siti (N, ¢). Funkce f,

definovana ve druhé kroku algoritmu 2.2.1, je tok v (N, ¢) s val(f") = val(f) + e(P).
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Véta 2.2.5 [1]

Necht je f tok realizovatelny v siti (N(x,y),c) se zdrojem x a stokem y a necht
neexistuje f-rezervni polocesta v siti (N(x,y), c¢) vedouci z x. Necht je X mnozina vSech
vrcholll grafu N, do nichZ vede z vrcholu x f-nenasycena polocesta. Pak je f maximalni

tok v siti (N(x,y),c) aad*(X) je minimalni fez v siti (N (x, y), ¢).

Diisledkem predchozich vét 2.2.4 a 2.2.5 je nasledujici véta 2.2.6, podle které je

v siti hodnota maximalniho toku rovna kapacité minimalniho rezu.

Véta 2.2.6 [1]
Vkazdé siti (N, c) plati val(fray) = cap(0* (Xmin)), kde frax je maximdlni tok

sité (N, ¢) a 0% (X,,,;) je minimalni ez sité (N, ¢).

Diisledkem ptedchozich vét 2.2.4 a 2.2.5 je i nasledujici véta 2.2.7, podle které
miiZeme algoritmus 2.2.1 rozsitit na algoritmus 2.2.2 pro nalezeni maximalniho toku

v siti.

Véta 2.2.7 [1]
Tok f vsiti (N, ¢) je maximalni v (N, ¢), pravé kdyz v (N, ¢) neexistuje f-rezervni

polocesta vedouci ze zdroje sité (N, c¢).

Algoritmus 2.2.2 (Fordtv-Fulkersontv algoritmus) [1]
e Vstup: sit (N(x,y), c) se zdrojem x a stokem y, kde je ¢ racionalni funkce,
tok f realizovatelny v (N(x, y), ¢).
e Vystup: maximalni tok f a minimalni ¥ez 0% (X) v (N (x, y), ¢).
1) Poloz X = {x}, p(v) := 0 pro kazdé v € V(N).
2) Pokud prou € Xav € V(N) \ X existuje f-nenasycena hrana vedouci z u do v
nebo f-pozitivni hrana vedouci z v do u:
a. PolozX :=X U {v}.
b. Polozp(v) = u.
c. Vrat sena 2.
3) Jestlize y € X, pak
a. Spocitej €(P) = min{e(a):a € A(P)} , kde P je xy -polocesta
v orientovaném stromu T daném zobrazenim p, tj. T obsahuje praveé ty

hrany, které splnily podminku v bezprostredné predchozim kroku 2.
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b. Pro kazdou souhlasnou hranu a polocesty P nahrad’ f(a) hodnotou
f(@) +e(P).

c. Pro kazdou nesouhlasnou hranu a polocesty P nahrad’ f(a) hodnotou
f(a) —e(P).

d. Vrat'senal.

4) Vrat (f,07(X)).

Poznamenejme, Ze strom T v kroku 3a algoritmu 2.2.2 je jednoznacné urcen
zobrazenim p tak, ze V(T) = {x} U {v € V(N); p(v) # 0} a hrany stromu T jsou urceny
takto: Vv € V(T) \ {x}: z vrcholu v vede hrana e do vrcholu p(v), pravé kdyz je hrana e
f-pozitivni hrana nalezena v kroku 2 vedouci z vrcholu v do vrcholu p(v), a z vrcholu
p(v) vede hranae do vrcholuv, pravé kdyZz je hranae f-nasycena hrana nalezena
v kroku 2 vedouci z vrcholu p(v) do vrcholu v.

V algoritmu 2.2.2 se tedy nejdiive najde f-rezervni xy-polocesta (v pripadé jeji
existence), podle které se zvysi hodnota toku. Postupné se takto hledaji f-rezervni xy-
polocesty a zvySuje tok do okamZiku, kdy uz Zadna f-rezervni xy-polocesta neexistuje.
Podle véty 2.2.7 pak algoritmus 2.2.2 vrati maximalni tok (a minimalni rez). Na vstupu
algoritmu je vyZadovana raciondlni funkce c, jelikoZ pro iraciondlni hodnoty by se

nemuselo dojit k vysledku v kone¢ném case [1].

Definice 2.2.9 [1]
Rikdme, Ze xy -cesty P a Q obsazené v grafu G (neorientovaném nebo
orientovaném) jsou hranové disjunktni, jestlize P a Q neobsahuji Zadnou spolec¢nou

hranu.

Véta 2.2.8 [1]
Necht je (N, c¢) sit, ve které plati: Va € A(N): c(a) = 1. Graf N obsahuje k hranové
disjunktnich xy-cest, pravé kdyz existuje tok f realizovatelny v siti (N, ¢) s val(f) = k.

Na zakladé predchozi véty 2.2.8 lze dokazat véty 2.2.9 a 2.2.14 (hranové verze
Mengerovy véty).

Pokud odstranime jednu hranu zlibovolného uplného grafu G radu alespon 3,
ziskame jeho souvisly podgraf. Pokud vSak odstranime hranu z libovolného netrivialniho

stromu T, ziskdme nesouvisly podgraf. Oba grafy G aT jsou souvislé, ale grafG je
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z urCitého pohledu vice souvisly nez graf T. Proto se zavadéji parametry souvislosti

grafii, napt. hranova souvislost grafu.

Definice 2.2.10 [1]
Lokalni hranova souvislost mezi navzajem rdznymi vrcholy x ay v grafu G je

nejveétsi pocet po dvou hranové disjunktnich xy-cest v G a oznacuje se p'(x, y).

Definice 2.2.11 [1]
Netrivialni graf G je hranové k-souvisly, jestlize p'(u,v) = k pro kazdé dva
navzdjem rizné vrcholy u, vv G. Trividlni graf je hranové 0-souvisly a hranové 1-

souvisly.

Definice 2.2.12 [1]
Hranova souvislost k'(G) grafu G je nejvétsi hodnota k, pro kterou je G hranové

k-souvisly.

Hranova souvislost je tedy jednim z parametr(i, podle kterych miZeme grafy
porovnavat z hlediska jejich souvislosti. Napt. pro kazdy netrividlni Uplny graf K,, plati

k'(G) = n — 1 apro kazdy strom T plati k' (T) = 1.

Definice 2.2.13[1]
Rikdme, Ze hranovy tez d(X) grafu G oddéluje dva vrcholy x a y, jestlize
x€XANy€eV(G)\X. Nejmensi velikost hranového tezu oddélujictho vrcholy x ay

v grafu G se oznacuje ¢'(x,y).

Véta 2.2.9 (Mengerova véta — hranova verze pro neorientované grafy) [1]

Pro kazdy graf G(x, y), kde x # y, plati p'(x,y) = c'(x, y).

Predchozi véta 2.2.9 podava navod pro urceni hranové souvislosti grafu tim, Ze
prevadi problém hledani hranové disjunktnich cest na problém hledani hranového rezu.
Toho vyuzijeme napf. v algoritmu 3.1.1.

Existuji i jiné parametry souvislosti grafu nez hranova souvislost. Predstavime
zatim jeSté alespon tzv. vrcholovou souvislost grafu, oznaCovanou casto jen jako

souvislost grafu.

24



Definice 2.2.14 [1]
Rikdme, Ze xy -cesty P a Q obsazené vgrafu G (neorientovaném nebo
orientovaném) jsou vnitiné disjunktni, jestlize neobsahuji zadny spole¢ny vrchol kromé

xay.

Definice 2.2.15 [1]
Lokalni (vrcholova) souvislost mezi navzajem riiznymi vrcholy x a y v grafu G je

nejveétsi pocet po dvou vnitiné disjunktnich xy-cest v G a oznacuje se p(x, y).

Definice 2.2.16 [1]
Netrivialni graf G je k-souvisly, jestlize p(u, v) = k pro kazdé dva navzajem rtzné

vrcholy u, v v G. Trivialni graf je 0-souvisly a 1-souvisly.

Definice 2.2.17 [1]

Souvislost k(G) grafu G je nejvétsi hodnota k, pro kterou je G k-souvisly.

Definice 2.2.18 [1]

Pro dva navzijem rlzné nesousedni vrcholy x a y grafu G je vrcholovy xy-fez
podmnozina S mnoziny V(G) \ {x, y} takova, Ze x nalezi jiné komponenté grafu G —S
nez y. Rikdme, Ze mnozina S oddéluje vrcholy x a y. Nejmensi hodnota vrcholového xy-
Fezu grafu G se znaci c(x, y). Kazdy vrcholovy xy-tez grafu G se nazyva téz jen vrcholovy

fez grafu G, a pokud obsahuje pravé k prvki, nazyva se téz vrcholovy k-fez grafu G.

Napft. v grafu G znazornéném na obr. 2.1.1a je vrcholovym rezem oddélujicim
vrcholy 1 a 4 mnozina {2,3}, a jelikoZ zZadny jiny (tudiZ ani mens$i) vrcholovy fez

oddélujici 1 a 4 v G neexistuje, plati c(2,4) = 2.

Véta 2.2.10 (Mengerova véta - vrcholova verze pro neorientované grafy) [1]

V kazdém grafu G(x,y), kde x a y jsou navzajem ritizné nesousedni vrcholy, plati

p(x,y) = c(x,y).

Véta 2.2.11 [1]
Pokud obsahuje graf G alespont dva navzdjem razné nesousedni vrcholy, pak

k(G) = min{p(u,v):u € V(G)AveEV(G) Au#vAuv ¢ E(G)}.
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Podle véty 2.2.17 tedy pri zjiStovani souvislosti grafu (obsahujiciho alespon dva
navzajem nesousedni vrcholy) staci hledat navzajem disjunktni cesty jen mezi navzajem

nesousednimi vrcholy. Disledkem vét 2.2.10 a 2.2.11 je nasledujici véta 2.2.12.

Véta 2.2.12 [1]
Pokud obsahuje graf G alespont dva navzajem razné nesousedni vrcholy, pak

k(G) = min{fc(u,v):u € V(G)AvEV(G)ANu#vAuv & E(G)}.

Véta 2.2.12 obdobné jako véta 2.2.9 prevadi problém hledani disjunktnich cest na
problém hledani minimalniho rezu.

Pro graf G, jehoZ kazdé dva navzajem rlizné vrcholy jsou sousedni, neni vrcholovy
fez definovan, a proto nelze pro nalezeni jeho vrcholové souvislosti pouzit vétu 2.2.12.
Jeho vrcholovou souvislost 1ze vsak zjistit pfimo. Pokud je takovy graf G prosty, pak se
jedna o uplny graf, jehoz vrcholova souvislost je v(G) — 1 v piipadé netrivialniho grafu G
a 1 v pripadé trividlniho grafu G. Pokud G neni prosty, tak je jeho vrcholova souvislost
v(G) — 2 + k, kde k oznacuje nejmensi pocet hran spojujicich libovolné dva navzajem
rizné vrcholy grafu G.

Vztah mezi vrcholovou a hranovou souvislosti grafu podava nasledujici véta
2.2.13, ktera hodnoty téchto souvislosti navic omezuje shora minimalnim stupném

vrcholu v grafu G.

Véta 2.2.13 [1]
Pro kazdy graf G plati: k(G) < k'(G) < 6(G).

Pro Uplnost jesté uvedeme verze Mengerovy véty pro orientované grafy.

Definice 2.2.19 [1]
Rikame, Ze xy-cesty P a Q obsaZené v orientovaném grafu D jsou hranové

disjunktni, jestliZe P a Q neobsahuji Zddnou spole¢nou hranu.

Véta 2.2.14 (Mengerova véta - hranova verze pro orientované grafy) [1]
V kazdém orientovaném grafu D(x,y), kde x # y, je maximalni pocet po dvou
hranové disjunktnich xy-cest roven velikosti minimalniho hranového tezu d*(X), kde

x€EXay€&X.
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Minimalnim fezem 8% (X) v predchozi vété 2.2.14 se rozumi takovy fez 0¥ (X), ze

pro kazdy hranovy ez d*(Y) vgrafu D,kdex € Yay ¢ Y, plati |07 (X)| < |9F (V).

Definice 2.2.20 [1]
Vrcholovy xy -fez orientovaného grafu D je takova podmnoZina S mnoZiny

V(D) \ {x,y}, Ze graf D — S neobsahuje Zadnou xy-cestu.
Napf. v grafu znazornéném na obr. 2.1.1b je vrcholovym 5-1-fezem mnoZina {3}.

Véta 2.2.15 (Mengerova véta - vrcholova verze pro orientované grafy) [1]
V kazdém orientovaném grafu D(x,y), ve kterém nevede hrana z vrcholu x do
vrcholu y a x # y, je nejvétsi pocet po dvou hranové disjunktnich xy-cest roven

nejmensi velikosti vrcholového xy-tezu.
2.3 Specialni pojmy k implementaci algoritmi

Nyni uvedeme, jak se algoritmy rozlisuji podle jejich casové slozZitosti.

Kazdy algoritmus te$i néjaky problém, napf. urc¢eni hranové souvislosti grafu.
Instanci problému se rozumi konkrétni vstup algoritmu, napt. graf G. Velikost instance
problému je jeho délka vkédovani pouZitém pii dané implementaci algoritmu.
V grafovych algoritmech povazZujeme za velikost instance problému (grafu) Casto pocet
vrcholl vstupniho grafu. Necht je P deterministicky algoritmus (tj. pro konkrétni vstup
algoritmu probéhne vzdy stejny vypocet algoritmu) a necht p je zobrazeni z N do N
takové, Ze pro kazdé n € N je p(n) maximalni pocet elementarnich kroki algoritmu P,
které se vykonaji pri vstupnim grafu G radu n (tj. pfi instanci velikosti n). Algoritmus P
patii do tridy Casové sloZitosti O(f), kde f je zobrazeni z N do N, jestliZze existuje jeho
implementace takova, ze plati: any € Nvn € N: (n > n,) = |p(n)| < c|f(n)|, kde cje
realna konstanta [4]. Rikdme, Ze algoritmus P pracuje v ¢ase O(f) nebo Ze ma ¢asovou
sloZitost O(f). Pokud napt. patif grafovy algoritmus do 0(n?) (tj. ma ¢asovou sloZitost
0(n?)), znamena to, Ze existuje jeho implementace, ktera vyre$i problém, ktery
algoritmus fesi, pro graf fadu n po nejvy$e cn? elementarnich krocich, napf. po 100n?
krocich. Pokud algoritmus patii do O(f), kde je f polynom, resp. linearni funkce, jedna
se o0 polynomialni, resp. linearni, algoritmus a rikame také, Ze pracuje v polynomialnim,

resp. linearnim case. Algoritmy pracujici v polynomialnim Case se povazuji za efektivni.
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Kromé Casové sloZitosti algoritmu je také diilezité, zda algoritmus vraci pro dany
vstup skutecné spravny vysledek. Jednou mozZnosti, jak to ovérit, je dokazat spravnost
algoritmu, coz vsak miiZze byt v fadé pripadl obtizny problém. Napi. v algoritmu pro
testovani rovinnosti grafii ]. Hopcrofta a R. Tarjana doslo k objeveni chyby az po dvou
letech [8]. Druhou mozZnosti je v priibéhu algoritmu vytvaret tzv. certifikat, podle
kterého bude na konci algoritmu mozné rychle urcit, zda je vysledek algoritmu spravny.
Videalnim pripadé by mélo trvat urCeni spravnosti vysledku algoritmu pro vstup G
pomoci certifikatu nejvyse stejné dlouho jako samotny vypocet pro vstup G. Algoritmy,
ve kterych se vytvari certifikat, se nazyvaji certifikacni a jejich prikladem bude
algoritmus 3.4.1 pro testovani hranové 3-souvislosti grafu.

Algoritmy se implementuji v tzv. programovacich jazycich. Mezi nejpouZzivané;jsi
programovaci jazyky patii napt. jazyk C (ktery ma nékolik variant, napi. C++), ve kterém

implementujeme i algoritmus v kapitole 4.
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3 Prehled algoritmi hranové souvislosti grafu

3.1 Algoritmus pro urCeni hranové souvislosti grafu

s vyuZzitim toki
Nejdrive uvedeme algoritmus pro urceni lokalni hranové souvislosti grafu.

Algoritmus 3.1.1 (Lokalni hranova souvislost grafu) [3]
e Vstup: graf G bez smycek, dva navzajem rtizné vrcholy x ay z V(G).
o Vystup: p'(x,y).
1) Poloz G = D(G).
2) Vytvorsit (G(x,y),c):
a. Oznac x jako zdroj sité (G(x,y), c), y jako stok sité (G(x, y), ¢).
b. PolozVa € A(G):c(a) :=1.
3) Najdi maximalni tok f v siti (G(x, y), c).
4) Poloz p'(x,y) = val(f) avrat p'(x, y).

V algoritmu3.1.1 se tedy ze vstupniho grafu vytvori sit’ a v ni se najde maximalni
tok. Ve tretim kroku algoritmu 3.1.1 je mozZné pouZit k nalezeni maximalniho toku
algoritmus 2.2.2. Algoritmus je zaloZen na platnosti vét 2.2.8 a 2.2.9. Nejlepsi varianty
tohoto algoritmu (podle toho, jak se implementuje treti krok) patii do tridy Casové
slozitosti 0(mn), kde m je poCet hran a n pocet vrcholli vstupniho grafu [3].

Podle algoritmu 3.1.1 dokaZeme tedy spocitat lokalni hranovou souvislost grafu.
S jeho pomoci lze spocitat i hranovou souvislost grafu podle nasledujicitho algoritmu
3.1.2. Pro urceni hranové souvislosti grafu stac¢i spocitat vSechny jeho lokalni hranové
souvislosti a vybrat z nich minimum. Pokud si vSak vybereme vrchol x vstupniho grafu ¢
a budeme uvazovat minimalni hranovy rez grafu G, pak bude existovat v G vrchol y
rizny od x takovy, Ze minimalni hranovy rez oddélujici x a y bude zaroveinn minimalnim
hranovym fezem celého grafu (minimalni hranovy rez grafu je totiz zarovenn minimalnim
fezem oddélujicim néjaké dva vrcholy v grafu). Nemusi se tedy pocitat lokalni hranova
souvislost mezi vSemi vrcholy grafu, ale jen pouze mezi vybranym vrcholem x a

ostatnimi vrcholy v grafu tak, jak se to déla v nasledujicim algoritmu 3.1.2.
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Algoritmus 3.1.2 (Hranova souvislost grafu) [3]
e Vstup: souvisly netrividlni graf G bez smycek.
e Vystup: k'(G).
1) Vyber vrchol x z V(G) apoloz X :=V(G) \ {x}.
2) Najdi p'(x, y) pro kazdé y z X.
3) Poloz k'(G) := min{p'(x,y); y € X} avrat '(G).

Ve druhém kroku algoritmu 3.1.2 je moZné pouZit k nalezeni p’(x, y) algoritmus
3.1.1, a jelikoz krok 2 probiha v algoritmu (n — 1)-krat a algoritmus 3.1.1 patfi do
0 (mn), patfi algoritmus 3.1.2 do tiidy ¢asové slozitosti O(mn?), kde m je pocet hran an
jeho tasovou sloZitost jesté snizit aZ na O(mn) [3]. Pokud nam stadi sloZitost O(mn?),
miizeme algoritmus 3.1.2 modifikovat tak, aby vracel vice nez jen hranovou souvislost

grafu. To dokaZe nasledujici algoritmus 3.1.3.

Definice 3.1.1 [1]
Necht je dan graf G (neorientovany ¢i orientovany) a funkce w: E(G) = R. Pro
kazdou hranu e grafu G se hodnota w(e) nazyva téz vaha hrany e v grafu G. Usporadana

dvojice (G, w) se nazyva ohodnoceny (téz vazeny) graf.
Prikladem ohodnoceného vazeného grafu je napf. sit podle definice 2.2.3.

Definice 3.1.2 [1]
Gomoryho-Huliv strom grafu G je ohodnoceny strom (T,w) s V(T) =V (G)
takovy, Ze pro kazdou hranu e stromu T s koncovymi vrcholy x ay plati w(e) = ¢’(x, y)

a hrana e predstavuje minimalni hranovy rez oddélujici x a y.

Gomoryho-Huliv strom grafu G tedy vzhledem ktvrzeni véty 2.2.9 poskytuje
informaci o vSech lokalnich hranovych souvislostech vstupniho grafu a bude vystupem
algoritmu 3.1.3. Zdlraznéme, Ze hrany Gomoryho-Huova stromu grafu G reprezentuji
hranové fezy grafu G a nikoliv hrany grafu G, a tedy Gomoryho-Huiiv strom grafu G neni
obecné jeho kostrou.

Na obr. 3.1.1b je znazornén Gomoryho-Hulv strom grafu znazornéného na obr.

3.1.1a. Cisla u jednotlivych hran jsou ohodnoceni téchto hran.
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Obr. 3.1.1: a) Graf G, b) Gomoryho-Hutiv strom grafu G

Definice 3.1.3 [1]

Stazeni dvou navzajem raznych vrcholil x a y grafu G je odstranéni vSech hran
spojujicich x ay v G a ztotoznéni vrcholi x ay. Stazeni podmnoziny A mnoZziny V(G)
grafu G je odstranéni vSech hran vedoucich mezi vrcholy z A a ztotoZnéni vSech vrcholi

z A.

Véta 3.1.1 [1]

Necht je d(X) minimalni hranovy rez v grafu G oddélujici vrcholy x ay, kde x €
X, a necht d(Y) je minimalni hranovy fez v grafu G oddélujici vrcholy u a v, kde
UEXAVEXAY &Y. Pakd(X NY)je také minimalni hranovy fez v grafu G oddélujici

vrcholy u a v.
Véta 3.1.1 je pouzita v algoritmu 3.1.3 pro hleddni Gomoryho-Huova stromu.

Véta 3.1.2 [1]
Necht (T,w) je Gomoryho-Huliv strom grafu G. Pro kazdé dva navzajem rtzné

vrcholy x a y grafu G je hodnota ¢’(x, y) rovna nejmensi vaze hrany na xy-cesté v grafu

T.

Na zakladé predchozi véty 3.1.2 a véty 2.2.9 tedy vime, Ze Gomoryho-Hutiv strom
grafu G poskytuje informaci nejen o lokalnich souvislostech grafu, ale i o hranové
souvislosti grafu «'(G).

V nésledujicim algoritmu 3.1.3 se postupné rozristd orientovany strom (T, w),

jehoZ vrcholy reprezentuji navzajem disjunktni podmnoZiny mnoZziny V(G) vstupniho
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grafu G, az do okamziku, kdy bude Kkazdy vrchol stromu (T,w) reprezentovat

jednoprvkovou mnoZinu, tj. jeden vrchol grafu G.

Algoritmus 3.1.3 (Gomoryho-Huiiv strom) [1]

Vstup: souvisly graf G bez smycek radu alespon 2.

Vystup: Gomoryho-Hutv strom (T, w) grafu G.

1) Urc¢i minimalni hranovy rez S; oddélujici dva navzajem razné vrcholy grafu G

apolozi:=1.

2) Vytvor hranu e; ohodnoceného stromu (T,w), jejiz kazdy koncovy vrchol

bude predstavovat mnozinu vrcholl jedné komponenty grafu G \ S; (kazdy

jinou), a poloz w(e,) :=|S;].

3) Pokud existuje vrchol u stromu (T,w), ktery predstavuje mnozinu U, jeZ

obsahuje dva navzjem riizné vrcholy x a y:

a.

b.

e.

Polozi:=1i+1.

Vytvor z grafu G graf H stazenim kazdé komponenty B; (tzn. mnoziny
vSech jejich vrcholil) grafu G — U do jednoho vrcholu b;.

V grafu H urc¢i minimalni hranovy rez S; oddélujici vrcholy x a y.
Vytvor hranu e; stromu (T,w), jejiz jeden koncovy vrchol bude
piedstavovat mnozinu U N V(X;) a druhy mnozinu U N V(X,), kde X;
je komponenta fezu S; obsahujici x a X, je komponenta fezu S;
obsahujici y. Kazdou hranu spojujici néjaky vrchol v s vrcholem u ve
stromu (T,w) ved zvrcholu v (misto do vrcholu u) do vrcholu
odpovidajicimu UNV(X;) , pokud b; €X;, nebo do vrcholu
odpovidajicimu U NV (X;), pokud b; € X,, kde je B; komponenta
obsahujici vSechny vrcholy odpovidajici vrcholu v. Odstran vrchol u a
poloz w(e;) :=|S;].

Jdina 3.

4) Vrat (T,w).

Vrcholy postupné se rozristajictho stromu v algoritmu 3.1.3 reprezentuji

navzajem disjunktni mnoziny vrcholt vstupniho grafu G (sjednocenim téchto mnozin je

V(G)). V prvnim kroku algoritmu se najde hranovy ez oddélujici dva libovolné vrcholy

vstupniho grafu a vytvoii se prvni hrana Gomoryho-Huova stromu. AZ bude kazdy

vrchol reprezentovat jednoprvkovou mnozinu vrchold grafu G, tj. jeden vrchol grafu G,
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algoritmus skonc¢i a vysledny strom bude Gomoryho-Hutliv strom grafu G (aby platilo
V(T) =V(G), je treba jesté drobna zména: ve vysledném stromu zaménit kazdou
mnozinu {v} za vrchol v). Dokud vs$ak bude ve stromu vrchol u reprezentujici alespon
dvouprvkovou mnozinu U, najde se minimalni hranovy frez (tj. s minimalni velikosti)
oddélujici dva libovolné vybrané vrcholy x a y mnoziny U, pri¢emz se vyuZije véty 3.1.1
pro stazeni komponent grafu G — U, a vrchol u se nahradi dvéma novymi vrcholy
(prestavujicimi dvé podmnozZiny mnoZiny U, na které mnoZinu U rozdéli nalezeny
hranovy tez oddélujici x ay). Mezi nové vzniklymi vrcholy stromu povede hrana
reprezentujici nalezeny hranovy tfez mezix aya ohodnocena jeho velikosti. Hrany
incidentni s vrcholem u budou nyni vést mezi svym pivodnim uzlem riznym od u a
jednim z novych uzll podle toho, kjaké ze dvou casti grafu, na které graf G rozdéli
hranovy ez mezi x a y, budou patfrit.

Pri hledani minimalnich hranovych fezl v algoritmu 3.1.3 lze pouZit algoritmus
3.1.1. Algoritmus 3.1.3 ma stejnou Casovou sloZitost jako algoritmus 3.1.2, jelikoZ se
vném spocitd n — 1 lokalnich hranovych souvislosti (nje rad vstupniho grafu). Jeho
vyhoda spociva ve vytvoreni Gomoryho-Huova stromu, z kterého lze vycist v linearnim
case jak hranovou souvislost vstupniho grafu, tak libovolnou lokalni hranovou souvislost

vstupniho grafu véetné prislusnych hranovych rezi.
3.2 Algoritmus pro urceni hranové souvislosti grafu pomoci
platného usporadani vrcholti

Pro urceni hranové souvislosti grafu lze pouzit algoritmus vyuZzivajici platné

usporadani vrcholl autortt Nagamochiho a Ibarakiho [5].

Definice 3.2.1 [5]
Platné uspoiadani vrcholl grafu G s v(G) = 2 je usporadani jeho vrcholi

v posloupnost (vq,..,v,) , pro kterou plati (VieEN)(VJEN)2<i<j<n=

el{v;}, {vy, ..., vi_1}] = e[{vj}, {vy, ...,vi_l}].

Véta 3.2.1 [5]
Pro kazdy graf G fadu alesponi dva s platnym usporadanim (vy, ..., v,) plati

¢'(Vn, Vn—1) = e[{vn}, {v1, ..., vn_4]l.
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Poznamenejme, Ze v piredchozi vété 3.2.1 plati e[{v, }, {v1, ..., vp_1}] = dg(vp).

Plvodni algoritmus ma na vstupu graf bez smycek s alesponl tifemi vrcholy.
Odstranénim kone¢ného poctu smycek grafu vznikne graf, ktery ma stejnou hranovou
souvislost jako graf ptivodni, a pro graf fadu mensiho nez tfi Ize zjistit jeho hranovou
souvislost trivialné. MiiZzeme tedy pouZit algoritmus s drobnou dpravou, ktery ma na

vstupu libovolny graf. Obdobnym zptsobem lze upravovat i jiné grafové algoritmy.

Algoritmus 3.2.1 (Hranova souvislost grafu; Nagamochi a Ibaraki) [5]
e Vstup: Graf G.
e Vystup: k'(G).
1) Vytvor z grafu G odstranénim vSech smycek grafu G graf H. Poloz G: = H.
2) Pokud v(G) = 1, polozk'(G) := 1.
3) Pokud v(G) = 2, polozn :=v(G), G, := G a pak:
a. Udélejproi=1,..,n—1:
i. Vytvor platné uspotadani vrchola grafu G;, zapi§ do seznamu
jeho posledni vrchol x; a d (x;).
ii. Pokudi <n-—2, vytvor graf G;,; staZenim poslednich dvou
vrcholi platného usporadani vrcholt grafu G;.
b. PoloZ k'(G) := min{d;(x;)}.
4) Vrat k'(G).

Pokud pro dva navzdjem razné vrcholy x a y vstupniho grafu G algoritmu 3.2.1
plati d; (x) = ¢’(x,y), pak minimdlni hranovy fez R grafu G (tj. hranovy fez oddélujici
dva vrcholy grafu G velikosti k'(G)) bud’ oddéluje vrcholy x ay, a tedy k'(G) = d;(x),
nebo stazeni vrchold x a y nezméni R. V i-té iteraci tfettho kroku algoritmu podminka
d¢(x;) = c'(x;, v;) pro posledni dva vrcholy y; a x; platného usporadani vrcholt grafu G;
plati podle véty 3.2.1, a staci tedy ulozit do seznamu d;(x;) pro moznost platnosti
prvniho pripadu a stdhnout vrcholy x; a y; pro moZnost platnosti druhého piipadu. Po
n — 1 iteracich tretiho kroku algoritmu ziskdme velikost minimalniho hranového rezu R,
a tedy k'(G). Algoritmus 3.2.1 patii do 0(mn), kde n je ¥ad a m velikost vstupniho grafu,
jelikoz platné usporadani vrchold grafu velikosti m 1ze nalézt v ¢ase O(m) a v algoritmu

se platné uspoiadani hleda (n — 1)-krat [5].
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Oproti algoritmu 3.1.3 ma algoritmus 3.2.1 tedy lepsi ¢asovou sloZitost, ale jeho
vystupem je pouze hranova souvislost vstupniho grafu G a nikoliv Gomoryho-Hutliv
strom poskytujici vice informaci o grafu G.

Existuje i algoritmus pro wurCeni hranové souvislosti grafu G v case
O(m + K'(G)anogﬁ) H. Gabowa [3]. Tento algoritmus je zaloZen na vyuZiti

matroidd a byl publikovan v 90. letech 20. stoleti [3]. Algoritmus 3.2.1 mu vSak

konkuruje vétsi jednoduchosti a pritom také jesté velmi dobrou ¢asovou sloZitosti.
3.3 Algoritmus pro testovani hranové 2-souvislosti grafu

V praxi je tieba Casto zjistit, zda je graf G hranové 2-souvisly, aniZ by bylo nutné
zjist'ovat jeho hranovou souvislost k'(G). V algoritmu 3.3.3 se zjisti, zda je vstupni graf 2-
souvisly, priCemz casova slozitost algoritmu 3.3.3 je menSi neZ casova sloZitost
algoritmu 3.2.1 pro ur¢eni hranové souvislosti grafu.

V algoritmu 3.3.3 se pouZziva prohledavani grafu. Prohledavani grafu se provadi

podle nasledujiciho algoritmu 3.3.1.

Algoritmus 3.3.1 (Prohledavani grafu) [6]
e Vstup: graf G.
e Vystup: prohledany graf G.
1) PolozN :=V(G),M:=E(G)aD :=0@.
2) Pokud N # @, pak:
a. VybervrcholvzN apolozN :=N\ {v}, D :={v}.
b. Vyber vrchol w z D.
c. Pokud existuje hrana v M incidentni s vrcholem w, pak:
i. Vyber hranu ez M incidentni svrcholem wa poloz M :=M \
{e}.
ii. Pokud pro koncovy vrchol z hrany e rtizny od w platiz € N,
polozN :=N\{z}aD:=D U {z}.
iii. Jdina 2c.
d. PolozD :=D \ {w}, aplati-li D # @, jdi na 2b.
e. Jdina 2.
3) Vrat prohledany graf G.
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V algoritmu 3.3.1 se pouze projdou (nalézaji) vSechny vrcholy a hrany vstupniho
grafu. MnoZina N obsahuje dosud nenalezené vrcholy, mnozina M obsahuje dosud
nenalezené hrany a mnozina D obsahuje nalezené vrcholy, znichZ jesté miiZze vést
nenalezena hrana. Do D se postupné pridavaji nové nalezené vrcholy. Z mnoziny D se
vZzdy vybere jeden vrchol w (pokud neni prazdna), prohledaji se vSechny hrany z M
incidentni sw a nasledné se vrcholw z D odstrani. Existuji dvé vyznamné varianty
algoritmu 3.3.1 podle toho, jakym zptlisobem se vybiraji prvky v kroku 2b. Pokud se vzdy
vybere prvek, ktery je v D nejdelsi dobu (tj. D je fronta), jedna se o prohledavani do sirky
(anglicky Breadth-First Search, BFS). Pokud se vZdy vybere prvek, ktery je v D nejkratsi
dobu (tj. D je zasobnik), jednd se o prohledavani do hloubky (anglicky Depth-First
Search, DFS). Pii prohledavani vytvareji nalezené hrany incidentni s dosud nenalezenym
vrcholem (tj. hrany spliujici podminku kroku 2cii) postupné tzv. strom prohledavani
(resp. les prohledavani v pripadé nesouvislého vstupniho grafu). Nalezené hrany
nepattici do stromu (resp. lesa) prohledavani se nazyvaji chordy. Algoritmus Ize tedy
upravit napf. tak, Ze se v kroku 2cii bude ukladat strom (resp. les) prohledavani, ktery
pak miize byt na vystupu algoritmu. Tento strom (les) je zaroven kostrou vstupniho
grafu, a ziska se tak tedy jednoduchou tUpravou algoritmu 3.3.1 algoritmus pro nalezeni
kostry grafu. Prohledavani grafu je v praxi ¢asto pouZzivané a podobnych ptikladi jeho
uplatnéni v jinych algoritmech je mnoho. Lze ho tedy povaZovat za jakysi zaklad mnoha
algoritm, napft. i algoritmu 3.3.3. Strom (resp. les) prohledavani do $ifky se nazyva téz
BFS-strom (BFS-les) a strom (resp. les) prohledavani do hloubky se nazyva téZz DFS-
strom (DFS-les). Pokud ocislujeme vrcholy vstupniho grafu podle poradi, v jakém byly
v algoritmu nalezeny, nazyvaji se tato Cisla BFS-indexy (BFI) vrchold v ptipadé BFS a
DFS-indexy (DFI) vrchola v piipadé DFS. Vrchol BFS-stromu (lesa), resp. DFS-stromu
DFS-stromu (DFS-lesa). Algoritmus 3.3.1 patii do O(m + n), kde nje rad a m velikost
vstupniho grafu, avsak jeho rtzné modifikace mohou mit samoziejmé vyssi ¢asovou
sloZitost.

V algoritmu 3.3.3 se také pouziva tzv. Fetézcovy rozklad grafu. Retézcovy rozklad
souvislého grafu G bez smycek je mnozina C jeho podgrafti, tzv. retézci, ktera je

vysledkem néasledujiciho algoritmu 3.3.2.
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Algoritmus 3.3.2 (Retézcovy rozklad grafu) [7]
e Vstup: souvisly graf G bez smycek.
e Vystup: retézcovy rozklad C grafu G.

1) Vytvor DFS-strom T grafu G.

2) Vytvor orientaci G grafu G tak, Ze kazda hrana grafu G obsaZena ve stromu T
bude nahrazena orientovanou hranou vedouci zvrcholu s vysSim DFI do
vrcholu sniz§im DFI a kaZzdd jind hrana (chorda) bude nahrazena
orientovanou hranou vedouci z vrcholu s niz§im DFI do vrcholu s vy$$im DFL
Polo? G :=G.

3) Kazdy vrchol grafu G oznac jako nenavstiveny, poloZ C :=@ ai := 0.

4) Pro kazdy vrchol v grafu G v poradi daném DFI, od nejniZsiho DFI, udéle;j:

a. Pokud existuje chorda vstupniho grafu, jejiZ orientace v grafu G vede
zvrcholu v, nepatfici do Zadného grafu vC, poloZi:=i+ 1a pak
udélej:

i. Vyber hranu grafu G, jeZ je orientaci nékteré chordy h
vstupniho grafu nepatfici do Zadného grafu v C, vedouci
prazdny graf C;, pridej do néj hranu h (tj. poloZ C; := C; U h, kde
h chapeme jako podgraf vstupniho grafu obsahujici pouze
hranu h) a oznac vrchol v jako navstiveny.

ii. Pokud je koncovy vrchol w naposledy pridané hrany do C;
oznaceny jako nenavstiveny, oznac w jako navstiveny, pridej do
C; zakladni graf hrany grafu G (chapané zde opét jako podgraf
grafu G) spocatecnim vrcholem w a koncovym vrcholem
s niz§Sim DFI neZ w a jdi na 4aii.

iii. Poloz C :=C U {C;} ajdi na 4a.

5) Vrat retézcovy rozklad C.

V prvnim kroku piedchoziho algoritmu 3.3.2 se vyuZije prohledavani do hloubky
podle algoritmu 3.3.1, jehoZ vystupem bude DFS-strom a DFI kazdého vrcholu vstupniho
grafu. Algoritmus 3.3.2 patti do O(m) [7].

Na obr. 3.3.1b je znazornén retézcovy rozklad grafu G znazornéného na obr.

3.3.1a, pricemZ jsou vrcholy grafu G oCislovany podle svého DFI a jsou vyznacCeny
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orientované hrany podle algoritmu 3.3.2. Plati C = U?=1{Cj}, kde E(C,) = {b,d, a},
E(Cy) ={c} E(C3) ={e,f}, E(C,) ={g, h}aE(Cs) = {i}.

a) b)
/ \
/ \
1 |
I
I Ca}
\ ]
\ ’

o
.“-ES-"'

Obr. 3.3.1: a) Graf G, b) Retézcovy rozklad grafu G

Véta 3.3.1 [7]
Vsechny prvky retézcového rozkladu C grafu G jsou cesty nebo kruZnice. Pokud je

C neprazdny, pak obsahuje e(G) — v(G) + 1 fetézci a jeho prvni prvek C; je kruznice.

Ve shodé spredchozi vétou 3.3.1 obsahuje fetézcovy rozklad C grafu
znazornéného na obr. 3.3.1a pét fetézct (e(G) =9,v(G) =5a9 — 5+ 1 = 5) a retézec
C; je kruznice.

Nasledujici véty 3.3.2 a 3.3.3 se pouziji v algoritmu 3.3.3.

Véta 3.3.2 [7]
Necht je C retézcovy rozklad prostého souvislého grafu G s v(G) = 3. G je

hranové 2-souvisly, pravé kdyz C obsahuje vSechny hrany grafu G.

Véta 3.3.3 [7]
Necht je C fetézcovy rozklad prostého hranové 2-souvislého grafu G s v(G) = 3.

Graf G je 2-souvisly, pravé kdyZ C obsahuje pravé jeden cyklus C;.

Nasledujici algoritmus 3.3.3 testuje jak hranovou 2-souvislost, tak i vrcholovou 2-

souvislost vstupniho grafu.
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Algoritmus 3.3.3 (2-souvislost a hranova 2-souvislost; Schmidt) [7]
e Vstup: prosty souvisly graf G radu alespon tfi.
e Vystup: Odpovéd na otazku ,Je G 2-souvisly?“ a na otazku ,Je G hranové 2-
souvisly?“.
1) Vytvor DFS-strom T grafu G.
2) Vytvor na zakladé stromu T fetézcovy rozklad C grafu G a ozna¢ vSechny
hrany obsazené v C.
3) Pokud G obsahuje neoznacenou hranu, vrat ,,G neni 2-souvisly ani hranové 2-
souvisly*, jinak:
a. Pokud C obsahuje kromé cyklu C; jesté jiny cyklus, pak vrat ,G je
hranové 2-souvisly, ale neni vrcholové 2-souvisly“, jinak vrat' ,G je 2-

souvisly i hranové 2-souvisly*“.

V kroku 1 algoritmu 3.3.3 se pouZije prohledavani do hloubky obdobné jako
v kroku 1 algoritmu 3.3.2 (misto prvnich dvou kroki lze pouzit algoritmus 3.3.2, ve
kterém uZ je obsaZeno vytvoreni DFS-stromu). Po vytvoreni DFS-stromu grafu G a
retézcového rozkladu grafu G se na zdkladé véty 3.3.2 zjisti, zda je graf hranové 2-
souvisly. Pokud graf G neni hranové 2-souvisly, neni podle véty 2.2.13 ani vrcholové 2-
souvisly. Pokud graf G je hranové 2-souvisly, zjisti se na zdkladé véty 3.3.3, zda je i
vrcholové 2-souvisly. Algoritmus 3.3.3 patii do 0(m), a tedy je Casové méné narocny nez
algoritmus 3.2.2. Pokud tedy nepotrebujeme urcit hranovou souvislost grafu, ale staci
nam zjistit, zda je graf hranové 2-souvisly, je vhodnéjsi pouzit algoritmus 3.3.3 nez
algoritmus 3.2.2. Algoritmus 3.3.3 lze rozsitit pro libovolny prosty graf tak, Ze se na
zacatku algoritmu trivialné vysSetii pripad nesouvislého grafu a grafu fadu mensiho nez

.,
3.4 Algoritmus pro testovani hranové 3-souvislosti grafu

Kromé hranové 2-souvislosti je v praxi Casto jeSté tfeba testovat hranovou 3-
souvislost grafu. V algoritmu 3.4.1 se praveé testuje hranova 3-souvislost grafu a opét ma
tento algoritmus lepsi casovou slozitost neZz algoritmus 3.2.1 pro urceni hranové
souvislosti grafu. Algoritmus 3.4.1 je certifikac¢ni, tzn. poskytuje certifikat, podle kterého

1ze rychle zjistit spravnost vysledku algoritmu.
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Definice 3.4.1 [8]

Hrana s koncovymi vrcholy u a v se znaciuv. Orientovana hrana s pocate¢nim
vrcholem u a koncovym vrcholem v se také znaci uv. Neorientovana nebo orientovana
vV, -cesta obsahujici pravé navzajem riizné hrany v, v,, v,vs, ..., V,_1V,, Kde n oznacuje
délku cesty an > 1, se znaci v;v, ...v,. Neorientovang, resp. orientovana, vw-cesta P
obsaZena v neorientovaném, resp. orientovaném, grafu G se znaciv —; w, pocatecni
vrchol v cesty P se znaci s(P) a koncovy vrchol w cesty P se znaci t(P). Neorientovana,
resp. orientovang, vw-cesta P obsaZena v neorientované, resp. orientované, kruznici K
délky alesponi 2 neorientovaného, resp. orientovaného, grafu G a obsahujici vSechny jeji
vrcholy rozsifena o hranu wv, tj. graf Q = P U wv, kde hranu wv chapeme jako podgraf
grafu G, se znaci v —; v a vrchol v se téz znaci s(Q) (v tomto pripadé ho povazujeme za
pocatecni vrchol grafu Q) nebo t(Q) (v tomto pripadé ho povazujeme za koncovy vrchol
grafu Q). Kazdy prvek zV(x - y) \ {x,y}se nazyva vnitini vrchol grafux —; ya o

kazdém prvku z V(x —; y) se iika, ze lezi na x — y.

Graf Q v predchozi definici 3.4.1 je tedy kruZnice se zvolenym pocatecnim (a
zaroven koncovym) vrcholem v a jedna se o rozsifeni pojmu cesty P, které vyuZijeme

v algoritmu 3.4.1.

Definice 3.4.2 [8]

Necht' T je strom ar pevné zvoleny vrchol stromu, ktery nazyvame koten r. Pro
kazdé dva vrcholy x ay z V(T) fikame, Ze x je predkem y ayje potomkem x, jestlize
x €V(r -»ry). Pokud navic x # y, nazyva se x vlastnim piedkem y a y vlastnim
potomkem x. Pokud je x predkem y, resp. vlastnim predkem y, piSeme x <y, resp.
x < y. Pokud je x vlastnim predkem y a neexistuje Zadny vrchol, ktery by byl vlastnim
predkem y a zaroven vlastnim potomkem x, nazyva se y ditétem x a x se nazyva

rodi¢cem y a znaci p(y).

Definice 3.4.3 [8]
Graf G bez smycek, pro ktery plati v(G) = 2 Ae(G) = m, se znaci KJ".

Definice 3.4.4 [8]
Pridani hrany uv do grafu G, kde {u, v} € V(G), znamena ptidani prvku uv, kde
uv ¢ E(G), do E(G) a poloZeniy;(uv) = {u, v}. Pridani vrcholuz, kdez & V(G), do

grafu G znamena pridani vrcholu z do V(G).
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Definice 3.4.5 [8]
Rozdéleni hrany uv v grafu G znamena odstranéni hrany uv z grafu G a pridani

vrcholu z a hran uz a zv do grafu G.

Véta 3.4.1 [8]

Pravé kazdy hranové 3-souvisly graf G, uvaZujeme-li pouze grafy bez smycek, je

moZné zkonstruovat z grafu K3 pomoci pouze nasledujicich operaci:

a) Pridani hrany do grafu.

b) Rozdéleni nékteré hrany xy grafu a zaroven pridani hrany zw do grafu, kde w
je vrchol obsaZeny v grafu pred rozdélenim hrany xy a z je vrchol pridany pri
rozdéleni hrany xy.

c) Rozdéleni dvou navzajem riiznych hran wx a yz grafu a pridani hrany kl do
grafu, kde k al jsou navzdjem rizné vrcholy pridané do grafu pii rozdéleni

hran wx a yz.

Definice 3.4.6 [8]

Rozdéleni G‘ grafu G je graf, ktery lze zkonstruovat zgrafu G pouze pomoci
kone¢ného poctu operaci rozdéleni hrany. Vétvici vrcholy rozdéleni G grafu G jsou
vrcholy v s dg,(v) = 3 a nevétvici vrcholy rozdéleni G jsou vrcholy v s dg,(v) < 2. Linka
rozdéleni G je kazdy graf v —, w, pro jehoz kazdy vrchol x plati: x nenf po¢atecnim ani

koncovym vrcholem grafu v -, w, pravé kdyz d;, (x) = 2.

Véta 3.4.2 [8]

Pravé kazdé rozdéleni G‘ hranové 3-souvislého grafu G, pokud uvaZujeme grafy
bez smy¢ek, je moZné zkonstruovat z grafu K;' pouze pomoci nasledujicich operaci (graf
G;je zde vidy graf predi-tou provedenou operaci, grafG;,,je zde vidy graf po
provedeni i-té operace):

a) Pridani vSech vnitinich vrchol a hran grafuv —¢,,, wdo G;, kde vaw jsou

vétvici vrcholy grafu G; a ostatni vrcholy grafu v —¢,, . w nejsou v V(G;).
b) Pridani v8ech vnitinich vrchold a hran grafu v —»; ., w do G;, kde v je vétvici a
w je nevétvici vrchol grafu G; a ostatni vrcholy grafu v —»¢,, . w nejsou v V(G).
c) Pridani vSech vnitfnich vrcholi a hran grafuv —;, w, kde vaw jsou

nevétvici vrcholy grafu G; lezici na navzajem rlznych linkdach grafu G; a

ostatni vrcholy grafu v ¢, . w nejsou v V(Gy).
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Definice 3.4.7 [8]
Kazdy graf v -, wvpredchozi vété se nazyva Maderova cesta (vzhledem ke

grafu G;).

Véta 3.4.2 je dlsledkem véty 3.4.1. Maderovy cesty se nazyvaji podle autora véty
3.4.1 W. Madera. Maderovy cesty budou tvorit certifikat algoritmu 3.4.1.

Definice 3.4.8 [8]

Rikame, Ze v fetézcovém rozkladu C hranové 2-souvislého grafu G prvni vrchol
retézce C; (tj. koren DFS-stromu, na jehoz zakladé byl vytvoren rozklad C) s-naleZi (silné
nalezi) k C; a Ze kazdy jiny vrchol v grafu G s-naleZi (silné nalezi) k retézci C;, pokud
vp(v) € E(C;) (kde je zobrazenip dano DFS-stromem, podle kterého byl vytvoren
fetézcovy rozklad C).

Definice 3.4.9 [8]
Rodicovsky strom T fetézcli fetézcového rozkladu C hranové 2-souvislého grafu

G je strom, jehoZ vrcholy jsou pravé vSechny retézce z C a pro kazdé dva vrcholy C; a G;

stromu T plati: C; = p(Cj), prave kdyz t(Cj) s-nalezi k C;.

Na obr. 3.4.1b je zndzornén rodicovsky strom ftetézcového rozkladu grafu
znazornéného na obr. 3.4.1a, kde E(C,) ={f,b,a}, E(C,) ={i,e,d,c}, E(C3) ={h} a
E(C,) = {g}. Na obr. 3.4.1a jsou vrcholy ocislovany svym DFI a hrany jsou nahrazeny
orientovanymi hranami podle algoritmu 3.3.2.

Dale budeme pojmy predek, potomek, rodi¢ a dité retézci vztahovat kjejich

rodi¢ovskému stromu.

a b)
) f g Cl
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C}"’a t?‘s C 7 d e Ny G
A e 3 c
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Obr. 3.4.1: a) Retézcovy rozklad, b) Rodi¢ovsky strom fetézcového rozkladu
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Véta 3.4.3 [8]

Necht' je U9 "*(C ) fetézcovy rozklad hranové 2-souvislého grafuGar
oznacuje prvni vrchol grafu C; (tj. kofen DFS-stromu, na jehoZ zakladé byl retézcovy
rozklad vytvoren). Pak:

1) Pro kazdy retézec C; plati s(C;) < t(C;).

2) Pro kazdé i > 2 existuje rodi¢ p(C;) Fetézce C;, pricemz s(p(Cl-)) <s(C;)a

existuje j mensi neZ i takové, Ze p(C;) = C;.

3) Prokazdéi > 2:t(C) =1 = t(p(C)) < t(C)at(C) =r=t(p(C)) = t(Cy).

4) Jestlize u < v, u s-nalezi k C; a v s-nalezi k Cj, pak C; < (;.

5) Jestlize u < t(C;) au s-nalezi k C;, pak C; < C;.

6) Prokazdéi > 2 existuje j mensi neZ i takové, Ze s(C;) s-nalezi k C;.

Véta 3.4.4 [8]

Necht' je T DFS-strom grafu G s kofenem r. JestliZe je G hranové 3-souvisly, pak
pro kazdy podstrom S grafu T, jehoZ mnozinu vrcholl tvoii pravé vsichni potomci ditéte
s korene r, existuji alespon dvé hrany z E(G) \ E(T) takové, Ze kazda z nich spojuje

koren r s nékterym vrcholem stromu S.

Na zakladé véty 3.4.4 probihd prvni krok algoritmu 3.4.1. Pokud se zjisti, Ze
existuje pouze jen jedna hrana z E(G) \ E(T) spojujici kofen r s nékterym vrcholem
stromu S, pak algoritmus vrati hranovy rez tvoreny touto hranou a hranou spojujici
kofen r stromu T s jeho ditétem s prisluSnym ke stromu S. Pokud se zjisti, Ze existuji
alespon dvé hrany z E(G) \ E(T) takové, Ze kazda znich spojuje kofen r s nékterym
vrcholem stromu S, pak prvni tetézec tetézcového rozkladu vstupniho grafu bude
obsahovat jednu ztéchto hran a druhy druhou. Sjednocenim prvnich dvou retézct
fetézcového rozkladu vstupniho grafu bude tedy graf K3', knémuZ se v pribéhu

algoritmu budou pridavat Maderovy cesty podle véty 3.4.2.

Definice 3.4.10 [8]
Necht' je T rodicovsky strom retézcii tetézcového rozkladu C grafu G. Podgraf
grafu G, obsahujici pouze retézce z C tak, Ze obsahuje s kazdym prvkem C;, ktery neni

kotenem T, i prvek p(C;), se nazyva rodiCovsky uzavieny a znaci G..
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Definice 3.4.11 [1]
Necht F je podgraf grafu G. Ucho grafu G vzhledem Kk F je netrividlni cesta

obsazena v grafu G, jejiz pocatecni a koncovy vrchol jsou v V(F), ale vnitini vrcholy

nikoliv.

plati:

Véta 3.4.5 [8]

Necht' je G, rodiCovsky uzavieny podgraf grafu G obsahujici retézce C; a C,. Pak

1) Pro kazdy vrchol v z G, ktery neni prvnim vrcholem v C; (tj. kofenem DFS-
stromu, na jehoZ zakladé byl vytvoren retézcovy rozklad grafu G), je i vrchol
p(v) obsaZen v G..

2) Pro kazdy retézec obsazeny v G, jsou s(C) a t(C) vétvici vrcholy grafu G..

3) Necht je C retézec, ktery neni obsazeny v G, ale je ditétem néjakého retézce v
G.. Pak je C ucho vzhledem Kk G, a G, obsahuje graf t(C) —; s(C). C je
Maderova cesta vzhledem k G., pravé kdyz existuje vétvici vrchol v grafu

t(C) —»7 s(0C).
Na zakladé vét 3.4.4 a 3.4.5 1ze dokazat nasledujici vétu 3.4.6.

Véta 3.4.6 [8]

Necht G je graf a G, je rodicovsky uzavieny podgraf fetézcl grafu G takovy, ze

zZadné dité X Zadného retézce obsaZzeného v G, neni Maderovou cestou vzhledem k G, a

existuje alesponl jeden takovy retézec X. Pak je mnoZina krajnich hran kazdé linky (t;j.

hran incidentnich vlince svrcholy radu vétStho nez dva) délky alespon dva v G,

hranovym fezem velikosti 2 grafu G.

Disledkem véty 3.4.6 je nasledujici véta 3.4.7.

Véta 3.4.7 [8]

Jestlize je graf G hranové 3-souvisly, lze ho sestavit postupnym pridavanim

fetézcl jeho retézcového rozkladu tak, Ze po kazdém pridani retézce je vznikly graf

rodicovsky uzavreny.

Spravné poradi ptridavanych retézci podle véty 3.4.7 lze najit v case 0((n+

m) log(n + m)) [8].
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Definice 3.4.12 [8]
Necht C je retézcovy rozklad hranové 2-souvislého grafu G. VSechny retézce C;
z C s i = 3 rozdélujeme na prokladané a vnorené:
a) ProloZené jsou ty, jejichz pocatetni vrchol je predkem koncového vrcholu
jejich rodice.
b) Vnorené jsou ostatni, tj. jejichZ pocatecni vrchol je vlastnim potomkem

koncového vrcholu jejich rodice.

Véta 3.4.8 [8]
Necht G je graf a G, je rodicovsky uzavieny podgraf grafu G obsahujici C; a C,.
Necht C je retézec obsaZeny v G, a D je prolozené dité retézce C, které neni obsaZeno

v G.. Pak je D Maderovou cestou vzhledem k G..

Uved'me nyni algoritmus 3.4.2. NiZe v textu bude jesté vysvétleno, jak se retézce

v algoritmu ptirazuji do jednotlivych segment.

Algoritmus 3.4.1 (Hranova 3-souvislost; Mehlhorn, Neumann a Schmidt) [8]
e Vstup: Graf G neobsahujici smy¢Ky, pro néjz plati k'(G) = 2 A §(G) = 3.
e Vystup: Pokud plati '(G) = 2, pak hranovy d(X) velikosti 2 grafu G.

Pokud plati k'(G) = 3, pak posloupnost Maderovych cest grafu G.

1) Vytvor ftetézcovy rozklad C grafu G, kde C = Uieﬁi)_v(GHl{Ci}, a poloz
Gc :=Cy U (.
2) Proi=1..e(G) —v(G) + 1 udélej:

a. Kazdy retézec A z C takovy, Ze s(A) s-nalezi do C;, prirad do
prisluSného segmentu.

b. Do G, ptidej kazdy retézec kazdého segmentu, jehoZ minimalni retézec
(tj. fetézec segmentu, z néhoZ vede do C; v rodicovském stromu cesta
nejmensi délky) je proloZeny.

c. Hledej vhodné usporadani vSech segmenta Sy, ..., Sk, z nichz kazdy ma
minimalni retézec (tj. retézec segmentu, znéhoz vede do C;
vrodi¢ovském stromu cesta nejmensi délky) vnoreny. Pokud ho
nenajdes, najdi a vrat’ hranovy d(X) velikosti 2 grafu G a skondi. Jinak
pro j od 1 do k pridej do G, kazdy fetézec z S; pri zachovani rodicovske

uzavienosti grafu G..
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3) Vrat G, is poradim pridanych retézcti (Maderovych cest) do G..

Vstupem algoritmu je hranové 2-souvisly graf G, pro ktery plati §(G) > 3. Na
zaCatku algoritmu se vytvori retézcovy rozklad grafu G podle algoritmu 3.3.2 a
inicializuje se rodiCovsky uzavreny graf G, jako C; U C,. Nasleduje druhy krok algoritmu,
kde se pro kazdé prirozenéiod 1 doe(G) —v(G)+ 1bud piidd do grafu G, kazdy
Fetézec A takovy, Ze s(A) s-nalezi do C;, nebo algoritmus vrati hranovy rez velikosti 2
grafu G a skonci. Podle vét 3.4.7 a 3.4.6 lze vstupni graf sestavit zretézci jeho
retézcového rozkladu jako z Maderovych cest, pokud je vstupni graf hranové 3-souvisly.
Dale naznacime, jak se toto pridavani retézcli provadi pomoci rozdéleni fetézci do
segmentil. Nejdiive je tfeba pro lepsi pochopeni priibéhu algoritmu uvést véty 3.4.9 a

3.4.10.

Véta 3.4.9 [8]
V i-té iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1 je fetézec C; soucasti grafu G, na zacatku i-té

iterace kroku 2, nebo algoritmus vrati hranovy tez velikosti 2 pied i-tou iteraci kroku 2.

Véta 3.4.10 [8]

Necht je algoritmus 3.4.1 v i-té iteraci kroku 2 a dosud nevratil hranovy fez
velikosti 2. Necht' je A, kde A # C,, retézec, ktery s-naleZi do C;. A neni ¢asti grafu G, na
zaCatku i-té iterace kroku 2. Necht' B je predek retézce A takovy, Ze B neni obsaZen v G..
Pak plati:

1) Vrchol s(B) s-nalezi k C;.

2) JestliZe je B vnoreny retézec, pak je B ditétem retézce C;.

3) Jestlize neni p(B) Casti grafu G, pak je B proloZeny retézec.

Definice 3.4.13 [8]

Necht je S; mnozina vSech fetézct A vstupniho grafu G takovych, Ze s(A) s-nalezi
do C;. Necht pro retézec A z S; oznaCuje A* minimalniho predka retézce A, ktery neni
v G. na zacatku i-té iterace kroku 2 algoritmu (tj. predka této vlastnosti, z kterého vede
cesta do C; v rodi¢ovském stromu nejmensi délky). Rozdéleni do segmentii v i-té iteraci
kroku 2 algoritmu se provadi tak, Ze dva prvky D, E z S; patii do stejného segmentu S,

pravé kdyz D* = E*.

46



Nyni tedy na zakladé definice 3.4.13 vime, jak se v kroku 2a algoritmu 3.4.1

rozdéluji fetézce do segmentd.

Véta 3.4.11 [8]
Kazdy segment v algoritmu 3.4.1 odpovida néjakému podstromu rodi¢ovského

stromu fetézcia z C.

Véta 3.4.12 [8]

Vi-té iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1 mohou byt pridany vSechny retézce ze
segmentu S do G, pii uchovani rodicovské uzavienosti grafu G, jestliZze je mozné pridat
minimalni fetézec segmentu (tj. fetézec segmentu, z kterého vede do C; v rodicovském

stromu cesta nejmensi délky) do G..

Podle vét 3.4.8 a 3.4.12 je moZné v i-té iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1 ptidat do
G, vSechny fetézce ze segmentu, jehoZ minimalni fetézec je proloZeny. Dale je jeSté tieba

vysvétlit, jak se pridavaji retézce ze segmentu, jehoZ minimalni fetézec je vnoreny.

Definice 3.4.14 [8]

Necht S je segment v i-té iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1, jehoZ minimalni retézec
(tj. retézec segmentu, z kterého vede do C; v rodicovském stromu cesta nejmensi délky)
je vnoreny. Prichyceny bod segmentu S je takovy vrchol segmentu, ktery je obsaZzen v G,

v i-té iteraci kroku 2) algoritmu.

Véta 3.4.13 [8]

Necht' je C vnorené dité retézce C; a necht je S segmenti-té iterace kroku 2
algoritmu 3.4.1, jehoZ minimalni fetézec (tj. fetézec segmentu, z kterého vede do C;
vrodi¢ovském stromu cesta nejmensi délky) je vnoreny, obsahujici C. Pak vSechny

prichycené body segmentu S lezi v grafu t(C) —+ s(C), atedyiv C;.

Na zakladé véty 3.4.13 se definuje tzv. prekryvajici graf v nasledujici definici

3.4.15.

Definice 3.4.15 [8]
Prekryvajici graf H segmentli s vnorenym minimalnim fetézcem (tj. Fetézcem

segmentu, z kterého vede do C; v rodiCovském stromu cesta nejmensi délky) vi-té
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iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1 je graf, jehoZ vrcholy jsou pravé vSechny tyto segmenty a
navic specialni vrchol R a pro jehoz hrany plati:
a) Existuje hrana spojujici vrchol R a segment S, pravé kdyz existuji prichycené
body a4, a, takové, Ze a; < a, a existuje vétvici vrchol grafu G, na cesté
a, =r a,.
b) Existuje hrana spojujici dva navzajem riizné segmenty S, a S;, pravé kdyz
existuji prichycené body by, b,, c;, c, takové, Ze b; € Sy, b, € Sy, c1 €Sy,
c, €ES;ab; <c¢; <b,<c,Vc by <c, <b,. (Rikdme, Ze se segmenty Sy a

S; prekryvaji.)

Véta 3.4.14 [8]

Necht je Q souvisla komponenta prekryvajictho grafu H a S je segment vzhledem
k C; (v i-té iteraci kroku 2 algoritmu 3.4.1) takovy, Ze jeho minimalni retézec (tj. retézec
segmentu, z kterého vede do C; v rodi¢ovském stromu cesta nejmensi délky) je vnoreny.
Pak plati S € V(Q), pravé kdyz nastava alespon jedna z téchto moZnosti:

1) Vrchol R je prvkem V(Q) a existuje vétvici vrchol v grafu t(C) —1 s(C).

2) Existuji prichycené body a; a a, v segmentu S a prichycené body b; a b,

v segmentech z Q svlastnostia; < b; <a, <b,Vb, <a; <b, <a,.
S pomoci véty 3.4.14 lze dokazat nasledujici vétu 3.4.15.

Véta 3.4.15 [8]

Necht je algoritmus 3.4.1 vi-té iteraci kroku 2. JestliZze je prekryvajici graf H
segmentd vzhledem k C; souvisly, lze pridat vSechny segmenty z C; do G,.. Pokud H neni
souvisly, lze vratit hranovy rez velikosti 2 pro kaZzdou komponentu grafu H, ktera

neobsahuje vrchol R.

Nyni tedy jesté chybi vytvorit usporadani segmentd, které maji minimalni retézec
vnoreny, podle néhoz se pridavaji retézce do G.v kroku 2c algoritmu 3.4.1. Popis
konstrukce tohoto usporadani je v [8]. Pro nas je dilezité, Ze hledani tohoto uspoiradani
nezvysi ¢asovou slozitost algoritmu 3.4.1, ktera je O(m + n) [8].

Shrime tedy zakladni fakta o certifikacnim algoritmu 3.4.1. Algoritmus ma na
vstupu hranové 2-souvisly graf. Pokud vstupni graf neni hranové 3-souvisly, vrati

algoritmus jako certifikat hranovy rez velikosti 2 vstupniho grafu vlinearnim case.
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Pokud je vstupni graf hranové 3-souvisly, vrati algoritmus jako certifikat posloupnost

Maderovych cest, z nichz lze vytvorit vstupni graf, v linearnim case.

49



4 Algoritmus pro urceni cyklické hranové

souvislosti kubického grafu a jeho implementace

4.1 Algoritmus pro urceni cyklické hranové souvislosti

kubického grafu

Cyklicka hranova souvislost je jednou zvariant hranové souvislosti grafu. O
cyklické hranové souvislosti se zminuje jiz roku 1880 P. G. Tait [2] a my nyni popiSeme

dosud nejlepsi znamy algoritmus pro jeji urceni.

Definice 4.1.1 [2]
Kubicky graf G je graf, pro jehoz kazdy vrchol v plati d; (v) = 3, tj. kubicky graf G

je 3-regularni graf.

Definice 4.1.2 [2]
Cyklicky hranovy fez R grafu G je hranovy rez grafu G takovy, Ze alespon dvé
komponenty grafu G \ R obsahuji kruznici. Minimalni cyklicky hranovy rez M grafu G je

cyklicky hranovy rez M grafu G, ktery ma nejmensi velikost.

VSimnéme si, Ze kazdy minimalni cyklicky hranovy rez M souvislého grafu G

rozdéluje graf G na pravé dvé komponenty grafu G \ M.

Definice 4.1.3 [2]
Cyklicka hranova souvislost grafu G je velikost minimalnitho cyklického

hranového rezu grafu G.

Cyklicka hranova souvislost grafu je dal$im z parametrl souvislosti grafu. Zvlasté
u kubickych grafii, kde je podle véty 2.2.13 hranova souvislost omezena hodnotou 3, se
cyklickd hranova souvislost pouziva pro jesté lepsi odliSeni grafli podle miry jejich
souvislosti. Cyklickd hranova souvislost kubického grafu se bude pocitat v algoritmu

4.1.1.
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Definice 4.1.4 [2]
Necht je T strom s korenem r. Necht d je pro kazdy vrchol v stromu T délka cesty

v -7 r. Rikdme, Ze vrcholy, které maji stejné d, tvoi{ droveni d (d-tou Groveti) stromu T.

Podle definice 4.1.4 lze tedy vSechny vrcholy kaZzdého stromu rozdélit do

jednotlivych urovni. Kofen stromu tvori nultou uroven, jeho sousedé prvni uroven atd.

Definice 4.1.5 [2]
Necht je v grafu G provedeno BFS. BFS-graf hloubky d grafu G je graf slozeny ze
vSech hran uv grafu G takovych, Ze vrchol u patfi v BFS-stromu grafu G do urovné

nejvysSe d — 1 a vrchol v patfi v BFS-stromu grafu G do Girovné nejvyse d.

BFS-graf hloubky d je tedy podle definice 4.1.5 podgraf grafu G, ktery na rozdil od
indukovaného grafu na vSech vrcholech BFS-stromu grafu G Urovné nejvyse d

neobsahuje hrany spojujici navzajem vrcholy drovné d.

Véta 4.1.1 [2]
Necht je G kubicky graf bez smycek radu alespoii 8 a necht je g obvod grafu G.

Pak platig < 2 [logz (g + 1)] a G ma cyklicky hranovy rez velikosti g.

Poznamenejme, Ze [x] znaci horni celou ¢ast ¢isla x, tj. napt. [2,5] = 3 a [4] = 4.
Podle véty 4.1.1 tedy mizeme u skoro vSech kubickych grafii omezit shora jejich

cyklickou hranovou souvislost jejich obvodem.

Definice 4.1.6 [2]
Plny strom T hloubky d je strom T, jenZ obsahuje pravé d + 1 arovni (tj. nultou aZ
d-tou uroven) a jehoz kofen ma pravé tri déti a kazdy jiny vrchol (kromé vrchold tirovné

d) ma pravé dveé déti.

Prikladem plného stromu hloubky 2 je graf znazornény na obr. 4.1.1a. Poclet
vrcholt k-urovné netrividlniho plného stromu T hloubky d, kde k > 0, je 3 * 2k-1 3 tedy

strom T obsahuje celkem 3 * 2¢ — 2 vrchold.
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Obr. 4.1.1: a) Plny strom, b) Kompletni binarni strom

Definice 4.1.7 [2]

Necht je F souvisly podgraf grafu G. Aktivita grafu G je soucet Y, ey (r)(dg(v) —
dF(V))-

Nasledujici véty 4.1.2 a 4.1.3 budou pouZity v algoritmu 4.1.1.

Véta 4.1.2 [2]

Necht' jsou G; a G, souvislé podgrafy grafu G (neobsahujictho smycky), které
neobsahuji spole¢ny vrchol a oba maji aktivitu alespon k + 1. Kazdy hranovy rez R grafu
G oddélujici grafy G; a G, (tj. G; a G, jsou v navzajem riiznych komponentach grafu G \

R), ktery ma velikost nejvyse k, je cyklicky hranovy tez grafu G.

Véta 4.1.3 [2]
Necht je G kubicky graf bez smycek a k je jeho cyklickd hranova souvislost, kde
k = 1. Pak nastava alesponi jedna z nasledujicich moznosti:
1) Graf G obsahuje kruznici délky k.
2) Graf G obsahuje cyklicky hranovy tez d(X) velikosti k takovy, Ze obé Casti
grafu G, které navzajem oddéluje hranovy tez d(X), tj. G[X]aG[V(G) \ X],

K+1
= |

obsahuji plny strom hloubky [log2

Algoritmus 4.1.1 (Cyklickd hranova souvislost kubického grafu; Dvorak, Kara,
Kral' a Pangrac) [2]
e Vstup: kubicky graf G bez smycCek radu alespon 8.
e Vystup: cyklicka hranova souvislost k a minimalni cyklicky hranovy rez M
grafu G.
1) Pokud je G nesouvisly, poloZ k := 0, M := @ a jdi na 4.
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2) Ur¢i obvod g grafu G a poloZ k := g. Rez M inicializuj jako mnoZinu vsech

hran incidentnich s kruznici délky g v G, ale nepatricich do této kruZznice.

3) Pro kazdy vrchol v grafu G udéle;j:

a. Pro kazdy vrchol w grafu G udélej:

L.
il.

iii.

v.

vi.

vii.

4) Vrat ka M.

PoloZzd:=—-1aP:=0.

Polozd :=d + 1.

Vytvor plny strom Tv hloubky d s kofenem v a plny strom Tw
hloubky d s kofenem w v grafu G.

Pokud obsahuji Tw a Tv spolec¢ny vrchol, pak jdi na dalsi dvojici
vrchold v aw (krok 3, resp. krok 3a). (Pokud uz byly vSechny
dvojice v a w probrany, tak jdi na 4.)

Najdi nejvétsi mnoZinu Q hranové disjunktnich cest vedoucich
mezi Tw a Tv (tj. uv-cest, kdeu € V(Tv) Av € V(Tw) a zadné
vnitini vrcholy uv-cest nejsou v V(Tv) ani vV (Tw)) a poloz
P:=qQ.

Pokud plati |P| <3 x2% A |P| <k, pak poloZ k :=|P|, najdi
minimdalni hranovy fez R oddélujici Tv a Tw (tj. Tv a Tw jsou
v navzdjem riznych komponentach grafu G \ R) a poloZ M :=R.
Pokud plati 3 * 2¢ < k, jdi na 2aii. Jinak jdi na dalsi dvojici
vrcholl v aw (krok 3, resp. krok 3a). (Pokud uz byly vSechny

dvojice v a w probrany, tak jdi na 4.)

V prvnim kroku algoritmu 4.4.1 se zjisti, zda je vstupni graf G souvisly, coZ lze

pomoci BFS zjistit v ¢ase 0(n), kde n je rad grafu G (pro velikost m a ¥ad n kubického

grafu totiz platim=37n). Pokud je G nesouvisly, algoritmus vrati jeho cyklickou

hranovou souvislost (ktera je u kazdého nesouvislého kubického grafu rovna nule),

minimalni cyklicky hranovy rez (prazdnou mnoZinu) a skonci. Pokud je G souvisly,

spocita se nejdrive obvod grafu G, coZ je horni mez jeho cyklické hranové souvislosti

podle véty 4.1.1. Obvod grafu lze spocitat pomoci BFS podle algoritmu 3.3.1 s ¢asovou

slozZitosti 0(n), ktery se aplikuje postupné na vSechny vrcholy grafu G (vzdy se hleda

kruznice nejmensi délky obsahujici dany vrchol), takze casova slozitost kroku 2

algoritmu 4.4.1 je O(n?). Cyklicky hranovy fez M bude nejdifve obsahovat hrany
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incidentni s nalezenou kruZznici nejmensi délky v grafu G, ale neobsaZené v této kruznici,
a v dalSich krocich se bude postupné ménit, aZ se z néj stane minimalni cyklicky hranovy

fez grafu G. V kroku tfi se postupné vytvareji pro kazdou dvojici vrcholi v a w grafu G
plné stromy Tv (s kofenem v)a Tw (s korenem w) hloubky 0 az [logz g] Pokud stromy

Tv aTw (pro konkrétni dvojici vrcholli v a w a hloubku stromii d) neobsahuji spole¢ny
vrchol, hleda se nejvétsi pocCet hranoveé disjunktnich cest vedoucich mezi Tw a Tv (tj. uv-
cest, kdeu € V(Tv) Av € V(Tw) a zadné vnitini vrcholy uv-cest nejsou vV (Tv) ani
vV (Tw)), které se uloZi do mnoZiny Q (krok 3av). Tyto cesty urcuji hranovy fez R
oddélujici stromy Tva Tw (ktery ma tedy velikost |Q|). Pokud je velikost hranového
fezu R mensi neZ 3 * 2% (kde d je hloubka stromt Tv a Tw), pak se jedna podle véty
3.4.2 o cyklicky hranovy rez, jelikoz kazdy plny strom (v kubickém grafu) hloubky d ma
aktivitu 3 * 2%. Pokud navic plati |R| < |M|, nahradi se cyklicky hranovy ez M cyklickym
hranovym frezem R a aktualizuje se k (uchovavajici velikost cyklického hranového rezu
M).

Pokud je cyklickd hranova souvislost k vstupniho grafu G algoritmu 4.4.1 rovna
nule, zjisti se to vkroku 1 algoritmu. Pokud je k vétS$i neZ nula, pouZije se véta 4.1.3.
Pokud G obsahuje kruznici délky x (moZnost 1 véty 4.1.3), najde se tato kruZnice
(urcujici minimalni cyklicky hranovy rez a cyklickou hranovou souvislost grafu G) pri
pocitani obvodu grafu ve druhém kroku algoritmu (je to kruZnice v G snejmensi
délkou). Pokud G neobsahuje kruznici délky k, pak podle véty 4.1.3 existuje v grafu G
cyklicky hranovy fez d(X) velikosti k takovy, Ze obé casti grafu G, které navzajem

oddéluje hranovy tez d(X), tj. G[X] a G[V(G) \ X], obsahuji plny strom hloubky

[logz KTH] Oznacme tyto dva stromy T; a T,. Pfi prochazeni jednotlivych hranovych tezi

oddélujicich stromy Tv a Tw hloubky [logz KTH] se tedy jednou najde hranovy ftez
oddélujici T; a T, velikosti nejvySe k a podle véty 3.4.2 je tento hranovy rez cyklicky.
Algoritmus 4.4.1 tedy opravdu po konecném poctu kroka vrati cyklickou hranovou
souvislost a minimalni cyklicky hranovy rez vstupniho grafu G.

Hledani minimalnich hranovych fezii mezi stromy TvaTw grafu G ve tretim
kroku algoritmu 4.4.1 se provadi tak, Ze se nejdiive vSechny vrcholy stromu Tv stdhnou
do jednoho vrcholu x a vSechny vrcholy stromu Tw se stahnou do druhého vrcholuy a
pak se na vznikly graf pouZije Fordiv-Fulkersoniv algoritmus 2.2.2. Pokud si

uvédomime, Ze algoritmus 2.2.2 pouze zvySuje hodnotu toku, kazdé zvySeni probiha
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v Case 0(n) (nje rad grafu G) a maximalni pocet navzijem hranové disjunktnich cest
(zvy3ovani tokli) mezi Tv a Tw hloubky d je 3 * 2%, kde d je omezeno obvodem grafu G,
ktery je podle véty 4.1.1 priblizné roven log, n, pak se pro kazdou dvojici vrcholi
provede priblizné log, n navyseni toktl, kde ma kazdé navyseni ¢asovou slozitost O(n).
Pro kazdou dvojici vrcholi tedy algoritmus 4.4.1 pracuje v ¢ase O(nlogn) a celkova
¢asova slozitost algoritmu 4.4.1 je tedy 0 (n3logn).

Pro vstupni graf G radu alespon 243 lze pouZit pro urceni cyklické hranové
souvislosti grafu G nasledujici algoritmus 4.4.2, ktery ma lepsi ¢asovou sloZitost nez

algoritmus 4.4.1.

Véta 4.1.4 [2]
Necht je G kubicky graf faddu n sobvodem g, kden >243Ag=>5. Pak G
obsahuje 12 hranové disjunktnich (neobsahujicich spolecné hrany) plnych stromi

hloubky dva. Tyto stromy lze najit v ¢ase 0(n).

Definice 4.1.8 [2]
Kompletni bindrni strom T hloubky d je strom T, jenZ obsahuje pravéd + 1
urovni (tj. nultou az d-tou uroven) a jehoz kazdy vrchol (kromé vrchold urovné d) ma

pravé dvé déti.

Prikladem kompletniho binarniho stromu hloubky 2 je graf znazornény na obr.
4.1.1b. Pocet vrcholti k-irovné kompletnfho binarniho stromu T hloubky d je 2%, a tedy

strom T obsahuje celkem 2¢** — 1 vrcholt.

Véta 4.1.5 [2]
Necht je G kubicky graf s obvodem g, kde g > 13. G obsahuje nejméné g hranové

disjunktnich (neobsahujicich spolecné hrany) kompletnich binarnich stromi hloubky

[log2 97_1] Tyto bindrni stromy lze najit v ¢ase 0 (n).

Algoritmus 4.1.2 (Cyklickd hranova souvislost kubického grafu; Dvorak, Kara,
Kral' a Pangrac) [2]
e Vstup: kubicky graf G bez smycek radu alespoii 243.
e Vystup: cyklicka hranova souvislost k a minimalni cyklicky hranovy rez M
grafu G.
1) Pokud je G nesouvisly, poloZk:=0,M:=@ ajdina?7.
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2) Ur¢i obvod g grafu Ga poloZ k:=g. Rez M inicializuj jako mnoZinu hran

incidentnich s kruznici délky g v G, ale nepatricich do této kruznice.

3) Pokud je 2 < g <4, vytvoi mnozinu 4, g navzdjem raznych hran grafu G

(chapanych jako podgrafy grafu G).

4) Pokud je5 < g <12, vytvof mnoZinu 4, g hranové disjunktnich plnych

stromt grafu G hloubky 2.

5) Pokud je g = 13, vytvol mnozinu A, g hranové disjunktnich kompletnich

binarnich stromt grafu G hloubky [logz 97_1]

6) Pro kaZdy vrchol v grafu G udélej:

a. Prokazdy prvek A z A, udélej:

L.
il.
iii.

iv.

vi.

vii.

7) Vrat ka M.

PoloZd:=—-1aP:=0.

Polozd:=d + 1.

Vytvor plny strom T hloubky d s korenem v v grafu G.

Pokud obsahuji T a A spole¢ny vrchol, pak jdi na dalsi dvojici v a
A (krok 6, resp. krok 6a). (Pokud uz byly vSechny dvojice va A
probrany, tak jdina 7.)

Najdi nejvétsi mnozZinu Q hranové disjunktnich cest vedoucich
mezi T a A (tj. uv-cest, kdeu € V(T) Av € V(A) a Zadné vnitini
vrcholy uv-cest nejsou v V(T) ani v V(A4)) a poloz P := Q.

Pokud plati |P| <3 *29A|P| <k, pak poloz x:=|P|, najdi
minimalni hranovy ftez R oddélujici T a A (tj. T a A4 jsou
v navzdjem raznych komponentach grafu G \ R) a polozZ M :=R.
Pokud plati 3 * 29 < , jdi na 6aii. Jinak jdi na dali dvojiciva A
(krok 6, resp. krok 6a). (Pokud uz byly vSechny dvojice va A
probrany, tak jdina 7.)

Algoritmus 4.4.2 se liSi od algoritmu 4.4.1 (kromé omezeni pro vstupni graf)

pouze v tom, Ze se v ném pro kazdou dvojici vrcholli misto se dvéma dplnymi stromy Tv

a Tw pracuje s jednim uplnym stromem T a prvkem A z A,. Druh prvkii A mnoZiny 4, je

urc¢en podle obvodu g grafu G. A, vZdy obsahuje pravé g prvki. Pro2 < g < 4jsou to

navzajem rizné hrany grafu G, pro5 < g < 12 navzijem hranové disjunktni plné

stromy grafu G hloubky 2 (které se najdou v ¢ase O(n) podle véty 4.1.4) a pro g = 13
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navzajem hranové disjunktni kompletni binarni stromy grafu G hloubky [log2 gT_ll

(které se najdou v ¢ase 0(n) podle véty 4.1.5).

Pokud je cyklicka hranova souvislost k vstupniho grafu G algoritmu 4.4.2 rovna
nule, zjisti se to v prvnim kroku algoritmu, a pokud je k vét$i neZ nula, pouzije se opét
véta 4.1.3. Pokud G obsahuje kruznici délky x (moZnost 1 véty 4.1.3), najde se tato
kruZnice (urcujici minimalni cyklicky hranovy fez a cyklickou hranovou souvislost grafu
G) pri pocitani obvodu grafu ve druhém kroku algoritmu (je to kruznice v G s nejmensi
délkou). Pokud G neobsahuje kruZnici délky k, pak podle véty 4.1.3 existuje v grafu G
cyklicky hranovy rez d(X) velikosti k takovy, Ze obé casti grafu G, které navzajem

oddéluje hranovy fez d(X), tj. G[X] a G[V(G) \ X], obsahuji plny strom hloubk
] vy ) Jl piny y
[logz KTH] Jeden z grafti G[X] a G[V(G) \ X] obsahuje alespon jeden prvek A mnoziny A,

jelikoZ existuje prvek A mnoziny A, ktery neobsahuje Zadnou hranu fezu d(X) (k < g a
mnoZina A, obsahuje g navzajem hranové disjunktnich prvki). Ozna¢me tento prvek A,

a bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze graf G[X] obsahuje A;. PIny strom hloubky

[logz KTH] v grafu G[V(G) \ X] ozna¢me T;. Pti prochdzeni jednotlivych hranovych fezi

oddélujicich stromy T hloubky [logz KTH] a prvky Az A, se tedy najde hranovy fez
oddélujici T; a A; velikosti nejvySe k a podle véty 3.4.2 je tento hranovy rez cyklicky,
jelikoZ kazdy prvek A z A, ma aktivitu g (k < g). Algoritmus 4.4.2 tedy po kone¢ném
poctu kroka vrati cyklickou hranovou souvislost a minimalni cyklicky hranovy rez
vstupniho grafu G.

Hledani minimdlnich hranovych rez mezi stromy T grafu G a prvky A mnoZiny
Ay v Sestém kroku algoritmu 4.4.1 se provadi opét tak, Ze se nejdrive vSechny vrcholy
stromu T stdhnou do jednoho vrcholuxa vSechny vrcholy prvku A se stdhnou do
druhého vrcholu y a pak se na vznikly graf pouzije Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus 2.2.2.
Kazdy prvek A ma aktivitu g, a pokud budeme pii hledani mnoZiny Q v kroku 6v
vychazet z jiZ nalezenych cest mezi A a stromem o jedna mensi urovné nez T, probéhne
navySeni toku Fordova-Fulkersonova algoritmu pro dany prvek A a vSechny stromy
daného prvku v nejvySe g-krat Cili v case O(nlogn). JelikoZz je prvka A celkem g

(priblizné log, n), je tasova slozitost algoritmu 4.1.2 0 (n?log? n).
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4.2 Implementace algoritmu pro urceni cyklické hranové

souvislosti kubického grafu

Jako prakticky priklad byl implementovan algoritmus 4.1.1 pro urceni cyklické
hranové souvislosti kubického grafu. Algoritmus byl implementovan v programovacim
jazyku C. Zdrojovy soubor programu Algoritmus. c je na priloZeném CD.

Program prijima na vstupu grafy, které jsou reprezentovany pro kazdy vrchol
v vstupniho grafu G trojici sousedd vrcholu v v grafu G. Predpoklada se, Ze tyto trojice
budou zapsany vsouboru vstupniSoubor.txt, ktery je ve stejné slozce jako
zdrojovy soubor programu. Vrcholy vstupniho grafu G musi byt o¢islovany od 1 do v(G).
V souboru vstupniSoubor.txt je pak proi=1,..,v(G) zapsana trojice sousedi
(¢isel, prifazenych témto vrcholiim pti ocislovani) vrcholu i. Prvky v kazdé trojici jsou
sefazeny vzestupné a oddéleny mezerou. Jednotlivé trojice jsou oddéleny mezerou nebo
koncem tadku. V souboru vstupniSouborl. txt na priloZeném CD je priklad spravné
zapsaného vstupniho grafu.

Program spocitd podle algoritmu 4.1.1 cyklickou hranovou souvislost vstupniho
grafu, najde minimalni cyklicky hranovy rez a vysledky zobrazi na standardnim vystupu
(na obrazovce). Cyklicka hranova souvislost vstupniho grafu je uloZena v proménné c a
minimalni cyklicky hranovy fez vstupniho grafu je uloZen vpoli CyklickyRez.
Algoritmus.c.

Program byl vyzkouSen na tzv. Petersenové grafu, na nesouvislém kubickém
grafu, na ndhodném kubickém grafu fadu 50 a na ndhodném kubickém grafu fadu 100.

Petersentliv graf je zndzornény na obr. 4.2.1. Program spravné zjistil, Ze je jeho
cyklickd hranova souvislost 5, a nalezl jeho minimalni cyklicky hranovy tez, jehoZ prvky
jsou na obr. 4.2.1 vyznaceny preruSovanymi Carami. Petersentv graf je zapsan jako
vstupni graf programu v souboru vstupniSouborl. txt na pfrilozeném CD.

Piikladem nesouvislého kubického grafu je graf A skladajici se ze dvou
komponent, z nichZ kaZzda je dplny graf radu 4. Program spravné zjistil, Ze je cyklicka
hranova souvislost grafu A rovna nule, a 0znamil, Ze minimalni cyklicky hranovy rez
grafu A neobsahuje Zadné prvky. Graf A je zapsan jako vstupni graf programu v souboru

vstupniSoubor2. txt na prilozeném CD.
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Obr. 4.2.1: Petersentiv graf

Nahodné vygenerovany kubicky graf B Zadu 50, resp. ndhodné vygenerovany
kubicky graf C radu 100, je zapsan jako vstupni graf programu v souboru
vstupniSoubor3.txt, resp. vstupniSoubor4. txt, na prilozeném CD. Vysledky
programu pro Petersentiv graf, graf 4, graf B a graf C jsou shrnuty v tab. 4.2.1, ve které
k.(G) znadi cyklickou hranovou souvislost grafu G a C,,;, nalezeny minimalni cyklicky
hranovy rez. V poslednim sloupci tab. 4.2.1 je uveden celkovy €as vypoctu pro prislusny

vstupni graf.

Graf G v(G) K. (G) Conin Cas
Petersentiv 10 5 {{8,5},{9,2},{3,1},{10,4},{7,6}} 1,625 s
A 8 0 ¢ 1,406 s
B 50 3 {{42,25},{7,5},{16,37}} 22345
C 100 3 {{49,89},{19,8},{58,93}} 3735 s

Tab. 4.2.1: Vysledky programu

Nalezend implementace (vytvofeny program) pracuje se stejnou c¢asovou

sloZitosti jako algoritmus 4.1.1, spravné pocitd cyklickou hranovou souvislost a naléza

minimalni cyklicky hranovy rez vstupniho grafu G.
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5 Algoritmy pro urceni esencialni hranové

souvislosti grafu

5.1 Algoritmus pro urceni esencidlni hranové souvislosti

grafu

Definice 5.1.1
Hranovy fez d(X) grafu G neobsahujiciho Zadnou smycku takovy, Ze existuji
alespon dvé navzajem rizné komponenty A a B grafu G \ d(X), z nichZ kazda obsahuje

alespoii jednu hranu, se nazyva esencialni hranovy ez grafu G.

Definice 5.1.2

Necht existuje esencialni hranovy rez grafu G. Esencialni hranovy ez d(X) grafu
G takovy, Ze zadny esencidlni hranovy fez grafu G nema mensi velikost nez d(X), se
nazyva minimdlni esencialni hranovy fez grafu G. Velikost minimalniho esencidlniho

hranového fezu grafu G nazyvame esencialni hranova souvislost grafu G a znacime

Ke (G).

Definice 5.1.3
Necht' existuje esencialni hranovy trez grafu G. Graf G je esencidlné hranoveé k-

souvisly pro kazdé nezaporné celé k takové, Ze k < k,(G).

Véta 5.1.1

Necht existuje esencidlni hranovy rez grafu G a k € N U {0}. Graf G je esencialné
hranové k -souvisly, pravé kdyZz neobsahuje zZadny esencialni hranovy fez d(X)
s vlastnosti |0(X)| < k.

Diikaz

,=": Necht' je G esencialné hranové k-souvisly a existuje esencialni hranovy rez
d(X) grafu G svlastnosti |0(X)| < k. Podle definice 5.1.3 plati k < k,(G), a tedy
|0(X)| < k < k.(G), kde je k.(G) velikost minimalniho esencidlniho hranového fezu

grafu G. d(X) ma tedy mensi velikost nez minimalni hranovy tez grafu G, coZ je spor.
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,<“ Pokud G neobsahuje Zadny esencialni hranovy ez d(X) s vlastnosti
|0(X)| < k, pak pro velikost jeho minimalniho esencialniho hranového tezu k. (G) plati

k < k.(G), a G je tedy podle definice 5.1.3 esencialné hranové k-souvisly.

Definice 5.1.4
Hranovy fez d(X) grafu G takovy, ze |0(X)| = 1, se nazyva most.

Nasledujici véta 5.1.2 plyne z véty 5.1.1 a jsou v ni shrnuty poznatky o esencialni

hranové souvislosti grafu.

Véta 5.1.2

Necht existuje esencialni hranovy ez grafu G.

a) Graf G je esencialné hranové 0-souvisly.

b) Graf G je esencidlné hranové 1-souvisly, pravé kdyz ma pravé jedna
komponenta grafu G velikost vétsi nebo rovnu jedné.

c) GrafG je esencidlné hranové 2-souvisly, pravé kdyZ G neobsahuje most {uv}
sdg(u) > 1adg(v) > 1a pravé jedna komponenta grafu G ma velikost vétsi
nebo rovnu jedné.

d) Esencialné hranové 0-souvisly graf G je esencialné hranové 1-souvisly, pravé
kdyZ ma pravé jedna komponenta grafu G velikost vétsi nebo rovnu jedné.

e) Esencialné hranové 1-souvisly graf G je esencialné hranové 2-souvisly, pravée

kdyZ neobsahuje most {uv}sd;(u) > 1ad;(v) > 1.

Nyni je vhodné urcit, které grafy maji esencialni hranovy rez. To prozradi véty

5.1.3a5.1.4.

Véta 5.1.3

Graf G neobsahujici smycky obsahuje alespon dvé hrany a a b nemajici spole¢ny
vrchol, pravé kdyz existuje esencialni hranovy rez grafu G.

Diikaz

Pokud G obsahuje alespont dvé hrany a a b nemajici spolecny vrchol, pak napt.
vSechny hrany majici pravé jeden spolecny vrchol s hranou a tvori esencialni hranovy
fez grafu G. Pokud naopak existuje esencialni hranovy ez d(X) grafu G, pak musi

existovat hrana a v G[X] ahrana b v G[V(G) \ X], které nemaji spole¢ny vrchol.

Dtsledkem véty 5.1.3 je véta 5.1.4.
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Definice 5.1.5
Prosty souvisly graf G, jehoZ kazdé dvé hrany maji pravé jeden spolecny vrchol v

(spoletny vSem hranam grafu ), se nazyva hvézda.

Priklad hvézdy je znazornény na obr. 5.1.1.

Obr. 5.1.1: Hvézda

Véta 5.1.4

Pro souvisly graf G neobsahujici Zadnou smycku plati: Existuje alespon jeden
esencialni hranovy ez grafu G, pravé kdyz plati v(G) > 4 a zakladni prosty graf grafu G
neni hvézda. Pro nesouvisly graf G neobsahujici Zdadnou smycku plati: Existuje alespon
jeden esencialni hranovy rez grafu G, pravé kdyz plati pravé jedna znasledujicich
podminek:

a) Existuji alespoii dvé navzajem rizné komponenty A a B grafu G, z nichZ kazda

ma velikost vétsi nebo rovnu jedné.
b) Pravé jedna komponenta A grafu G obsahuje alespoil jednu hranu, plati

v(A) = 4 a zakladni prosty graf grafu A neni hvézda.

V nasledujici vété 5.1.5 omezime shora esencidlni hranovou souvislost grafu G

obsahujiciho esencialni hranovy rez.

Véta 5.1.5

Necht' existuje esencidlni hranovy fez grafu G. Pak plati k¥'(G) < k.(G) <
2(A(G) - 1).

Diikaz

Minimalni esencialni hranovy rez grafu je jednim z hranovych tezt oddélujicich
dva vrcholy grafu, a tedy k'(G) < k.(G). Vime, Ze G obsahuje esencialni hranovy fez

0(X), a tedy musi existovat hrana a v G[X] a hrana b v G[V(G) \ X]. VSechny hrany grafu
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G, které maji s hranou a pravé jeden spolecny vrchol, tvoii esencialni hranovy ez d(Z)
grafu G (a € E(G[Z]) ab e E(G[V(G)\ Z])) a téchto hran je nejvyse 2(A(G) — 1)
(odstrani se nejvySe vSechny hrany grafu G incidentni s koncovymi vrcholy hrany a

kromé hrany a). Plati tedy k. (G) < 2(A(G) — 1).

Algoritmus 5.1.1 (Esencialni hranova souvislost grafu)
e Vstup: graf G neobsahujici smycky.
e Vystup: k.(G) (pokud je pro G definovana), nebo ozndmeni, Ze esencialni
hranova souvislost grafu G neni definovana.
1) Pokud neni esencialni hranova souvislost grafu ¢ definovana, jdi na 4.
2) Najdi vrchol v grafu G stupné 6(G) a poloz k,.(G) := e(G).
3) Proi =1..6(G) udélej pro kazdou hranu e; incidentni s vrcholem v v grafu
G:
a. Pro kaZdou hranu f grafu G nemajici s hranou e; Zddny spole¢ny vrchol
udélej:
i. Vytvor z grafu G graf H stazenim koncovych vrcholi hrany e; ve
vrchol x a koncovych vrchold hrany f ve vrchol y.
ii. Spocitejp'(x,y) vgrafu H. Pokud platip'(x,y) < k.(G), poloz
Ke(G) :=p'(x,y).
4) Pokud je pro G definovana esencialni hranova souvislost, vrat x,(G). Jinak

vrat' ,Pro G neni esencialni hranova souvislost definovana“.

V prvnim kroku algoritmu 5.1.1 se zjisti, zda je pro vstupni graf G esencialni
hranova souvislost definovana. Pokud ne, pak se prejde na krok 4 a algoritmus skonci.
Pokud ano, ptejde se na krok 3. Necht je d(X) minimalni esencidlni hranovy rez grafu G.
Existuji dvé hrany a a b (nemajici spolecny vrchol) grafu G, které oddéluje hranovy rez
d(X), tj.a€ E(G[X]) abe E(G[V(G)\ X]). Sta¢i tedy urcit velikost minimalniho
hranového fezu d(Y) grafu G oddélujiciho hrany a a b (tj. hranového tezu d(Y) grafu G
takového, zea € E(G[Y]),b € E(G[V(G) \ Y]) a pro kazdy hranovy ez d(Z) grafu G
takovy, Ze a € E(G[Z]) ab € E(G[V(G) \ Z]), plati [0(Y)| <|9(Z)|), jelikoz [0(X)| =
|0(Y)|. Necht pro dany vrchol v grafu G je M, mnozina vSech hran incidentnich
s vrcholem v v grafu G. Alespoii jedna hrana z M,, neni prvkem minimalniho esencialniho
hranového frezu d(X) grafu G (v opacném pripadé by byl d(X) \ M, esencialni hranovy
fez grafu G takovy, Ze [0(X) \ M,| < [0(X)|, coZ je spor). Valgoritmu 5.1.1 se tedy
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vybere vrchol v stupné §(G) a jednu z hran incidentnich s vrcholem v mizeme bez Gjmy
na obecnosti povazovat za hranu a. Hrana b je pak jedna z hran grafu G, které nemaji
s hranou a Zadny spolecny vrchol. Ve tretim kroku algoritmu 5.1.1 se pocita pro kazdou
hranu e; incidentni svrcholem v (mezi nimiZ je i hranaa) nejvétsi pocet hranové
disjunktnich cest vedoucich mezi hranoue; a kazdou hranou f nemajici s e; Zadny
spole¢ny vrchol (mezi hranami f je tedy i hrana b), tj. uv-cest, kde u je koncovy vrchol
hrany e;, v je koncovy vrchol hrany f a Zadny z vnitinich vrcholt uv-cest neni koncovym
vrcholem hrany e; ani hrany f. Vjednom okamZiku se tedy musi spocitat maximalni
pocet hranové disjunktnich cest vedoucich mezi hranou a a b, ktery je roven velikosti
minimalnitho hranového frezu oddélujicthoaab, a tedy i minimalniho esencialniho
hranového tezu grafu G. Esencialni hranova souvislost bude na konci algoritmu uloZena
v proménné k,(G), ktera je inicializovana jako e(G) a ve tretim kroku algoritmu 5.5.1
postupné sniZovana aZ na esencidlni hranovou souvislost grafu G. Pro zjiSténi nejvétsiho
poctu hranové disjunktnich cest vedoucich mezi hranoue; a hranou f se v kroku 3a
algoritmu 5.1.1 staZenim hrany e; do vrcholu x a stazenim hrany f do vrcholu y vytvori
graf Ha vném se spocitd lokalni hranova souvislost p’(x,y) podle algoritmu 3.1.1.
Nejlepsi dosud zndma varianta algoritmu 3.1.1 ma casovou slozitost O(mn) a
v algoritmu 5.1.1 se pouZije pro kazdou hranu nejvyse (e(G) — 1)-krat. Casova sloZitost

algoritmu 5.1.1 je tedy 0(8(G)m?n), kde je §(G) nejmensi stupet vrcholu grafu G.

5.2 Algoritmus pro urceni esencidlni hranové souvislosti
kubického grafu
Nasledujici véta 5.2.1 je disledkem véty 5.1.4.

Véta 5.2.1
Jediny kubicky graf G neobsahujici smycky, ktery nema esencialni hranovy rez, je

graf K3.

Nasledujici véta 5.2.2 plyne z véty 5.1.2 a jsou v ni shrnuty poznatky o esencialni

hranové souvislosti kubického grafu.

Véta 5.2.2
Necht' je G kubicky graf neobsahujici smy¢ky a riizny od K3.
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a) Graf G je esencialné hranové 0-souvisly.

b) Graf G je esencidlné hranové 1-souvisly, pravé kdyz je souvisly.

c) Graf G je esencidlné hranové 2-souvisly, pravé kdyz je souvisly a neobsahuje
most.

d) Esencialné hranové 1-souvisly graf G je esencialné hranové 2-souvisly, pravé

kdyz neobsahuje most.
Nasledujici véta 5.2.3 plyne z véty 5.1.5.

Véta 5.2.3
Necht' existuje esencidlni hranovy rez grafu G. Pokud je G nesouvisly kubicky

graf, pak k.(G) = 0. Pokud je G souvisly kubicky graf, pak . (G) € {1, 2,3, 4}.

Véta 5.2.4

Necht existuje esencidlni hranovy rez grafu G a G je hranoveé k-souvisly graf, kde
k € N U {0}. Graf G je esencialné hranové (k + 1)-souvisly, pravé kdyz je kazdy hranovy
fez d(X) grafu G, pro néjz plati |0(X)| = k, trivialni.

Diikaz

,=": JestliZze je graf G esencidlné hranové (k + 1)-souvisly, pak podle véty 5.1.1
neexistuje Zadny esencialni hranovy rez grafu G velikosti mensi nez k + 1, a kazdy
hranovy ez d(X) grafu G, pro néjz plati |0(X)| = k, je tedy trivialni.

,<": JestliZe je kazdy hranovy ez d(X) grafu G, pro néjz plati |0(X)| = k, trivialni,
pak neexistuje esencidlni hranovy rez grafu G velikosti menSi nezZk + 1, a tedy G je

podle véty 5.1.1 esencialné hranoveé (k + 1)-souvisly.
Z véty 5.2.4 plyne nasledujici véta 5.2.5.

Véta 5.2.5

Necht je G kubicky graf neobsahujici smy¢ky a rzny od K3.G je hranové 3-
souvisly, pravé kdyZ je G esencialné hranové 3-souvisly.

Diikaz

,="“: Pokud je G hranové 3-souvisly, pak je podle véty 5.1.5 také esencialné
hranové 3-souvisly.

»,&"“: Necht je G esencialné hranové 3-souvisly a neni hranové 3-souvisly. Pak

nastava pravé jedna z nasledujicich tfi moznosti:
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1) Platik'(G) = 0. Vtomto piipadé je G nesouvisly, coz je spor stim, Ze je G
esencialné hranoveé 3-souvisly.

2) Platik'(G) = 1. V tomto piipadé G obsahuje most a to je spor s bodem c véty
5.2.2 atim, Ze je G esencialné hranové 3-souvisly.

3) Platik'(G) = 2. JelikoZ je graf G esencidlné hranové 3-souvisly, musi byt
vtomto pripadé vSechny hranové rezy grafu G velikosti 2 podle véty 5.2.4
trivialni. To vSak znamena, Ze G obsahuje alespon jeden vrchol stupné dva,

coZ je spor s tim, Ze je G kubicky graf.
Nasledujici véta 5.2.6 je obecné znama. Zde ji uvadime s jejim dikazem.

Véta 5.2.6

Necht je G je kubicky graf neobsahujici smy¢ky, rizny od K3 a obsahujici cyklicky
hranovy tez. Graf G je esencidlné hranové 4-souvisly, pravé kdyz je G cyklicky hranové
4-souvisly (tj. velikost minimalniho cyklického hranového rezu grafu G je alespoii 4).

Dilikaz

,="“ Jestlize je graf G esencidlné hranové 4-souvisly, pak podle véty 5.1.1
neexistuje esencidlni hranovy rez grafu G velikosti menSi neZ 4, a tedy ani cyklicky
hranovy rez grafu G velikosti mensi nez 4. Graf G je tedy cyklicky hranové 4-souvisly.

,&“ Necht' je graf G cyklicky hranové 4-souvisly, ale neni esencialné hranové 4-
souvisly, tj. podle véty 5.1.1 existuje esencidlni hranovy rez d(X) grafu G velikosti mensi
nez 4. Dokazme nyni sporem, Ze oba grafy G[X] a G[V(G) \ X] neobsahuji vrchol stupné
jedna. Necht tedy graf G[X] obsahuje vrchol stupné jedna. JelikoZ je G kubicky graf,
znamend to, Ze dvé hrany e a f esencidlniho hranového fFezu d(X) jsou incidentni
s vrcholem v. Necht je d hrana incidentni s vrcholem v obsazena v G[X]. Hranovy fez
(@X) \ {e, f} u{d}je esencidlni hranovy rez grafu G (G[X] obsahuje maximalné jeden
vrchol stupné jedna, jelikoZ je G kubicky graf a d(X) ma nejvyse tri prvky, a proto graf
G[X]\ d obsahuje alesponi jednu hranu a (3(X)\{e, f}) u{d} je tedy skutecné
esencialni hranovy ez grafu G) mensi velikosti nez d(X), coz je spor. Obdobné ani graf
G[V(G) \ X] neobsahuje vrchol stupné 1. Oba grafy G[X]a G[V(G) \ X] nejsou tedy
stromy (ani lesy) a obsahuji tedy kruznici. 3(X) je tedy cyklicky hranovy fez grafu G

velikosti mensSi nez 4, coZ je spor s tim, Ze je G cyklicky hranové 4-souvisly.

66



Algoritmus 5.2.1 (Esencialni hranova souvislost kubického grafu)
e Vstup: kubicky graf G neobsahujici smycky.
e Vystup: k.(G) (pokud je pro G definovana), nebo oznameni, Ze esencialni
hranova souvislost grafu G neni definovana.
1) Pokud plati v(G) < 243, pouzij algoritmus 5.1.1 a jdi na 8.
2) Pokud neni esencialni hranova souvislost grafu G definovana, jdi na 8.
3) Pokud je G nesouvisly, poloZ k. (G) := 0 ajdi na 8.
4) Pokud neni G hranové 2-souvisly, polozZ x,(G) := 1 ajdina 8.
5) Pokud neni G hranové 3-souvisly, poloZ k,(G) := 2 ajdi na 8.
6) Pokud neni G cyklicky hranové 4-souvisly, poloZ k. (G) := 3 ajdi na 8.
7) Poloz k,(G) := 4.
8) Pokud je pro G definovana esencialni hranova souvislost, vrat k,(G). Jinak

vrat ,Pro G neni esencialni hranova souvislost definovana“.

Pokud pro vstupni graf G algoritmu 5.2.1 plati v(G) < 243, pak se pouzije pro

urceni esencialni hranové souvislosti grafu G algoritmus 5.1.1 s ¢asovou sloZitosti 0(n3),
kde je ntad grafu G (jelikoz u kubického grafu G plati §(G) =3 am = %n, kde m znaci

velikost grafu G). Pokud plati v(G) > 243, zjisti se v kroku 2, zda G obsahuje esencialni
hranovy fez (tj. zda neni izomorfni s K3). Pokud je G izomorfni s K3, algoritmus piejde
na krok 8 a skonéi. Pokud G neni izomorfni s K3, zjisti se v kroku 3, zda je souvisly (napft.
pomoci BFS v ¢ase 0(n)). Pokud je G nesouvisly, plati x,(G) = 0 podle bodu b véty 5.2.2.
Pokud je G souvisly, zjisti se vkroku 4, zda je G hranové 2-souvisly (napf. pomoci
algoritmu 3.2.1 v ¢ase 0(n?)). Pokud souvisly graf G neni hranové 2-souvisly (tj.
obsahuje most), plati k,.(G) = 1 podle bodu c véty 5.2.2. Pokud je G hranové 2-souvisly,
zjisti se vkroku 5, zda je hranové 3-souvisly (pouZije se vysledek z kroku 4). Pokud
hranové 2-souvisly graf G neni hranové 3-souvisly, platix,(G) =2 podle véty 5.2.5.
Pokud je G hranové 3-souvisly, zjisti se v kroku 6, zda je cyklicky hranové 4-souvisly
(podle algoritmu 4.1.2 v ¢ase O(n%log®n)). Pokud hranové 3-souvisly graf G neni
cyklicky hranové 4-souvisly, plati k,(G) =3 podle véty 5.2.6. Pokud je G cyklicky
hranoveé 4-souvisly, je G podle véty 5.2.6 esencialné hranoveé 4-souvisly a plati x,(G) = 4,
jelikoz k,(G) mize byt maximalné 4 podle véty 5.2.3. Algoritmus 5.2.1 tedy vrati

esencialni hranovou souvislost vstupniho grafu G v ¢ase 0(n%log? n).
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6 Zaver

Prvnim cilem této diplomové prace bylo podat prehled o algoritmech pro urceni
hranové souvislosti grafu. Byly vybrany pouze dosud nejlep$i zndmé algoritmy pro
ur¢eni hranové souvislosti grafu a testovani hranové 2-souvislosti a hranové 3-
souvislosti grafu. Dale byl popsan dosud nejleps$i znamy algoritmus pro urceni cyklické
hranové souvislosti grafu a jeho ¢ast pro malé grafy byla implementovana, coZ byl druhy
cil této diplomové prace.

Navrzeni efektivniho algoritmu pro testovani esencialni hranové souvislosti ve
vhodné tridé grafd bylo tietim cilem diplomové prace. Byl nalezen algoritmus pro urceni
esencialni hranové souvislosti grafu v ¢ase 0(6(G)m?n) a také algoritmus pro urceni
esencialn{ hranové souvislosti kubického grafu v ¢ase 0(n?log? n).

Casova slozitost nalezeného algoritmu pro uréeni esencialni hranové souvislosti
kubického grafu je stejna jako ¢asova sloZitost uvedeného algoritmu pro urceni cyklické
hranové souvislosti kubického grafu, a proto je otevienym problémem, zda nelze
casovou sloZitost algoritmu pro urceni esencialni hranové souvislosti kubického grafu

jesté snizit.
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VstupniSoubor2.txt - nesouvisly kubicky graf.

VstupniSoubor3.txt - kubicky graf radu 50.

VstupniSoubor4.txt - kubicky graf fadu 100.
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