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Abstrakt

Prace se zabyva nahodnymi procesy V referen¢nim ramci moderni teorie pravdépodobnosti
s aplikacemi v oblasti modelovani finan¢nich ¢asovych fad. Z teoretické stranky piedstavuje
nekonecné délitelnd rozdéleni, Lévyho procesy a dale procesy s ndvratem ke sttedni hodnoté,
jejichz dynamika je Lévyho procesy fizena. Konkrétné se jedna o negaussovské Ornstein-
Uhlenbeckovy procesy, CIR proces a dalsi odvozené procesy. Tyto procesy jsou nasledné
vyuzity pro konstrukci stochastickych modeli vhodnych k modelovani charakteristickych
vlastnosti finan¢nich ¢asovych fad. Zkonstruované modely jsou téz vhodné k vyuziti pro
ocenovani opci s vyuzitim techniky inverzni Fourierovi transformace. Vétsina predstavenych
modelt je nasledné podrobena empirickému testovani na realnych datech.

Kli¢ova slova: nahodné procesy, finan¢ni Casové tady, stochastickd volatilita, Lévyho
procesy, negaussovské Ornstein-Uhlenbeckovy procesy, exponencialni Lévyho modely,
ocenovani inverzni Fourierovou transformaci



Abstract

The thesis deals with stochastic processes within the modern probability theory framework
with applications in the field of financial time series modelling. From the theoretical point of
view, it approaches infinitely divisible distributions, Lévy processes and mean-reverting
stochastic processing with dynamics governed by Lévy processes. Namely, non-Gaussian
Ornstein-Uhlenbeck processes, CIR process and other associated processes are concerned.
These processes are later used for construction of stochastic models suitable for modelling of
highlighted characteristic features of financial time series. Constructed models are also
suitable to be used within the inverse Fourier transform option pricing framework. The
majority of introduced models subsequently undergoes empirical testing on the real market
data.

Key words: Stochastic Processes, Financial Time Series, Stochastic Volatility, Lévy
Processes, Non-Gaussian Ornstein-Uhlenbeck processes, Exponential Lévy models, Inverse
Fourier Transform Pricing
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Uvod a motivace

Na finan¢ni data a informace o finan¢nich trzich jsme dennodenné upozornovani
z internetu, televize ¢i rozhlasového vysilani. Dozvidame se napiiklad o aktualnich cenach
akcii, hodnotdch burzovnich indexti ¢i cendch nerostnych surovin. Tyto hodnoty v Case
stoupaji a klesaji, nékdy velmi malo, jindy zase velmi znateln€¢. Pozorovani téchto udaji
v urcitych ¢asovych intervalech potom tvofi takzvanou (financni) casovou radu. Cilem
analyzy finan¢nich ¢asovych fad je alespon ¢astecné porozumét vyvoji finanénich aktiv a
ziskanych poznatkd vyuzit K piedpovidani budouciho vyvoje, ocenovani cennych papird ¢i
zajiStovani se proti riziku (Tsay 2010).

Analyza finan¢nich Casovych tfad je velmi rozsahla a komplexni disciplina snoubici fadu
teoretickych poznatkl s praxi finan¢nich trhi, a je prakticky nemozné obséhnout ji v jedné
diplomové praci. Zaméfime se zde tedy pouze na jedno z odvétvi analyzy vyuzivajici
specifické mnoziny nahodnych procesu, zvanych Lévyho procesy, a dalsich asociovanych
procest, S dirazem na modelovani nckterych typickych charakteristik vlastnich finanénim
Casovym fadam a na mozné aplikace naptiklad v ocenovani finan¢nich derivata.

Nahodné procesy jsou bezesporu dulezitou soucasti moderni teorie pravdépodobnosti. Jedna
se o matematicky velice bohaté objekty s Sirokou Skélou aplikaci ve fyzice, ekonomii,
financich a celé tadé dalSich odvétvi. Lévyho procesy, jez nesou jméno francouzského
matematika, univerzitniho profesora a ¢lena Francouzské akademie véd Paula Lévyho (1886-
1971), ptedstavuji jednu konkrétni skupinu ndhodnych procesti vyznacujici se nékterymi
specifickymi vlastnostmi, které si pfedstavime v pribehu této prace. Tato skupina procesti ma
fadu dilezitych zastupcii, mezi néz patii naptiklad Poissonuv proces a Brownitv pohyb
(Swishchuk 2009).

Idea vyuzit ndhodnych procesti k modelovani finan¢nich casovych fad se datuje jiz k poc¢atku
20. stoleti a je spojena s dal$im francouzskym matematikem Louisem Bachelierem (1870-
1946), jez jako prvni navrhl modelovat cenu financnich aktiv pomoci Brownova pohybu.
Pozd¢ji, v druhé poloviné 20. stoleti, se objevily modely zaloZené na exponencialni funkci
Brownova pohybu (takzvany geometricky Browniiv pohyb), jez piekonali nékteré z hlavnich
nedostatkli plivodniho modelu (zejména zajistili, Ze cena aktiva nemize byt zaporna). A
kone¢n¢ ke konci 20. a na pocatku 21. stoleti bylo za ucelem dalSiho ptiblizeni se k realité
pozorované na finan¢nich trzich pfedstaveno mnoZstvi alternativnich modelll vyuzivajicich
matematicky bohatSich Lévyho procesti, nez je Browntv pohyb (Swishchuk 2009).

Tato prace si klade za cil prezentovat Lévyho procesy, a n€které dalsi procesy vyuzivajici ve
své dynamice Lévyho procesu (jako jsou napiiklad Ornstein-Uhlenbeckovy procesy) ve svétle
moderni teorie pravdépodobnosti, ktera stoji na pevnych zakladech teorie miry a konceptu
Lebesgueovské integrace. Ddle je cilem sezndmit ¢tenare s nékterymi dilezitymi vlastnostmi
finan¢nich c¢asovych fad, vybudovat modely vyuzivajicich dfive ptfedstavenych procest
k zachyceni téchto typickych vlastnosti a prozkoumat teoretickou aplikovatelnost vybranych
modelll v oblasti modelovani cen rizikovych aktiv a asociovaného ocenovani financ¢nich
derivatu.



1 Zteorie miry, teorie pravdépodobnosti a teorie
nahodnych procesii

V této kapitole se budeme zabyvat nezbytnymi elementy moderni teorie pravdépodobnosti a
nahodnych procest, jeZz dnes pevné stoji na teorii miry a Lebesguové integralu. Nebudeme
zde zabihat do prilisnych detaill, které ¢tenat vzdy mize dohledat v pislusné literatute, ale
uvedeme vSechny nalezitosti potifebné k zakladnimu pochopeni teorie a k jeji auspésné aplikaci
ve svété finanéniho modelovani.

1.1 MnoZiny a mnozinové operace

Uvazujme né&jaké, zatim blize nespecifikované prvky (mohou to byt napiiklad body
v Euklidovském prostoru, posloupnosti ¢isel, funkce, jevy v ndhodném pokusu, atd.). Pro
oznaceni prvkd budeme pouzivat mald pismena a,b,c,.... MnoZiny jsou potom soubory
takovychto prvki a pro jejich oznaceni budeme pouzivat velké pismena 4, B, C, ....

Mnoziny obvykle definujeme né&jakou vlastnosti a zapisujeme {x : P(x)}, kde P(x) je dané
kritérium definujici pozadovanou vlastnost. Tedy pokud mame dany né&jaky prvek x, tak na
zaklad¢ znalosti kritéria P(x) jsme schopni rozhodnout, zda prvek do mnoziny patii ¢i
nikoliv. Zapis x € A oznacuje, ze x je prvkem mnoziny A a naopak symbolem ¢ znacime, ze
prvek do mnoziny nepatii. Poznamenejme, ze vzdy uvazujeme existenci n&jakého fixniho
prostoru elementarnich prvkii X, do kterého tedy patii vSechny uvazované prvky. Pripoustime
také existenci prazdné mnoziny, kterd neobsahuje zadné prvky a kterou budeme dle zvyklosti
znacit symbolem @. Dale zapisem A € B zna¢ime, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B,
coz znamena, ze pro vSechna x € A, plati také x € B. Zapis A = B poté znaci rovnost dvou
mnozin, kdy A i B obsahuji identické prvky, atedyA=B < Ac B ANA D B.

Tridy mnozin jsou definovany jako soubory, jejichZ prvky jsou samotné mnoziny a jsou tedy
samy o sob€ také mnoZzinami. Pro jejich znaceni vyuZzijeme velkych psacich pismen
A, B,C, .... Analogicky k ptedchozimu A € C znac¢i, ze mnozina A nalezi do tfidy C, zapis
C c D znamena, Ze tiida C je podtiidou tfidy D, C = D piedstavuje rovnost tfid mnozin, atd.
(Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014).

1.1.1 Zakladni mnoZinové operace

Sjednoceni dvou mnozin A U B je mnozina vSech prvki takovych, Ze lezi bud’ v A nebo v B a
nebo v obou mnozinach. Zapsano matematicky

AUB={x:x€A Vx€B}, (1.2)
a graficky je situace znazornéna na Obrdzku 1.1.

Priinik dvou mnozin A N B je mnozina vSech prvku takovych, ze lezi v A i B zaroven. Tuto
situace lze formalné popsat jako

ANB={x:x€AAx € B} (1.2)

Dvé mnoziny 4, B, pro néz plati A N B = @ nazyvame disjunktni. Ttidy mnozin nazyvame
disjunktni, pokud je kazda dvojice jejich prvkl (tedy mnozin) disjunktni.



A U B je cela Seda oblast

Obrazek 1: Sjednoceni mnozin

Rozdil dvou mnozin A — B je mnozina vSech prvka takovych, ze lezi v A, ale nikoliv v B, coz
zapisujeme

A—B={x:x€AANx¢&B} (1.3)

Situace pro pranik a rozdil je graficky zachycena na Obrdzku 2.

A N B je Seda oblast, mnozinové
rozdily jsou popsany

Obrazek 2: Prinik a rozdil mnozin
Dals8i z mnoZinovych operaci je symetrickd diference A A B, kterd oznauje vSechny prvky
takové, které jsou bud’ pouze v A nebo pouze v B. Tedy
AAB=(A-B)U(B—-A). (1.4)
Symetrickou diferenci zobrazuje Obrazek 3.

Komplementem A¢ mnoziny A nazveme takové prvky z prostoru X, které nejsou v A, tedy
AC =X — A.

Casto také budeme pracovat se sjednocenim a priinikem libovolného poétu mnozin. Necht A,
je mnozina pro libovolné y z n€jaké mnoziny indext I'. Potom



UA), = {x :x € A, pronéjakéy € F},
yer

ﬂ A, ={x:x € A, provsechnay €T}.
Yer

(15)

A A B je Seda oblast

Obrazek 3: Symetricka diference mnozin

Tvrzeni 1.1 (Mnozinové rovnosti) (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Necht' X je
prostor elementarnich prvki, @ prazdna mnozina a 4, B, C libovolné mnoziny s prvky z X.
Uved’'me n¢které dulezité piiklady mnozinovych rovnosti:

() AUB =BUAaAnNnB = BN A (komutativni zdkony);
(i) (AuB)uC=AuU(BUC)a(ANnB)NC =An (BN C) (asociativni zdkony),
(i) An(BUC)=(ANnB)U (AN C) (distributivni zdkon),
(ivy Au@=AaANno=0;
(v), AuX=XaAnX=A4
(vi) Je-liA c B, potom AN B = A a naopak;
(vii A—-B=AnBC
(viii) (AUB) =4°nB%a(4nB)¢ = A° U B¢ (De Morganovy zdkony);

. c
(ix) (UVEI"A)/)C = Nyer A]C, a (ﬂyepAy) = UyepA)(; (De Morganovy zdkony).

Diikaz: Dukaz Tvrzeni 1.1 je Kk nalezeni naptiklad v (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014)
u

1.1.2 Limity posloupnosti mnozin a indikatorova funkce

Necht' {4, : n = 1,2, ...} je posloupnosti podmnozin prostoru elementarnich prvka X. Vyraz

lim sup 4,, := ﬂ U A, (1.6)
n=1m=n

budeme nazyvat horni limita z {A,}. Horni limita z {4, } je tedy mnozina vSech x takovych,
ze x € A,, pro nekonecné¢ mnoho hodnot n (nicmén¢ zaroven také muze platit, ze x & A,, pro
nekonecné mnoho n). Jinak feceno, pro libovolné m lze nalézt n > m, pro které x € A,,.

Dolni limita z {A,} je potom dana vyrazem

lim infA,, == U ﬂ A (L.7)

n=1m=n



Jedna se tedy o mnozinu vSech x, které se vyskytuji ve v§ech kromé kone¢n¢ mnoha A4,,. Tedy
x € A, pro vSechnan > n,, ny € N.

Definice 1.1 (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Posloupnost {A4,} nazveme
konvergentni, pokud lim inf A,, = lim sup 4,,, a pro tuto mnoZinu pak pouzivame zapisu
lim A,. JelikoZ zfejmé liminfA, c limsup A,, pro dikaz, Ze Frada konverguje, staci
ukazat, Ze také lim inf A,, D lim sup 4,,.

Definice 1.2 (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Posloupnost {4,,} nazveme monoténné
rostouct (klesajici), pokud plati 4,, € 4,41 (4, D A,41) pro vSechna n. Takovouto mnozinu
budeme znacit A, T (4, 1).

Tvrzeni 1.2 (Monotonni konvergence mnozin) (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014)
Monoténné rostouci (klesajici) posloupnost {4,} je konvergentni a limA, = A, kde A =

Un=14, (limA, = A, kde A = N;-,A4,). Zna¢ime A, T A (4,, | A).

Dukaz: Tvrzeni dokazeme pouze pro piipad A, T (pro piipad A, | lze dikaz provést
analogicky). Necht' tedy A4,, je monotéonn¢ rostouci posloupnost mnozin. Potom Upy-, 4, =
U‘??l:l A‘I’L a tudiz

Z monotonie dale plyne, ze Nym-n Am = A, a tedy také

liminfA4, = U ﬂ A, = UAn.
n=1

n=1m=n
Ztejmé tedy plati lim infA,, = limsup 4,, alim A4, = Up~, A,. |

Definice 1.3 (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Necht’ A je mnozina. Jeji indikatorova
funkce 1,(x) je definovana nasledovné:

1 (x)—{l prox € A
4 Oprox(,I_A'

Tato funkce pln¢ urCuje mnozinu A, jelikoz je to mnozina takovych prvka x, ze A =
{x:1,(x) =1}

Tvrzeni 1.3 (Vlastnosti indikatorové funkce) (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014)
Necht’ X je prostor elementarnich prvkl, @ prazdnd mnozina a A, B libovolné mnoziny
s prvky z X . Uved’'me vybrané vlastnosti indikatorové funkce:

) 14(x) <13(x),Vx & ACB,;
(i) 1,(x) =153(x),Vx & A =B;
(iii) 1p(x)=0aly(x) =1,

(iv) 1,c(x)=1-1,(x),Vx;

Dukaz: Dukaz Tvrzeni 1.3 je K nalezeni napiiklad v (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014).
|



1.2 Zaklady teorie miry a pravdépodobnosti

1.2.1 Méritelné prostory a pravdépodobnostni mira

Uvazujme nyni, ze prostor elementarnich prvki je tvofen vSemi moznymi vysledky
vybraného nahodného pokusu. Takovyto prostor nazyvame prostorem elementarnich jevii (1 a
jeho prvky w nazyvame elementdrnimi jevy. Rekneme, Ze prostor elementirnich jevil je
diskrétni, pokud je prostor  kone¢ny nebo spocetny. Pokud je prostor Q nespocetny, pak
prostor elementarnich jevli nazyvame spojity. V této podkapitole se budeme zabyvat
nékterymi matematickymi Strukturami a specidlnimi mnozinovymi funkcemi, které lze na
prostoru Q zkonstruovat a které se ukazi jako velmi vyhodné pro dal§i budovani teorie
pravdépodobnosti.

Definice 1.4 (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Necht Q je neprazdny prostor
elementarnich jevii. Oznaéme 2% viechny mozné podmnoziny prostoru Q véetné prazdné
mnoziny @. Dale uvazujme tfidu podmnozin F c 2% a nasledujici vlastnosti:

) 0eFaQedF,
(i) Pokud A € F, potom také A¢ € F (uzavienost viici doplitkiim);
(i)  Pokud A, B € F, potom také A U B € F (uzavienost viici sjednocenim),
(iv)  Pokud {A4,} € F je spocetna posloupnost jevi, potom U,eyAn € F (uzavienost
VUci spocetnym sjednocenim).

Ttidu F nazveme algebrou na Q, spliuje-li podminky (i), (ii) a (iii). Ttidu F nazveme
o-algebrou na Q, pokud je algebrou splnujici také podminku (iv).

Poznamka: (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Z Definice 1.4 je patrné, ze je-li F
o-algebrou, pak je také algebrou. Opacné implikace ale neplati. Z De Morganovych zédkonl
(viz. Kapitola 1.1.1) dale plyne, Ze pokud F je o-algebra na Q a {A,} € F je spoCetna
posloupnost jevil, potom NpenAn = (UnenA%)C € F (tedy o-algebra je také uzaviend viici
spocetnym prunikiim).

Definice 1.5 (Williams 1991) Necht ( je neprazdny prostor elementarnich jeva a F je o-
algebra na prostoru Q. Dvojice (Q,F) se potom nazyva méritelny prostor a prvky F se
nazyvaji F-méfitelné podmnoZiny prostoru Q.

Definice 1.6 (Williams 1991) Necht C je tfida podmnozin prostoru Q. Nejmensi o-algebru
F na Q takovou, ze C € F, nazyvame o-algebra generovand C a znac¢ime ji o (C).

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006, Williams 1991) Lze ukazat, ze o-algebra generovana
tiidou C je urena jednoznaéné a jedna se o prunik vSech o-algeber F, jez obsahuji C.
Matematicky zapsano

O'(C)Z ﬂ F, (1.8)
Fei(e)

kde 7(C) ={F :C c FaF jeo — algebrana Q}.

Definice 1.7 (Athreya a Lahiri 2006) Necht S je libovolna neprazdna mnozina. Tiida
mnozin C C S se nazyva m-systém, pokud pro libovolné A, B € C plati AN B € C.

Pozndmka: (Williams 1991) m -systém je tedy mnozinova struktura uzaviena vuci
sjednoceni. Je tak ziejmé, ze kazda o-algebra (a dokonce i kazda algebra) je m-systém. Dale
neni obtizné ukazat, ze tiida mnozin w(R) = {(—o0, x] : x € R} tvoii m-sytém na S = R.



Definice 1.8 (Klenke 2008) Necht’ S je libovolna neprazdna mnozina. Tfida mnozin T C S
se nazyva topologie na S, pokud spliiuje nasledujici:

(i) PpeTaSeT,
(i) Pokud A,B € T,potomtaké ANB €T
(i)  Uger A € T pro libovolnout c 7.

Dvojici (S, T) nazyvame fopologicky prostor. Mnoziny A € T nazyvame oteviené a mnoziny
A C S takové, ze A® € T nazyvame uzaviené.

Poznamka: (Klenke 2008) Na rozdil od o -algeber, topologie jsou uzaviené pouze pod
kone¢nymi priniky, ale zato jsou uzaviené pod libovolnym sjednocenim. Navic u topologie
nepozadujeme uzavienost vaci doplikim.

Definice 1.9 (Athreya a Lahiri 2006, Klenke 2008) Necht' (Q,T) je topologicky prostor.
Borelovska o-algebra B(Q) na ( je g-algebra generovana tfidou oteviFenych mnozin na (.
Tedy B(Q) := a(T) a prvky B(Q) se nazyvaji borelovsky meritelné.

Poznamka: V mnoha piipadech nas bude nejvice zajimat borelovska o -algebra B(R)
generovana vSemi otevienymi intervaly na R.

Tvrzeni 1.4 (Generovani borelovské o-algebry na R) (Williams 1991) Necht’ B(R) je
borelovska o -algebra na R a m(R) = {(—o,x] : x € R} je mw-systém na R. Potom plati
B(R) = o(n(R)).

Dukaz: Jedna se o rovnost mnozin a je tedy tieba ukazat, ze B(R) c a(n(R)) a zaroven
B(R) o G(T[(]R)). Druha relace je jednoducha, jelikoz pro vSechna x € R plati

o= ()(cmrv)

neN

Ziejmé se tedy jedna o spocetny prinik otevienych intervall a tudiz (—oo, x] € B(R).

Nyni je tieba ukazat, Ze pro vSechna a, b € R otevieny interval (a,b) € a(n(R)). Pro kazdé
¢ > a ale plati
(a,c] = (—oo,c] N (=, alC,

atedy (a,c] € G(H(R)). Dale pro € = %(b —a)

(a,b) = U (a,b - %],

neN

a ziejmé tedy (a, b) € a(n(]R)). ]

Dale se budeme zabyvat mnozinovymi funkcemi a mirami. Mnozinova funkce s je funkce
definovana na néjaké tfidé mnoZin, kterd kazdé mnoZin€ v dané tfid¢é pfifazuje funkéni
hodnotu. Rekneme, Ze mnozinova funkce je redind, pokud funkéni hodnoty nalezi oboru
realnych ¢isel (viz. Obrdzek 4).

Definice 1.10 (Athreya a Lahiri 2006, Jacod a Protter 2003) Necht' (Q, F) je méfitelny
prostor. Potom mnozinovou funkci u : F — [0, o] nazyvame mira na (Q,F), pokud spliuje
nasledujici:

(i) u(A) € [0, 0] pro vSechna A € F;

(i) u(@)=0;



(ili)  Pro jakoukoliv spo¢etnou posloupnost po dvou disjunktnich mnozin {A,,} € F plati

I (lj An> = i 1(Ay).
n=1 n=1

Trojici (Q, F, u) dale nazyvame prostor s mirou.

Poznamka: (Williams 1991) Vlastnost (iii) vySe nazyvame spocetnd aditivita miry.
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Obrazek 4: Realna mnozinova funkce

Definice 1.11 (Athreya a Lahiri 2006, Maly 2014, Williams 1991) Necht (Q,F,u) je
prostor s mirou. Rekneme, Ze vlastnost prostoru s mirou plati skoro viude, pokud je splnéna
vSude az na mnozinu miry nula. Miru u nazveme diskrétni, pokud existuje spocetna mnozina
A € F takova, ze u(A%) =0, a spojitou, pokud u({w}) =0, Yw € Q. Miru p nazveme
konecnou nebo nekonecnou podle toho, zda u(Q) < o nebo u(Q) = co. Kone¢nou miru y :
F — [0,1], pro kterou plati u(2) = 1 budeme nazyvat pravdépodobnostni mira a budeme ji
znatit P. Trojici (Q, F, P) potom budeme nazyvat pravdépodobnosti prostor. Rekneme, Ze
pravdépodobnostni prostor (Q, F, P) je uplny, pokud pro kazdou A € F, kde P(A) = 0, plati,
Zzepokud B c A,pak B € F.

Poznamka: (Brzezniak a Zastawniak 2002, Jacod a Protter 2003) Kazda konec¢na (a tedy i
pravdépodobnostni) mira p na (Q,F) je také o -konecnd, coz znamena, Zze existuje
posloupnost {4,, : n € N} € F takova, Ze

p(dy) <oo,VneN a U A, = Q. (1.9)

neN

Matematicky model nahodného pokusu ma tedy podobu pravdépodobnostniho prostoru
tvofeného trojici (Q, F, P). Q zde ptedstavuje neprazdny prostor tvoieny elementarnimi jevy
w a o -algebra F predstavuje mnozinovy systém, ktery uchovava vSechny mozné jevy
v daném experimentu. Tudiz kazdy mozny jev A je prvkem o-algebry F a jedna se tedy o F-
méfitelnou podmnozinu (). Pravdépodobnostni mira P potom kazdému jevu A € F pfifazuje
¢islo P(A) mezi 0 a 1, které nazyvame pravdépodobnost jevu A. Pro pravdépodobnost
doplitkového jevu A€ pak ziejmé plati P(A) =1 — P(A). Navic o jevu A fekneme, Ze
nastava skoro jisté (¢asto zkracovano s. j.), pokud P(A) = 1.



v v

Véta 1.1 (Carathéodoryova véta o rozsireni) (Williams 1991) Necht Q je neprazdny
prostor elementarnich jevi, F, je algebra na Q a oznaéme F := a(F,). Pokud existuje
mnozinova funkce P, na F, takova, ze spliiuje podminky pravdépodobnostni miry na F, pak
existuje jedine¢na pravdépodobnostni mira P na (Q,F) rozsifujici P, takova, ze Py(A) =
P(A), pro vSechna A € F,,.

Dukaz: Dikaz Very 1.1 piekraduje rozsah této prace a je k nahlédnuti naptiklad v (Klenke
2008). |

Pozndmka: (Williams 1991) Dale lze ukazat, ze jsou-li dvé pravdépodobnosti miry P a Q na
meéfitelném prostoru (Q, G(C)) shodné na m-systému C, pak se také shoduji na o-algebie
0(C) generované timto m-systémem.

Tvrzeni 1.5 (Vlastnosti pravdépodobnostni miry) (Athreya a Lahiri 2006, Williams
1991) Necht' (Q,F, P) je pravdépodobnostni prostor a jevy A, B, A4, ...,A, € F. Uved'me
nékteré dulezité vlastnosti, které plati pro pravdépodobnostni miru P:

(i) ProA c B plati P(A) < P(B) (monotonie);
(i) P(A;UA,U..UA,) <P(A)) +P(Ay) + -+ P(A,) (konecnd subaditivita);
(i)  P(A; VAU ..UA,) =YicnA; — X Xicj<n P(Ai N Aj) + XX Yicj<ksn P(Ai n
Aj N Ak) — -+ (=D P(A; N Ay N ... 0 Ay) (inkluzné-exkluzni vzorec).

Dukaz: Dikaz Tvrzeni 1.5 je K nalezeni naptiklad v (Athreya a Lahiri 2006). |
Poznadmka: Specialné pro dva jevy A, B € F tedy podle vlastnosti (iii) vyse plati P(A U
B) = P(4) + P(B) — P(A N B).

Tvrzeni 1.6 (Monoténni konvergenci miry) (Jacod a Protter 2003, Williams 1991)
Necht' (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor a {A, : n € N} € F je spoCetna posloupnost
jeva. Potom:

(i) PokudA, TA, A= U;-,A,, potom P(A,) T P(A) (spojitost zdola);
(i) Pokud A, | A, A= Ny-,A,, potom P(A4,) | P(A) (spojitost shora).

Dukaz: Pro dikaz tohoto tvrzeni vyuZijeme takzvaného zdisjunktnéni. V ptipadé (i) pro
{A,} plati A,, € A,,,1. Definujme novou posloupnost mnozin {E,} tak, ze E; := A; a E, =
Ap — Ap_1 pron > 1. Mnoziny E,, jsou tak zfeymé vzajemné disjunktni a plati 4,, = E; U
..UE,. Tedy

P(A,) = P(E, U ..UE,) = Z P(E) 1 Z P(E;) = P(A).
i=1 i=1

V ptipadé (ii) pouZijeme piipad (i) na posloupnost {(4; — 4,) : n € N}, |
Poznamka: (Jacod a Protter 2003) Specialné pokud 4, T A, A :== Ujy=1 4, = Q, dostavame
P(A,) T1,apokud 4, | A, A :=N;-, A, = @, dostavame P(4,) ! 0.
Véta 1.2 (Borel-Cantelliho lemmata) (Athreya a Lahiri 2006) Necht (Q,F,P) je
pravdépodobnostni prostor a {A,} € F je spoCetna posloupnost jevii. Potom:
(i) Pokud ¥_; A, < oo, potom P(lim sup 4, ) = 0 (Prvni Borel-Cantelliho lemma);
(i)  Pokud Y2, A, = o a prvky posloupnosti {4,} jsou po dvou nezavislé, potom
P(lim sup 4,) = 1 (Druhé Borel-Cantelliho lemma).

Dukaz: Diukaz Veéty 1.2 je k nalezeni naptiklad v (Athreya a Lahiri 2006). ]
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Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Tento vysledek je také n€kdy nazyvan jako 0-1 zakon,
jelikoz tvrdi, Ze pro spoCetnou posloupnost po dvou nezavislych jeva {A,} je
pravdépodobnost, ze n&jaky jev patiici do posloupnosti nastane nekone¢né mnohokrat, rovna
bud’ 0, nebo 1, a to podle toho, zda Y;,_; A, < o nebo };_, A, = oo.

Ve velké vétSin€ ptipadli nas v této praci bude zajimat pravdépodobnostni mira zavedena
v Definici 1.11. Nyni si ale uved'me piiklady nékterych dalSich dilezitych mér, se kterymi se
Vv prib¢hu prace setkdme.

Lebesgueova mira: (Klenke 2008, Williams 1991) Budeme se zabyvat pouze specialnim
piipadem Lebesgueovy miry A na (]R, B(]R)), ktera odpovida konceptu délky intervalu. Tedy
pro vSechny polouzaviené (nebo oteviené, nebo uzaviené) intervaly (a, b], a,b € R, a < b,
na R je Lebesgueova mira A definovéna jako A((a, b]) := b — a. Lze ukézat, 7e Lebesgueova
mira na (]R, B(R)) je o-konecna.

Lebesgue-Stieltjesova mira: (Klenke 2008) Tato mira je uréitym zobecnénim Lebesgueovy
miry popsané vySe. Necht' funkce F : R — R je neklesajici a zprava spojita. Potom miru g
na (R,B(R)), definovanou pro vsechny polouzaviené (nebo oteviené, nebo uzaviené)
intervaly (a,b], a,b €R, a <b, jako up((a,b]) = F(b) — F(a), nazyvame Lebesgue-
Stieltjesova mira generovand F . PovS§imnéme si, ze specialné pro F(x) = x dostavame
Lebesgueovu miru na (R, B(]R)).

Citaci mira: (Athreya a Lahiri 2006) Citaci mira p na méfitelném prostoru (Q, F) je velmi
intuitivni mérou uchopujici pojem velikosti mnoziny ve smyslu poctu jejich prvki. Pro
libovolnou A € F definujeme citaci miru u(A) == |A|, kde |A| znaéi kardinalitu mnoziny A.
Lze ukézat, Ze pokud je prostor Q spocetny, pak je u g-konecna.

Diracova mira: (Klenke 2008) Diracova mira 6, na méfitelném prostoru (£, F)je uzce
spojena s indikatorovou funkci z Definice 1.3, jelikoz pfifazuje mnoziné jeji miru pouze na
zakladé¢ toho, zda mnozina obsahuje dany prvek w € ( ¢i nikoliv. Pro libovolnou A € F tedy
8 (A) = 1,4 (w).

Rovnomérné rozdélena mira: (Klenke 2008) Necht' (Q, F) je méfitelny prostor S kone¢nou
mnozinou Q. Miru « definovanou jako «(A) = |A|/|Q| pro A € F nazveme rovnomérné
rozdélend. Lze snadno ovefit, Ze takto definovand mira bude spliovat podminky
pravdépodobnostni miry na (Q, F).

1.2.2 Méritelné funkce a nahodné proménné

V této kapitole se zamétime na meéritelné funkce a redlné ndahodné proménné. M¢titelné
funkce jsou strukturu zachovavajici funkce mezi méfitelnymi prostory a predstavuji analogii
ke spojitym funkcim mezi topologickymi prostory. Nahodné proménné jsou potom specialnim
pfipadem méfitelnych funkei, které zobrazuji z pravdépodobnostniho do jiného méfitelného
prostoru. V piipad€ realnych nahodnych proménnych se jednd konkrétn€ o zobrazeni
z pravdépodobnostniho prostoru do méfitelného prostoru (]R, B(R)), kde R je mnozina vSech
realnych ¢isel a B(R) je borelovska g-algebra na R.

Definice 1.12 (Athreya a Lahiri 2006, Klenke 2008) Necht (S,A) a (T, B) jsou méfitelné
prostory a necht' & : § — T je funkce na S. Rekneme, Ze funkce € je (A, B) -méFitelnd, pokud
pro vSechna B € B plati

§'(B)={s€S:¢(s) EB}EAA,
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a zapisujeme & : (S,A) - (T,B) . Pro (T,B) = (R, B(R)) oznatime funkci jako A -
méritelnou, ¢i pouze méritelnou, pokud je zfejmé, o jakou o-algebru se jednd. Dale necht’
(Q,F,P) a (T,G,Q) jsou pravdépodobnostni prostory a necht X : Q — T je funkce na Q.
Funkci X nazveme ndahodnou promeénnou nebo nahodnou velicinou, pokud pro vSechna G € G
plati

X16)={weQ:X(w) EG}EG,

a zapisujeme X : (Q,F) - (I,G) . Pro (I,G) == (R, B(R)) (& pro libovolné konetné,
spocetné 1 nespocetné podmnoziny R a piislusné o -algebry) budeme pouzivat oznaceni
realnd nahodna promenna.

Véta 1.3 (Operace s nahodnymi proménnymi) (Athreya a Lahiri 2006, Maly 2014)
Necht' X je nahodna proménna a {X, : n € N} je posloupnost ndhodnych proménnych na
pravdépodobnostnim prostoru (£, F, P). Potom plati nasledujici:

(i) Funkce |X|, X? a 1/X jsou ndhodné proménné kdekoli uvedené operace davaji
smysl;
(i)  Funkce X; + X,, X; — X,, X1X,, X1/X, jsou nahodné proménné tam, kde uvedena
operace dava smysl;
(i)  Funkce sup, X, inf, X,,, lim sup X,,, lim inf X,, a h(X) pro borelovskou funkci h,
jsou ndhodné proménné.

Diikaz: Dukaz Vety 1.3 je k nalezeni naptiklad v (Maly 2014). |

Véta 1.4 (Skladani nahodnych proménnych) (Jacod a Protter 2003) Necht' (Q, F, P)
a (I',G,Q) jsou pravdépodobnostni prostory a X,Y jsou nahodné proménné takové, ze
X:(QF)->T,6ayv: (TG - (R B(R)). Potom funkce Y (X) : (Q,F) - (R, B(R).
-1
Diikaz: Necht G € G. Potom (Y(X(G))) = X Y(Y71()). Jelikoz Y je méfitelnd funkce,
tak plati F :== Y~1(G) € F, a jelikoz X je také méfitelna funkce, dostavame X 1(F) € F.
|
Definice 1.13 (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Necht’ (S,7T) a (U, V) jsou topologické
prostory a necht B(S) a B(U) jsou borelovské o-algebry na S a U respektive. Mé&fitelnou
funkci f : (S,'B(S)) - (U,'B(U)) pak nazyvame borelovska funkce.

Poznamka: (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Lze ukazat, ze libovolna spojita funkce
f:S = U je funkce borelovska a tudiz (B(S),B(U)) -méfitelna. V dalsim priabéhu prace
budeme vzdy uvazovat borelovské funkce, kde S = U := R, nebude-li uvedeno jinak.

Definice 1.14 (Brzezniak a Zastawniak 2002) Necht X je realnd nahodna proménna na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P). Nasledné definujme o(X) = O'(X ~1(B),B € B(R))
a o(X) pak budeme nazyvat a-algebra generovand ndahodnou promeénnou X.

Poznadmka: (Brzezniak a Zastawniak 2002, Williams 1991) Je ziejmé, ze pro nahodnou
proménnou X na (Q, F, P) plati 0(X) c F. Dale pro n&jakou posloupnost realnych nahodnych
proménnych {X, :n € N} je o(X,, : n € N) definovana jako nejmens$i o -algebra, ktera
obsahuje viechny udalosti typu X;;1(B), B € B(R), n € N.

1.2.3 Pravdépodobnostni rozdéleni a distribu¢ni funkce

Piedpokladejme, Ze se nachazime na pravdépodobnostnim prostoru (Q,F,P), ktery je
vybaven realnou nahodnou proménnou X. Upozornéme zde ¢tenafe, ze vSechny nahodné
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proménné budeme v dal$im prub&hu kapitoly pro jednoduchost chapat jako realné nahodné
proménné, nebude-li uvedeno jinak. Zobecnéni pro libovolné méfitelné prostory je potom
piimocar¢.

Z ptedchozich dvou kapitol plynou nasledujici vztahy:

X
O — R
1

[01] — F <— B(R) (1.10)

P x1
nebo také [0,1] «— o(X) «—— B(R).

Vyse uvedené ndm potom umoznuje definovat pravdepodobnostni rozdeéleni ndhodné veli¢iny
X a poté zkonstruovat takzvanou distribucni funkci tohoto rozdéleni.

Definice 1.15 (Athreya a Lahiri 2006, Williams 1991) Necht' X je ndhodnd proménna na
pravdépodobnostnim prostoru (Q,F,P) . Pravdépodobnostni rozdéleni (nebo Casto jen
rozdéleni) Py : B(R) — [0,1] nahodné veli¢iny X je potom definovano jako nasledujici
kompozice:

Px(B) =P(X~*(B)), B € B(R).

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Neni obtizné ukazat, ze Py spliiuje podminky uvedené
v Definici 1.10 a Definici 1.11 a jedna se tak o pravdépodobnostni miru na (R, B(R)).
Definici 1.15 Ize dale zobecnit pro libovolné dva métitelné prostory (S, A) a (T, B) a n¢jakou
(A, B)-méfitelnou funkci &, kdy potom pro zvolenou miru u na (S, A) mnozinova funkce
u(f ‘1(8)),3 € B, piedstavuje miru na (T, B). Takovou miru nazyvame é-indukovand mira
na (T,B). Dle vyse uvedené terminologie je tedy pravdépodobnostni rozdéleni Py vlastné
X-indukovana (pravdépodobnostni) mira na (R, B(R)).

Obvykle tedy mame k dispozici méfitelny prostor (Q,F) tvofeny fixnim prostorem
elementarnich jevu  a o-algebrou vsech moznych jeva F na Q, na kterém je piedepsana
nahodné proménnd X, kterd zobrazuje elementarni jevy z Q na redlnou osu. Poté ptedstavime
zvolenou pravdépodobnostni miru P na (Q,F), coz vede Kk jednoznatnému ureni
pravdépodobnostniho rozdéleni Py ndhodné veli¢iny X na (R,B(R)). Takto miZzeme
zkoumat rozli¢né chovani rozdéleni Py ndhodné proménné X pro rtizné volby miry P.

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Realnou nahodnou proménnou X ozna¢ime jako
diskrétni, pokud je jeji pravdépodobnostni rozdéleni Py diskrétni pravdépodobnostni mira,
tedy existuje spocetnd mnozina B € B(R) takova, ze Py(B) = 1. Naopak pokud Py({x}) = 0,
Vx € R (tedy Py je spojita pravdépodobnostni mira), nazveme nahodnou proménnou X
spojita. V ostatnich ptipadech ozna¢ime X jako smiSenou nahodnou proménnou.

Rekneme, e rozdéleni nahodné veli¢iny X je symetrické, pokud Py(B) = Py(—B) pro
vSechna B € B(R). Dale fekneme, ze dvé nadhodné veli¢iny jsou stejné rozdélené (zapisujeme
x< Y, kde operator 4 predstavuje rovnost v distribuci), pokud jejich rozdéleni Py a Py jsou
identicka (tedy pokud Pyx(B) = Py(B), VB € B(R) ). Pravdépodobnostni rozdéleni Py y
vektoru dvou nahodnych proménnych (X,Y) nazyvame sdruzené rozdéleni (X,Y) a rozdéleni
Py a Py, potom v tomto piipadé nazyvame margindlni rozdeéleni (X,Y) (Applebaum 2009).

Definice 1.16 (Williams 1991) Necht X je nahodna proménna na pravdépodobnostnim
prostoru (Q,F,P) a Px je jeji pravdépodobnostni rozdéleni. Dale pro x € R oznacme
PX<x)=P{weQ:X(w) < x}).Potom funkci Fy : R — [0,1], definovanou jako
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Fy(x) := PX((—OO,x]) =P(X<x), x€ER,

nazyvame (kumulativni) distribucni funkce X. Pro kazdy polouzavieny (nebo otevieny, nebo
uzavieny) interval (a, b], a,b € R, a < b, pak zfejmé plati PX((a, b]) = Fx(b) — Fx(a).

Tvrzeni 1.7 (Vlastnosti distribucni funkce) (Athreya a Lahiri 2006, Williams 1991)
Necht’ X je realna ndhodna proménna na pravdépodobnostnim prostoru (, F, P) a Fx je jeji
distribu¢ni funkce. Potom pro Fy plati:

(i) Prox; < xy, xq1,%; € R, plati Fy(x;) < Fy(x,) (neklesajici funkce);
(i) Prox € R, li£n F(y) = F(x) (spojitost zprava);
ylx

(iii) lim Fy(x) =0a lim Fy(x) =1.
X——00 X—+00

Duakaz: V piipadé (i) pro x; < x, dostavame (—oo,x;] € (=0, x,]. Jelikoz Py je mira na
(IR{, B(IR{)), tak z monotonie dostdvame

Fy(x,) = PX((—C’O: x1]) < Px((—OO, xz]) = Fx(x,).

Pro dokazani ¢asti (ii) vyuzijeme spojitosti shora miry Py. Necht tedy x,, | x, potom mnoziny
(=00, x,] 4 (—o0,x] atedy

Fy(x,) = PX((—OO,xn]) J, PX((—OO'X]) = Fx(x).

Dale pokud x,, | —0 ay, T +oco, potom (—0,x,] | @ a (—o,y,] T (=, +0). Z vlastnosti
pravdépodobnostni miry a ze spojitosti shora a zdola, respektive, pak dostavame (iii).
|

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Z vyse uvedeného je ziejmé, ze distribuéni funkce Fy
vzdy existuje a jeji znalost je ekvivalentni ke znalosti pravdépodobnostniho rozdéleni Py,
které 1ze z Fy zpétné zkonstruovat (rozdéleni Py nebude nic jiného nez Lebesgue-Stieltjesova
mira na (R, B(R)) generovana funkei Fy; viz. ptiklady mér v Kapitole 1.2.1). Z Tvrzeni 1.4 a
poznamky pod Verou 1.1 dale plyne, Zze pokud se dvé pravdépodobnostni rozdéleni Py a Py
nahodnych veli¢in X a Y shoduji na m(R) = {(—,x] : x € R}, potom se také shoduji na

B(R). Tedy pokud Fy(x) = Fy(x), Vx, potom X Sy,

1.2.4 Integrace vzhledem k mire

Necht' (Q,F,u) je prostor smirou a f : Q - R je méfitelna funkce, o které vzdy v této
kapitole predpokladame, ze se nachazi na prostoru (€, F, u), pokud neni feceno jinak. Cilem
této kapitoly je definovat integral méfitelné funkce f vzhledem Kk libovolné mife u .
V nésledujici kapitole potom aplikujeme poznatky z této kapitoly na pravdépodobnostni
prostory a ndhodné veli¢iny.

Definice 1.17 (Jacod a Protter 2003, Maly 2014) Funkci f5 : Q - R nazveme jednoduchou,
pokud ji lze vyjadfit jako
n

F@) = ala (@),

i=1

kde aq; e Ra A; e Fproi=1,2,..,n. Jednoduchou funkci lze tedy vyjadfit jako linearni
kombinaci indikatorovych funkci mnozin z F.
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Poznamka: (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Je zfejmé, ze takto definovana
jednoducha funkce f5 je méfitelnd. Dale lze ukézat, Ze pro kazdou nezipornou méfitelnou
funkci f existuje rostouci posloupnost jednoduchych funkei {f;’ } takova, ze f;; T f.

Definice 1.18 (Athreya a Lahiri 2006) Necht’ £ je nezdporna jednoducha funkce. Integrdl
jednoduché funkce f5 vzhledem k miie u definujeme jako

n
[ Fodu= antap,
i=1
a jako konvenci pfijmeme vztah 0 X co = 0.

Poznamka: (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Lze wukazat, ze hodnota vyse
definovaného integralu je nezavisla na konkrétni reprezentaci jednoduché funkce, tedy pokud
f° mize byt vyjadfena také jako f° = XJL b; 15, potom musi platit ¥iL; a; u(4;) =
Yi=1bi u(By).

Definice 1.19 (Athreya a Lahiri 2006) Necht' f je nezdporna méfitelna funkce a {f;’} je
libovolna rostouci posloupnost jednoduchych funkci na (Q,F, u) takova, ze f;° T f. Potom
integral funkce f vzhledem k mife u je definovan jako

| £ ue=tim [ fuan

Definice 1.20 (Athreya a Lahiri 2006) Necht' f je libovolna méfitelna funkce. Dale necht’
[~ =—flcoyaf' = fls). Integral funkce f vzhledem k mife u je potom dan vyrazem

[ rauw= | rrau- [ ran

za predpokladu, Ze alespoii jeden z integrali na pravé strané je konec¢ny.

Poznidmka: PovSimnéme si, ze funkce f* a f~ jsou nezaporné méfitelné funkce a f = f+ —
f~al|fl=f"+ f~. Tudiz oba integraly na pravé strané jsou definovany Definici 1.18 a
Definici 1.19.

O méfitelné funkci f fekneme, Ze je integrovatelna vzhledem k p pokud [ f du < oo, coz
plati pravé tehdy, kdyz [ f*du < oo a [ f~du < . Vyraz [ f du také nekdy rozepisujeme
detailngji jako fQ f(w) u(dw) nebo | of (w) du(w). Pro integral podle Lebesgueovy miry v
R obvykle pozivdme znadeni [ f(x) dx a oznacujeme ho jako Lebesgueiiv integral funkce f
(Athreya a Lahiri 2006, Maly 2014).

Pozndmka: Existuje tada vztahi mezi Lebesgueovym, Newtonovym a Riemannovym
integralem. Touto problematikou se podrobné&ji zabyva (Athreya a Lahiri 2006), (Klenke
2008), (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) i (Maly 2004). My zde pouze poznamename, Z¢
mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci je podmnozinou mnoZiny lebesgueovsky
integrovatelnych funkci. Naopak lebesgueovsky a newtonovsky integrovatelné funkce maji
pouze spolec¢ny prinik. Pokud ale v obou vyse uvedenych piipadech oba integraly existuji,
pak maji stejnou hodnotu.

Definice 1.21 (Athreya a Lahiri 2006) Necht’ f je méfitelna funkce a A € F. Potom integral
z funkce f ptes mnozinu A vzhledem k mife u je definovan jako

Lfdu:jmdu,
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za predpokladu, ze prava strana je definovana. Specialn¢ potom

fAdu =f1A dp = pu(A).

Definice 1.22 (Athreya a Lahiri 2006) Necht’ (Q, F, u) je prostor s mirou a p > 0. Potom
prostor LP (Q, F, u) definujeme jako

@0 = {+ [If1Pdu < oo}

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Ziejmé tedy vSechny integrovatelné funkce f patii do
prostoru L*(Q, F, u).

Tvrzeni 1.8 (Vlastnosti integralu) (Athreya a Lahiri 2006, Klenke 2008) Necht' f, g €
LY(Q, F, u). Potom plati:
(i) [laf +Bg)du=a/ fdu+p [ gduprolibovolné a, f € R (linearita);
(ii)  Pokud f < g skoro vSude, potom [ fdu < [ gdu, specidlné pokud f = g skoro
vSude, potom [ f du = [ g du (monotonie);
(iii) | fdul < [If|du (trojihelnikova nerovnost);
(iv)  Pokud f =0, potom [ fdu > 0a [ f du = 0 pravé tehdy, kdyz f = 0 skoro vSude
(nezapornost).

Dukaz: Dikaz Tvrzeni 1.8 je k nalezeni v (Klenke 2008) a (Athreya a Lahiri 2006). |

Tvrzeni 1.9 (Integrovatelnad majoranta) (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014, Maly
2014) Necht g € L*(Q, F,u) a f je méfitelna funkce takova, e |f| < g skoro viude. Potom
také f € L'(Q,F, ) a funkci g nazyvame integrovatelnd majoranta.

Dukaz: Dikaz Tvrzeni 1.9 plyne z vlastnosti integralu v Tvrzeni 1.8. |

Véta 1.5 (Cebysevova nerovnost) (Athreya a Lahiri 2006, Maly 2014) Necht' f je
méfitelna funkce a a,p > 0. Potom

il = ap < 04

Diikaz: Jelikoz |f| je nezdporna funkce, plati [ |f|du = f{mza} Ifldu = au({|f] = a}).
Déle ze ziejmé platné rovnosti {|f| = a} = {|fP| = aP}, a,p >0, jiz snadno dostdvame
CebySevovu nerovnost. ]

V nasledujici ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat takzvanou Radon-Nikodymovo derivact,
jez se hojné vyuziva pfi technice zvané zmena miry v integralu.

Definice 1.23 (Athreya a Lahiri 2006, Klenke 2008) Necht’ (Q, F) je méfitelny prostor a
necht’ u a v jsou miry na (Q,F). Rekneme, Ze u je absolutné spojitd vzhledem k v, znageno
U KL v, jestlize

v(A) = 0= u(Ad) =0, VAETF.

Dale fekneme, ze miry u a v na (Q,F) jsou ekvivalentni, znateno u = v, pokud u < v a
zaroven v <K U.

Definice 1.24 (Athreya a Lahiri 2006, Maly 2014) Necht u a v jsou miry na méfitelném
prostoru (Q, F) anecht’ h : Q — [0; ) je nezaporna méfitelna funkce takova, ze
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u(4) =fhdv, VA € F.
A

Potom h nazyvame Radon-Nikodymova derivace miry u vzhledem k mife v a zapisujeme ji
. du
jako h = —

Véta 1.6 (Radon-Nikodymova véta) (Maly 2014) Necht’ (, F) je méfitelny prostor a u
a v jsou dvé o-konecné miry na F a necht' u < v. Potom existuje pravé jedna (ve smyslu
skoro vSude, tedy az na modifikace na mnozinach v-miry nula) Radon-Nikodymova derivace

u . o
d—:‘ miry u vzhledem k mife v.

Dukaz: Diukaz Veéty 1.8 piekracuje rozsah této prace a je K nalezeni naptiklad v (Maly 2014).

|
Véta 1.7 (Zména miry v integralu) (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014, Maly 2014)
Necht' (Q, F) je méfitelny prostor a u a v jsou dvé o-kone¢né miry na F a necht’ yu <K v.
Potom pro kazdou méfitelnou funkei f na (Q, F) plati

[rau={reav

kde 2—5 je Radon-Nikodymova derivace miry u vzhledem k mife v.

Dukaz: Dukaz Vety 1.9 je k nalezeni naptiklad v (Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014). =

Definice 1.25 (Athreya a Lahiri 2006, Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Necht
(Q,F, P) je pravdépodobnostni prostor vybaveny diskrétni realnou nahodnou veli¢inou X s
pravdépodobnostnim rozdélenim Py na (Zg, B(Z{)) a u je &itaci mira na (Z§, B(ZE)), kde
Z¢ :=1{0,1,2,..} a jedna se tedy o spoCetny méfitelny prostor. Dale necht py = % je
Radon-Nikodymova derivace Py vzhledem k p . Potom pro spocetnou mnozinu C =
{x1, x5, ... } takovou, ze Px(C) = 1 a libovolnou mnozinu B € B(Z{) dostavame

RB =A@BNO= [  dh= | prdi= ) pi
{XiEB} {XiEB} {xieB}
Funkci py nazyvame pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny X a pro
distribu¢ni funkci Fy plati

R = ) pxCe,

{xi=x}

a jedna se o skokovou funkci se skoky p(x;) s nejvice spoc¢etnym poctem bodi nespojitosti.

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006, Brzezniak a Zastawniak 2002, Leadbetter, Cambanis a
Pipiras 2014) Ob& miry Py a u jsou na (Zg, B(Z{)) o-konetné, a jelikoz Py je diskrétni, tak
Uu(B) =0= B =0 = Px(B) =0, tedy Py < u a existence pravdépodobnostni funkce py
tudiz plyne z Radon-Nikodymovy véty. Vztah [, hdu = ¥xeay h(x), kde u je &itaci mira,
Ize odvodit z definice integralu. Je ziejmé, Ze znalost pravdépodobnostni funkce (za
predpokladu, Ze existuje) je ekvivalentni znalosti pravdépodobnostniho rozdéleni ptislusné
néhodné veli¢iny a musi platit Y.¢y.ecypx(x;) = 1. Definici 1.25 Ize snadno zobecnit pro
libovolny kone¢ny nebo spocetny méfitelny prostor s Citaci mirou p.

Definice 1.26 (Athreya a Lahiri 2006, Leadbetter, Cambanis a Pipiras 2014) Necht
(Q,F, P) je pravdépodobnostni prostor vybaveny spojitou realnou nahodnou veli¢inou X s
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pravdépodobnostnim rozdélenim Py na (]R,B(]R)), A je Lebesgueova mira na (IR{,B(R)) a
Py < A. Dale necht fy = % je Radon-Nikodymova derivace Py vzhledem k A. Pro
libovolnou mnozinu B € B(R) tak dostavame

Pe(B) = f dpy = f fy () dx.

Funkci fy nazyvame hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny X a pro distribuéni
funkci Fy plati

Fe(x) = f f) du,

a jedna se o absolutné spojitou funkci.

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006, Brzezniak a Zastawniak 2002, Leadbetter, Cambanis a
Pipiras 2014) Obé miry Py a A jsou na (R, B(R)) o-koneéné, a jelikoz Py <« A, existence
hustoty fyx plyne z Radon-Nikodymovy véty. V praxi je téZ velmi uzite¢né, Ze hustotu fy lze
alternativné vyjadfit jako dd% (¢i ve standardnéj$i notaci jako %). Nahodné veli¢iny
s hustotou nazyvame absolutné spojité nahodné veliciny, abychom je odlisili od spojitych
nahodnych veli¢in, jejichz pravdépodobnostni rozd€leni nejsou absolutné spojita vzhledem
K Lebesguové mife a jez obecné nemuseji mit hustotu. Je ziejmé, ze znalost hustoty

pravdépodobnosti (za predpokladu, Ze existuje) je ekvivalentni znalosti pravdépodobnostniho
rozd€leni piislusné nahodné veli¢iny a musi platit fm{ fx(x) dx = 1. Definici 1.26 Ize snadno

zobecnit pro libovolny nespocetny meéftitelny prostor, kde A nahradime vybranou g-konecnou
referen¢ni mirou v takovou, Ze Py < v.

1.2.5 Momenty a charakteristicka funkce

Nyni za pomoci integralu vzhledem k mife, ktery jsme zavedli v ptedchozi ¢asti, definujeme
momenty nahodné veli€iny a jeji charakteristickou a momentovou vytvorujici funkci.

Definice 1.27 (Klenke 2008, Reif 2004, Williams 1991) Uvazujme pravdépodobnostni
prostor (Q, F, P) vybaveny nahodnymi proménnymi X a Y

(i) Pokud X € L'(Q,F, P), pak operator

BlX) = | XdP
Q
nazyvame stiedni hodnota nahodné veli¢iny X. Pokud E[X] = 0, tekneme, Ze

nahodna veli¢ina X je centrovana.

(i)  Pokud X € L"(Q,F, P),n € N, pak operator

m,[X] = E[X*], k=1,..,n,
nazyvame k-zy moment nahodné veli¢iny X.
(iii)  Pokud X € L?(Q, F, P), pak operator

Var[X] := E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?

nazyvame rozptyl nahodné veli¢iny X . Cislo Std[X] :== /Var[X] pak nazveme
smérodatna odchylka X. Centrovanou nahodnou veli¢inu X s Std[X] = 1 nazveme
standardizovanou nahodnou veli¢inou.
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(iv)

v)

(vi)

(vii)

Pokud X € L"(Q,F, P),n € N, pak operator
m),[X] = E[(X —E[XD*], k=1,..,n,
nazyvame K-y centralni moment nahodné veli¢iny X.

Pokud X,Y € L?(Q,F, P), pak operator

Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]
nazyvame kovariance mezi X a Y. Cislo

Corr[X,Y] = CovlX, Y] € [-1,1]

oL = Sed[XT Std[Y] '
pak nazveme korelaci mezi X a Y. Kovariance i korelace jsou mérou linearni
zavislosti mezi ndhodnymi proménnymi X a Y.
Pokud X € L3(Q, F, P), pak ¢islo

_ mgl]_ myfx)
(my[X])3/2  Std[X]3
nazyvame koeficient Sikmosti ndhodné veliCiny X a jednd se o miru asymetrie

rozdéleni nahodné veli¢iny X (tedy Skew[X] = 0 znaéi rozdéleni symetrické okolo
sttedni hodnoty).

Pokud X € L*(Q, F, P), pak ¢islo
_ my [X] _ my [X]
(my[X])?  Std[X]*

nazyvame koeficient Spicatosti nahodné veli¢iny X a jedna se o jistou miru tvaru
rozd€leni nahodné veli¢iny X (konkrétné se jedna o miru ,tézkosti konci’
pravdépodobnostniho rozdéleni).

Skew[X] :

Kurt[X] :

Poznamka: Pro Cebysevovu nerovnost (viz. Véta 1.7) s vyuzitim znadeni zavedeného vyse a
pro X € L?(Q, F, P) dostavame

P{IX — E[X]| = kStd[X]}) < %, (1.11)

kdy jsme dosadili f = X —E[X], a = kStd[X] a p = 2. Tedy pravdépodobnost toho, Ze
nahodna veli¢ina s kone¢nou stfedni hodnotou a rozptylem nabyde hodnoty vzdalenéjsi nez k
smérodatnych odchylek od sttedni hodnoty je shora omezena &islem 1/k?2.

Tvrzeni 1.10 (Vlastnosti stiredni hodnoty) (Cinlar 2011, Klenke 2008) Necht X,Y €
LY(Q,F,P) aa,b € R jsou libovolné konstanty. Potom plati:

(i)
(i)
(iii)
(iv)

v)
(vi)

Ela] = a (stiedni hodnota konstanty),

Pokud X <Y skoro jisté, potom E[X] < E[Y], specialné pokud X =Y skoro jisté,
potom E[X] = E[Y] (monotonie);

Pokud X > 0, potom E[X] = 0, a E[X] = 0 pravé tehdy, kdyz X = 0 skoro jist¢
(nezapornost);

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y] (linearita);

|E[X]| < E[|X|] (trojithelnikovad nerovnost);

Pokud Z je nahodna veli¢ina na (, F, P) takova, ze |Z| < Y skoro jisté, potom také
Z € L}(Q,F, P) atedy E[Z] < oo (integrovatelnd majoranta);
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Dukaz: Vlastnosti stfedni hodnoty piimo plynou z definice a vlastnosti integralu a z Tvrzeni
1.9. ]

Pokud X je realna nahodna proménna na (Q,F, P) s pravdépodobnostnim rozdélenim Py a h
je borelovska funkce takova, ze h(X) € L1(Q, F, P). Potom

E[h(X)] = fﬂh(X) dp = th(x) dpy. (1.12)
Specialn¢ pro diskrétni ndhodnou proménnou s pravdépodobnostni funkci py dostdvame
BIRCOT = ) hx) px (), (113)
i
a pro absolutn¢ spojitou nahodnou proménnou s hustotou pravdépodobnosti fy pak

E[h(X)] = f RGO fi (1) dx. (1.14)
R

Velmi dulezity specialni pfipad nastava, kdyz h(X) = X. Potom lze vySe uvedené vzorce
ptimo vyuzit k vypoctu stiedni hodnoty E[X] (Brzezniak a Zastawniak 2002).

Definice 1.28 (Williams 1991) Necht' (Q,F, P) je pravdépodobnostni prostor s nahodnou
proménnou X. Charakteristicka funkce @x(6) nahodné veli¢iny X je definovana jako

px(0) = E[eiex],
kde i je imaginarni jednotka. Pokud je X navic absolutné spojita realna ndhodna proménna
s hustotou fy, potom

9 (6) = f €0 £, (x) dx,

R
a jedna se tedy o Fourierovu transformaci funkce hustoty.

Poznamka: (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Je ziejmé, ze charakteristicka funkce
redlné nahodné veliCiny vzdy existuje. Dale také plati, Ze pokud je dana charakteristicka
funkce @y absolutné spojité nahodné veliiny, lze zrekonstruovat fy (a tedy i Fy) pomoci
inverzni Fourierovi transformace

1 —iox
Fi() = 5 f e19% . (6) do. (1.15)
R

Pravdépodobnostni rozdéleni Py nahodné veli¢iny X muize byt tedy jednoznacné
charakterizovano jeji charakteristickou funkci ¢y.

Tvrzeni 1.11 (Vlastnosti charakteristické funkce) (Applebaum 2009) Necht X je
nahodna proménna na (, F, P) s charakteristickou funkci ¢x. Potom plati:

) lex(@)] <1
(i) @y je realna funkce pravé tehdy, kdyz X je symetricka;

(i) @x(0) =1;
(iv)  @x(8@) je spojitav 6 = 0.

Dukaz: Dukaz Tvrzeni 1.11 je K nalezeni napiiklad v (Applebaum 2009). ]
Pokud X € L™(Q, F,P),n € N, lze ¢y n-krat derivovat a dostavame
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d" dn . ,
o3V (0) = mw(e) = Wﬁ[elex] = E[(iX)"e!¥¥]. (1.16)
Konkrétné pak (p,((n)(O) = ("E[X™] a tedy
1
E[X"] = i_n¢§") (9)‘9 . (1.17)
=0

Definice 1.29 (Shreve 2004) Necht' (Q,F,P) je pravdépodobnostni prostor s nahodnou
proménnou X. Momentova vytvorujici funkce ¢y (a) nahodné veli¢iny X je definovana jako

¢x(a) = E[e*].

Pokud je X navic absolutné spojita realna nahodna proménna s hustotou fy, potom

¢x(a) = fRe“XfX(x) dx,

a odpovida tedy oboustranné Laplaceové transformaci funkce hustoty.

Poznamka: (Athreya a Lahiri 2006) Na rozdil od charakteristické funkce, momentova
vytvorujici funkce obecné nemusi existovat. Pokud existuje, pak plati ¢x(0) = 1 a Stejnym
zpusobem jako v (1.16) lze pro momenty nahodné veli¢iny X € L™(Q, F, P),n € N odvodit

E[X"] = ¢ (@) _, (118)
a plati

x(0) = ¢px(i6). (1.19)

1.2.6 Nezavislost nahodnych proménnych

V této ¢asti zavedeme v teorii pravdépodobnosti velmi dillezity koncept nezdvislosti.

Definice 1.30 (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Uvazujme pravdépodobnostni prostor
(Q,F, P) a necht’ Gy, G, ... jSOU g-algebry obsazené v F. Tyto o-algebry nazveme nezavisle,
pokud pro libovolnou podmnozinu indexti / a VGje; € Gje; plati

P ﬂ G | = HP(G]-).
jeJ jej
Definice 1.31 (Williams 1991) Necht’ (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor. Jevy A, B €
F nazveme nezavislé, pokud P(A N B) = P(A) P(B) a tedy naleZi nezavislym o-algebram
G4 a Gg obsazenym v F. Nahodné proménné X a Y na (,F, P) nazveme nezavislé, pokud
ptislusné generované g-algebry a(X) a o(Y) jsou nezavislé.

Tvrzeni 1.12 (O nezavislych nahodnych proménnych) (Klenke 2008, Leadbetter,
Cambanis a Pipiras 2014) Necht nahodné proménné X,Y € L1(Q,F,P). Poté X a Y jsou
nezavislé praveé tehdy, kdyz plati jakakoliv z nésledujicich podminek:

() E[gX)h()] =E[g(X)] E[R(Y)] pro libovolnou dvojici omezenych borelovskych
funkci g, h;
(i)  SdruzZené rozdéleni nadhodného vektoru (X,Y) je sou¢inem marginalnich rozdéleni,
tedy Py y = Py Py;
(iii)  Sdruzend distribu¢ni funkce Fxy(x,y)=P(X <x,Y <y) se rovna soucinu
marginalnich distribu¢nich funkci, tedy Fy y(x,y) = Fx(x) Fy(y);
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02Fxy(x,y)

(iv)  Sdruzend funkce hustoty fyy(x,y) = se rovna soucinu marginalnich

dx dy
hustot, tedy plati fyy(x,y) = fx(x) fy(y) za ptredpokladu, ze pfislusné hustoty
existuji.
Dukaz: Dikaz Tvrzeni 1.12 je k nalezeni napiiklad v (Klenke 2008). |

Poznamka: Vyse uvedené tvrzeni Ize snadno zobecnit pro n ndhodnych proménnych.

Pro nezavislé ndhodné proménné X,Y € L2(Q,F,P) aa, b € R Ize dile za pomoci Tvrzeni
1.12 snadno ukazat, ze plati

Cov[aX,bY] = 0, Corr[aX,bY] = 0 a Var[aX + bY] = a?Var[X] + b?Var[Y], (1.20)

a dale pro charakteristické a momentové vytvotujici funkce plati

Vax+by(0) = px(ad) py(b0) a Paxipy(@) = px(aa) ¢y (ba). (1.21)

Vyse uvedené vztahy plati i obecné pro soucet n nezavislych nahodnych proménnych
(Williams 1991).

Definice 1.32 (Williams 1991) Rekneme, e nahodné proménné v posloupnosti {X,, : n €
N} na pravdépodobnostnim prostoru (Q,F, P) jsOu nezadvislé a stejné rozdelené (znaceno
i.i.d.), pokud jsou prvky X,, nezavislé a pokud P(X;1) = Py, Vn € N.

1.2.7 Podminéna pravdépodobnost a podminéna stredni hodnota

Tato kapitola zavede podminénou pravdépodobnost a dale se zabyva podminénou stredni
hodnotou, jez je jednim z kritickych nastroji pfi studiu nahodnych procest.

Definice 1.33 (Brzezniak a Zastawniak 2002) Necht' (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor
aA,B € F.Pro P(B) # 0 definujeme podminénou pravdépodobnost jevu A pii daném B jako
P(ANB)

P(B)
Pozndmka: Z Definice 1.31 plyne, Ze pro nezavislé jevy plati P(A|B) = P(A) a P(B|A4) =
P(B).
Definice 1.34 (Brzezniak a Zastawniak 2002, Klenke 2008) Necht’ nahodna proménna X €

LY(Q,F,P) a necht B € F. Pro P(B) # 0 definujeme podminénou stiedni hodnotu nidhodné
veli¢iny X pti daném B jako

P(A|B) ==

E[X1;]
P(B)

1

Poznamka: Trividlné plati rovnost E[X|Q] = E[X].

Definice 1.35 (Brzezniak a Zastawniak 2002, Klenke 2008) Necht’ nahodna proménna X €
L'(Q,F,P) ag je o-algebra obsazena v F. Nahodnou veli¢inu E[X|G] nazveme podminénd
stredni hodnota nahodné proménné X pii dané o-algebie G, pokud spliuje:

()  E[X]|G] je G-méfitelna;
(i)  Pro libovolny jev G € G plati

LE[X|g] dP = JGXdP.
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Pro A € F definujeme podminénou pravdépodobnost jevu A pii dané o -algebie G jako

P(AlG) = E[15]G].

Poznadmka: (Brzezniak a Zastawniak 2002, Klenke 2008) Lze ukazat, ze E[X|G] existuje a je
dana jednozna¢né ve smyslu skoro jisté. DalSim pozoruhodnym faktem je, Ze v piipadé
podminovani X jinou nahodnou proménnou Y, hodnoty E[X|Y] zavisi pouze na generované o-
algebie o(Y) a ne na skute¢nych hodnotach ndhodné proménné Y. Situace tudiz v tomto
ptipadé opét spada pod Definici 1.35, protoze zapis E[X|Y] je ekvivalentni zapisu E[X|o (Y)].

Tvrzeni 1.13 (Vlastnosti podminéné stiredni hodnoty) (Brzezniak a Zastawniak
2002, Klenke 2008) Necht nahodné proménné X,Y € L'(Q,F,P) a konstanty a,b € R a
necht /' c G c F jsou g-algebry. Potom plati:

(i) Pokud X <Y skoro jisté, potom E[X|G] < E[Y|G] (monotonie);
(i)  Pokud X > 0 skoro jisté, potom E[X|G] = 0 (rezdpornost);
(ili)  E[aX + bY|G] = aE[X]|G] + bE[Y]|G] (linearita);
(iv) E[E[X|Q]] = E[E[X]|G] = E[X] (iterované ocekavani);
(v)  E[E[X|G]|H] = E[E[X|H]|G] = E[X|H] (vézové pravidlo);
(vi) Pokud XY € L'(Q,F,P) a Y je G-méfitelna, potom E[XY|G] = YE[X|G] (vytknuti
toho, co je zndmo);
(vii)  Pokud o(X) a G jsou nezavislé, potom E[X|G] = E[X] (Vliv nezavislosti);
(viii)  |E[X|G]| < E[|X||G] (trojithelnikovdi nerovnost).

Diikaz: Dukaz Tvrzeni 1.13 je k nalezeni naptiklad v (Klenke 2008). |

V piipadé absolutné spojitych nahodnych proménnych X,Y na (Q,F,P) se sdruZenou
hustotou pravdépodobnosti fyy(x,y) a marginalnimi hustotami fx(x) a fy(y) lze definovat
podminénou hustotu pravdépodobnosti fyy(x|y) jako

| fxxCe )/ fr ) profy(y) #0;
e Gely) = { DX B (122
Potom pro borelovskou funkci h takovou, ze h(X) € L1(Q, F, P) plati
ELRGOIY] = [ hGO) fgy Gily) d: (1.23)
R
Analogicky lze postupovat i v ptipadé diskrétnich nahodnych wveliéin a jejich

pravdépodobnostnich funkci. Stejné jako v nepodminéném piipadé pak piislusné funkce fy|y
a px|y pIn€ charakterizuji podminéné pravdépodobnostni rozdéleni Pxy nahodné veliCiny X
piidané Y (Klenke 2008, Williams 1991, Sediva 2015).

1.3 Nahodné procesy a martingaly

V této kapitole definujeme pojem nahodny proces a dotkneme se teorie martingalti. Pojem
martingal ma své kofeny v hazardnich hrach, kde popisuje spravedlivou hru v Sanci, nicméné
martingaly v pojeti moderni teorie pravdépodobnosti popisuji velmi dulezity koncept Casto
vyuzivany ve svété stochastického modelovani finan¢nich aktiv.

1.3.1 Nahodné procesy a prostory s filtraci

Definice 1.36 (Klenke 2008) Necht T < R a necht X; je realna nahodna proménna na
pravdépodobnostnim prostoru (£, F, P) pro vSechna t € T. Potom kolekce nahodnych veli¢in
{X; : t € T} (dale jen {X,}, neni-li tfeba zdlraznit charakter mnoZiny T) nazyvame (redlny)
nahodny proces na (Q, F, P).
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Poznamka: (Brzezniak a Zastawniak 2002, Klenke 2008, Tsay 2010) Jednu konkrétni
realizaci (tedy pro konkrétni hodnoty w € Q) nahodného procesu {X;} nazveme trajektorie
procesu. Pokud je T kone¢na nebo spocetna, hovoiime o nahodném procesu v diskrétnim case
¢i o diskrétnim ndahodném procesu. Je-li T nespocetna, hovoiime o ndhodném procesu ve
spojitém case & o spojitém ndhodném procesu. Casté volby jsou T = Zg pro diskrétni a T =
[0, +00) pro spojité nahodné procesy. Pro T, jez je uzaviend vici s¢itani, ndhodny proces
nazveme stacionarni, pokud X, 4 X:4s pro vSechna s,t € T, a slabe staciondrni, pokud
stfedni hodnota E[X;] i kovariance Cov[X;,s, X;] jsou C¢asov¢ invariantni. Dale fekneme, Ze
nahodny proces je integrovatelny, pokud X, € L*(Q, F, P) pro viechnat € T.

Definice 1.37 (Brzezniak a Zastawniak 2002, Williams 1991) Necht (Q,F,P) je
pravdépodobnostni prostor a necht’ T c R. Potom posloupnost o-algeber {F; : t € T} (dale
jen {F.}, neni-li tfeba zdlraznit charakter mnoziny T) nazyvame filtrace, pokud

FcF. cF,
pro vSechna s,t € T takova, Ze s < t. Pravdépodobnostni prostor (£, F, P) vybaveny filtraci
{F.} nazyvame prostor s filtraci a zapisujeme (Q, F, {F;}, P).

Pozndmka: Intuitivné Ize filtraci interpretovat jako veskerou dostupnou informaci o w € ()
akumulovanou az do ¢asu t (Williams 1991).

Definice 1.37 (Applebaum 2009, Cinlar 2011) Necht {X;} je nahodny proces na
pravdépodobnostnim prostoru (€, F, P) a necht’

Fr=0Xs:s<t)VteT.
Takovouto filtraci {F;} potom nazyvame prirozend filtrace ndhodného procesu {X,}.

Definice 1.38 (Applebaum 2009, Klenke 2008) Necht’ {X;} je nahodny proces na prostoru
s filtraci (Q, F,{F.},P). Rekneme, Ze proces {X;} je adaptovany filtraci {F,} (nebo F,-
adaptovany nebo pouze adaptovany, pokud je ziejmé, o jakou filtraci se jedna) pokud X; je
F-méfitelnd pro vSechna t € T.

Poznamka: (Applebaum 2009) Kazdy nahodny proces je adaptovany své vlastni pfirozené
filtraci. Dale z Tvrzeni 1.13 plyne, Ze pro F-adaptovany proces {X;} plati E[X|F;] = X.
V dal§im pribéhu prace budeme vyuzivat kompaktnéjsi notace E¢[*] := E[* | F].

Tvrzeni 1.14 (Adaptované procesy) (Applebaum 2009) Necht a,b € R jsou libovolné
konstanty a necht’ {X;} a {Y;} jsou adaptované procesy na (Q,F, {F;}, P). Potom nasledujici
procesy jsou také adaptované:

(i) {aX.+bY};
(i) XV}
(ii)  {h(X.)}, kde h je borelovska funkce;

Dukaz: Tvrzeni 1.14 je disledkem méfitelnosti procesu (i), (i) a (iii), jez plyne z Veéry 1.3.
n
1.3.2 Martingaly a cas zastaveni

Definice 1.39 (Klenke 2008) Necht’ {X;} je integrovatelny adaptovany nahodny proces na
(Q,F,{F.}, P). Potom proces nazveme (vzhledem Kk filtraci {F,}):

(i) Martingal, pokud E[X.|F;] = X,,Vs,t € T takova, Ze s < t;
(i)  Submartingal, pokud E[X;|F,] = X, Vs,t € T takova, ze s < t;
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(ili)  Supermartingal, pokud E[X;|F;] < X,, Vs, t € T takova, ze s < t.

Poznamka: (Williams 1991) Plati, Ze nahodny proces {X;} je supermartingal pravé tehdy,
kdyz {—X;} je submartingal, a Ze ndhodny proces {X,} je martingal pravé tehdy, kdyz je sub- i
supermartingal zaroven.

Tvrzeni 1.15 (Stfedni hodnota martingalu) (Jacod a Protter 2003) Necht' ndhodny
proces {X; : t = 0} je martingal na (Q, F,{F.}, P). Potom funkce t — E[X,] je konstantni a
tedy E[X;] = E[X,] pro vSechnat € T = [0, +0).

Duakaz: S vyuzitim vlastnosti martingali a podminéné stiedni hodnoty dostavame E[X,] =
E[E[Xt|7-"s]] = E[X] pro vSechna s,t €T, s <'t. |

Poznamka: (Williams 1991) Obdobné lze ukazat, 7e t — E[X;] je rostouci funkce u
submartingalu a klesajici funkce u supermartingalu.

Véta 1.8 (Konvergence martingalii) (Jacod a Protter 2003, Williams 1991) Necht
nahodny proces {X,} je supermartingal na (Q,F, {F.},P), jez spliuje sup; E[|X;|] < +oo.
Potom skoro jisté existuje limita X := lim,_,, ., X; a plati, ze X € L*(Q, F, P) skoro jistg.

Dukaz: Diukaz Vety 1.8 je k nalezeni naptiklad v (Jacod a Protter 2003). |

Poznamka: Véta 1.8 plati ziejmé i pro martingaly {X,} takové, Ze sup; E[|X;]|] < 40,
jelikoz kazdy martingal je zaroven i supermartingal.

Definice 1.40 (Applebaum 2009) Nahodna proménna 7:Q — T U {4} na prostoru
s filtraci (Q, F,{F.},P) se nazyva dcas zastaveni, pokud kazda udalost {t <t} =
{weQ:t(w) <t} €F,proviechnat € T U {+0}.

Poznadmka: (Klenke 2008) Jak jiz bylo zminéno diive, o -algebra F, reflektuje
akumulovanou znalost procesu do ¢asu t. Tedy pro ¢as zastaveni T je mozné rozhodnout, zda
udalost {t < t} nastala ¢i ne na zdklad¢ informace dostupné v ¢ase t. Pro spocetnou mnozinu
T je T Cas zastaveni pravé tehdy, kdyz {t = t} € F, pro vSechna t € T U {+0}.

Definice 1.41 (Applebaum 2009, Shreve 2004) Necht’ m € R je realna konstanta a {X; : t >
0} je nahodny proces na (Q, F, {F.}, P). Potom ndhodnou proménnou t,, : Q — [0, +o0]

Ty = inf {X; = m}
nazveme cas prvniho vstupu do virovné m ndhodného procesu {X,}.

Poznamka: (Applebaum 2009, Shreve 2004) Jedna se tedy ziejmé o Cas, kdy nahodny
proces {X;} poprvé dosahne pevné dané konstantni urovné m. Neni tézké ukazat, Zze nahodna
veli¢ina t,, je Casem zastaveni ve smyslu Definice 1.40.

1.4 Poznamky ke stochastické integraci a SDR

Jelikoz na podrobné seznameni se S vlastnostmi stochastického integrdilu a stochastickych
diferencialnich rovnic (SDR) neni v této praci prostor, omezime se na stru¢né nastinéni obou
vySe uvedenych pojmi bez formalnich definic. Dalsi informace a detaily |ze nalézt napiiklad
v (Protter 1990), (Applebaum 2009), (@ksendal 2003), (Shreve 2004) a mnoha dalsich.

Stochasticky integral byl pfedstaven roku 1941 japonskym fyzikem Kiyoshi Itéem a dava
formalni smysl vyrazu
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t
f X, dY, (1.24)
0
pro vhodné nahodné procesy {X;:t >0} a {Y;:t >0} zvané integrand a integrator,
respektive.

Podobné jako u obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic (ODR a PDR), dva hlavni
problémy u stochastickych diferencidlnich rovnic (SDR) spocivaji v urceni existence a
jednoznacnosti hledaného feSeni. Abychom zajistili existenci a jednoznacnost, je ¢asto nutné
klast dodate¢né omezeni na koeficienty vyskytujici se v rovnici. Stochastické diferencialni
rovnice, se kterymi se setkame v této praci, nabyvaji tvaru

dXt_— = a(t, Xt) dt + b(t,Xt) dYt, XO = X, (125)

kde X, = x, je okrajova podminka, a vzdy maji jednozna¢né feSeni, kterym je nahodny
proces {X, : t = 0}, ktery spliiuje

t

t
X; =fa(u,Xu) du+fb(u,Xu) dy,, X, = xo. (1.26)
0

0
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2 Lévyho procesy

Lévyho procesy reprezentuji jednu konkrétni skupinu ndhodnych procest. Nesou jméno po
Paulu Lévym, francouzském matematikovi, univerzitnim profesorovi a ¢lenovy Francouzské
akademie véd, jez byl jeden z otci zakladatelt moderni teorie nahodnych procesii. Byl
prvnim, kdo ptispél k této oblasti stochastickych procest svym ¢lankem z roku 1934 Sur les
intégrales dont les éléments sont des variables aléatoires, volné ptrelozeno jako O integralech,
Jjejichz prvky jsou nezavislé ndahodné proménné. V poslednich letech, piedev§im s rozvojem
pocitatové technologie, se Lévyho procesy zacaly hojné vyuzivat v oblasti finan¢niho
modelovani (Lévy 1934, Swishchuk 2009).

2.1 Obecna teorie Lévyho procesii

V této kapitole definujeme Lévyho procesy a nekonecné délitelna rozdéleni a budeme se
zabyvat jejich vzajemnym vztahem a vybranymi teoretickymi poznatky.

Definice 2.1 (Kyprianou 2006, Winkel 2010) Necht' (£, F, P) je pravdépodobnostni prostor.
Realny nahodny proces {X; : t = 0} na (Q, F, P) takovy, ze P(X, = 0) = 1, nazveme Lévyho
proces, spliuje-li nasledujici:

() Xeps — X¢ x s pro vSechna s, t > 0 (staciondrni pririistky);
(i) X, — X, jenezavislas {X,, : u < s} pro vSechna 0 < s < t (nezdvislé prirustky);
(ili)  Trajektorie {X,} jsou zprava spojité s limitou zleva skoro jisté (Cadlag viastnost).

Cadlag vlastnost muzeme chapat jako zeslabeni pozadavku spojitosti procesu. Dovolime
Lévyho procesum mit skoky, ale jejich trajektorie musi byt zprava spojité tak, ze

lsingS = X, (2.1)
a limita zleva musi existovat, tedy
X~ = lgngS. (2.2)

Potom skok procesu Vv ¢ase t oznaCime AX; := X, — X;- a proces ozna¢ime jako cadlag.
Akronym cadlag pochazi z francouzského continue a droite et limites a gauche, coz ptelozeno
do angli¢tiny znamena right-continous with left limits a proto je pro cadlag procesy nékdy
pouzivana zkratka RCLL procesy. Je ziejmé, ze kazdy proces, jehoz trajektorie jsou spojité, je
také cadlag (Barndorff-Nielsen a Shephard 2012).

Poznamka: (Barndorff-Nielsen a Shephard 2012) Je velmi bézné setkat se s procesy, jez
obsahuji takovéto skoky ve finanénim modelovani. Skoky mohou byt zpisobeny napiiklad
vyplatou dividend, zvefejnénim financnich reportl, mikroselhanim trhu z davoda
nedostatecné likvidity, makroekonomickymi vyhlidkami a podobné.

Definice 2.2 (Kyprianou 2006, Winkel 2010) Necht Y je nahodnd proménna na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P). Rekneme, Ze Y je nekonecné délitelnd (nebo ze ma
nekonecné délitelné rozdéleni), pokud pro vSechna n € N existuje posloupnost i.i.d.

)

nahodnych proménnych Y, ™, ..., Yn(n) takova, Ze

vy 2v™ 4oy ®,
Tvrzeni 2.1 (Lévyho procesy a nekonecné délitelna rozdéleni) (Applebaum 2009,
Winkel 2010) Necht' {X;} je Lévyho proces na (Q,F, P). Potom X; je nekone¢né délitelna
realna ndhodné veli¢ina pro vSechna t > 0.
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Diikaz: Pro vSechna n € N muzeme psat
Xe=Y™ 4+ 4 v,

kde kazdé Yi(n) muizeme dale rozepsat

Yi(n) = Xit/n — X(i-1)t/n-

Potom z (i) a (ii) v Definici 2.1 plyne, Ze Yi(n),i = 1,2, ...,n jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny. ]

Véta 2.1 (Lévy-Khintchiniv vzorec) (Kyprianou 2006, Winkel 2010) Necht' Y je realna
nahodna proménna na (Q,F,P). Potom Y je nekoneéné délitelna S charakteristickym
exponentem Wy (6),

E[eieY] — quY(e),

pravé tehdy, kdyz existuje Lévyho triplet [uy, oy, dvy(x)], kde uy € R, oy = 0 a vy je mira
koncentrovana na R — {0} spliwjici [ inf{1, x*} dv(x) < +oo, tak, Ze

1 .
Wy (8) = iuyf — 5 0}6% + j (e“"x —1- i6x1{|x|<1}(x)) dvy(x), VO €ER.
R
Dukaz: Dukaz Veéty 2.1 piekraCuje rozsah této prace a je k nahlédnuti napiiklad v (Sato
1999). |

Poznamka: (Winkel 2010) Vidime tedy, Ze charakteristicka funkce nekoneéné délitelnych
rozdéleni ma specifickou strukturu. Parametr u, nazyvame koeficient driftu, oy Browniiv
koeficient a vy Lévyho mira. Indikatorova funkce 1y, |<q} ziejmé vraci hodnotu 1 prox < 1a
hodnotu 0 jinak. Spolu s ptedpoklady kladenymi na Lévyho miru tak zajistuje konvergenci

integralu na pravé strané. V mnoha ptipadech lze také vyuzit absolutni spojitosti Lévyho miry
o w* W 7w . /4 W W d
vy vici Lebesgueové mife A a podle Radon-Nikodymovy véty oznadit gy(x) := %(x).

Hustotu gy potom nazyvame Lévyho hustota nebo hustota skokai.

Nyni se ddle zamé&fme na vztah mezi nekone¢né délitelnymi nahodnymi veli¢inami a Lévyho
procesy. Z Tvrzeni 2.1 je ziejmé, Ze pro kazdy Lévyho proces {X;} je ndhodna veli¢ina X,
nekonecné délitelna pro vSechna t > 0. S vyuzitim techniky z dtikazu Tvrzeni 2.1 lze odvodit,
ze pro kazdy Lévyho proces plati

E[eiBXt] = et¥x®) vyt >0, (2.3)

kde Wx(6) nabyva tvaru dle Very 2.1. Vyraz Wx(6) budeme vtomto piipadé nazyvat
charakteristicky exponent Lévyho procesu {X.} (Kyprianou 2006).

Tedy plati, ze kazdy Lévyho proces {X;} miZze byt plné charakterizovan svym Lévyho
tripletem [uy, oy, dvyx(x)]. Naopak pro kazdy Lévyho triplet, jeZ splituje podminky dané
Vétou 2.1, existuje pravdépodobnostni prostor (£, F, P), na kterém se nachazi Lévyho proces
{X;} definovany charakteristickym exponentem Wy (6) (Barndorff-Nielsen a Shephard 2012,
Kyprianou 2006).

Je dulezité zdiraznit, ze z vySe uvedenych vét, tvrzeni a vztahl plyne, Ze pro kazdé
nekoneéné délitelné rozdéleni existuje Lévyho proces {X;}, jehoz piirastky se Fidi pfislusnym
nekonecné délitelnym rozdélenim (Matsuda 2005, Sato 1999).
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Piedpokladejme nyni, 7e pro Lévyho proces {X,} plati E[e®*t] < +oo (tedy Ze existuje
momentova vytvorujici funkce) pro néjaké @ € R a pro vSechna t > 0. Potom lze obdobnym
zpusobem jako pro (2.3) ukazat, ze

E[e®¥t] = et¥x(@) vyt >0, (2.4)
kde

1
Yy(a) = uya — Ea)%az + f (e“x —-1- ax1{|x|<1}(x)) dvy (x). (2.5)
R

V literatufe je Yy (a) téZ bézné oznafovan jako charakteristicky exponent daného Lévyho
procesu (za piedpokladu, Ze existuje). V priabéhu této kapitoly budeme uvadét
charakteristické exponenty Lévyho procesu ve tvaru (2.5), pokud ma uvedeny vyraz smysl.
V téchto pripadech mizeme s vyuzitim vztahu (1.19) obdrzet charakteristicky exponent ve
tvaru dle Very 2.1 vztahem Wy (60) = Yy (i6) (Winkel 2010).

Bliz§im zkoumanim Lévy-Khintchinova vzorce lze objevit zajimavé strukturalni vlastnosti
Lévyho procest. Uvazujme Lévyho triplet [y, gy, dvy(x)] spliiujici podminky dané Vétou
2.1. Potom existuje Lévyho proces {X,} na (Q, F, P) charakterizovany timto tripletem, jez lze
rozlozit na tfi nezavislé Lévyho procesy a linedrni drift pxt tak, ze

Xe = uxt + o XD+ XD + x&) (2.6)

kde {Xt(l) it > 0} je standardni Brownitv pohyb, {Xt(z) it > 0} je slozeny Poissonitv proces
s intenzitou skokti ur¢enou Lévyho mirou vy a {Xt(” it > 0} je martingal nalezici L*(Q, F, P)
pro vSechna t > 0 se skoro jisté spocetnym poctem skokli s méné nez jednotkovou velikosti
na kazdém kone¢ném intervalu, jejichz chovani je taktéz fizeno charakterem Lévyho miry vy.
V podstaté lze ici, ze komponenta {Xt(l)} predstavuje spojitou slozku Lévyho procesu,
komponenta {Xtm} je zodpovédna za chovani velkych skokii (tedy skokd pro x| >1) a
komponenta {Xt(3)} je zodpovédnd za chovani malych skoki (tedy skokd pro |x| < 1).
Vysledek (2.6) se formalné nazyva Lévy-ltéova dekompozice a rigorézni formulace tohoto
teorému vcetné dikazu a definic vySe uvedenych procesi lze nalézt naptiklad v (Kyprianou

2006). Dale poznamenejme, Zze obecné plati, ze suma nezavislych Lévyho procest je opét
Lévyho proces (Applebaum 2009, Kyprianou 2006, Schoutens 2003, Winkel 2010).

Lévy-Itoova dekompozice nam umoznuje 1épe pochopit vlastnosti jednotlivych koeficientd
Lévyho tripletu [uy, oy, dvy(x)] procesu {X,}. Koeficient driftu reprezentuje deterministicky
linedrni drift procesu, zatimco Brownuv koeficient ptfedstavuje Skalovani standardniho
Brownova procesu. Velmi dulezita je potom Lévyho mira vy, jeZ uréuje, jakym zptisobem a
Vv jaké magnitud¢ se objevuji skoky Lévyho procesu. Obecné lze Lévyho procesy na zékladé
vlastnosti miry vy klasifikovat do nésledujicich tfech kategorii:

(i)  Lévyho procesy s nulovou Lévyho mirou — procesy s vy = 0, coZz znamena, ze dany
proces nemé malé ani velké skoky a jeho trajektorie jsou tak skoro jisté spojite;

(i)  Lévyho procesy s konecnou aktivitou — procesy s fR vy dx < +00, coZ znamena, Z¢
dany proces ma kone¢ny ocekavany pocet malych 1 velkych skokl na kone¢ném
intervalu;

(ili)  Lévyho procesy s nekonecnou aktivitou — procesy s fR Vx dx = +00, coZ znamena,
ze dany proces ma na konecném intervalu konecny ocekavany pocet velkych skoki,
ale ocekavany pocet malych skokt je nekonecny.
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Lévyho proces dale nazveme Ccisté skokovy, pokud vy je netrividlni a pfitom Brownuv
koeficient oy = 0 (Barndorff-Nielsen a Shephard 2012, Matsuda 2005, Schoutens 2003).

V Kapitole 1.3.2 jsme zavedli pojem martingal. Existuje n€kolik typi martingall, jez lze
zkonstruovat z libovolného integrovatelného Lévyho procesu. Nékteré takové martingaly
shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.2 (Lévyho procesy a martingaly) (Brody, Hughston a Mackie 2012, Cont a
Tankov 2004) Necht' {X;} je integrovatelny Lévyho proces na prostoru s filtraci
(Q,F,{F.},P), kde {F,} je pfirozena filtrace procesu {X;}. Potom nasledujici procesy jsou
martingaly na (Q, F, {F.}, P):

; efXt iox,—twy(6) . .
(l) {W—el t X :t>0¢;
aX
(ii) {% = et~ t¥x(@) ;¢ > 0}, pokud E[e®*t] < +oo pro n&jaké a €R a pro
vSechnat = 0;
(i)  {M, =X, —E[X.]:t =0}
iv) {M,:= M?—E[M?]:t > 0}, kde {M,} je definovan v (iii) a za podminky, ze X, €
t t J y.
L*(Q, F, P) pro viechna t > 0.
Dukaz: Je tieba ukazat, ze je splnéna vlastnost (i) z Definice 1.39. Piedpokladejme 0 < s <
t. Pro (ii) dostavame:
Eq [eaXt—ﬂl)X(a)] = E, [ea(Xt—Xs)ean]e—th(a)
= E[eaXt-s]Es[eaXs]e—th(a)
= e(t=)Px(a) gaXs,—tx(a)
= eaXS_Sl/)X(a),
a pro (iii) dostavame:
Es[X: — E[X,]] = Es[(X, — X,) + X,] — E[X,]
= E[Xt - Xs] + ES[XS] - E[Xt]
= E[X;] — E[Xs] + X5 — E[X]
= Xs — E[Xs]-

Pti vypoctech jsme vyuzili vlastnosti Lévyho procest z Definice 2.1 a vlastnosti nepodminéné
I podminéné stiedni hodnoty z Tvrzeni 1.10 a Tvrzeni 1.13. Dikazy casti (i) a (iv) zde
vynechame, jelikoz se pfi nich vyuziva stejnych technik, jaké jsou pouzity vyse. ]

Véta 2.2 (Subordinace Lévyho procesu) (Cont a Tankov 2004) Necht (Q,F,P) je
pravdépodobnostni prostor a necht {X;:t > 0} je Lévyho proces s charakteristickym
exponentem Wy (6) (pifipadné ¥y (a)) a necht {S; : t = 0} je jiny cisté skokovy Lévyho
proces se skoro jist¢ neklesajicimi trajektoriemi (takzvany subordindtor) s charakteristickym
exponentem Wg(6) (piipadné s(a)). Potom néhodny proces {Z; = Xg, it = 0} je taktéz
Lévyho proces a plati

E[elezt] — etLPX(LPS(B)), Vt 2 O'
piipadné
E[e%%] = et¥x(¥s@) vt > 0.
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Diikaz: Dukaz Very 2.2 pickracuje rozsah této prace a je k nahlédnuti naptiklad v (Cont a
Tankov 2004). ]

Pozndmka: Veta 2.2 je obzvlasté uziteCna, jelikoz nam umoznuje konstruovat nové Lévyho
proces z jiz znamych. Navic ndm davéa snadny zplsob jak nalézt charakteristicky exponent
téchto novych procest, jelikoz se jednd o prostou kompozici charakteristického exponentu
puvodniho procesu a charakteristického exponentu pouzitého subordinatoru. Techniku
subordinace si Ize predstavit jako zavedeni stochastického ¢asu, které muze mit praktickou
interpretaci jako takzvany business time, jez predstavuje nahodny pfitok informaci na finan¢ni
trhy. Vice o této interpretaci lze nalézt v (Geman, Madan a Yor 1998).

Dalsim zptisobem jak modifikovat jiz zndmé Lévyho procesy je ptidanim linedarniho driftu a
Skdalovanim. Piedpokladejme, ze {X;} je Lévyho proces s charakteristickym exponentem
W, (). Potom miizeme definovat rozsireny proces X, == s(X; + mt), kde m € R je parametr
linearniho driftu a s > 0 je Skdlovaci parametr. Charakteristicky exponent rozsifeného
procesu pak mizeme vyjadrit jako

Y5 (0) = sma + Wx(s0). (2.7)

Analogicky vztah také v ptipadé jejich existence plati mezi Pz (a) a Yy (a). Dale Ize ukazat,
ze pro distribu¢ni funkci a hustotu (pokud existuje) ptirtstka plati nasledujici:

xX—m X—m
Fr@=(——) a f20=fi(——)/s (28)
A pro stiedni hodnotu a rozptyl potom dostavame
E[X,] = s(E[X,] + mt) a Var[X,] = s?Var[X,]. (2.9

Poznamenejme, Ze vy$§i momenty zlistavaji beze zmén (Hatle a LikeS 1972, Schoutens 2003).

2.2 Vybrané priklady Lévyho procesi

V této kapitole uvedeme nékteré konkrétni piipady nekonecné délitelnych rozdéleni a s nimi
asociovanych Lévyho procesl, jeZ maji potenciondlni vyuziti ve finanénim modelovani.
Symbolem ~ budeme znacit, Ze se dand nahodna proménna fidi uréitym pravdépodobnostnim
rozdélenim.

2.2.1 Poissoniiv proces

Definice 2.3 (Kyprianou 2006) Nekonecné d¢litelné pravdépodobnostni rozdéleni na
(zg, B(Z})) s pravdépodobnostni funkci

k
ppo(k) = e_lﬁ,

nazyvame Poissonovo rozdéleni Po(4). Lévyho proces {N; : t = 0} nazveme Poissoniiv
proces s intenzitou A, pokud N; ~ Po(At) pro vSechna t > 0.

k=012..,1>0,

Poznamka: (Schoutens 2003) Poissoniv proces je prikladem subordinatoru s konecnou
aktivitou se skoky o jednotkové velikosti. Pocet skokt na intervalu (¢, t + s), s,t > 0 se pak
ziejmé fidi Po(As) rozdélenim.

Pro charakteristicky exponent dostavame:

+00 K
E[e®Nt] = Z ek o=t (A]:)
!
k=0
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(2.10)

kde jsme vyuzili znamého vzorce pro rozvoj exponencialni funkce do nekone¢né mocninné
fady (viz. naptiklad (Zwillinger 2012)).
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Obriazek 5: Poissonovo rozdéleni a Poissontiv proces

Z (2.10) jiz snadno ziskame charakteristicky exponent ve tvaru (2.5) a asociovany Lévyho
triplet, jez jsou spolu s dulezitymi momenty pravdépodobnostniho rozdéleni Poissonova
procesu, které muzeme ziskat napiiklad s vyuzitim vlastnosti (1.18), uvedeny v Tabulce 1,
kde &, je Diracova mira (viz. Kapitola 1.2.1). Rtzné pravdépodobnostni funkce Poissonovo
rozdéleni spolu s trajektoriemi pfisluSnych Lévyho procesi jsou k vidéni na Obrdzku 5.

Parametry A>0
Charakt. exponent | Yy (a) = A(e* — 1), Va € R
Lévyho triplet [0,0,16,]
Stfedni hodnota At, Vvt >0
Rozptyl At, VE>0
Koef. $ikmosti A)"Y2, vt >0
Koef. $picatosti 3+ ()L ve>0

Tabulka 1: Vlastnosti Poissonova procesu (Kyprianou 2006, Schoutens 2003)

Poznamka: Je dobré si uvédomit, Ze nalezenim Lévyho tripletu jsme také diky Vere 2.1
V podstaté¢ dokazali nekonecnou délitelnost Poissonova rozdéleni. Obdobn& bez dalSiho
zdaraziovéani ukazeme nekonecnou délitelnost také ostatnich rozdéleni v této kapitole.

-----

s konecnou aktivitou, kde jiz skoky nemusi mit deterministicky jednotkovou velikost.

Definice 2.4 (Schoutens 2003, Winkel 2010) Necht' {N,} je Poissoniiv proces s intenzitou
A > 0necht' Yy, k = 1,2, ... je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in vzajemné nezavislych s
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{N.} a tidici se n€¢jakym znamym pravdépodobnostnim rozdélenim Py. Potom proces {C; :
t = 0} definovany jako
Ny
Ct = z Yk
k=1

nazyvame slozeny Poissonuv proces.

Poznamka: (Kyprianou 2006, Schoutens 2003) V piipadé, Zze Y, =1 pro vSechna k =
1,2, ..., dostavame bézny Poissontiv proces. Dale dodrzujeme béZznou konvenci, ze prazdna
suma je rovna 0 (tedy C; := 0 pro N; = 0).

Pro charakteristicky exponent dostavame:

+ oo

E[e%Ct] = Z E[e*Zk=1Yk] P(N, = n)
n=0
+00
— z E[eay]n @e—lt
] n!

_ MEe™]1)  yg e R, 2.11)

kde jsme vyuzili, Ze veli€iny Y} jsou nezavislé a stejné rozdélené a pro piehlednost jsme
vypustili dolni index k.

Dale piedpokladejme, Ze existuje momentova vytvoiujici funkce ¢y () veliiny Y. Potom

E[e®] = ¢y(a) = f e™ dPy(x), (2.12)
R
a pro charakteristicky exponent mizeme psat
be@ =4 [ @ = DR () = A (@) - 1. (213
R
Vybrané charakteristiky slozeného Poissonova procesu shrnuje nasledujici tabulka:
Parametry A > 0 a parametry rozdéleni ndhodné veli¢iny Y
Charakt. exponent Ye(a) =Ap(a) — 1), Ve ER
Lévyho triplet [A j x dPy(x),0, AdPy(x)
|x|<1
Stfedni hodnota AtE[Y], VE > 0
Rozptyl AME[Y?], vVt >0
Koef. §ikmosti E[Y3](At)~Y/2(E[Y2])3/2, vt > 0
Koef. $picatosti 3+ E[Y*](At) Y (E[Y?]D 2, Vvt > 0

Tabulka 2: Vlastnosti slozeného Poissonova procesu (Kyprianou 2006, Schoutens 2003)

Vlastnosti slozeného Poissonova procesu tedy velmi uzce souvisi s povahou rozdéleni
nahodnych veli¢in Y, které spolu s intenzitou A urcuji chovani skoki procesu. Program, ktery
generuje trajektorie slozeného Poissonova procesu s normalné rozdélenymi skoky (viz.
Kapitola 2.2.2) je k nalezeni v elektronické ptiloze této prace.
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2.2.2 Browniiv pohyb

Historie Brownova pohybu saha az do 19. stoleti ke skotskému botanikovi Robertu Brownovi,
ktery vroce 1828 pozoroval ¢asteCky pylu pod mikroskopem a popsal jejich fluktuujici
pohyb. Nicméné byl to az ve 20. stoleti americky matematik Norbert Wiener, ktery definoval
a popsal Browntv pohyb matematiky rigor6znim zpusobem. Na jeho pocest tedy Brownuv
pohyb nékdy nazyvame Wieneriiv proces (Schoutens 2003).

Definice 2.5 (Applebaum 2009, Hatle a Likes 1972, Kyprianou 2006) Nekonecné dé€litelné
pravdépodobnostni rozdeleni na (]R, B(]R)) S hustotou pravdépodobnosti

L G eR ueRo>0
e 202 , xER, ueER0>0,
ovV2n

nazyvame normdlni rozdéleni (Gaussovo rozdéleni) N(u,c?) se stiedni hodnotou pu a
rozptylem o2. Lévyho proces {W; : t = 0} nazveme Browniiv pohyb (Wieneritv proces),
pokud jeho trajektorie jsou skoro jist& spojité a W, ~ N(ut, 6%t) pro vSechna t > 0.

fn(x) =

Poznamka: (Kyprianou 2006) Rozdéleni N(0,1) se nazyva standardni normalni rozdéleni a
asociovany Lévyho proces potom standardni Brownuv pohyb.

Hustota normaélniho rozdéleni

#=2,0=15

—p=2,0=15,

#=0, =1,
40, 0=4,

Obrazek 6: Normalni rozdéleni a Browntv pohyb

Nyni ur¢ime charakteristicky exponent:

1 _ (x—pt)?
E[e*Wt] = Je“xe 202t dx
oV2nt Jg
—t(uto?a))’
_ gutatboria? Je_%dx
oV2mt Jr
1
= eMat77°te gy e R, (2.14)

kde jsme doplnili na ¢tverec a vyuZili toho, Ze integral pies cely nosi¢ z hustoty libovolného
pravdépodobnostniho rozdéleni je roven 1. Z vyrazu (2.14) jiz okamzité plyne tvar Lévyho
tripletu a je ziejmé, ze Brownliv pohyb je proces s nulovou Lévyho mirou. Dalsi zajimavé
vlastnosti tohoto procesu jsou k nahlédnuti v Tabulce 3 a na Obrdzku 6 jsou potom K vidéni
vybrané hustoty normalniho rozdé€leni a ptislusné trajektorie Brownova pohybu.
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Parametry UueER,0>0
1
Charakt. exponent | ,, (@) = ua + Eazaz, Va € R
Lévyho triplet [u, 0,0]
Stifedni hodnota ut, vt >0
Rozptyl o?t, Vt > 0
Koef. sikmosti 0,vt>0
Koef. $picatosti 3, Vvt >0

Tabulka 3: Vlastnosti Brownova pohybu (Kyprianou 2006, Winkel 2010)

2.2.3 Proces skokové difuze

Uvazujme nyni proces, jez obc¢as skace, ale mezi skoky jsou jeho trajektorie spojité. Takovyto
proces muzeme ziskat kombinaci Brownova pohybu a slozeného Poissonova procesu.
Existuje celd rodina takovychto procesli v zavislosti na volbé rozdéleni skokii. My se zde
budeme zabyvat pouze specidlnim piipadem, kdy jsou skoky slozeného Poissonova procesu
normalné rozdélené (Cont a Tankov 2004, Tankov a Voltchkova 2009).

Definice 2.6 (Tankov a Voltchkova 2009) Necht {W;} je Browniv pohyb s parametry u €
Rao > 0, {N,} je Poissoniiv proces s intenzitou A > 0aYy, k = 1,2, ... je posloupnost i.i.d.
nahodnych proménnych s rozdélenim N(m, s2) a necht jsou vSechny uvedené komponenty
navzajem nezavislé. Potom Lévyho proces {D; : t = 0} definovany jako

N¢
Dt = Wt + z Yk'
k=1

nazyvame proces skokové difuze (JD proces).

Vzhledem k nezavislosti komponent miizeme vyuzit vlastnosti (1.20) spolu s jiz provedenymi
kalkulacemi (2.11) a (2.14) a snadno tak ziskat charakteristicky exponent, Lévyho triplet a
momenty procesu skokové difuze. VySe zmifiované atributy jsou shrnuty v Tabulce 4, kde
E[Y]=m , E[Y?]=m?+s? , E[Y3] =m3+3ms? a E[Y*] =m*+ 6m?s?+3s* a

(x-m)?
dPy(x) = ﬁe_ 252 dx.
Parametry LERMER 6>0,5s>0,1>0
1 1
Charakt. exponent | yp(a) = ua + Eazaz + A(em‘”iszaz —1),Va €R

Lévyho triplet [u + A1 x dPy(x), 0, AdPy(x)
|x|<1

Stfedni hodnota t(u+ AE[Y], Vt > 0

Rozptyl t(o? + AE[Y?], vt >0
Koef. sikmosti AME[Y3](o2t + AtE[Y?]) 732, vt > 0
Koef. $picatosti 3 + AtE[Y*](0%t + AtE[Y?])72, VE > 0

Tabulka 4: Vlastnosti procesu skokové difuze (Cont a Tankov 2004, Matsuda 2004, Tankov a Voltchkova 2009)

Asociované nekone¢né délitelné rozdéleni na (]R,B(]R)) potom nazyvame rozdéleni skokové
difuze JD(u, 62, m, s%, 1) a jeho hustotu miizeme vyjadiit jako
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+» e~ _ (x—p-mk)? pL:
fip(x) = Z e 200%ts?h)
] e \[2m(0? + s2k) k! (2.15)

x€ERAo,s>0,umeR,

pii¢emz plati D, ~ JD(ut, 0%t, m, s?, At) pro viechna t > 0. Grafy hustoty (2.15) a trajektorie
procesu skokové difuze pro rizné kombinace parametri mizeme pozorovat na Obrazku 7
(Brody, Hughston a Mackie 2012, Cont a Tankov 2004).

Hustota procesu skokové difuze

. \
M o A

N L B A L

gl WV ey U

SN W TNt
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=

Hodnota
o

oA
%

Obrazek 7: Rozdé¢leni skokové difuze a proces skokové difuze

2.2.4 Variance gamma proces

Definice 2.7 (Hatle a Like§ 1972, Schoutens 2003) Nekone¢né délitelné pravdépodobnostni
rozdéleni na (R*’,'B(Ra’)), kde R := [0, +), s hustotou pravdépodobnosti

a
x%1e7PX x>0, a,b>0,

fGamma(x) = (@)

kde T je standardni gamma funkce (viz. napiiklad (Zwillinger 2012)), nazyvame gamma
rozdéleni Gamma(a, b). Lévyho proces {G;:t >0} nazveme gamma proces, pokud
G; ~ Gamma(at, b) pro vSechna t > 0.

Poznamka: (Kyprianou 2006) Rozdéleni Gamma(1l, b) nazyvame exponencialni rozdéleni
Exp(b), jehoz hustota fgy, ma vyrazné jednodussi tvar, jelikoz I'(1) = 1.

Gamma proces je prikladem subordinatoru s nekone¢nou aktivitou. Kalkulace
charakteristického exponentu probihé nasledovné:

+o00

bat
E[eaGt] — f eaxmxat—le—bx dx
0
+oo at
— 1 J (b(l — a/b)) xat—le—xb(l—a/b) dx
1—a/b)* I'(at)
0
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1
=———, Va<b, 2.16
A—a/by (219
kde jsme vyuzili toho, ze integral pies cely nosi¢ z hustoty libovolného pravdépodobnostniho
rozdéleni je roven 1. Nicmén¢ forma Lévyho tripletu neni z (2.16) ziejma. Abychom (2.16)
ptevedli do vhodného tvaru, vyuZijeme takzvaného Frullaniho integralu (viz. napiiklad
(Kyprianou 2006)), kdy lze ukazat, ze pro libovolné a, & > 0 a ¢ € R plati
1 +00 -1 -
— ofy  (e*-Dax~te ¥ adx 217
—(1_0/1})4 e’lo . (2.17)

Charakteristicky exponent ma tedy S vyuzitim (2.17) tvar
+00
a a
Ye(a) = —aln (1 — —) = f (e® —1)—e b dx, Va <b, (2.18)
b x
0

ze kterého lze jiz snadno ur¢ime podobu Lévyho miru a jednoduchou integraci nalezneme
hodnotu koeficientu driftu tak, aby kompenzoval posledni ¢ast integralu ve vyrazu (2.5).
Lévyho triplet gamma procesu je tak

a(l—e™?)
b
Stfedni hodnota gamma procesu E[G,] = at/b,Vt > 0 a rozptyl Var[G,] = at/b?,Vt > 0.

Program vykreslujici hustoty gamma rozd€leni a generujici trajektorie gamma procesu je
k nalezeni v elektronické ptiloze této prace (Kyprianou 2006, Schoutens 2003).

a
,0, ;e‘bxl{»o}(x) dx|. (2.19)

Nyni si predstavime zastupce Cisté skokovych procesi s nekonec¢nou aktivitou se skoky
Vv oboru redlnych ¢isel, ktery vznikne technikou subordinace ptedstavené ve Vetre 2.2.

Definice 2.8 (Madan, Carr a Chang 1998) Necht {W,} je Browniv pohyb s parametry 9 €
R ao > 0 a necht {G,} je gamma proces s parametry a = 1/vab = 1/v prov > 0. Potom
Lévyho proces {V; : t = 0}, definovany jako V, := W, , nazveme variance gamma proces
(VG) proces.

Poznadmka: Jelikoz ziejmé E[G;] = t,Vt = 0, variance gamma proces si miizeme predstavit
jako Brownliv pohyb pozorovany na nové stochastické casové Skale, kterd je dana
subordinujicim gamma procesem (viz. také poznamka pod Veérou 2.2).

Variance gamma proces se tidi variance gamma rozdélenim VG(19t, aVt,v/ t) (n¢kde také
nazyvané zobecnéné Laplaceovo rozdeéleni) na (]R,B(R)) pro vsechna t > 0. Hustota
rozdéleni VG(9I, g,v) je dana funkci

o 2ewe x? w3 Vx2(202 /v + 92)
fra(x) = ( > Ki_ ( ) (2.20)

[y

N[ =

v/Vam T(1/v) \20%/v + 92 a?

x€ER JER, ogv>0,

kde K, je modifikovana Besselova funkce druhého druhu sindexem a (dle fazeni
Besselovskych funkci v programu MathWorks MATLAB, viz. (MathWorks 2016)) (Madan,
Carr a Chang 1998).

S vyuzitim Vety 2.2 a jiz vypocétenych charakteristickych exponenti Brownova pohybu a
gamma procesu muzeme nalézt charakteristicky exponent variance gamma procesu
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Yy(a) =Yg (lpw (a))

1 v
=—51n 1—19va—7a2 , Va € (ay, ay),

a2 = (=00 £ o + 20) /%, (2.21)

Poznamka: (Schoutens 2003) Variance gamma proces {V,} lze také vyjadtit jako rozdil V; =
Gt(+) — Gt(_) dvou nezavislych gamma procesu {Gt(” it > 0} s parametry a,b" >0 ,

a {67 :¢> 0} s parametry a, b > 0, kde a = 1/v, b = 1/<v/2 (\/92 + 202 /v + 9))
a b = 1/(1)/2 (Voz+202/v - 9)).

Hustota variance gamma rozdéleni

Hodnota
1

Obrazek 8: Variance gamma rozdéleni a variance gamma proces

S vyuzitim vyrazu (2.21) a zapojenim Frullaniho integréalu ¢i s vyuZitim reprezentace variance
gamma procesu jako rozdilu dvou nezavislych gamma procesi, jak je popsano vySe, miiZzeme
urcit, ze oy, = 0, a dale

e/ \[2ju97]
dvy(x) = e Il dx (2.22)

a kviili kompenzaci posledni ¢asti integralu ve vyrazu (2.5)

1

Uy = jxdvv(x). (2.23)
-1
Vlastnosti variance gamma procesu shrneme v Tabulce 5 a hustoty variance gamma rozdéleni
spolu s trajektoriemi procesu jsou vyobrazeny na Obrdzku 8.

Parametry 9eRo>0v>0
2
v

1 o
lpV(a)z—Eln 1—19va—7a2 , Va € (a,ay)

a , = (—191) + 92 + ZO'ZU)/O'ZU

Charakt. exponent
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Lévyho triplet [uy, 0, dvy (x)]
Stfedni hodnota 9t, Vvt >0
Rozptyl t(9%v +02%), Vt>0
Koef. §ikmosti (20302 + 3020v)t~V/2(9%v + 62)73/2, vt >0
Koef. §picatosti 3t71(t+ 2v — c*v(W?v + 0%)72), VvVt >0

Tabulka 5: Vlastnosti variance gamma procesu (Madan, Carr a Chang 1998, Schoutens 2003)

2.2.5 Normalni inverzni gaussovsky proces

Definice 2.9 (Kyprianou 2006, Rachev et al. 2011, Schoutens 2003) Nekone¢né délitelné
pravdépodobnostni rozdéleni na (]Ra’, B(]Ra’)) S hustotou pravdépodobnosti

c _(c=3x)?
fIG(x):We 2x , x20,¢,0>0,

nazyvame inverzni gaussovské (IG) rozdeéleni 1G(c, (). Lévyho proces {I; : t = 0} nazveme
inverzni gaussovsky proces, pokud I, ~ 1G(ct, {) pro vSechna t > 0.

Poznamka: (Kyprianou 2006) Inverzni gaussovské rozdé€leni je rozdéleni nahodné veliciny
7., ktera ptedstavuje ¢as prvniho vstupu Brownova pohybu s parametry { >0a o =1 do
urovné ¢ > 0 (viz. Definice 1.41).

Inverzni gaussovsky proces je po gamma procesu dal§im piikladem subordinatoru s
nekonecnou aktivitou. Kalkulace charakteristického exponentu probiha nasledovné:

+ o0

E[ alt] ax ct - (ct=¢x)* d
e = e ———e X
V2mx3/2
+o00 2
t—xy/%-2
— e_Ct( /(2_2(1 _()j Ct e_(c X Zcx (l) dx
, V2mx3/2
= o~tVT2¢=¢) vy <0272, (2.24)

kde jsme opét vyuzili toho, ze integral pfes cely nosi¢ z hustoty libovolného
pravdépodobnostniho rozdéleni je roven 1. Charakteristicky exponent mé tedy formu

Pi(@) = —c(VT=2a —¢), Ya<?/2. (2.25)
a Lévyho triplet nabyva tvaru
2¢ (S 1 _»? c x
— | —e 2 —e 2 . 2.26
l( i me dy, 0, N e 150 dxl (2.26)

Urceni Lévyho tripletu z vyrazu (2.24) neni trividlni a detaily lze nalézt napiiklad v
(Kyprianou 2006). Stiedni hodnota 1G procesu E[I.] = ct/{,Vt > 0 a rozptyl Var[l;] =
ct/¢ VE>0 . Program vykreslujici hustoty inverzniho gaussovského rozdéleni a

generujici trajektorie piislusného Lévyho procesu je k nalezeni v elektronické pfiloze této
prace (Brockwell a Lindner 2012, Schoutens 2003).

Obdobn¢ jako v Kkapitole ptedchozi nyni vyuzijeme techniku subordinace a predstavime si
dalsiho zéstupce Cisté skokovych procesti s nekone¢nou aktivitou a se skoky v oboru redlnych
Cisel.
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Definice 2.10 (Barndorff-Nielsen 1997) Necht' {I/;} je Browniv pohyb s parametry f € R

ao =1 a necht {I;} je inverzni gaussovsky proces s parametry § > 0a { =./y? — 2 pro
y >0 a B €(—y,y). Potom Lévyho proces {R,:t =0}, definovany jako R, := W, ,
nazveme normdalni inverzni gaussovsky proces (NIG) proces.

Hustota NIG rozdéleni

— 06—

t T J 1 | T

|
-8 - -4 2

NIG proces

H
5 5 & b o N a o
1
}

{

Obriazek 9: NIG rozdéleni a NIG proces

NIG proces se tidi normdlnim inverznim gaussovskym rozdélenim NIG(y, B, 6t) na (R, .‘B(R))
pro vSechna t > 0. Hustota rozdé€leni NIG(y, B, §) je dana funkci

fuic(x) = ﬁe‘gmwgc K, (yV62 + x2)
n o (2.27)

x€ER, y,6>0,B€E(-y7y)

kde K; je modifikovana Besselova funkce druhého druhu sindexem 1 (dle fazeni
Besselovskych funkci v programu MathWorks MATLAB, viz. (MathWorks 2016)) (Rydberg
1997).

S vyuzitim Vety 2.2 a jiz vypoctenych charakteristickych exponentli Brownova pohybu a
inverzniho gaussovského procesu mizeme opét nalézt charakteristicky exponent NIG procesu

Yr(a) = ¢1(¢W(a))
=6 (VyZ =B+ a2 -y?=p?), vac[-f-y,—B+y], (229)

Urceni podoby Lévyho tripletu z vyrazu (2.28) je netrividlni zaleZitosti, jez je diskutovana
napiiklad v (Barndorff-Nielsen 1997). Pro Brownuv koeficient dostavame oz = 0, pro
Lévyho miru plati

YOKGrIxD)

dVR(X) = n_lxl

(2.29)

a pro koeficient driftu pak
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1
2y6
R = %f sinh(Bx) K, (yx) dx. (2.30)
0

Vlastnosti NIG procesu nalezneme shrnuté v Tabulce 6 a hustoty NIG rozdéleni spolu
s trajektoriemi procesu jsou vyobrazeny na Obrazku 9.

Parametry y>0,6>0pB€(-yyvy)
- _ 2 _ 2 _ [y2_-82) wvge )
Charakt, exponent | V#(@ =~ (Jr2 = (B + @7 =2 = §7), va € [,
a,,=—Bty
Lévyho triplet [Ug, 0, dvg(x)]
Stfedni hodnota Bot/\y?—pB?%, vt>0
Rozptyl Y28t/ (y? — BH32, vt >0
Koef. sikmosti 38y 1(6t)"V2(y2 = BA)"V4 vt >0
-1
Koef. §picatosti 3 (1 + (y% + 482) (yz&w/yz — 32) ) vt > 0

Tabulka 6: Vlastnosti NIG procesu (Barndorff-Nielsen 1997, Rydberg 1997)

2.2.6 Meixneruv proces

Definice 2.11 (Schoutens 2002) Nekonecné dé&litelné pravdépodobnostni rozdéleni na
(R, B(R)) S hustotou pravdépodobnosti

(2 cos(b/2))?® bx ix\|?
fMeixner(x) = 2am ['(26) ea ([ (6 + E) ’

x€R, a,d>0be(—mmn),

kde i je imaginarni jednotka a I' je standardni gamma funkce, nazyvame Meixnerovo
rozdeleni Meixner(a, b,§). Lévyho proces {E; : t = 0} nazveme Meixneriiv proces pokud
E; ~ Meixner(a, b, 6t) pro vSechna t > 0.

Lze ukazat (viz. naptiklad (Grigelionis 1999) a (Olschowka 2007)), ze

WE] _ cos(b/2) 20 —mTt—b m—>b
E[eE]_<cos((aa+b)/2)> , aE( — ) (2.31)

a pro prvky Lévyho tripletu dostavame o = 0, déle

et 2.32
D) = 0 /@) (&%
a
cosh(bx/a)
Ug = ad tan 25J smh(nx/a) (2.33)

Podobné jako v predchozich ptipadech se tedy jedna o Cisté skokovy proces s nekone¢nou
aktivitou a se skoky v oboru realnych ¢isel. Vlastnosti procesu jsou shrnuty v Tabulce 7 a
hustoty Meixnerova rozdéleni pro ruzné parametry spolu s asociovanymi trajektoriemi
nahodného procesu nalezneme na Obrdzku 10 (Olschowka 2007).

| Parametry | a>0,be(-mm),5>0 |
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Charakt. exponent

cos(b/2)

cos((ax + b)/2)
a,=(Em—-b)/a

Yp(a) = 261n< >, Va € [aq, ay]

Lévyho triplet [ug, 0, dvg(x)]
Stfedni hodnota aéttan(b/2), Vt >0
Rozptyl a?8t/(2cos?(b/2)), Vt >0

Koef. sikmosti

sin(b/2)+/2/(6t), Vt >0

Koef. $picatosti

34+ (2—cos(b))/(6t), Vt>0

Tabulka 7: Vlastnosti Meixnerova procesu (Grigelionis 1999, Olschowka 2007)

Hustota Meixnerova rozdéleni

Obrazek 10: Meixnerovo rozdéleni a Meixnerv proces

2.2.7 Zobecnény hyperbolicky proces

Definice 2.12 (Aas a Haff 2006) Nekonec¢n¢ délitelné pravdépodobnostni rozdéleni
(R, B(R)) s hustotou pravdépodobnosti

feu(x) =

(y? - ,32)/1/2 Ki_1/2 (V\/m)

ehx

)

1/2-2

V2 yA-1/2 §2 K, (842 — /32) (V62 + x2)

y>0,6=20|8 <y, proA>0
XER, y>0,6>0|B <y, proi=0,
y>006>0|B <y, prol<O0

na

kde K, je modifikovana Besselova funkce druhého druhu sindexem a (dle fazeni

Besselovskych funkci v programu MathWorks MATLAB, viz.

(MathWorks 2016)),

nazyvame zobecnéné hyperbolické rozdeleni (GH rozdéleni) GH(y,,68,1). Lévyho proces

{H,:t >0} pak
H, ~ GH(y, B, 6, 2).

nazveme

zobecnény  hyperbolicky proces (GH proces)

pokud

Poznamka: (Cont a Tankov 2004, Eberlein 2001) Mé&me GH rozd¢leni s hustotou fgy a
charakteristickou funkci ¢gy. Prestoze GH rozdéleni je nekonecné délitelné a ma tadu
zajimavych statistickych vlastnosti, Lévyho GH procesu ma tu nevyhodu, Ze sice vSechny
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ptirtstky délky 1 maji pfislusné GH rozdéleni, ale pfirtstky libovolné délky t se fidi
rozdélenim danym charakteristickou funkci (¢gg)t. To ¢ini uziti tohoto rozdéleni obtiznym
v ptipadech, kdy je tfeba pracovat s daty sbiranymi v riznych casovych intervalech ci
finan¢nimi instrumenty s riznou dobou do splatnosti.

Hustota GH rozdéleni

GH proces

Obrazek 11: GH rozdéleni a GH proces

S vyuZzitim momentové vytvorujici funkce GH rozdé€leni, kterd je uvedena v (Eberlein 2001),
dostavame

y? —pB? A/2 Kl(&/yz — (B + a)?
aHy] _ , 2.34

Jedna se opét o Cisté skokovy proces s nekone¢nou aktivitou se skoky v oboru v realnych
¢isel. Plati tedy oy = 0; dalsi prvky Lévyho tripletu pro jejich komplikovanost nebudeme
uvadét (Lévyho miru GH procesu nalézt napiiklad v (Eberlein 2001)) (Cont a Tankov 2004).

Nekteré vlastnosti GH procesu jsou k nalezeni v Tabulce 8. Vybrané hustoty GH rozdéleni a
trajektorie prislusnych Lévyho procest jsou k nahlédnuti na Obrazku 11.

y>038=0,8l<y, prol>0
Parametry y>0,6>0|8l<y, proi=0
y>0,8>0,|8|<y, prod<O0

ﬁn( y: - B >+ln K2(8\¥Z = (B + a)?
27\’ - (B +a) Ki(8yy2—p2) )

Va tak,ze |f + a| <y
Lévy triplet [y, 0, dvy (x)]

Stiedni hodnota ) K,1+1(5 v - ﬁz)
WP K(oVr )

5 Kun(Oy -F7), & (Km(ém) ~ KMWW))

Rozptyl | 2= k(02— F7) B\ K- (V) )

prot =1

Charakt. exponent

, prot=1

Tabulka 8: Vlastnosti GH procesu (Eberlein 2001, Schoutens 2003)
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3 Dalsi nahodné procesy ve financnim modelovani

V této casti prace uvedeme vybrané piiklady ndhodnych procest, jejichz ptirastky jiz obecné
nejsou nezavislé, a tedy nepatii do skupiny Lévyho procesi. Nicméné jejich dynamika
z Lévyho procest vychazi a podobné jako oni mohou byt velmi uzite¢né ve svété finan¢niho
modelovani.

3.1 Ornstein-Uhlenbeckovy procesy

S vyuzitim Lévyho procesi predstavenych v minulé kapitole 1ze zkonstruovat Sirokou Skalu
procesi s navratem ke stiedni hodnotée, jejichz vlastnosti trajektorii se odvijeji od zvoleného
Fidiciho Lévyho procesu. Tento typ procesu, které obecné nazveme Ornstein-Uhlenbeckovy
procesy (OU procesy), byl poprvé piredstaven v (Uhlenbeck a Ornstein 1930), kde byl jako
fidici Lévyho proces pouzit Browniv pohyb. Obecné OU procesy, jejichz dynamika vychazi
z libovolného Lévyho procesu, jsou jednim z popularnich témat Souc¢asného vyzkumu.

Definice 3.1 (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001) Nahodny proces {Y;:t >0} na
(Q,F, P), jez tesi SDR (viz. Kapitola 1.4)

dYt = _/1Yt dt + Xmt' YO = yo,

kde A > 0, yo € R a {X;} je zvoleny Fidici Lévyho proces, nazveme Ornstein-Uhlenbeckiiv
proces (OU proces).

Poznamka: (Schoutens 2003, Winkel 2010) Ackoliv fidici proces mize byt obecné
libovolny Lévyho proces, v této praci nas budou specialné zajimat piipady, kdy {X;} je
subordinator (bez linearniho driftu) a y, > 0. V téchto pripadech je ztejmé, Ze ptislusny OU
proces bude nezdporny a navic zdola omezeny funkci yoe*¢. Déle poznamenejme, Ze
charakteristicky exponent subordinatoru lze obecné vyjadfit ve tvaru

+ o0

Wy (0) = j (e%* — 1) dvy(x), VO €ER, (3.1)
0

kde vy je Lévyho mira koncentrovana na (0,+0), jez Vtomto piipadé¢ evidentné plné
charakterizuje fidici Lévyho proces {X,}.

Definice 3.2 (Applebaum 2009, Bingham 2006) Necht D je nahodna proménna na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P). Rekneme, Ze D je samo-rozioZitelnd (nebo Ze se idi
samo-rozlozitelnym rozdélenim), pokud pro vSechna c € (0,1) existuje ndhodna proménna
D(© nezavisla s D takova, ze

DEcD+DO o ¢p0)=@p(che,0(d), VOER,
a vytvari tak autoregresivni schéma 1. radu.
Poznamka: (Carr et al. 2007) Jinymi slovy, ndhodnd proménna D je samorozlozitelna,

pokud ma stejné rozde€leni jako soucet Skalované verze sebe sama cD a nezavislé rezidudlni
nahodné proménné D(© odpovidajici zvolené §kalovaci konstants ¢ € (0,1).

Samo-rozlozitelna rozdéleni jsou dilezitou podtiidou tfidy nekonecné delitelnych rozdéleni
z Kapitoly 2.1. Lze ukazat, ze nekoneén¢ délitelné rozdéleni je samo-rozlozitelné praveé tehdy,
kdyZ jeho Lévyho mira ptipousti Lévyho hustotu gp(x) ve specialnim tvaru
e

lx|
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kde hp(x) > 0 je neklesajici pro x < 0 a nerostouci pro x > 0. Funkci hp(x) potom
nazyvame charakteristika samo-rozloZitelnosti rozdéleni nahodné proménné D (Carr et al.
2007).

Véta 3.1 (OU procesy a samo-rozlozitelna rozdéleni) (Barndorff-Nielsen a Shephard
2001) Necht' D je nahodna proménna na (Q,F,P) s pravdépodobnostnim rozdélenim
Pp,. Potom existuje stacionarni Ornstein-Uhlenbeckav proces {Y; : t = 0} dle Definice 3.1, ve
tvaru

t
Y, = yoe M + f e M=) dx;,
0
jez se tidi pravdépodobnostnim rozdélenim P, pravé tehdy, kdyz D je samo-rozlozitelna
nahodna veli¢ina. Nahodny proces {Y;} vtomto piipadé nazyvame P, -OU proces a Pp
marginalni rozdéleni procesu.

Diikaz: Dukaz Vety 3.1 je znaéné netrivialni a odkazy na literaturu, ve které lze dohledat,
jsou k nalezeni v (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001). |

Ornstein-Uhlenbeckovi procesy lze tedy konstruovat dvéma zpusoby. Prvnim je zvolit
konkrétni parametrickou formu pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny D. Potom
dle Vety 3.1 bude existovat P,-OU proces {Y;} takovy, ze Y; ~ Py, Vt > 0. Budeme obecné
predpokladat existenci Lévyho hustoty gy fidiciho Lévyho procesu {X;} a také existenci
diferencovatelné Lévyho hustoty gp marginalniho rozdéleni Pp-OU procesu {Y;}. Vztah mezi
témito hustotami je dan vyrazem
, 3.3
gx(x) = —gp(x) — xgp(x), (33)
jenz nam umoznuje analyzovat charakter fidiciho Lévyho procesu. Druhou moznosti je potom
konstrukce OU procesu piimo pomoci fidiciho Lévyho procesu {X;} s Lévyho hustotou gy
zvoleného tak, Ze
A4
E[In(1 + [X,])] < +oo. (34)
Podminka (3.4) zde zarucuje dle (Jurek a Mason 1993) existenci stacionarniho feSeni SDR
z Definice 3.1 ve tvaru daném Vétou 3.1. Tedy existuje samo-rozlozitelné rozdéleni
pravdépodobnosti Pp takové, ze Y, ~ Pp, Vt > 0, a pokud je {X,} subordinatorem, miZeme
s vyuzitim ODR dané vztahem (3.3) ukazat, ze pro Lévyho hustotu tohoto rozdéleni plati

9p(x) = f gx(Ex) dE, (3.5)

1
¢imz je podle (3.2) rozdéleni P, plné charakterizovano (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001).

Definice 3.3 (Barndorff-Nielsen a Shephard 2003) Nahodny proces {Y/™ :t > 0} na
pravdépodobnostnim prostoru (£, F, P) definovany jako

t
Yt(mt) = f Y, ds,

0

kde {Y;} je Ornstein-Uhlenbeckiv proces, nazveme integrovany Ornstein-Uhlenbeckiiv proces
(IntOU proces).

Pro feseni IntOU procest podle (Barndorff-Nielsen a Shephard 2003) dostavame
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t
Yt(lnt) — 1—1(1 _ e—/lt)yo + A1 f(l _ e—ﬂ(t—s)) dXAs
0

= /1_1(X)Lt - Yt + yo), (36)

a ve stejné literatufe lze také dohledat obecné analytické piredpisy pro charakteristickou
funkci, sttedni hodnotu a rozptyl procesu {Y,/**}.

3.1.1 Gamma-0U proces

Dle znaceni, které bylo ustanoveno Vv piedchozi ¢asti, se jedna o OU proces s marginalnim
rozdélenim Gamma(a, b) (viz. Definice 2.7) jehoz Lévyho hustota je uvedena ve (2.19) a
stiedni hodnota a rozptyl nize na téZe strané. Dle (3.2) se se ziejm¢ jedna o samo-rozlozitelné
rozdéleni s charakteristikou

hGamma(x) = ae_bxl{x>0}- (3-7)
Ze vztahu (3.3) pak dostavame

!

ae—bx ae—bx
gx(x)=[— 2 —x< . >ll{x>0}

aebx —abe Xy — qe~bx
= |- - X 140)

X x2

= abe‘bxl{x>0}. (3.8)

Za pomoci Tabulky 2 a poznamky pod Definici 2.7 mizeme V (3.8) rozpoznat Lévyho hustotu

slozeného Poissonova procesu s intenzitou a a exponencialné Exp(b) rozdélenymi Yy, k =
1,2,.... Ridici Lévyho proces Gamma-OU procesu je tedy slozeny Poissoniiv proces
s exponencialné rozdélenymi skoky (viz. Kapitola 2.2.1) a jelikoz fidici proces ma kone¢nou
aktivitu, pak zfejmé také prislusny OU proces bude mit pouze kone¢ny ocekavany pocet
skokil v kazdém kone¢ném casovém useku.

Gamma-OU proces

Hodnota
N\

Hodnota

Obrazek 12: Gamma-OU proces a asociované procesy

Charakteristickd funkce asociovaného IntOU procesu V zavislosti na volbé y, nabyva tvaru
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Aa / b .
) = 010¥0271(1-e72t) eie—/'tb\bln<b_i91—1(1_e—/1t)>_‘9t>. (3.9
(Schoutens 2003)

(pGamma—OU(e

Na Obrazku 12 mizeme pozorovat ukdzkovou trajektorii Gamma-OU procesu, prislusného
fidiciho Lévyho procesu a prislusného integrovaného Gamma-OU procesu.

3.1.2 IG-0OU proces

Nyni se pokusime zkonstruovat jiny OU proces fizeny subordinatorem s vyuzitim opacného
zpusobu konstrukce nezli v ptedchozi kapitole. Uvazujme fidici Lévyho proces {X;} v podobé
souctu dvou nezavislych Lévyho procest

Xt = It + Ct’ (310)
kde {I;} je inverzni gaussovsky proces (IG proces) s parametry ¢/2 a { ustanoveny Definici
2.9 a {C,} je slozeny Poissonilv proces s intenzitou c{/2 a Y, := {"2UZ, U, ~N(0,1), k =

2, ... (viz. Definice 2.4 a Definice 2.5). Lze snadno ukazat, ze proces (3.10) spliiuje

podminku (3.4) a je tedy garantovana existence stacionarniho OU procesu s ptislusnym
fidicim Lévyho procesem (Barndorff-Nielsen 1998).

Poznamka: (Hatle a Like§ 1972) Rozd¢leni kvadratu nahodné veli¢iny fidici se standardnim
normalnim rozdélenim lze popsat hustotou ve tvaru

1 _x
fyz = e 2, x=0, (3.11)

jez odpovida hustoté y?-rozdéleni s jednim stupném volnosti.

S vyuzitim vztahu mezi charakteristickymi funkcemi souctu nezavislych nahodnych veli¢in
(1.21), specialniho tvaru charakteristického exponentu (3.1) subordinators, analytickych
vyjadieni Lévyho hustot zucastnénych procestt danych Tabulkou 2 a vyrazy (3.11) a (2.26), a
vzorcem pro hustotu skdlované ndhodné veliciny (2.8) mizeme odvodit, Zze Lévyho hustota
fidictho Lévyho procesu ma podobu

oo EEZC = R SR | Y (3.12)
I Vamaar2 AN G0 |
Zapojenim (3.5) pro Lévyho hustotu gp marginalniho rozdéleni OU procesu dostavame
+00
c/2 _{%éx c{( {2 _62$x>l
x)=| [—=———=e 2 —————e¢ 2 ||d&1
e ] [m(fx)m VZr({2Ex)1/? *
Lis s T e e
c sub. |[dp = {“x
f (G2ex0)*? d“f @ | e T dp
7x- %
Jp\ 2e7% " S
e 1%
V2merf ) — + [\/271 erf(—)] 1
va l \/E p 5 \/E <2x {x>0}
J°x
o 62 1
- mxyz x>0} (3.13)
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kde erf zna¢i chybovou funkci a vyuzili jsme jeji vlastnosti lim,_, erf(x) =1 (viz.
(Zwillinger 2012)). Pokud nyni porovname (3.13) s (2.26), zjistime, ze se jedna pfimo o
Lévyho hustotu IG rozd¢€leni s parametry ¢ a ¢ (viz. Definice 2.9), jez je evidentné samo-
rozlozitelné a podle (3.2) ma jeho charakteristika samo-rozlozitelnosti tvar

c _$x
Ve L e
Stiedni hodnota a rozptyl jsou potom uvedeny nize pod vyrazem (2.26).

hig(x) = (3.14)

Jelikoz v tomto piipadé ma fidici Lévyho proces nekonecnou aktivitu, bude mit ptislusny OU
proces nekonecny ocekavany pocet malych a konecny ocekavany pocet velkych skoki na
kazdém konecném Casovém useku. Navic pro charakteristickou funkci asociovaného IntOU
procesu podle (Nicolato a Venardos 2003) dostavame Vv zavislosti na volbé y,

Y01 _g-2t)42¢10 4(g 1)
Pig-ou(@) =e * ( Az )

_\/ﬁ \/ﬁ
! 1+rd-e A)+ ! atanh 1+ — e —atanh( f—11+ ) ’ (3.15)
K

A, t) =

K Vv1i+k Vv1i+k
. 2if
K = —E.

Ukazkova trajektorie IG-OU procesu, pfislusného fidictho Lévyho procesu a ptislusného
integrovaného 1G-OU procesu je k vidéni na Obrazku 13.

1G-0U proces
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Obrazek 13: 1G-OU proces a asociované procesy

3.1.3 Dalsi priklady OU procesi

Vyzkouseli jsme tedy ob¢ techniky konstrukce OU procesti na piedchazejicich ptikladech,
kde jsme jako fidici Lévyho procesy pouzili subordinatory. Nicmén¢ nekterd dalsi rozdéleni,
ktera jsme piedstavili v Kapitole 2, jsou podle (3.2) samo-rozlozitelna a tedy existuje OU
proces s pifislusSnym margindlnim rozdélenim. Patifi mezi né napiiklad variance gamma
rozdé€leni, normalni inverzni gaussovské rozd€leni nebo Meixnerovo rozdéleni (viz.
(Barndorff-Nielsen 1998), (Grigelionis 1999) a (Kotz, Kozubowski a Podgorski 2001)). Dale
je také mozné zvolit libovolny Lévyho proces {X;} (ktery se napiiklad mtze skladat ze sumy
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nezavislych Lévyho procest), ktery splituje existencni podminku (3.4), a prohlasit jej za fidici
Lévyho proces néjakého OU procesu. V prvnim piipadé ovSem muze byt komplikované najit
fidici Lévyho proces {X;}, v druhém piipadé potom explicitni vyjadieni pro marginalni
rozd¢leni pravdépodobnosti Py,.

Dalsim zpuisobem, jez byl predstaven v (Barndorff-Nielsen 2001), je vytvaret nové procesy
superpozici nezavislych OU procest.

Definice 3.4 (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001) Nahodny proces {¥ " : t > 0} na
pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P) definovany jako

m m
Yt(sup) — Z ’Wth] ) ’blf] > 0, Z ’LU’] =1,
=1 =1

dy/ = AYldt +dX], j=12,..,m

jsou nezavislé Ornstein-Uhlenbeckovy procesy, nazveme superpozicni Ornstein-Uhlenbeckitv
proces (SupOU proces).

kde

Poznamka: Charakteristické funkce SupOU procest lze ziskavat pomoci vztahu (1.21) a lze
z nich dale vytvaret integrované procesy ve smyslu Definice 3.3. Dalsi informace a teoretické
pozadi k superpozici OU procest Ize nalézt v (Barndorff-Nielsen 2001).

1G-SupOU proces
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Obrazek 14: 1G-SupOU proces a asociované IG-OU procesy

Specialnim ptipadem takového procesu muze byt IG-SupOU proces, kde {Ytj } jsou nezavislé
IG-OU procesy takové, ze jejich margindlni rozdéleni jsou IG(/ufjc, ¢ ), w; >0, Yw; =1
Potom plati, Ze marginalni rozdéleni IG-SupOU procesu je IG(c, {). Ukazkovou trajektorii

IG-SupOU procesu pro m = 3 muzeme pozorovat na Obrazku 14 (Barndorff-Nielsen a
Shephard 2001).

Dale je mozné ptidat do OU procesu linedrni drift, kdy SDR dostava tvar

dYt = (‘Ll - AYt) dt + dX}lt' YO = yo, (316)
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ktery miize byt snadno preformulovan zpét do tvaru daného Definici 3.1 ustanovenim nového
fidictho Lévyho procesu {X, : t > 0}, kde

Xt ::)(t-‘l'E

~t. (3.17)

(Schoutens 2003)
3.2 CIR proces

Cox-Ingersoll-Rossiv proces (CIR proces) patii mezi klasické ptiklady nezapornych procesi
s navratem ke stfedni hodnoté. Pivodné byl pfedstaven jako model dynamiky urokovych mér
(viz. (Cox, Ingersoll a Ross 1985)), ale ma uplatnéni i v jinych oblastech jako je
napiiklad modelovani stochastické volatility rizikovych aktiv.

Definice 3.5 (Hull 2003) Nahodny proces {Y; : t = 0} na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P), jez fesi SDR

dY; = a(b —Y,) dt + ox/?t dW,, Y, =1y,

kde a,b,o > 0, y, > 0 a {W,} je standardni Browntiv pohyb, nazveme Cox-Ingersoll-Rossuiv
proces (CIR proces).

Poznamka: (Carr et al. 2003) Parametr b lze interpretovat jako dlouhodoby prameér,
parametr a upravuje rychlost navratu ke dlouhodobému priméru a o tidi miru kolisani
procesu.

CIR proces a integrovany CIR proces
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Obrazek 15: CIR proces a integrovany CIR proces

Déle 1ze odvodit (viz. (Shreve 2004)), ze podminéna sttedni hodnota CIR procesu v zavislosti
na pocate¢ni podmince ma tvar

t co
E[Y,|Yo] = yoe~% + b(1 — e=4t) 5 b, (3.18)
a tedy vidime, ze dlouhodoby primér je opravdu vyjadien parametrem b.

Analogicky k ptfedchozi ¢asti mizeme téz definovat integrovany CIR proces. Ukazkova
trajektorie CIR procesu a piislusného integrovaného CIR procesu je k vidéni na Obrdzku 15.
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4  Financni Casové rady

V této Casti prace Se Seznamime s financnimi casovymi radami a uvedeme nékteré jejich
typické vlastnosti, které¢ podlozime empirickou evidenci. Data, ktera vytvareji finan¢ni
¢asovou fadu, vznikaji jako chronologicky uspofadana pozorovani situace na finan¢nim trhu.
V praxi nejcastéji budeme pracovat s takzvanymi logaritmickymi vynosy (log-vynosy), které
definujeme jako

Tlog (¢, At) = In(S¢yac) — In(Sy)

—In (St+At) ’ (4.1)
St

kde {S; : t = 0} je realny ndhodny proces na prostoru s piirozenou filtraci (Q,F, {F.}, P)
popisujici vyvoj ceny sledovaného rizikového aktiva a At znaéi Casovy prirustek, ktery
V praxi mize nabyvat hodnot od n€kolika sekund po mésice, coz vétSinou vyrazné ovliviiuje
vlastnosti ptislusnych log-vynost. Log-vynosy tedy v naSem kontextu chapeme jako realizace
urc¢itého realného nahodného procesu ve zvolenych okamzicich. Tento typ vynost je obecné
preferovany, jelikoZ ma obvykle pfiznivé statistické vlastnosti a vhodné koresponduje
s matematickymi modely, které piedstavime v nasledujici ¢asti prace (Cipra 1986, Cont 2001,
Tsay 2010).

Definice 4.1 (Cipra 1986, Tsay 2010) Necht {X; :t = 0} je slabé stacionarni nahodny
proces na pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P). Potom funkci

Cov[Xy, Xi—s]
Var[X;]

p(s) = , S €0,t],

nazveme autokorelacni funkce nahodného procesu {X,}.

Poznamka: (Tsay 2010) Autokorela¢ni funkce je mirou linearni zavislosti nahodného
procesu {X;} na sob&é samém V zavislosti na parametru zpozdéni s. Slaba stacionarita
zajistuje, ze autokorelacni funkce je pouze funkci s, jelikoz kovaria¢ni vztahy v ramci
procesu jsou z definice slabé stacionarity ¢asové invariantni. Dale ziejmé plati p(0) = 1.

V nasledujici ¢asti prace budeme casto hovofit o vybérovych momentech a dalSich
vybérovych veli€inach a funkcich. Jedna se o statistické protiklady pravdépodobnostnich
veli€in z prechozich ¢asti prace, jez se pouzivaji pro empirické odhady teoretickych veli¢in.
Vice o teorii odhadu lze nalézt ve velkém mnozstvi Ceské i zahrani¢ni literatury jako je
napiiklad (And¢l 2002), (Reif 2004) nebo (Ryan 2007).

Diskutujme nyni dle (Cont 2001) nékteré vlastnosti logaritmickych vynost, které jsou
spole¢né pro velké mnozstvi finan¢nich aktiv:

()  Zaporna Sikmost. Casto muzeme pozorovat velké propady Vv cené aktiva, které
ovSem nebyvaji vyvazeny obdobné velkymi pohyby ceny vzhlru. Rozd¢leni log-
vynosl je tedy zpravidla asymetrické s levym koncem t€ZSim neZ pravym, coZ
zpusobuje zéapornou hodnotu koeficientu Spicatosti. Tato vlastnost byva vyrazné;si
pro vétsi At;

(i)  Vysoka spicatost. koeficient Spic¢atosti ma obvykle vys$i hodnotu nez 3, jez je
pfislusna normalnimu rozdéleni. To napovidéd, Ze rozdéleni log-vynost je silné
koncentrované okolo stfedni hodnoty a vyznacuje se tézkymi konci. Toto plati
zejména pro malad At, pro vétsi At rozdéleni log-vynosii vice pfipomind normalni
rozdéleni (takzvana agregovand gaussovskost);
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(iii)  Absence linedarni autokorelace: korelace log-vynost se sebou samymi ma sklony byt
velmi mala ¢i zanedbatelnd, coz ztézuje predpovidani budoucich vynosi;

(iv)  Autokorelace kvadrati: korelace kvadrati log-vynost se sebou samymi byva
naopak velmi vyznamna. Cili velkd zména ceny aktiva (at’ uz pozitivni &i negativni)
Casto vyvola dalsi velké zmény ceny, jejichz smér je ale kvali vlastnosti (iii) jen
velmi obtizné predvidatelny;

(V) Shlukovani volatility: tento efekt je dusledkem vlastnosti (iv), jez zpusobuje, Ze mira
kolisani log-vynosi okolo jejich stfedni hodnoty (takzvana volatilita) vykazuje
znamky Casové zavislosti a muzeme tak pozorovat stiidajici se periody nizké a
vysoké volatility na finan¢nich trzich.

(vi)  Pdkovy efekt: volatilita byva obvykle negativné korelovana s cenou aktiva, ¢ili nahly
pokles ceny byva obvykle doprovazen naristem volatility;

Pozndmka: (Rachev et al. 2011) Vlastnosti (i), (ii) a (iii) naznacuji, Ze Lévyho procesy
s dostate¢né flexibilnim rozdélenim na (R, B(R)) by se mohly zd4t vhodnymi kandidéty pro
modelovani finan¢nich ¢asovych fad. Problémem jsou ovSem vlastnosti (iv), (v) a (vi), jez
procesy s nezavislymi ptiristky nemohou byt samy o sobé schopné zachytit. Proto je vyhodné
zapojit do finan¢niho modelovani také procesy z Kapitoly 3, jejichz inkrementy na rozdil od
Lévyho procesi vykazuji vzajemnou casovou zavislost podobnou té, jiz si muzeme
povsimnout U log-vynostu pozorovanych na trhu.

Jako ptiklad mizeme uvazovat vyvoj ceny Indexu PX Burzy cennych papirti Praha od ledna
1996 do dubna 2016 (dohromady 5080 pozorovani), jez byla stazena z (Quandl 2016).
Kompletni soubor dat Ize nalézt v elektronické priloze této prace. Index PX sdruzuje vybrana
blue chips aktiva prazské burzy a jeho struény popis, seznam involvovanych aktiv a pfesny
vzorec vypoctu lze nalézt na (PSE 2016).

Index PX - historicky vyvoj
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Obrazek 16: Vyvoj indexu PX, log-vynosy a volatilita

Na horni ¢asti Obrdzku 16 vidime ¢asovou fadu zavéreénych cen Indexu PX. Spodni ¢ast
potom zobrazuje asovou fadu dennich log-vynost (tedy pro At = 1den). Cervena Gara
Vv téze Casti Obrdzku 16 piredstavuje volatilitu procesu, jez byla odhadnuta vybérovou
smérodatnou odchylkou s vyuzitim dat z ro¢niho plovouciho okna. Jednoznacné je zde patrny
efekt shlukovani volatility popsany v (V) vyse. Zfejmé jsou periody zvysené volatility v letech
1998 (ruska finanéni krize), 2001 (teroristické utoky v New Yorku), 2008 (svétova financni
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krize a 2011/2012 (dluhova krize v eurozoné), prolozené klidnéj$imi obdobimi s relativné
nizkou volatilitou.

Jak jsme jiz uvedli diive, efekt shlukovani volatility je disledkem toho, Zze druhé mocniny
log-vynost jsou vzajemné kladné korelovany, piestoze log-vynosy jako takové jsou vzajemné
korelovany jen velmi slabé. Tento fenomén je zachycen v horni ¢asti Obrdzku 17. Je patrné,
Ze vybérova autokorelaéni funkce ¢tvercti log-vynost klesa jen velmi pomalu, a tedy velikost
dnesniho log-vynosu je jistym zpusobem ovlivnéna velikosti log-vynosit v poslednich
nékolika tydnech, ¢i dokonce mésicich (priimérny mésic ma okolo 22 obchodnich dnti).

Pékovy efekt 1ze méfit riznymi zptsoby. Jednim z nich navrhovany v (Cont 2001) je pomoci
funkce

2
C(s) = Corr [(n(,g (t + s,At)) Tlog (t,At)], s €[0,t]. (4.2)
Teoreticky bychom méli o¢ekavat, ze vlivem pakového efektu bude tato funkce zacinat
V negativnich hodnotach a poté se s rostoucim s blizit nule. Vybérovou podobu funkce (4.2)
pro At = 1, jez potvrzuje nase domnénky, miizeme pozorovat ve stiedni casti Obrazku 17.

Vybérova autokorelaéni funkce log-vynosu Vybérova autokorelaéni funkce ¢tverce log-vynosu
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Obrazek 17: Vybérové autokorelacni funkce, pakovy efekt a normalizovany histogram
Prozatim jsme na piikladu Indexu PX prodiskutovali o¢ekavané vlastnosti (iii), (iv), (v) a (vi)

log-vynosi a pifesuneme se tedy na zbyvajici vlastnosti (i) a (ii). Dulezité vybérové
momentové statistiky 10g-vynost jsou shrnuté v nasledujici tabulce:

Vybér. stfedni hodnota 0.00014
Vybér. smérod. odchylka | 0.01385
Vybér. koef. Sikmosti | —0.44019
Vybér. koef. Spicatosti 14.5760
Pozorované minimum | —0.16185
Pozorované maximum 0.12364

Tabulka 9: Vybérové statistiky log-vynost Indexu PX
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Ve shod¢ s (i) a (ii) pozorujeme negativni Sikmost a velmi vysokou S$piCatost znaéné
prevysSujici 3, coz poukazuje na nenormalitu pozorované Casové fady (pfipomeiime, Ze
Sikmost a $picatost normalniho rozdéleni jsou vzdy 0 a 3, respektive). Zajimavé jsou také
hodnoty pozorovanych extrémii ve zvoleném c¢asovém tuseku. Pro ndhodnou proménnou X
fidici se normalnim rozdélenim s odpovidajici stiedni hodnotou a rozptylem plati P(X <
—0.1) = Fy(—0.1) = 2.4126 x 10~ 13 (vypocéteno numericky v programu MATLAB). Pro
srovnani, odhadované staii vesmiru je piiblizné 1.4 x 1010 let (viz. (Villard 2002)), coz je
Vv pfepoctu asi 5.1 X 1012 dndi. Tedy kdyby se data skute¢né fidila normalnim rozdélenim,
log-vynos Indexu PX mensi nez —0.1 by velice pravdépodobné nenastal za celou dobu trvani
znamého vesmiru. Ve skutecCnosti, tato situace byla pozorovana hned tfikrat za zvolenych
5080 obchodnich dnti. Normalni rozdéleni se tedy nezda byt ptili§ vhodnym kandidatem pro
ispésné modelovani log-vynost (zejména ne pro malé At). Z Cebysevovy nerovnosti (Viz.
poznamka pod Definici 1.27) nicméné plyne, Ze pozorované empirické vlastnosti ve smyslu
disperze okolo stfedni hodnoty lze modelovat ndhodnou veli¢inou s konecnou stfedni
hodnotou i rozptylem, ¢imz se budeme mimo jiné zabyvat v nasledujici kapitole.

Diskutované empirické fakty jsou podlozeny v dolni ¢asti Obrdazku 17. Modré sloupce
pfedstavuji normalizovany histogram (ve smyslu, Ze soucet obsahit modrych obdélnikil je
roven jedné) zkoumanych dat, Cervena c¢ara predstavuje hustotu normalniho rozdéleni
s odpovidajici stfedni hodnotou a rozptylem a zluta linka je odhadnuta vybérova hustota.

V elektronické priloze této prace lze provést stejnou analyzu s analogickymi vysledky pro
americky Index S&P 500 a britsky Index FTSE 100 mezi roky 1990 a 2016. Tato data
pochazi z (Yahoo! Finance 2016a) a (Yahoo! Finance 2016b), respektive.
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5 Matematické modelovani financnich ¢asovych rad

V této Casti prace se zaméfime na aplikaci procest zavedenych v Kapitole 2 a Kapitole 3
Vv oblasti modelovani financnich Casovych fad s dirazem na jejich stylizované vlastnosti
diskutované v piedchozi kapitole. Zacneme modely zalozenymi Cisté na Lévyho procesech a
pozdé&ji vyuzijeme i procest S navratem ke stfedni hodnoté.

5.1 Exponencialni Lévyho modely

Necht' {S; : t = 0} je ndhodny proces na prostoru s piirozenou filtraci (Q,F,{F.}, P)
popisujici vyvoj ceny rizikového aktiva a {X;:t = 0} je Lévyho proces s rozdélenim
piirtistkti na (R, B(R)). Uvazujme, Ze vyvoj ceny aktiva v &ase t je dan dynamikou

dSt = Stht (=4 St = SoeXt, (51)

kde Sy, > 0 je realna konstanta vyjadifujici cenu aktiva v ase t = 0 (pocate¢ni podminka).
Modely tohoto typu nazyvame exponencidlni Lévyho modely (EL modely). Ridici Lévyho
proces {X,} s realnymi pftirastky umoziuje cené aktiva vyvijet se smérem nahoru i doli a
exponencialni funkce zajistuje, ze tato cena bude vzdy kladna. V tomto kontextu se opét
ukéaze vyhodnost vyuZiti logaritmickych vynost, jelikoZ s vyuzitim vlastnosti Lévyho procesii
dostavame

S
Tiog (L, At) = ln( ?At>
t

= Xevar — Xt

= Xa¢- (5.2)

Prakticky tedy zvolené obdobi (den, tyden, mésic atd.) mizeme prohlasit za zakladni a tedy
polozit pro piislu§né obdobi At := 1. Casova fada log-vynosti by se tedy potom dle teorie
méla pro vSechna t > 0 fidit stejnym redlnym nekonecné délitelnym rozdélenim jako
nahodna veli¢ina X; popisujici rozdéleni fidiciho Lévyho procesu v ¢ase t = 1 (Cont 2001,
Rachev et al. 2011, Schoutens 2003).

V této praci budeme uvazovat nasledujici exponencialni Lévyho modely:

()  Normdlni model (N): X; == Wy, kde {W,} je Browniiv pohyb (viz. Kapitola 2.2.2)
a plati tedy X; ~ N(u, 62);
(i)  Model skokové difuze (JD): X; = D;, kde {D;} je proces skokové difuze (viz.
Kapitola 2.2.3) a plati tedy X; ~ JD(u, 02, m,s?, 1);
(iii)  Variance gamma model (VG): X, =V, , kde {V,} je variance gamma proces
rozSifeny o linearni drift (viz. Kapitola 2.1 a Kapitola 2.2.4) a plati tedy
X, ~VG@®, 0,v,m);
(iv)  Normalni inverzni gaussovsky model (NIG): X, = R, kde {R;} je normalni inverzni
gaussovsky proces rozsifeny o linearni drift (viz. Kapitola 2.1 a Kapitola 2.2.5) a
plati tedy X; ~ NIG(y, 8,8, m):
(V)  Meixneritv model (MX): X, = E,, kde {E,} je Meixnertiv proces rozsifeny o linearni
drift (viz. Kapitola 2.1 a Kapitola 2.2.6) a plati tedy X; ~ Mewxner(a, b, §, m);
(Vi)  Zobecnény hyperbolicky model (GH): X, := Hy, kde {H,} je zobecnény hyperbolicky
proces rozsifeny o linearni drift (viz. Kapitola 2.1 a Kapitola 2.2.7) a plati tedy
X, ~GH(y, B, 8,4, m).

54



Tyto modely budeme v nasledujici ¢asti riznymi technikami kalibrovat na realna data a
podrobime je testovani a vzdjemnému porovnavani.

5.1.1 Poznamky ke statistické inferenci

Pfi kalibraci a testovani dat se budeme volné fidit postupem navrzenym v (Kaarik a Umbleja
2011):

(i)  Zvolme vhodné pravdépodobnostni rozdéleni vzhledem k podstaté modelovanych
dat;
(i) Najdéme statistické odhady parametri zvoleného rozdé¢leni napiiklad metodou
maximalni vérohodnosti (MLE) nebo metodou momentii (MM);,
(iii)  Prozkoumejme kvalitu shody s vyuzitim nasledujicich technik:
(a) Vizualni porovnani;
(b) Porovnani vybérovych a teoretickych momentovych statistik;
(c) Statistiky dobré shody;
(d) Q-Q grafy.

Predpokladejme, Ze mame vzorek n pozorovani x4, X5, ..., X, . Odhad metodou maximalni
vérohodnosti @y pro dané rozdéleni pravdépodobnosti Py nahodné veli¢iny X s hustotou
pravdépodobnosti fy je mnozina parametru splitujici

n
OymLe = mgxﬂfx(xii 0). (5.3)
i=1

Maximalizujeme tedy sdruzenou hustotu pravdépodobnosti vSech pozorovani pies mnoZinu
parametrq, jez specifikuje pravdépodobnostni rozdéleni Py. Jinymy slovy lze fici, ze vysledny
maximalné¢ vérohodny odhad @, maximalizuje Sanci vyskytu zkoumaného vzorku za
predpokladu, Ze se tidi zvolenym rozd¢lenim.

Odhad metodou momentli je potom zaloZen na porovnani teoretickych a vybérovych
momentd. Odhad metodou momentti &, je takovd mnozina celkem p parametri rozdéleni
Py , ze prvnich p momenti rozdéleni se shoduje s vybérovymi hodnotami statistik
vypoctenych z pozorovaného vzorku (Reif 2004).

Pro statistické porovnavani kvality modeltl v této praci vyuzijeme nasledujici kritéria dobré
shody:

(i)  x?-test dobré shody;
(i)  Kolmogorov-Smirnovova statistika;
(i) Anderson-Darlingova statistika.

x?-test dobré shody je zaloZzen na porovnani teoretickych Cetnosti, které vyplyvaji z povahy
zvoleného modelu, a skute¢nych pozorovanych Cetnosti. Pro praktickou realizaci tohoto testu
je nutné rozdélit obor hodnot pozorovanych dat do k tfid, které zvolime tak, aby kazda tfida
byla stejné¢ pravdépodobna (takzvané ekviprobabilni tridy) a oznafime n; skutecny pocet
pozorovani a E[n;] teoreticky pocet pozorovani v i-té tfidé. Pocet téid k potom budeme volit
pomoci Doanova pravidla (viz. (Doane 1976)). Statistika y2-testu je potom ddna vyrazem

K
, O (n — E[ny])?
X°= ; B (5.4)

Lze odvodit, Ze statistika (5.4) se asymptoticky fidi y? -rozdélenim s k —p — 1 stupni
volnosti, kde p je pocet odhadovanych parametrt modelu a Ize ji tedy porovnavat s kvantily
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piislugného rozdéleni. Vice o y?-rozdéleni, y?-testu a testovani statistickych hypotéz obecné
1ze nalézt naptiklad v (Andél 2002) nebo (Reif 2004).

Poznadmka: (Reif 2004) g-kvantil rozdéleni Py nahodné veli¢iny X s pravdépodobnostni
funkci Fy je Cislo g, takove, ze

FX(eq) = P(X < eq) =q, (5.5)
a tedy explicitng vyjadieno &, = Fy '(q), kde Fx* je inverze pravdépodobnostni funkce Fy.

Kolmogorov-Smirnovova (KS) a Anderson-Darlingova (AD) statistika jsou zalozeny na
maximalni vzdalenosti teoretické distribu¢ni funkce Fy prislusné zvolenému modelu a
vybérové distribuéni funkce Fy pozorovanych dat, méfeno metrikou danou absolutni
hodnotou. Kolmogorov-Smirnovova statistika je dana vyrazem

KS = mj\x|ﬁx(x) — Fx(x)], (5.6)
a Anderson-Darlingova statistika potom vyrazem
|ﬁx(x) - Fx(x)l

AD = max .
(B - )

(5.7)

vvvvv

dvéma funkcemi, AD statistika tuto vzdalenost vazi zpisobem, jeZ je vyrazné¢ zamétfen na
konce testovaného rozdé€leni, coz je v ptipadé modelovani udalosti na finan¢nich trzich velmi
dualezité (Anderson a Darling 1954, Reif 2004).

Poznamka: (Reif 2004) Necht x(q),X(2), ..., X(n) jsou sefazend pozorovani. Vybérova
distribu¢ni funkce Fy je schodova funkce definovana jako

0 pro x < x(q)
Fe(x) =<i/n pro x € [xay, X@+1)) - (5.8)
1 pro x = X

Q-Q grafy jsou velmi uziteénym nastrojem pro vizualni hodnoceni kvality shody dat
S vybranym modelem a zejména pak kvality modelovani koncii rozdéleni. Méjme k dispozici
sefazend pozorovani x(q), X(2), ..., X(n). Q-Q graf potom vytvoiime zanesenim bodi [x(i),zl-]
do kartézskych soufadnic, kde

i—0.5>
—)

7= (5.9)
Zjevné tedy porovnavame empirické kvantily x(;) s kvantily z; zvoleného teoretického
rozdéleni modelu. Pokud je teoretické rozdé€leni zvoleno vhodné, pak vykreslené body budou
lezet ptiblizné na piimce predstavujici osu I. a Ill. kvadrantu soufadnicového systému (tedy
ptimka y = x) (Reif 2004).

5.1.2 Data a vysledky

Zvolené exponencidlni Lévyho modely jsme kalibrovali na Casové fady dennich (At =
1 den), tydennich (At = 5 dnf) a mési¢nich (At = 22 dni) log-vynost Indexu PX, Indexu
S&P 500 a Indexu FTSE 100 za 10 let mezi dubnem 2006 a dubnem 2016. Ke kalibraci byla
vyuzita metoda maximalni vérohodnosti a, vyjma GH modelu, kde je velmi problematické
vyjadfit vy$$i momenty analyticky, také metoda momentd. Vyjadieni parametrii pomoci
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vybérovych momentl je k dispozici v (Reif 2004) pro normalni rozdé€leni, ve (Figueroa-
Lopéz et al. 2011) pro VG rozdéleni, v (Eriksson, Ghysels a Wang 2009) pro NIG rozdéleni a
v (Grigoletto a Provasi 2008) pro Meixnerovo rozdéleni. Co se tykd MM metody pro JD
rozdeleni, byla pro hodnoty parametri modelu numericky vyfeSena soustava nelinedrnich
rovnic porovnavajici teoretické a vybérové momenty s pocatecnim odhadem vyuZzivajicim
metodu predstavenou v (Press 1967), jez predpoklada u = 0.

Porovnani vybérovych a teoretickych momentovych statistik pro metodu maximalni
vérohodnosti a denni log-vynosy lze nalézt v Tabulce 10. Stejné srovnani pro tydenni a
mesicni log-vynosy a hodnoty parametrti kalibrovanych modeld obéma metodami lze nalézt
jako vystup piislusnych programt v elektronické ptiloze této prace.

— \ Vybér. hod. \ N \ JD \ VG \ NIG \ MX \ GH!
Index PX

E[X] -0.00022 -0.00022 -0.00022 -0.00022 -0.00022 -0.00022 -0.00022

Std[X] 0.01539 0.01538 0.01514 0.01423 0.01470 0.01474 0.01560

Skew[X] -0.48127 0 -0.42623 -0.22382 -0.38160 -0.30738 -2.71323

Kurt[X] 17.3060 3 10.4044 5.80662 8.84191 7.69045 119.628
Index S&P 500

E[X] 0.00019 0.00019 0.00019 0.00019 0.00019 0.00019 0.00019

Std[X] 0.01319 0.01318 0.01269 0.01243 0.01325 0.01307 0.01305

Skew[X] -0.31882 0 -0.37364 -0.17689 -0.81193 -0.62208 -0.61995

Kurt[X] 12.9512 3 6.88495 7.03226 14.2186 11.08066 11.18615
Index FTSE 100

E[X] 0.00001 0.00001 0.00001 -0.00008 0.00001 0.00001 0.00001

Std[X] 0.01251 0.01251 0.01221 0.01216 0.01243 0.01236 0.01245

Skew[X] -0.13258 0 -0.23950 -0.02485 -0.37291 -0.29828 -0.38727

Kurt[X] 10.3726 3 6.36588 6.79468 9.27973 7.92607 9.54394

Tabulka 10: Porovnani vybérovych a teoretickych momentovych statistik

Z Tabulky 10 je patrné, ze vSechny sofistikovangjsi modely byly na rozdil od norméalniho
modelu schopné do znané miry zachytit negativni Sikmost a vysokou Spicatost dat. Nyni se
zam¢fime na porovnani modelil s vyuzitim zvolenych statistik dobré shody. Vysledky pro
vybrané exponencidlni Lévyho modely, pro vSechna zvolena At a pro obé metody kalibrace
jsou k nahlédnuti v Tabulce 11, Tabulce 12 a Tabulce 13, a jsou téz vystupem pfislusnych
program, jez miizeme nalézt v elektronické piiloze.

Index MLE MM
px | st [ KS [ AD | st [ KS T AD
(statistika/CV?) | statistika | statistika | (statistika/CV?) | statistika | statistika
At = 1 den
N 300.95/27.69 | 0.08666 | 1.99 x 10° | 302.12/27.69 | 0.08671 | 1.97 x 10°
JD 17.96/23.21 | 0.01363 | 0.20234 | 10.30/23.21 | 0.01753 | 0.09032
VG 43.60/24.73 | 0.02062 | 1.44402 | 1252.5/24.72 | 0.15130 | 0.36572
NIG 25.79/24.73 | 0.01421 | 0.12795 | 118.10/24.72 | 0.05530 | 0.12958
MX 32.13/24.73 | 0.01567 | 0.26670 | 232.61/24.73 | 0.07450 | 0.17850
GH 7.18/23.21 | 0.01007 | 0.03882 - - -
At = 5 dni

! Teoretické momentové statistiky vypocteny numerickou integraci
2 CV piedstavuje kritickou hodnotu testu pro hladinu vyznamnosti @ = 1 %
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N 292.85/29.14 | 0.08748 | 1.11x10° | 292.85/29.14 | 0.08752 | 1.10 x 10°
JD 15.21/24.73 | 0.01405 | 0.10468 | 60.20/24.73 | 0.03820 | 0.09893
VG 42.84/26.22 | 0.02097 | 0.30479 | 593.25/26.22 | 0.10743 | 0.25386
NIG 23.15/26.22 | 0.01618 | 0.04738 | 59.12/26.22 | 0.04020 | 0.09524
MX 28.55/26.22 | 0.01774 | 0.07827 | 117.27/26.22 | 0.05583 | 0.13556
GH 17.32/24.73 | 0.01305 | 0.04065 - - -

At = 22 dni

N 325.41/29.14 | 0.09232 | 9.07 x 10* | 326.16/29.14 | 0.09237 | 9.01 x 10*
JD 20.20/24.73 | 0.01313 | 0.08551 | 58.32/24.73 | 0.03777 | 0.09215
VG 80.35/26.22 | 0.03018 | 0.16404 | 355.67/26.22 | 0.07371 | 0.15265
NIG 48.96/26.22 | 0.01919 | 0.08328 | 48.62/26.22 | 0.01980 | 0.08101
MX 56.20/26.22 | 0.02062 | 0.07829 | 71.77/26.22 | 0.03459 | 0.07434
GH 39.25/24.73 | 0.01834 | 0.08276 - - -

Tabulka 11: Statistiky dobré shody (Index PX)
MLE MM
S g‘g ?60 x?-test KS AD x?-test KS AD
(statistika/CV?) | statistika | statistika | (statistika/CV?) | statistika | statistika
At = 1den

N 531.64/27.69 | 0.10959 | 6.04 x 10% | 532.41/27.69 | 0.10961 | 6.04 x 10°
JD 45.13/23.21 | 0.01664 | 0.28264 | 596.71/23.21 | 0.07140 | 0.21561
VG 29.86/24.73 | 0.02435 | 0.18080 | 460.12/24.73 | 0.10373 | 0.22459
NIG 19.16/24.73 | 0.01298 | 0.03995 30.01/24.73 | 0.02886 | 0.05881
MX 17.47/24.73 | 0.01152 | 0.04686 | 40.34/24.73 | 0.02864 | 0.06144
GH 14.89/23.21 | 0.01029 | 0.04510 - - -

At = 5 dni

N 317.24/29.14 | 0.09372 | 9.98x 10% | 317.34/29.14 | 0.09374 | 9.92 x 10®
JD 9.86/24.73 0.01167 | 0.38053 | 506.15/24.73 | 0.08665 | 0.23614
VG 20.69/26.22 | 0.01394 | 0.20890 | 373.40/26.22 | 0.09091 | 0.21288
NIG 15.37/26.22 | 0.01419 | 0.04857 26.39/26.22 | 0.02482 | 0.05528
MX 13.29/26.22 | 0.01151 | 0.08383 | 60.51/26.22 | 0.03964 | 0.08726
GH 13.48/24.73 | 0.01333 | 0.05387 - - -

At = 22 dni

N 423.00/30.58 | 0.10692 | 338.163 | 423.22/30.58 | 0.10692 | 336.459
JD 26.36/26.22 | 0.01690 | 0.17508 | 1474.9/26.22 | 0.14653 | 0.43480
VG 30.27/27.69 | 0.01328 | 0.09200 | 122.65/27.69 | 0.05443 | 0.12454
NIG 38.76/27.69 | 0.02100 | 0.07724 | 40.85/27.69 | 0.02726 | 0.08125
MX 29.64/27.69 | 0.01881 | 0.07636 | 48.24/27.69 | 0.02184 | 0.04846
GH 27.62/26.22 | 0.01448 | 0.07723 - - -

Tabulka 12: Statistiky dobré shody (Index S&P 500)
MLE MM
e o | xP-test KS AD x2-test KS AD
(statistika/CV?) | statistika | statistika | (statistika/CV?) | statistika | statistika
At = 1 den

N 321.26/26.22 | 0.08162 | 1.51x10° | 322.19/26.22 | 0.08164 | 1.51x 103
JD 39.67/21.67 | 0.02088 | 0.19261 | 362.54/21.67 | 0.05850 | 0.14795
VG 48.14/23.21 | 0.03488 | 0.10401 | 327.64/23.21 | 0.08079 | 0.18007

2CV piedstavuje kritickou hodnotu testu pro hladinu vyznamnosti « = 1 %
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NIG 30.10/23.21 | 0.01792 | 0.06087 | 41.36/23.21 | 0.02658 | 0.05346
MX 29.43/23.21 | 0.01825 | 0.08429 | 61.23/23.21 | 0.03273 | 0.07685
GH 30.20/21.67 | 0.01814 | 0.05793 - - -

At = 5 dni
N 173.49/29.14 | 0.06107 | 2.09 x 10 | 173.87/29.14 | 0.06108 | 2.07 x 10°
JD 16.52/24.73 | 0.01514 | 0.43586 | 124.12/24.73 | 0.04517 | 0.12202
VG 15.16/26.22 | 0.01175 | 0.33536 | 222.50/26.22 | 0.06579 | 0.15130

NIG 11.16/26.22 | 0.00875 | 0.07764 | 23.08/26.22 | 0.02059 | 0.05203

MX 10.57/26.22 | 0.00751 | 0.15412 | 53.40/26.22 | 0.03218 | 0.07231
GH 10.89/24.73 | 0.00987 | 0.05572 - - -

At = 22 dni
N 175.41/29.14 | 0.06936 | 35.2520 | 175.26/29.14 | 0.06938 | 35.1153
JD 23.25/24.73 | 0.01131 | 0.13436 | 136.77/24.73 | 0.05069 | 0.11303
VG 19.20/26.22 | 0.01439 | 0.10239 | 68.74/26.22 | 0.03489 | 0.08444

NIG 26.85/26.22 | 0.01090 | 0.05517 | 24.73/26.22 | 0.01059 | 0.04817
MX 22.19/26.22 | 0.01090 | 0.07670 | 34.52/26.22 | 0.01864 | 0.04848
GH 26.46 /24.73 | 0.01091 | 0.05611 - - -

Tabulka 13: Statistiky dobré shody (FTSE 100)

Ztabulek vySe je patrné, o kolik Iépe jsou modely vyuzivajici komplikované;si
pravdépodobnostni rozdéleni schopné modelovat log-vynosy vSech vybranych aktiv pro
vSechna zvolena At. Sohledem na pozadavek kvalitné modelovat tézké konce se jako
nejvhodnéjsi kandidati zdaji NIG, MX a GH modely.

Dale je z tabulky viditelné, ze budeme preferovat MLE odhady parametrd vybranych modelt,
jelikoz na zaklad¢ zvolenych statistik poskytuji mnohem vérnéjsi zachyceni reality finan¢nich
dat. Vyznam MM odhadu pak spociva ptedevsim jako vhodny pocate¢ni odhad parametrti pro
numerické feSeni MLE odhadu (5.3).

Obrazek 18 a Obrazek 19 pak poskytuji graficky nahled na vysledky kalibrace a potvrzuji
vySe uvedené zavéry. Porovnavaji teoretické a vybérové hustoty a logaritmy hustot
normalniho a NIG modelu a Q-Q grafy vSech zkoumanych exponencialnich Lévyho modelt
pro vybrana data, At = 5 a pfi aplikaci MLE odhadd. Pro vSechny ostatni kombinace opét
ctenafe odkazeme na piislusné programy nachazejici se v elektronické piiloze této prace.
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Obriazek 18: Grafické porovnani kvality shody (S&P 500, At = 5, MLE)
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Obrizek 19: Q-Q grafy (S&P 500, At = 5, MLE)

V oddilu vySe jsme tedy demonstrovali, jak jsou exponencialni Lévyho modely schopné
odpovidajicim zpiisobem zachytit zadpornou Sikmost a vysokou Spicatost log-vynost a tedy ze
jsou schopné uspésné modelovat vlastnosti (i) a (ii) typické pro finanéni fady tohoto typu (viz.
Kapitola 4). Jelikoz ptiriastky Lévyho procest jsou z definice nezavislé, automaticky také
ziskdvame vlastnost (iii) — absenci linearni autokorelace. Bohuzel to také znamena, ze i
kvadraty inkrementil jsou nezéavislé a tedy v prostfedi exponencialnich Lévyho modeli, tak
jak jsme je zavedli v Kapitole 5.1, neni mozné modelovat silnou autokorelaci kvadrata log-
vynost, shlukovani volatility ani pakovy efekt (tedy vlastnosti (iv), (v) a (vi)). Popsanou
situaci lze demonstrovat Obrazkem 20, kdy jsme vyuzili odhadnutych MLE parametrd pro
At =1 a nasimulovali jsme jednu trajektorii Indexu PX pomoci NIG modelu pro 10leté
obdobi mezi dubnem 2006 a dubnem 2016 (porovnejme s Obrdzkem 16 a Obrdzkem 17).
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Obrizek 20: Nedostatky exponencialnich Lévyho modeld
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5.1.3 Ocenovani opci v exponencialnich Lévyho modelech

To, ze exponencidlni Lévyho modely sami o sobé nejsou schopné zachytit efekt shlukovani
volatility, ktery je na trhu jasn¢ pozorovatelny, ma své dusledky napiiklad v ocetiovani opci,
kde, jak si ukdzeme v této kapitole, i ptesto, ze zdanlivé velmi dobfe modeluji rozdéleni
podkladového aktiva, nejsou schopné presné zachytit ceny evropskych call opci pii kalibraci
napii¢ riznymi realizacnimi cenami K a dobami do splatnosti T opci. V této kapitole budeme
predpokladat, ze Ctendi méa odpovidajici znalosti tykajici se klasické teorie ocenovani opci
zalozené na Black-Scholesové modelu. Patficné informace 1ze nalézt ve velkém mnozstvi
Ceské i zahrani¢ni literatury, zniz zminime napiiklad (Cipra 2013), (Hull 2003) nebo
(Bingham a Kiesel 2004).

Ptfipomenime, ze evropskd call opce je finan¢ni instrument, jez v Case T (uvazujeme pro
jednoduchost, ze souCasnost predstavuje ¢as t = 0) vyplati nahodnou sumu danou vyrazem
max(S;y — K,0), kde S; je cena podkladového aktiva a K je realizaéni cena opce. Cilem
teorie zabyvajici se oceflovanim opci je urcit spravedlivou cenu C, takového instrumentu na
zaklad¢ parametrti kontraktu, povahy podkladového aktiva a bezrizikové urokové miry r
prevladajici na financnim trhu. Klasicka technika pouzivana k ocenovani opci je takzvané
rizikové neutrdlni (¢i martingalové) ocenovani, kdy cena evropské call opce je dana vyrazem

Co(T,K) = e "TE?[max(S; — K, 0)]

=e T f (x — K)ggT(x) dx, (5.10)
K

kde E?[*] je stiedni hodnota nahodné veli¢iny pod rizikové neutrdlni mirou Q, g?T znaci

rizikové neutrdlni hustotu pravdepodobnosti nahodné veli¢iny Sp , jez urCuje cenu
podkladového aktiva fidiciho se rizikové neutrdlnim procesem {S; : t = 0} v ¢ase T, a vyraz
e T predstavuje diskontovani bezrizikovou Urokovou mirou k aktualnimu datu. Tato
technika ocenovani tzce souvisi s technikou zmény miry v integralu, ktera je diskutovana
v Kapitole 1.2.4 (Hull 2003).

Definice 5.1 (Schoutens 2003, Shreve 2004) Necht (Q,F,{F;}) je méfitelny prostor
vybaveny filtraci {F,}, P je redlnd pravdépodobnostni mira, jez je pozorovana na trhu, r je
bezrizikova tirokova mira a q je spojitd dividendovd mira néjakého rizikového aktiva, jehoz
cena se Fidi adaptovanym procesem {S; : t > 0}. Rekneme, Ze pravdépodobnostni mira Q je
rizikové neutrdlni (¢i martingalova) mira, pokud:

(1) Q aPjsou ekvivalentni miry (viz. Definice 1.23), tudiz jevy, jez nemohou nastat
pod P, nemohou nastat ani pod Q a naopak.

(i)  Nahodny proces popisujici cenu rizikového aktiva v Case t upraveny o diskontovani
a vyplatu dividend {e="~9tS, : t > 0} je martingal na (Q,F,{F.},Q) (tedy pro
viechna 0 < s <t plati e""~DtE?[S,] = e~(~DsS_ a specialné pak pro s =0
dostavame e~ "DIEZ[S,] = S,).

Pozndmka: Jak je uvedeno v definice vySe, miry jsou vzajemné absolutné spojité a zaroven
jsou konecné, jelikoz se jedna o pravdépodobnostni miry. Dle Veéty 1.6 tedy existuji Radon-
Nikodymovy derivace dP/dQ a dQ/dP jez umoziuji prechazet mezi realnou a rizikové
neutralni pravdépodobnostni mirou.

Dale budeme ptedpokladat absenci arbitraZze a obecné nekompletni trhy. Tyto pfedpoklady
jsou vice diskutovany v uvedené literatufe. Pro nds je v tuto chvili podstatné, Ze zajist'uji
existenci (nikoli vSak jedinecnost) rizikové neutralni miry. Populdrni volbou v soucasné
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literatufe (viz. naptiklad (Brody, Hughston a Mackie 2012)) je piechod k rizikové neutralni
mife za pomoci Esscherova martingalu {e®Xc=®%x(@ : ¢ > 0} (viz. Tvrzeni 2.2) a tedy ve
svété exponencialnich Lévyho procesi ma rizikové neutrdlni proces ceny podkladového
aktiva {S2 : t > 0} tvar

StQ = e(r—atg eXe—tx(1)

— SOeMQt+Xt (5.11)

kde {X; : t > 0} je fidici Lévyho proces a M? := r — g — 4 (1). Cena evropské call opce je
tedy dana vyrazem (5.10), kde se proces ceny podkladového aktiva tidi procesem (5.11).
Problémem je, Ze hustota tohoto procesu v ¢ase t obecné neni znama. Re$eni spodiva
V pfepsani vzorce (5.10) svyuzitim charakteristické funkce logaritmu (5.11), tedy
charakteristické funkce Lévyho procesu {M?t+ X,:t > 0}. Tento pfistup se nazyva
ocenovani pomoci inverzni Fourierovi transformace a byl poprvé vyuzit ve zlomovém ¢lanku
Option Valuation Using the Fast Fourier Transform od Petera Carra a Dilipa Madana (viz.
(Carr a Madan 1999). Vysledny vzorec pro cenu evropské call opce ma tvar
+00
e_anK f e_iean e_rTgDIerST(H B L(l + Q))

T,K)=
ColT 1O 02+0—-60%2+i60(20+1)

(5.12)

kde T je ¢as do splatnosti, K je realiza¢ni cena opce, r je bezrizikova tirokova mira, ¢ > 0 je
kladna konstanta (budeme volit o = 1) a <,01?1 Sy je charakteristickd funkce logaritmu rizikové

neutralniho procesu popisujici vyvoj ceny podkladového aktiva v ¢ase T. Tento semi-
analyticky vzorec ptedstavuje revoluci v ocenovani opci za pomoci exponencialnich Lévyho

procest, jelikoz (pg1 Sp je ve vétsing pripadl snadno dostupnd. Napiiklad v naSem ptipad¢ staci
vyuzit charakteristickych exponentti vypoétenych v Kapitole 2 spolu se vzorci (2.7) a (1.19).

Priklad (NIG model): Pro NIG model piedstaveny v Kapitole 5.1 dostavame pro rizikové
neutrdlni proces vyvoje ceny rizikového aktiva

5, = Soe(T—q—m+5(«/yz—(B+1)2—«/V2—,82))t+§t (5.13)

a pro charakteristickou funkci logaritmu procesu (5.13) v ¢ase T poté dostavame

o0 (0) = eie(ln so+(r—q—m+5(Jy2—(ﬁ+1)2—Jyz—32))T)+T(mi9—5(Jy2—(5+i9)2—Jy2—ﬁ2))

eie(ln SO+(r—q+6(\/y2—(B+1)2—\/yz—BZ))T)—T5(«/Y2—(3"'1'9)2—\/1’2—32). (514)

Pov§imnéme si, Ze parametr m, jenz ma charakter linearniho driftu se ve vyrazu (5.14)
vyrusil. Toto je typické pro techniku rizikove neutradlniho ocefiovani.

My se nyni budeme zabyvat kalibraci modelii na redlna data. Cena opce Cf*°% (0, £) v nasich
modelech zavisi na dané mnoZiné parametri modelu (v piikladu vyse O = {y,B,6}) a
mnozin¢ dalSich parametrti = specifikujicich detaily kontraktu, podkladového aktiva a trzni
situaci (obvykle & = {S,,T,K,7,q}). Nyni predpokliddejme, Ze zname cenu opce C™
obchodované na trhu a mnoZinu parametri =. NaSim cilem je potom identifikovat rizikové
neutralni mnoZzinu parametrt @9 takovou, Ze

cinod-(@9,5) = ¢, (5.15)

Ve skute¢nosti mame obvykle k dispozici celou mnoZinu n trznich cen opci Cé;h,i =

1,2,...,n a snazime se nalézt mnozinu parametri O?, jez co nejlépe aproximuje situaci na
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trhu. Tento odhad se nejcastéji provadi ve smyslu nejmensich ctvercii (LS odhad). Tedy
feSime minimaliza¢ni lohu

n
2
Oy = minz (cg - cet02,) . (5.16)
Kvalitu odhadu poté mizeme métit pomoci fady rtiznych kritérii, z nichz pro ucely této prace

vybereme primérnou relativni chybu (ARPE) a odmocninu primérné chyby ctvercii (RMSE),
které jsou dané vyrazy

)

ARPE = lzn: e — C(ZZOZ'(QLQS'EN
" Coji
=1 ;

) (5.17)
n (Cérlh _ C(;r.llpd' @Q o )

RMSE = Z ' A
- n

(Cont a Tankov 2004, Schoutens 2003)

Detailni odvozeni formule (5.12), numerické experimenty, explicitné rozepsané vyrazy ve
stylu (5.13) a (5.14) pro n&které dalsi exponencialni Lévyho modely a dals$i informace 0
kalibraci a testovani modell lze nalézt v (Panos 2014).

Uvazujme nyni soubor celkem 920 evropskych call opci z 26. dubna 2016 na Index S&P 500
stazeny z (MarketWatch 2016) s riznymi doby do splatnosti (které prevedeme na ro¢ni bazi)
a riznymi realizatnimi cenami. PfisluSna pocatecni hodnota Indexu S&P 500 byla S, =
2091.70 (MarketWatch 2016), bezrizikova trokova mira byla odhadnuta vynosem
Imési¢niniho U.S. bondu jako r = 0,0019 (Investing.com 2016) a spojity dividendovy vynos
ptislusného indexu byl g = 0.0210 (Multpl 2016). V elektronické piiloze je téz k dispozici
mensi soubor celkem 74 opci na Index FTSE 100 ze zdroje (The ICE 2016), kde S, =
6204,40 (Yahoo! Finance 2016b), r = 0.0038 (Financial Times 2016) a g = 0.0395
(Upcoming Dividends 2016). Je vhodné upozornit, ze v ramci kalibrace vyuzivame pouze
aktualnich dat, jelikoz piedpokladame, Zze aktualni ceny v sobé zahrnuji vSechny informace
dostupné na trhu. Porovnani vysledki kalibrace, jez jsou vystupem piislusnych programii
Vv elektronické ptiloze, pro vybrané modely a oba soubory dat pomoci kritérii (5.17) je
v Tabulce 14 a grafické porovnani kalibrace na FTSE 100 opce normalniho a JD modelu na
Obrazku 21 a Obrazku 22.

Index S&P 500 Index FSTE 100
ARME | RMSE | ARME | RMSE

N 10.76792 | 13.7390 | 1.23536 | 20.2381
JD ]0.13715 | 7.16086 | 0.15845 | 9.31480
VG | 0.35160 | 7.74353 | 0.31195 | 9.81427
NIG | 0.22838 | 7.21714 | 0.20756 | 9.35607
MX ] 0.32438 | 7.37641 | 0.25931 | 9.45622

Tabulka 14: Kritéria kvality kalibrace — exponencialni Lévyho modely

Pozndmka: Jelikoz kalibrace modeld probéhla na opce s riiznou dobou do splatnosti, nebyla
kalibrace provedena pro GH model. Duivody jsou detailnéji probrany v Kapitole 2.2.7.
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Zlepseni viceparametrickych modeli oproti modelu zalozeném na normalnim rozdé€leni je
ziejmé — pramérna chyba se snizila z témét 80 % (respektive 120 %) ceny opce u normalniho
modelu na hodnoty v pfiblizném rozpéti 15 — 35 % u ostatnich modeld. Nicmén¢ kalibrace
zdaleka neni perfektni. Duvodem je, ze exponencialni Lévyho modely nejsou schopné
modelovat efekty autokorelovanosti kvadratti log-vynost, shlukovani volatility ani pakovy
efekt, pticemz informace o nich jsou v trznich cenach inherentné obsazeny. Tim je ovlivnéna
zejména schopnost efektivné zachytit trzni ceny opci s delsi dobou do splatnosti. Otdzkou
tedy zlstava, jakym zplisobem vylepsit pouzité modely tak, aby byly schopné vySe uvedené
efekty zachytit a pfitom abychom mohli vyuzit stavajiciho aparatu pro ocenovani opci.
Odpoveéd’ je ukryva ve vyuziti procesu s navratem ke stiedni hodnoté z Kapitoly 3 spolu
s exponencialnimi Lévyho modely. Takovymi modely se zabyva nasledujici kapitola (Cont a
Tankov 2004).

Kalibrace FTSE 100 - normalni model
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Obrazek 21: Kalibrace na opce na Index FTSE 100 — normalni model

Kalibrace FTSE 100 - JD model
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Obrazek 22: Kalibrace na opce na Index FTSE 100 — JD model
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5.2 Exponencialni Lévyho modely se stochastickou volatilitou

Ukazali jsme, ze empiricka evidence si zada zavedeni stochastické volatility do
exponencialnich Lévyho modelu tak, aby mohli efektivnéji modelovat realitu finan¢nich trht.
Existuje né€kolik zptisobii, jakym lze stochastickou volatilitu do stavajicich modela
zaintegrovat a pritom zachovat moznost vyuziti techniky ocenovani inverzni Fourierovou

transformaci funkce (plQn sp pomoci formule (5.12).

Lze ukazat, Ze¢ autokorelaéni funkce OU procest a CIR procesu piedstavenych v Kapitole 3
maji tvar
S

pou(s) =e™ a pggr(s) =e %, (5.18)

a jsou tedy schopné zachycovat autokorelaci za piedpokladu, Ze autokorela¢ni funkce je
exponencialniho charakteru. Veskeré programy souvisejici s kalibracemi v této kapitole jsou
opét k nalezeni v elektronické piiloze této prace (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001, Cont a
Tankov 2004).

5.2.1 Hestoniv a Batesuv model

Hestonitv model (HM) vyuziva k modelovani ceny S; rizikového aktiva normalniho modelu
v kombinaci s CIR procesem. Stejné jako u exponencialnich Lévyho modelt piedpokladame
modely ve tvaru S, = Sye*t, ale s dynamikou, jenZ je pod realnou pravdépodobnosti mirou
popsana nasledujicimi stochastickymi diferencialnimi rovnicemi:

dX, = pdt + [V, dWy,

dV, = a(b — V,) dt + o[V, dW/, (5.19)

Corr[WS, WY1 =p, Vy:=v,,
Kde (WS : t = 0}a{W} : t = 0} jsou dva navzdjem linearn& z4vislé standardni Brownovo
pohyby s korelaénim koeficientem p € [—1,1]. Vidime tedy, ze Hestonliv model skute¢né
vychazi z normalniho modelu, ocekava, Ze se volatilita ceny fidi CIR procesem piedstavenym

v Kapitole 3.2, a navic ptedpoklada vzajemnou provazanost nahodnych slozek obou procest
(Crisostomo 2014).

Pozndmka: (Cont 2001, Criséstomo 2014) Korelace mezi {W5} a {W/} inkorporuje do
modelu pakovy efekt popsany v Kapitole 4. Pfirozen¢ bychom tedy méli ocekavat zaporné
hodnoty parametru p, jeZ p¥imo uréuje korelaci mezi procesy {W>} a {W/'}.

Charakteristicka funkce logaritmu ceny aktiva v ¢ase T V rizikové neutralnim prostiedi je
potom dle (Cris6stomo 2014) dana nasledujicimi vyrazy:

3, (0) = eUnSo+r=aT)+bC(8,T)+voD(O,T)
2 1-— ge—hT
T) = T ——] - J=
c(6,T) a< f = n( — ))
1 — e=hT
PO =g 520
Bth £
= 1] h — 2 4 , — =
+ o2 B ay, g 7
a = 2 21, ) ﬁ =qa po—L , y — 2 .
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Batesitv model (BM) je rozsifenim Hestonova modelu, kdy umoznime, aby se v cené aktiva
objevily ndhodné skoky. Vychézi tedy z modelu skokové difuze s dodatecnym predpokladem,
ze se volatilita ceny fidi CIR procesem. Dynamika modelu pod realnou pravdépodobnostni
mirou je tedy déna soustavou SDR

dX, = pdt + [V, dWs + dC,
dV, = a(b — V,) dt + o[V, dW/, (5.21)
Corr[WS, W] = p, Vo = vy,
kde {C; : t = 0} je slozeny Poissonliv proces se skoky Y, ~ N(m,s?). Pfedpokladame, Ze
proces {C;} je nezavisly se vSemi ostatnimi procesy v (5.21) (Cont a Tankov 2004).

Pfi hledani rizikové neutralni charakteristické funkce logaritmu ceny aktiva v ¢ase T vyjdeme
z (5.20), Tabulky 2 a vlastnosti (1.19). S vyuzitim vztahu pro charakteristické funkce
nezéavislych nahodnych veli¢in (1.21) pak dostavame

Pgm(0) = 0c(8) 9y (6), (5.22)

kde @ (0) je charakteristicka funkce slozeného Poissonova procesu $ normalné rozdélenymi
skoky (Cont a Tankov 2004, Crisdstomo 2014).

Jelikoz mame k dispozici charakteristické funkce pro logaritmus ceny, mizeme aplikovat
Carrovu a Madanovu formuli (5.12) a pouzit modely k ocenovani opci. Vysledky kalibrace
pro oba modely na oba soubory dat popsané v piedchozi ¢asti jsou k nalezeni v Tabulce 15.

5.2.2 Barndorff-Nielsen-Shephardovy modely
Barndorff-Nielsen-Shephardovy modely (BNS modely) vychazeji z normalniho modelu, ktery

fizenou tentokrat OU procesem, kde fidici Lévyho proces je subordinator, a pakovy efekt.
Nyni pro model ve tvaru S, = Sye*t predpokladdme dynamiku

dX, = pdt + [V, dW, + p dZy,,
th = _AVt dt + let’ VO = vo,

kde {W; :t = 0} je standardni Brownuv pohyb a {Z;:t > 0} je ftidici Lévyho proces
s nezadpornymi pfirtstky. Tyto dva procesy predpokladdme vzajemné nezavislé. Parametr p
Vtuto chvili jiz pfimo neuddvd hodnotu korela¢niho koeficientu a tedy miZe nabyvat
libovolného realného cisla, nicméné vzhledem Kk povaze pakového efektu lze ocekavat
zaporné hodnoty tohoto parametru (Barndorff-Nielsen, Nicolato a Shephard 2002, Nicolato a
Venardos 2003).

(5.23)

Konkrétné se v této praci budeme zabyvat dvéma modely, jez vyuzivaji Gamma-OU a IG-OU
procesy. Ozna¢me

1
fi=1i0p—= (02 +i0)(1—e ),

% (5.24)
f2=16p — 5(92 + i6),

a poté¢ dle (Barndorff-Nielsen, Nicolato a Shephard 2002) dostadvame v rizikové neutralnim
prostiedi pro logaritmus ceny aktiva v ¢ase T pro BNS Gamma-OU model
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; Ap Yo ; -AT
Q _if(InSo+ r—q—2L)7) -0 (924ig)(1-e—T)
PBNs Gamma—OU(e) =¢€ ( ’ ( ’ p) ) # (5.25)

y eb%ﬁ(bln(%)ﬁzn),

a pro BNS 1G-OU model
) g —PAC \p)\_Ye N(
¢§NSIG_0U(9)=J€<I“"+(T 0 2 )r)- 3367 0 (1o )

_ (5.26)
c(\/ZZ—2f1—\/52—2i49p)+\/22fczf__252<arctan< i};i?f)—arctan( g;;fg%))

Diky charakteristickym funkcim (5.25) a (5.26) opét muzeme vyuzit vzorce (5.12) a BNS
modely vyuzit pro ocetiovani opci. Vysledky kalibrace pro oba modely na oba soubory dat
jsou knalezeni v Tabulce 15 (Barndorff-Nielsen, Nicolato a Shephard 2002, Nicolato a
Venardos 2003).

Xe

5.2.3 Modely se stochastickym ¢asem

Odlisny pfistup, nez jaky byl prezentovan v Kapitole 5.2.1 a Kapitole 5.2.2 piedstavuje
princip stochastické zmény ¢asu Lévyho procesi s realnymi ptiristky pomoci integrovanych
Ornstein-Uhlenbeckovych procest (Lévy-IntOU modely). Hlavni idea tohoto pfistupu spociva
v myslence, ze ¢as na burze (business time) neplyne linearné tak jako bé&zny cas, ale nékdy
bézi rychleji a nékdy pomaleji a predstavuje jakousi kumulativni miru ekonomické aktivity na
trhu. Tyto obdobi rychlejsiho ¢i pomalej$iho béhu ¢asu potom usti v periody vyssi a nizsi
volatility obchodovaného aktiva. Vyhodou je, ze vramci téchto modeli lze vyuzit
komplexnéjSich Lévyho procesti nez je Brownuv pohyb. Na druhou stranu odpadd moznost
snadného modelovani pakového efektu tak, jak jsme vidéli u modelt v piedchazejicich
kapitolach (Carr et al. 2003).

Proces ceny rizikového aktiva {S; : t = 0} nyni modelujeme jako
S, = Spe*re, (5.27)
V realném prostiedi a
e(r—q)t+th
E[e®re] ’
v rizikové neutralnim prostfedi, kde {X; : t = 0} je Lévyho proces s podporou na celé realné
ose s charakteristickym exponentem Wy a {Y; : t > 0} je zvoleny IntOU proces modelujici
business time s charakteristickou funkci ¢y. Potom, jak je ukazano v (Carr et al. 2003), lze

odvodit obecny ptedpis pro charakteristickou funkci logaritmu ceny rizikového aktiva
pod rizikové neutralni mirou v Case T

S, =S, (5.28)

i0(InSg+(r—q)T) (pY(_quX(H))
, N

QDY(_lle(—l))
Timto dostadvame velice snadny recept ke konstrukci Siroké Skaly modell, kdy mizeme
kombinovat Lévyho procesy z Kapitoly 2 a integrované procesy z Kapitoly 3, a pomoci
vzorce (5.29) snadno nalézt charakteristickou funkci vyuZzitelnou k ocefiovani opci inverzni

Fourierovou transformaci. Vysledky kalibrace pro vybrané modely na oba zkoumané soubory
dat jsou k nalezeni v Tabulce 16.

Prnsy = € (5.29)

Poznamka: (Schoutens 2003) Jelikoz se nyni o $kalovani Lévyho procesu {X;} S rostoucim
Casem stard nahodny proces {Y;} s poc¢ate¢ni podminkou Y, := y,, stava se jeden z parametru,
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jez ovliviuji miru disperze procesu {X;} v ¢ase, nadbyteénym. Proto jsme u vSech Lévyho
procesii pouzitych v této kapitole jeden z parametrii zafixovali tak, aby rozptyl ndhodné
veli¢iny X; byl jednotkovy. Ve vystupech pfislusnych programt v elektronické ptiloze je
tento parametr vzdy oznacen dolnim indexem zplsobem pary;y.

5.2.4 Vysledky kalibrace

V této Casti uvedeme a stru¢né prodiskutujeme vysledky kalibrace modelt z Kapitoly 5.2.1,
Kapitoly 5.2.2 a Kapitoly 5.2.3.

Index S&P 500 Index FSTE 100
ARME | RMSE | ARME | RMSE
HM 0.08676 | 3.11463 | 0.16740 | 8.61339

BM 0.06577 | 2.84451 | 0.15834 | 8.60090

BNS Gamma-OU | 0.14776 | 4.80933 | 0.13636 | 8.78699
BNS IG-OU 0.11239 | 7.03284 | 0.15801 | 9.29857

Tabulka 15: Kritéria kvality kalibrace — modely se stochastickou volatilitou 1

Index S&P 500 Index FSTE 100
ARME | RMSE | ARME | RMSE
N-Gamma-IntOU | 0.42626 | 12.1157 | 0.60660 | 15.1526
N-IG-IntOU 0.56019 | 12.4275 | 0.60994 | 15.1649
JD-Gamma-IntOU | 0.06533 | 3.44558 | 0.11886 | 8.44749
JD-1G-IntOU 0.09546 | 6.22979 | 0.14860 | 8.72626
VG-Gamma-IntOU | 0.09092 | 3.47975 | 0.11539 | 8.44196
VG-1G-IntOU 0.07154 | 3.36754 | 0.19703 | 8.91939
NIG-Gamma-IntOU | 0.08621 | 3.49420 | 0.11533 | 8.44477
NIG-1G-IntOU 0.07761 | 3.37435 | 0.13322 | 8.97627
MX-Gamma-IntOU | 0.12344 | 6.23828 | 0.11530 | 8.44111
MX-1G-IntOU 0.12996 | 6.89797 | 0.17725 | 8.87632

Tabulka 16: Kritéria kvality kalibrace — modely se stochastickou volatilitou 2

Vysledky presvédcive ukazuji, Ze stochasticka volatilita je nezbytnd komponenta pro tspésné
modelovani finan¢nich dat. Z vysledka v Tabulce 15 se velmi dobte jevi Batesuv model, jez
jako jediny zdoposud prezentovanych modelt dokaze modelovat vSechny vyznaéné
vlastnosti finan¢nich ¢asovych fad, jez jsme uvedli v Kapitole 4. Hestontiv i BNS modely sice
dovedou modelovat Casovou zavislost volatility, ale vychazi z Brownova pohybu, jeZ se tidi
normalnim rozdélenim, které nezvlada pfesn€ popsat zapornou Sikmost a vysokou Spicatost
log-vynost podkladového aktiva.

Naopak modely se stochastickym ¢asem (vysledky v Tabulce 16) uspésné modeluji zapornou
Sikmost a vysokou Spicatost log-vynosti (kromé N modelu), ale schazi jim slozka, jez by
zachycovala péakova efekt. I pfesto si modely zalozené na sofistikovangjSich Lévyho
procesech vedly v empirickém testovani vyrazné 1épe, nez modely bez stochastické volatility
(viz. Tabulka 14).
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Z dostupnych vysledkl nelze jednoznacné urcit, zda je pro modelovani volatility vhodné;jsi
Gamma-OU ¢i IG-OU proces, piestoze IG-OU proces mé komplexnéjsi struktury vyznacujici
se fidicim Lévyho procesem s nekonecnou aktivitou. Proto z principu Occamovy bfitvy a
s ohledem na miru slozitosti numerickych vypoctl, zda se byt vhodnéjsi pro modelovani
stochastické volatility vyuzivat Gamma-OU proces.

5.2.5 Dalsi mozné modifikace

Existuje nékolik dalsich modifikaci, jez lze potencionalné vyuzit k vylepSeni stavajicich
modeld pii zachovani moznosti vyuziti metody inverzni Fourierovy transformace. Prvni
Z nich spociva v ptidani komponenty zachycujici vzajemnou korelaci ceny a volatility aktiva
do Lévy-IntOU modeld, jez by jim umoznila zachytit pdkovy efekt. Necht’ {Z, : t = 0} je
fidici Lévyho proces zvoleného OU procesu, jez fidi dynamiku asociovaného integrované¢ho
OU procesu. Potom v tomto piipadé proces ceny aktiva {S; : t = 0} modelujeme jako

S¢ = SoeXYt+pZM, (5.30)

kde p € R interpretujeme analogicky k BNS modeltim, a jinak vSe ostatni zlstava identické
jako v (5.27). Tento typ modeli oznac¢ime jako Lévy-IntOULev modely. V (Carr et al. 2003)
muzeme nalézt odvozeni obecné podoby rizikové neutralni charakteristické funkce logaritmu
ceny podkladového aktiva v Case T':

i0(InSo+(r—q)T) (p(—quX(H), 9p)

Q _
sy = € o (1% (D), —ip)®’
o1—e™M oy wu(x)
(p(u, V) = eluyo i Hy u+lZ(Ux—x) dx’ (5.31)

1—eM
L:=v, U:=v+uT,

kde W, je charakteristicky exponent fidiciho Lévyho procesu {Z,;}. V nékterych piipadech lze
analyticky vyfesit integral v (5.31). Konkrétné v pfipadé¢ vyuziti Gamma-OU procesu
dostavame

U g,(x) a % v
- &£~ — ihA—i/b(u+iv) _ A((u+Av)/b+iA _ 5.32
fL R ToR dx [In <(x + ib) (u+ (b —x)) )]L (5.32)

Do (5.31) potom tedy za pfiislusny integral dosadime vyraz (5.32) vyhodnoceny v bodé¢ x =

1—e~At

v+u minus vyraz (5.32) vyhodnoceny v bod¢ x = v (Carr et al. 2003).

Jiz dobfe znama kritéria kvality pro kalibrované Lévy-IntOULev modely a obé sady
testovacich dat jsou k nahlédnuti v nasledujici tabulce:

Index S&P 500 Index FSTE 100
ARME | RMSE | ARME | RMSE
N-Gamma-IntOULev | 0.13775 | 5.36201 | 0.14001 | 8.82817
JD-Gamma-IntOULev | 0.06534 | 3.44519 | 0.10897 | 8.47128
VG-Gamma-IntOULev | 0.08760 | 3.47588 | 0.20019 | 8.42960
NIG-Gamma-IntOULev | 0.08104 | 3.49538 | 0.11889 | 8.42002

MX-Gamma-IntOULev | 0.10515 | 5.05339 | 0.13338 | 8.45755
Tabulka 17: Kritéria kvality kalibrace — Lévy-IntOULev modely
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Piidani pakového efektu do Lévy-IntOU modela se projevilo zejména zjevnym zlepSenim
normalniho modelu, jez se kvalitativné posunul na uroveil Hestonova ¢i BNS modelt. Na
komplexnéjsi modely jiz ptidani této komponenty vyrazné€jsi vliv nemélo.

Poznamenejme, ze pro dal$i mozné modifikace, jez nasleduji dale v této kapitole, kalibrace jiz
provadét nebudeme.

Dalsi moznosti je vyuziti SupOU procesu z Kapitoly 3.1.3. Jejich autokorela¢ni funkce ma
tvar

Psupou(s) = wie ™ +awye 25 + o v e”AmS, (5.33)

coz umoziuje lépe vystihnout povahu casové zavislosti kvadrati log-vynost, jez casto
vykazuji ptiznaky takzvané dlouhé pameti. Situaci ilustruje Obrdzek 23, jez na piikladu
Indexu FTSE 100 porovnava vybérovou autokorelaéni funkci s teoretickou pro m €
{1,2,3,4} s hodnotami A; odhadnutymi metodou nejmensich ¢tverct tak, aby minimalizovaly
soucet kvadrati odchylek obou funkci a s nerovnomérné zvolenymi hodnotami w; tak, aby
rizné slozky mohly mit riznou vahu ve vysledné struktuie teoretické autokorelacni funkce.
Zda se, ze jiz pro m = 4 je SupOU proces schopen velice dobfe modelovat dlouhou ¢asovou
zavislost kvadrati log-vynost. Pfipomenme, ze charakteristické funkce SupOU procesu lze
snadno ziskat s vyuZzitim nezavislosti, diky niz mizeme zapojit charakteristické funkce
jednoduchych OU procest a vzorec (1.21) (Barndorff-Nielsen a Shephard 2001).

Vybérova autokorelaéni funkce ¢tverce log-vynosu a teoreticka autokorelaéni funkce SupOU procest (Index FTSE 100)

Autokorelace

iy o200 Pho
PR K, 1] ot
il h

Obrazek 23: Porovnani vybérové a teoretickych ACF — Index FTSE 100

Déle uvedeme moznost spocivajici v experimentovani s rozdélenim skokti slozeného
Poissonova procesu v ramci procesu skokové difuze. Obecné Se totiz skoky nemusi fidit
normdlnim rozdélenim a lze tak vyuzit néktera z rozdéleni, jez disponuji flexibilni Sikmosti a
Spicatosti. K ziskani charakteristické funkce vysledného procesu staci vyuzit charakteristické
funkce zvoleného rozdéleni skokti v ramci sloZzeného Poissonova procesu (viz. Tabulka 2).

Na zavér jesté zminime, Ze je téZ mozné vyjit z poznamky pod Definici 2.12 a odvodit modely
zalozené na zobecnéném hyperbolickém (GH) procesu. Problém je ovSem natolik
komplikovany, Ze pfesahuje rdmec této prace. Pro vice informaci o GH modelech ctenare
odkazeme na (Prause 1999).
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5.3 Prehled predstavenych modelii

V této kapitole jsme predstavili nekolik rtznych typti modeli zalozenych na procesech
predstavenych v Kapitole 2 a Kapitole 3. Modely jsme budovali postupné se snahou stale 1épe
a presnéji modelovat vlastnosti finan¢nich ¢asovych fad popsané v Kapitole 4. Jelikoz modelu
bylo piedstaveno vEétsi mnozstvi, je v Tabulce 18 pfipraven jejich stru¢ny pichled. Modely
rekapitulujeme v tom potadi, v jakém se objevily v prub&hu této kapitoly.

- ke konce | volaty | Pikovs efek
EL modely v x x
Hestontiv model x v v
Batestiv model v v v
BNS modely x v v
Lévy-IntOU modely v v x
Lévy-IntOULev modely v v v

Tabulka 18: Pfehled piedstavenych modelu a jejich vlastnosti

EL modely sice mohou vyuzivat Lévyho procesy s dostatecné flexibilnim rozd€lenim
ptirtstkl, nicméné nezvladaji modelovat zadné dalsi dulezité vlastnosti ¢asovych tad log-
vynost. Hestontiv model a BNS modely jsou shodné zalozené na Brownové pohybu, jehoz
ptirastky se ¥idi normalnim rozdélenim a tedy ani jeden z této mnoziny modelli neni schopen
plné zachytit specificky negaussovsky tvar rozdéleni log-vynost podkladového aktiva.

Princip Lévy-IntOU modelt spociva ve stochastické zméné casu EL modeli pomoci
integrovanych Ornstein-Uhlenbeckovych procesti. Tyto modely tedy té€zi jak z moznosti
vyuzit komplexnich rozdéleni sofistikovanéjSich Lévyho procest, tak z Casové zavislosti
pouzitych OU procest. Piestoze tyto modely neuméji zachytit pakovy efekt, jejich vykon na
testovacich vzorcich se zdal byt velmi dobry.

Batestiv model a Lévy-IntOULev modely jsou pomyslnym vrcholem Zebfticku, jelikoz dokazi
modelovat vsechny dulezité aspekty casovych fad log-vynost piedstavené v Kapitole 4.
Tomu také odpovida jejich velmi dobry vykon pfi kalibraci, ackoliv zlepSeni Lévy-IntOULev
modeld oproti Lévy-IntOU modelim jiZ nebylo ve vétSiné piipadd (kromé€ normalniho
modelu) vyznamné. Zbyvajici nepiesnosti kalibrace povazujme za trzni anomalie, jeZ
zkonstruované modely nejsou schopné zachytit.

Empirické testovani tedy poukazuje na vhodnost vyuziti vSech tfi komponent — za prvé
Lévyho procest s prirastky fidici se nékterym z flexibilnich rozdéleni zachycujici vlastnosti
Casovych fad log-vynosu (i), (ii) a (iii), za druhé procest s navratem ke stiedni hodnoté jako
jsou OU procesy ¢i CIR proces, diky nimz zachycujeme vlastnosti (iv) a (V), a za tieti
zaneseni korelace mezi nahodnym procesem, jez fidi dynamiku cenu aktiva, a Lévyho
procesem, jez tidi dynamiku volatilitu aktiva, pro modelovani pakového efektu (vi). Naprosto
esencidlni pro uspé€$né modelovani zkoumanych vzorkl redlnych dat se potom zdaji byt
zejména prvni dvé zminéné komponenty.

Modely nakalibrované v rizikové neutrdlni mite 1ze poté vyuzit k ocentovani evropskych call
opci neocenénych trhem (naptiklad pti OTC prodeji) pfimym vyuzitim vzorce (5.12), a stejné
tak evropskych pull opci diky takzvané put-call parit¢ (viz. napiiklad (Cipra 2013) nebo
(Shreve 2004)). Dale modely mohou byt vyuzity pro ocenovani exotickych opci simula¢ni
Monte Carlo metodou. Vice o exotickych opcich a Monte Carlo pfistupu k oceniovani opci
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v prostiedi modelt zaloZzenych na Lévyho procesech lze nalézt napiiklad v (Kyprianou,
Schoutens a Wilmott 2005).
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Zavérecné shrnuti

-----

Casové fady. Naopak, byla zaméfena na specifickou skupinu modelt zalozenych na Lévyho
procesech a procesech z Lévyho procest odvozenych. Dlraz byl kladen na to, aby modely
byly vybudovany na pevnych teoretickych zakladech vychazejicich zteorie miry, teorie
pravdépodobnosti a teorie ndhodnych procest. Poté byla predstavena fada Lévyho procesii S
riznymi vlastnostmi, jeZ nam V dalSich Castech prace umoznila sestavit Siroké spektrum
ruznych modelti vhodnych pro aplikaci na redlné finan¢ni data.

Kapitola 1 se zaméfila na dilezité teoretické elementy potiebné k vybudovani pozadi pro
konstrukci Lévyho modelti. Prvni ¢ast této kapitoly se stru¢né zaobirala mnozinami a
operacemi S nimi. Mnoziny jsou zakladnimi stavebnimi kameny v modelovani nahodnych
pokusii V teorii pravdépodobnosti a jejich predstaveni bylo tedy nezbytné pro spravné
pochopeni druhé ¢asti Kapitoly 1. Jejim hlavnim cilem bylo seznamit se s vybranymi ¢astmi
moderni teorie pravdépodobnosti. Piedstavili jsme abstraktni mnozinové struktury jako -
systém Ci o-algebra, pomoci nichZz jsme vybudovali takzvané méfitelné prostory. Ty jsme
pozd¢ji vybavili specidlni skupinou mnoZinovych funkci — mirami. Zkoumali jsme rozlicné
vlastnosti mér a uvedli nékteré piiklady vcetné pro ucely této prace nejdulezitéjsi
pravdépodobnostni miry. Ta spolu s méfitelnymi prostory formuje takzvané
pravdépodobnostni prostory, které tvori potiebny zaklad pro modelovani nahodnych pokust.
Dale jsme na pravdépodobnostnich prostorech definovali nahodné proménné, piipustné
operace s nimi a jejich pravdépodobnostni rozdéleni a distribuéni funkce.

V druhé poloviné druhé casti Kapitoly 1 jsme definovali velice dulezity koncept integralu
vzhledem k mife a neméné dulezit¢é Radon-Nikodymovy derivace, které jsme vyuzili
k definici hustoty a pravdépodobnostni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni. Nasledné
jsme za pomoci integralu pifedstavili momenty, charakteristické funkce a momentové
vytvorujici funkce pravdépodobnostnich rozdéleni a nékteré jejich uzitecné vlastnosti. Zavér
této casti poté patiil mySlenkdm nezéavislosti nahodnych proménnych a podminéné
pravdépodobnosti.

Néhodné procesy byly hlavnim tématem tfeti Casti této kapitoly. Byl definovan pojem
nahodny proces a dale jsme se zabyvali filtracemi a teorii martingalQ, jez predstavuji jisty
matematicky koncept férové hry. Kapitola 1 byla zakonena kratkou poznamkou ke
stochastické integraci a stochastickym diferencialnim rovnicim.

V Kapitole 2 zacalo budovani portfolia konkrétnich piikladi nahodnych procest, které nam
v dalsich ¢astech poslouzilo k budovani modeld vhodnych pro modelovani finan¢nich dat.
Stfedobodem zajmu této kapitoly byly Lévyho procesy — obecné nespojité nahodné procesy
S nezadvislymi a stacionarnimi pfirGstky. Nejdiive jsme definovali Lévyho procesy v ramci
vybudovaného teoretického ramce, diskutovali jejich intimni vztah s nekoneéné délitelnymi
pravdépodobnostnimi rozdélenimi a poukazali na specidlni tvar jejich charakteristické a
momentoveé vytvorujici funkce, jeZ se vyznacuje takzvanym charakteristickym exponentem.
Poté jsme rozdélili Lévyho procesy podle charakteru jejich trajektorii s ohledem na mnozstvi
nespojitosti — skokd, jez se v nich objevuje, a ukazali, jak z libovolného Lévyho procesu
obecné zkonstruovat proces s charakterem martingalu. Nakonec jsme zminili vybrané
techniky vytvaifeni novych Lévyho procesii ze stavajicich pomoci subordinace, ptidanim
linearniho driftu a skalovanim.

V druhé casti Kapitoly 2 jsme predstavili n€kolik zastupcti Lévyho procesi. Zacali jsme
Poissonovym a slozenym Poissonovym procesem, jez maji po ¢astech konstantni trajektorie
s kone¢nym mnoZstvim skokll na kazdém kone¢ném ¢asovém intervalu. Poté jsme se zabyvali
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Brownovym pohybem, velice dulezitym zastupcem Lévyho procest, ktery sehral dilezitou
historickou roli nejen ve vyvoji finan¢nich modeld. Browntiv pohyb je zalozen na normalnim
rozdéleni pravdépodobnosti a jako jediny z Lévyho procesi ma spojité trajektorie. Proces
skokov¢ difuze je potom kombinaci Brownova pohybu a slozeného Poissonova procesu.

Vsechny dalsi predstavené Lévyho procesy se jiz vyznacovali nekonecnou aktivitou, tedy
nekoneénym mnozstvim skokll na konecném casovém intervalu. Patii mezi né procesy
S pouze nezapornymi pririistky (subordinatory) jako je gamma proces a inverzni gaussovsky
proces, pomoci nichz lze stochastickou zménou casu (subordinaci) Brownova pohybu
zkonstruovat variance gamma proces a normalni gaussovsky proces. DalSimi pfedstavenymi
procesy s nekonec¢nou aktivitou pak byly Meixnertv proces a zobecnény hyperbolicky proces.
Pii pfedstavovani procesti byl kladen duraz zejména na podobu jejich charakteristického
exponentu a podobu momenti jejich pravdépodobnostnich rozdéleni.

Kapitola 3 se vénovala procestim, jejichz dynamika vychazi z Lévyho procest, ale na rozdil
od nich se jejich prirastky vyznacéuji vzajemnou ¢asovou zavislosti. Prvnim typem procest,
jimiZ jsme se v této kapitole zabyvali, jsou negaussovské Ornstein-Uhlenbeckovy procesy,
jejichz tidicimi Lévyho procesy jsou subordinatory. Diskutovali jsme nékteré jejich obecné
teoretické vlastnosti a poté rlznymi zpusoby zkonstruovali konkrétni ptipady procesi.
Jmenovité stacionarni Ornstein-Uhlenbeckovy procesy, jejichz marginalnimi rozdélenimi jsou
gamma rozdéleni (Gamma-OU proces) a inverzni gaussovské rozdéleni (IG-OU proces). Dale
byly také definovany nckteré odvozené procesy jako integrované ¢i superpozi¢ni Ornstein-
Uhlenbeckovy procesy. Dalsi ¢ast se zabyvala CIR procesem, jehoz dynamika vychazi
z Brownova pohybu, a pfestoZze se nejednd o Ornstein-Uhlenbeckliv proces, ma néckteré
podobné vlastnosti s procesy diskutovanymi vyse.

Kapitola 4 byla pifevazné empirického charakteru. Vénovala se analyze realnych finan¢nich
dat v podobé¢ historickych logaritmickych vynost prazského Indexu PX, newyorského Indexu
S&P 500 a londynského Indexu FTSE 100. Byly pfedneseny a nasledné¢ na zvolenych
ptikladech prakticky demonstrovany nékteré vlastnosti typické velkému mnozstvi financnich
Casovych fad tohoto typu. Konkrétné se jedna o zapornou Sikmost a vysokou Spicatost
zpusobujici tézké konce pravdépodobnostniho rozdéleni log-vynost, absenci linearni
autokorelace za soucasné pritomnosti silné autokorelace kvadrati log-vynost, jez zptisobuje
efekt takzvaného shlukovani volatility, a o pakovy efekt, ktery popisuje korelaci mezi zménou
ceny a volatility aktiva.

Zavéretna Kapitola 5 se zabyvala konstrukci modelt vhodnych pro modelovani finan¢nich
dat za pomoci procest predstavenych v Kapitole 2 a Kapitole 3 scilem co nejpfesnéji
modelovat vyznacné vlastnosti studované V pfedchozi kapitole. Prvni ¢ast pojednédvala o
exponencialnich Lévyho modelech (EL modelech), které modeluji cenu rizikoveého aktiva
jako exponencialni funkci vybraného Lévyho procesu. Ptedstavili jsme celkem 6 modeld
postavenych na bazi Brownova pohybu, procesu skokové difuze, variance gamma procesu,
normdlniho inverzniho gaussovského procesu, Meixnerova procesu a zobecnéného
hyperbolického procesu. V dalsi ¢asti byly struéné popsany vybrané statistické metody, které
byly nasledné aplikovany na Casové tfady log-vynost vyse uvedenych burzovnich indext, a
byla statisticky méfena kvalita shody dat se zvolenymi modely. Pro kalibraci modelt na
historicka data byla vyuzita metoda maximalni vérohodnosti a momentova metoda, a kvalita
shody byla mé&fena y2-testem dobré shody, Kolmogorov-Smirnovovou statistikou, Anderson-
Darlingovou statistikou a graficky s vyuzitim Q-Q grafi. Téz doslo k porovnani teoretickych
momentll modelli odhadnutych metodou maximalni vérohodnosti S vybérovymi momenty
vypoctenymi z historickych dat. Toto testovani jednoznacné ukéazalo pievahu ostatnich
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exponencialnich Lévyho modeli nad normalnim modelem, jez jako jediny nedokaze zachytit
zapornou Sikmost a tézké konce rozdéleni log-vynost.

Hlavnim tématem nasledujici ¢asti posledni kapitoly bylo ocenovanim opci vramci EL
modell. Byla pfedstavena metoda rizikové neutralniho ocenovani a diskutovan prechod mezi
redlnou a rizikové neutrdlni mirou. Dale byla predstavena Carrova a Madanova metoda
ocenovani pomoci inverzni Fourierovi transformace charakteristick¢ funkce logaritmu ceny
rizikového aktiva, jez nam umoziuje vyuzit charakteristickych funkci Lévyho procesi.
Vyhodou tohoto pfistupu je obvykld snadnd dostupnost charakteristickych funkci v analytické
podob¢ (a to 1 pro komplikovan€j$si modely). Nevyhodou pak fakt, Ze cenu opce je tfeba
kalkulovat numericky. Kalibrace modelti metodou nelinearnich nejmensich ¢tvercl na sady
evropskych call opci na Index S&P 500 a Index FTSE 100 poukazala na nedostatky EL
modeld, jez selhdvaji v modelovani shlukovani volatility a pdkového efektu.

Pro odstranéni téchto nedostatkll jsme v druhé polovin¢ Kapitoly 5 predstavily hned nékolik
komplikovanéjSich modelt, jez do existujicich modelii inkorporuji shlukovéani volatility,
pakovy efekt ¢i dokonce oboji najednou, pii zachovani moznosti vyuzit diive predstaveny
aparat k ocetiovani opci. Casova zavislost kvadrati log-vynost, jez shlukovani volatility
zpusobuje je modelovana pomoci Ornstein-Uhlenbeckovych procest ¢i CIR procesu, jejichz
autokorelacni funkce vykazuje exponencialné klesajici charakter. Pakovy efekt je poté
modelovan zanesenim korelace mezi procesy, jez fidi dynamiku ceny a dynamiku volatility
aktiva.

Prvnim predstavenym modelem byl Hestontiv model, jeZ je zaloZen na Brownové pohybu a
CIR procesu, téz zalozeném na Brownové pohybu, pro modelovani volatility. Oba Brownovy
pohyby jsou v Hestonové modelu vzajemné korelovany. VylepSenim Hestonova modelu je
potom Batesiv model, kde je misto Brownova pohybu vyuzito procesu skokové difuze.
Obdobn¢ koncipované jsou téz Barndorff-Nielsen-Shephardovy modely (BNS modely), jez
byly ustanoveny v nasledujici ¢asti. Taktéz vychazeji z Brownova pohybu, ale dynamika
volatility v tomto pifipadé vychazi z Ornstein-Uhlenbeckovych procest. Pakovy efekt neni
zachycen pfimo pomoci korelace Brownova pohybu a fidiciho Lévyho procesu piislusného
OU procesu, ale pomoci dedikovaného parametru, jez ptimo v exponentu ovliviiuje miru
pakového efektu. Zamétily jsme se konkrétné na dva BNS modely, kde u prvniho je volatilita
modelovdna Gamma-OU a u druhého 1G-OU procesem.

Jiny pfistup vyuziva k modelovani stochastické volatility subordinace Lévyho procesi
nahodnym c¢asem, ktery je dan integrovanym Gamma-OU nebo 1G-OU procesem.
V kombinaci s EL modely lze odvodit genericky piedpis pro charakteristickou funkci, kterou
muzeme vyuZzit pro konstrukci celé fady modelt podle kombinace Lévyho a OU procesu.
Tyto modely, jez jsme oznacily jako Lévy-IntOU modely, dokazi modelovat jak typicky tvar
rozdéleni, tak ¢asovou strukturu volatility ¢asovych fad log-vynost podkladového aktiva, a
kalibrace potvrdila vhodnost jejich pouziti. Pro Gamma-OU proces Ize také odvodit verzi
téchto modeld vylepSenou o zachyceni pakového efektu.

Uplnym zavérem byly diskutovany dalsi moznosti vylepSeni, naptiklad pouziti
superpozicnich Ornstein-Uhlenbeckovych procesti, jez maji schopnost 1épe zachytit tvar
vybérové autokorelaéni funkce kvadratu log-vynost ¢i vyuziti negaussovskych skokl
Vv procesu skokové difuze. Téz byl prezentovan strucny piehled predstavenych modeli. Do
budoucna je mozné se zaméfit kuptikladu na implementaci a testovani téchto dalSich
vylepSeni, ¢i na intenzivnéj§i vyuziti testovanych modeld v oblasti ekonometrického
modelovani a risk managementu.
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PoznamKky k elektronické priloze

Soucasti této prace je CD nesouci elektronickou ptilohu. Ta obsahuje elektronickou verzi této
prace ve formatu PDF, pouzitd financni data ve formatu XLSX, v praci pouzité obrazky, jez
nejsou programovym vystupem, a programy, jez generuji veskeré uvedené vystupy této prace,
a které jsou optimalizované¢ pro MathWorks MATLAB r2015a. Veskeré programy nalezi
autorovi této prace, pokud neni uvedeno jinak.



