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Abstrakt:

V predlozené praci se seznamujeme s bariérovymi opcemi a jejich osmi typy. Tyto bariérové
opce chceme ocenit jak na zakladé Black—Scholesova, tak i Hestonova modelu. Pro oba tyto
modely nejprve ocenujeme bariérové opce analyticky, ¢imz se snazime ziskat néjaké zakladni
vztahy pro vypocet. Dalsim zptsobem, kterym opce ocenujeme je simulacni metoda Monte
Carlo, jejiz vysledky mizeme zpfesnit jesté metodou redukce rozptylu. Pro zpfesnéni vysled-
nych hodnot jsme vybrali metodu s pouzitim antithetickych proménnych. Posledni aplikovana
metoda bude metoda konecnych diferenci, presnéji metoda implicitni. V druhé poloviné prace,
jsou tyto metody implementovany v softwaru Matlab. Kromé pfesnych hodnot je zde graficky
znazornén prubéh vyvoje ceny opce. Nakonec jsou vSechny pouzité metody porovnany se zna-
mymi ocenovacimi formulemi.

Klicova slova:

bariérové opce, Monte Carlo, simulace, metoda kone¢nych diferenci, Hestontiv model, Black—
Scholestiv model

Abstract:

In the thesis, we introduce the barrier option and its eight types. We want to price the barrier
options under the Black—Scholes model and also under the Heston model. First, we price the
options analytically for getting some closed form solution under the both models. Next method
for pricing options is simulation by the Monte Carlo method. In this method we can make the
results more accurate with method of variance reduction. One of the variance reduction methods
is the method with using the antithetic variates, which we choose. The last pricing method is
the implicit schema of finite diference method. In the second part of the thesis we implement
these methods in software Matlab. Apart from the exact values there are the illustrations of
the evolution of option values during the time with dependency on the strike price. Finally, all
used methods are compared with the known pricing formulas.
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1 Uvod

Opce jsou dnes hojné pouzivanym finanénim nastrojem na trhu. Tento nastroj dava drziteli
pravo prodat (prodejni opce, z angl. put) nebo koupit (kupni opce, z angl. call) podkladové
aktivum za urcitou cenu v uréitém case. Zékladnim op¢nim kontraktem je tzv. klasicka (Va-
nilla) opce, jejiz vyplatni funkce zavisi pouze na rozdilu realiza¢ni ceny a ceny podkladového
aktiva v case expirace. Existuji ale i opce, jejichz vyplatni funkci ovliviiuje vice faktori, a sice
exotické opce.

Exotickymi opcemi rozumime opce, které pokryvaji néjakou specifickou poptavku. Z tohoto
diivodu mohou byt pro investora velice vyhodné. Mize si zvolit za jakych podminek bude nédkup
nebo prodej podkladového aktiva uskutecnén. Také byvaji mnohem levnéjsi nez klasické opce,
jelikoz podléhaji vétsimu riziku. Ve vétsiné pripadi ale nelze spocitat op¢ni prémii jednim uni-
verzalnim vzorcem. Na rozdil od klasickych opci, kde pouzivame k ocenovani Black—Scholestiv
nebo binomicky model, pro kazdy druh exotickych opci existuji rizné metody vypoctu.

Exotické opce mohou byt jen modifikaci klasickych opci nebo jsou vazané na vyvoj ceny
podkladového aktiva a nebo jsou vazané na vice podkladovych aktiv (Zhang (1998)).

V této praci se zaméfime na exotické opce, zavislé na vyvoji ceny podkladového aktiva,
presnéji na bariérové opce. Jde o opce, u kterych je vyplata zavisla na tom, zda cena podkla-
dového aktiva prekrocila pfedem danou bariéru ¢i nikoliv. Tato opce se chova jako evropska,
dokud cena podkladového aktiva nepfekro¢i bariéru (knock—out), resp. pokud piekro¢i bari-
éru (knock—in). Jednoduché definice a vysvétleni tohoto typu opce muZeme najit ve spousté
finan¢nich nebo obchodnich slovnicich, nebo na internetovych strankach pro obchodniky s op-
cemi (SuperDerivatives; OptionsTrading.org). Struény matematicky popis bariérovych opci, kde
se dozvime nejen to, co jsou bariérové opce, ale také to, jak se obecné ocenuji, najdeme také
v nejriznéjsich studijnich materidlech univerzit (viz. Ankirchner (2013); Humphreys (2014)).

Zakladni model pro ocenovani opci je tzv. Black—Scholesiv model. Tento model je dan
diferencialni rovnici:

dS; = rS,dt + ¢ S,dW,,

kde Wt je pro 0 < t < T Browntv pohyb, r je bezrizikova trokova mira, o znad¢i volatilitu
a S(t) je cena podkladového ativa v ¢ase t. Zhang (1998) se zabyvé exotickymi opcemi pravé
na zadkladé Black-Scholesova modelu, stejné jako napiiklad R. Poulsen (2006), J. Hozman,
S. Sanfelici, G. Fusai a spol., R. Zvan a spol.. Kazdy ale fesi pfi ocenovani vyslednou parcialni
diferencidlni rovnici jinou metodou. J. Hozman (2013) i S. Sanfelici (2004) fesi v uvedenych



dilech dany problém Galerkinovou metodou, G. Fusai et al. (2006) ho redukuji na Wiener—
Hopfovu rovnici, R. Zvan et al. (2000) se o vyslednou parcialni diferencialni rovnici zajimaji
v obecné roviné (jak ji Fesit).

Névod pro urceni koeficientu piekroceni bariéry, a to preformulovanim nédhodné prochazky
pomoci reflekéniho principu, ndm ve svém c¢lanku predstavuje S. M. Levitan et al. (2003).
Ocenovani na zékladé toho, ze zdkladni akcie je modelovana procesem vétveni (z angl. branching
process), popsali ve svém clanku G. K. Mitov et al. (2009). Pokud by nés zajimalo, jak je to
s ocenovanim, kde se zakladni akcie Tidi stochastickou volatilitou, do¢teme se o tom naptiklad
ve ¢lanku C. Chiarelly a spol. (Chiarella et al. (2012)).

Existuji také jiné modely, na zékladé nichz bychom se mohli zabyvat bariérovymi opcemi.
N. Thakoor et al. (2014) se ve svém dile zaméfili jak na ocenovani opci na zakladé Black—
Scholesova modelu, tak CEV modelu (constant elasticity of variance model). O ocetiovani Hes-
tonovym modelem se mizeme dozvédét v ¢lanku S. Griebsche a U. Wystupa (Griebsch — Wystup
(2008)). Dalsi modely, na zakladé kterych mizeme ocetiovat bariérové opce, jsou napiiklad tzv.
regime switching model z ¢lanku P. N. Henriksena (Henriksen (2011)), hyper—exponencialni
aditivni model, kterym se zabyvaji M. Jeannin — Pistorius (2010) a jiné modely trhu, o kterych
se muzeme docist v praci S. Albeveria a V. Steblovskaya (Albeverio — Steblovskaya (2002))
nebo tieba H. Browna (Brown et al. (2001)).

Hestoniiv model, se kterym budeme porovnavat Black—Scholesiiv model, presnéji budeme
porovnavat ocenovani bariérovych opci témito modely, je jednim z modelt stochastické vola-
tility. Narozdil od Black—Scholesova modelu, kde se predpoklada konstantni volatilita, v Hes-
tonoveé modelu se volatilita v ¢ase vyviji. Model je tedy definovan dvéma nahodnymi procesy,
a sice procesem ceny S; a volatility v;:

dSt = TtStdt + \/U_tStdWLt
dUt = li(e — ’Ut)dt + U\/U_tdWQ’t
dWLtdWQ,t = pdt,

kde parametr r je mira navratnosti, 6 stfedni rozptyl, pro ktery plati t — oo = v, — 0, &
rychlost navratu k praméru, p korelacni koeficient a o je volatilita rozptylu (Durok — Umar
(2009)). Proces volatility je tzv. CIR model (Cox-Ingresoll-Ross model). Popis tohoto modelu
najdeme napiiklad v textu W. Szatzschneidera (Szatzschneider).

My se také podivame na simulaci bariérovych opci, konkrétné metodou Monte Carlo. Touto
problematikou klasického Black—Scholesova modelu se zabyvaji G. Okten et al. (2008) nebo
K. Moon (2008). Pfikladem v pfipadé jinych modeli by mohla byt metoda Monte Carlo pro bari-
érové opce na zékladé tzv. regime switching modelu v ¢lanku P. Hiebera a spol. (Hieber — Scherer
(2010)). Pro numerickou simulaci existuje i fada dalsich metod. Naptiklad metoda vychazejici
z klasického Monte Carla, a sice pravdépodobnostni Monte Carlo, kterd navic pocita s pravde-
podobnosti prekroceni resp. nepiekroc¢eni bariéry. Tuto metodu predstavuje prace P. Rostana
a spol. (Rostan et al. (2014)).

Diky nové technologii Bloomberg existuje i kalkulacka bariérovych opci, kterd ndm pomiize



zjistit cenu, volatilitu, vSechny ostatni parametry a dalsi informace dulezité pro investora.
Ukéazky z kalkulacky pro tento typ opci najdeme v knize P. Wilmotta (Wilmott (2007)).

Cilem této prace je seznameni se s bariérovymi opcemi a s jejich ocenovacimi metodami.
Zejména numerické a simula¢ni metody jsou v této praci pfinosem. Tyto metody budeme apli-
kovat na data v prostfedi Matlab.

Struktura prace je nésledujici. Ve druhé kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy jak
z oblasti teorie pravdépodobnosti, tak z oblasti samotného ocenovani. Konkrétné potom za-
definujeme bariérové opce. Nasledné, ve tfeti kapitole, se zaméifime na ocenovani opci tiemi
riznymi metodami a to na zakladé dvou zvolenych modeli- modelu vychazejici z geometrického
Brownova pohybu a Hestonova modelu. Dalsi kapitola bude zaméfena na simulace v softwaru
Matlab. V této ¢asti prace se budou znazornovat a porovnavat vysledky ze zvolenych metod
a modeld.



2 Zakladni pojmy

V této kapitole definujeme zakladni pojmy, jak z teorie pravdépodobnosti, tak z teorie ocerio-
vani. Nasledné budou zavedeny samotné bariérové opce.

2.1 Teorie pravdépodobnosti

Definice 1. o—algebra je systém A podmnozin mnoziny Q (Q # 0), pravé kdyz plati
o De A;
e Ac A= A% € A;
o Ay, Ay, e A= U2 A€ A

Definice 2. Pravdépodobnostni mira je zobrazeni P : A — [0, 1] takové, Ze plati:
e P(0)=0, P(Q) =1;
o AiNAj=0proi#j=P(U,_ An) =22 P(An).

Definice 3. Trojici (2, A, P), kde Q) je neprazdnd mnozina elementdrnich jevi, A je o—algebra
podmnozin 2 a P je pravdépodobnostni mira na A, nazjvime pravdépodobnostnim pro-
storem.

Definice 4. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, R je libovolnd neprdzdnd mnoZina
a B je o-algebra jejich podmnoZin. Nahodna velic¢ina je zobrazeni X : Q — R takové,
Ze VB € B plati:

(X € B] : {w € QX (w) € B} € A.

Definice 5. Stredni hodnotu definujeme jako Lebesquetiv integral: E(X) = fQ XdP, kde P
je pravdépodobnostni mira ndhodné veli¢iny X. (ozn. u, resp. EP (X))

Definice 6. Rozptyl je definovin jako V(X) := [, |X — E(X)|*dP. (ozn. 6°)

Definice 7. Smérodatna odchylka je odmocnina z rozptylu. (ozn. o)



Definice 8. Pravdépodobnostni rozdéleni ndahodné veliciny je pravdépodobnostni mira
Px : B — R na o-algebie Borelovskych mnoZin B definovand Px(B) = P(X € B), pro ka-
Zdou B € B.

Definice 9. Nahodny proces je posloupnost nahodnijch velicin X, : t € [0,T] definovanych
ve stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P).

Definice 10. Wieneruv proces(Brownuv pohyb) je nahodny proces, ktery spliuje ndsle-
dugici vlastnosti:

o Wy =0, skoro jiste;
o pririustky Wy — Wy jsou normdlné rozdélené, tj. N'(0,t — s) Vt > s > 0;

o nezqvislost prirustkiu Wy, Wy, — Wy, ,.. Wy, — W, |, V0 < t; < ty < ..t, (prirustky jsou
také ndhodné veliciny).

Definice 11. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor ve kterém je definovdn Wieneriv
proces Wy, t > 0. Filtrace Wienerova procesu je systéem o—algeber Fy C F, t > 0 takovych, Ze
plati

e kaZdd mnozina obsaZend v Fs je také v F;, pro 0 < s <t
o W, je Fy—meritelny, ¥Vt > 0
o W(u)—W(t) jsou nezdvislé na F;, pro 0 <t < u

Definice 12. UvaZujme ndhodnyj proces X, t > 0. Rikdme, Ze X, je adaptovany k filtraci
Fi, jestlize je ¥Vt > 0 F—meritelny.

Definice 13. Necht W; je Wieneriv proces a necht F; prislusnd filtrace, t > 0. Itoviav proces
je nahodny proces X, tvaru:

t t
X, = Xo+ / A(w)dW, + / O(u)du,
0 0

kde Xy je dané a A(u) a ©(u) jsou adaptované ndhodné procesy.

Lemma 1 (Itovo lemma). Necht proces X, je Itoviv proces:
dXt = udt + ’Uth,

kde W; je Wieneriv proces, u je mira driftu X; a v? je mira rozptylu. Bud g(t,z) funkce
€ C*([0,00) x R), tzn. g je dvakrdt spojité diferencovatelnd na [0,00) X R. Potom:

5/;5 = g(t7 Xt)

5



je opét Itoviv proces a
2

dg dg 19%g
5 99, x,)dt + 24 o ¢, X,)dX, + 35 ——(t, X;)(dX,)?,

kde (dX;)? = (dX;) - (dX;) se spocte pomoci pravidel

dY; =

dt -dt =dt - dW; = dW; - dt = 0,dW; - dW,; = dt.
Diikaz. Oksendal (1998), Véta 4.1.2. O
Lemma 2 (Vicerozmérné Itovo lemma). Necht

dX; = wdt + v dWy + - - - + vy, dW
dX2 = Uth + vglth + -+ Ugdet

dX, = u,dt + v, dW; + - - - + v, AW,

maticové zapsano:
dXt = udt + Uth

je n—dimensiondlni Itoviiv proces. Necht g(t,z) = (g1(t, ), ..., gy(t,x)) funkce € C?: [0, 00) X
R™ — RP. Potom proces
Y(t,w) = g(t, Xe)

je opét Itoviv proces, jehoZ k-ta komponenta je

dy; — ag’“ (t, X) dt+z ag’“ (1 X)X+ Z ai g’“ (t, X)dX,dX;,

kde
dt - dW; = dW; - dt = 0,dW; - dW; = ¢, ;dt.

Diikaz. Oksendal (1998), Véta 4.2.1. O

2.2 Ocenovani
Nyni si zadefinujeme nékteré pojmy z oblasti trhu.

e Opce je finan¢ni derivat, ktery dava kupujicimu pravo prodat ¢i koupit podkladové ak-
tivum v pfedem dohodnutém case a za danou cenu K (realizacni cena).



Plain vanilla opce je zakladnim typem opce, jejiz vyplatni funkce zavisi jen na rozdilu
mezi realiza¢ni cenou a cenou podkladového aktiva v daném case.

Evropské opce jsou plain vanilla opce, u kterych dochazi k uplatnéni pouze v case
expirace (7).

Americké opce jsou plain vanilla opce, u kterych dochéazi k uplatnéni kdykoliv v case
t € 0,77

Exotické opce jsou klasické opce rozsifené o specifické vlastnosti. Pfikladem exotickych
opci jsou tzv. bariérové opce, Bermudské apod.

Bermudska opce je druhem exotické opce, kterd muze byt vyplacena v predem defino-
vanych Casech a v den expirace.

Call opce je opce, kterd dava majiteli pravo koupit podkladové aktivum za urcitou cenu
v ur¢itém case. Vyplatni funkce je ddna vztahem V = (S — K)™.

Put opce je naopak opce, ktera dava majiteli pravo prodat podkladové aktivum za urci-
tou cenu v ur¢itém case. Vyplatni funkce je ddna vztahem V = (K — S)*.

Podkladové aktivum je predmétem terminovaného kontraktu. Muze se jednat o akcie,
dluhopisy, cizi mény, apod.

Spotova cena je cena podkladového aktiva. (ozn. S, resp. S;)

Realiza¢ni cena opce je cena, za kterou miZzeme akcii koupit nebo prodat v ¢ase expi-
race. (ozn. K)

Volatilita je mira oscilace spotové ceny. (ozn. v,popt. v;)
Portfolio je soubor akcii, které vlastni jeden investor. (ozn. II)
Cas expirace je ¢as vyprseni platnosti opce. (ozn. T')

Rizikové neutralni mira je pravdépodobnostni mira takova, Ze cena akcie je rovna
diskontované oc¢ekévané hodnoté ceny vzhledem k této mite. (ozn. Q)

Urokova mira je mira priimérného riistu ceny aktiva nebo-li drift procesu. (ozn. r)

Rabat je castka, kterad se vyplati kupujicimu v ptipadé, Ze opce neni v cCase expirace
v platnosti. (ozn. R)

Bariéra je hranice spotové ceny, pii jejimz dosaZzeni nebo piekroceni nabyde opce plat-
nosti popf. pozbyde platnosti. (ozn. B)



e In—out parita je obdobou put—call parity. In—out parita iika, ze soucet hodnot in opce
a out opce se rovna hodnoté klasické vanilla opci. (¢ = ¢, + Cour)

e Dividenda je podil vlastnika akcie na zisku akciové spolecnosti pripadajici na jednu akcii.
(ozn. D)

e Arbitraz je proces ceny portfolia X, spliujici Xg =0 a pro T > 0:

- P(X7>0) >0,

pricemz P je rizikové neutralni mira.

Véta 1 (Prvni zékladni véta oceniovani). JestliZe na trhu existugje rizikové neutrdlni mira, potom
nent moznd arbitrdz.

Diikaz. Shreve (2004), Véta 5.4.7. O

2.3 Bariérové opce

Bariérové opce se vyznacuji existenci pfedem stanovené hranice (bariéry), na které se musi
obé strany domluvit pii uzavirani kontraktu. Stejné tak se musi domluvit, zda drzitel obdrzi
néjakou refundanci z opéniho poplatku pii aktivaci nebo deaktivaci opce (tzv. rabat).

Jak uz jsme napovédéli v predchozi vété, pri prekroceni bariéry cenou podkladového aktiva se
opce aktivuje (knock—in) nebo deaktivuje (knock—out). Aktiva¢ni opce jsou z po¢atku bezcenné.
Naopak deaktivacni opce se chovaji jako klasické evropské opce a pii prekroceni hranice ztraci
veskerou hodnotu. K prekroceni bariéry miize dojit shora resp. zdola. Podle toho, jestli cena
podkladového aktiva klesa resp. roste, nazyvame opci ‘down’ resp. 'up’. Bariérové opce, stejné
jako klasické evropské opce, mohou byt typu call a put. Mame tedy 8 tfid bariérovych opci
(2.3):

Obrazek 2.1 znazornuje Down-Out-Call opci, jejiz trajektorie protla prfedem danou bariéru
a celad opce se tudiz stava bezcennou. Naopak obrazek 2.2 ukazuje pripad, kdy bariéra neni
dosazena a opce je tedy stale aktivni.

Vyznamnym vztahem, ktery pro bariérové opce plati, je in—out parita. Diky této parité
muzeme jedonuse ziskat vSechny typy knock—in bariérovych opci.

A. Bliimke (2009) ve své praci tvrdi, ze ¢im delsi je u knock—in opci doba do splatnosti a ¢im
vice se cena podkladového aktiva priblizuje k bariéfe, tim vice cena opce konverguje k hodnoté
klasické opce. U knock—out opci naopak plati, Zze ¢im delsi je doba do splatnosti a ¢im vice se
cena podkladového aktiva pfiblizuje k bariéfe, tim levnéjsi se opce stava. Tedy jeji cena v limité
konverguje k nule.

K platbé bariérovych opci dochazi ihned po prekroceni bariéry nebo po skonceni zivotnosti
opce.



Bariéra Efekt bariéry na payoff profil

Opce | Typ | Umisténi DosaZzena | NedosaZena
Up-Out (ozn. UOC) | Nad spotovou cenou | Bezcennd | Vanilla call

Call Up-In (UIC) Nad spotovou cenou | Vanilla call | Bezcenna
Down-Out (DOC) | Pod spotovou cenou | Bezcennd | Vanilla call
Down-In (DIC) Pod spotovou cenou | Vanilla call | Bezcenna
Up-Out (UOP) Nad spotovou cenou | Bezcennd | Vanilla put

Put Up-In (UIP) Nad spotovou cenou | Vanilla put | Bezcenné
Down-Out (DOP) Pod spotovou cenou | Bezcenna | Vanilla put
Down-In (DIP) Pod spotovou cenou | Vanilla put | Bezcenna

Bariérové opce jsou levnéjsi z toho divodu, ze mizeme ztratit celou hodnotu opce (v ptipadé
opce s rabatem skoro celou) nebo nase opce ani nevstoupi v platnost.

Existuji dalsi modifikace téchto opci tzv. bariérové exotické opce. Bariérové opce mohou
byt jak evropské, tak i americké nebo bermudské. Dalsimi variantami standardnich bariérovych
opci jsou opce se dvéma bariérami (double), se dvéma aktivy (two-asset), reverzni, pafizské

Tabulka 2.1: Druhy bariérovych opci

a jiné (Rejnus (2012)).
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Obrazek 2.1: Down-Out-Call opce- neaktivni
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Obrazek 2.2: Down-Out-Call opce- aktivni
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3 Metodologie

3.1 Analytické reseni

Narozdil od klasickych opci, zavisi bariérové opce i na cenotvorné udalosti. K jejich ocenéni pou-
zijeme model vychazejici z geometrického Brownova pohybu a Hestontiv model se stochastickou
volatilitou.

3.1.1 Model vychazejici z geometrického Brownova pohybu

Pokud chceme odvodit ocenovaci formule, musime zac¢it u geometrického Brownova pohybu,
ktery splnuje nasledujici stochastickou diferencialni rovnici:

dSt = TStdt + UStth,

kde W; je pro 0 < ¢ < T" Browniv pohyb vzhledem k rizikové neutralni mire. RAe/éeni této
rovnice nam urc¢i cenu podkladového aktiva v ¢ase t. Oznac¢me W, = % (7’ — %02) t+ W;, potom
feSenim diferencialni rovnice je N

S; = Spe”,

Nyni definujeme M; = max W, ¢imz ziskame
0<t<T

max S; = Spe”Me.
0<t<T

Cenu opce v Case expirace T' mizeme vyjadrit
+ oW -
(Sp — K)t = (Soe T—K> ,

kde K je realizacni cena opce. Jelikoz budeme chtit ocenit knock—out opci, posledni rovnost
plati pouze za predpokladu, Ze Spe®™* < B a K < B (B znadi bariéru). Cenu knock—out opce
Ize také vyjadrit ve tvaru:
= + — +
Vi = (Soe"WT _ K) i (SOeUWT _ K) i

{SoeoMr<B} — {S0e” VT > K ASpeMT < B}

11



— (Soe™r —K>+]I T SinTE
0 {Wr>kAMp<b}’

kde I znaci indikatorovou funkci, tj.

1 podminka splnéna
H{podminka} = 0 Jlnak

Posledni rovnost plyne z tpravy k = * ln o @ b=1 ln 5
Cena up—and-—out call opce v(t, z) splnme Black_Scholesovu diferencidlni rovnici, kde S(t) =

x:
1
v (t, @) + rav,(t, x) + 502:762"0”(25,@ = ru(t, z), 0<t0<z<B,
s okrajovymi podminkami
u(t,0) =0, 0<t<T,
v(t,B) = " T7YR, 0<t<T,
v(T,z) = (z — K)*, 0<z<B,

kde R > 0 je rabat.

Pokud bychom bychom uvazovali i x > B, cena v(T,z) by se rovnala R. Abychom ziskali
cenu opce, je tieba tuto rovnici vyfesit (Shreve (2004)). Pro jednoduchost budeme pfedpokladat,
ze rabat je nulovy a budeme uvazovat pouze 0 < x < B.

Nejdrive spoc¢teme hodnotu opce v ¢ase t = 0

Vo=E[e"Vr].
K vypoctu vyuzijeme rovnici hustoty prow < mam >0
~ 2(2m — w)
= = (mw) = ————=
it e 0) = =p g

Predpokladame, ze 0 < Sy < B, tedy b, k jsou kone¢né a b > 0. Vime tedy, ze b > 0, w > k,
m < baw < m.Ztoho je ziejmé, Ze k < w < baw™ <m < b. Tyto dvé oblasti vyuZijeme pii
integraci.

W= —042T——(2m w)2

b b

2(2m —

Vy :/ / 6—7“T (Soeaw —K) ( m w)eaw —a2T——(2m w)? dm dw
E Jwt T 2rT

(Soecrw . K) e—rT—l-aw—faQT—— dw

NG

—_ — L2717 L (op—w)?
(Soecrw . K)@ rT+ow—5a’T— 5 (2b—w) dw

1
N V2T
- S()Il - K[Q - 50]3 + K[4,

12



kde

I, = \/27T_T oW rT+ow—1a?T— - w? dw,

I, = \/217T_T k e~ TTHow— 12T — S w? dw,

I = Noroy k pow—rT+aw—50°T— 5 (26— w)? dw,
I, = \/217T_T —rT+aw—fa2T——(2b w)? dw.

Tyto integraly jsou tvaru

b - 1
P qy =

1
27T Ji B V27T

Pokud provedeme zaménu proménnych, a sice y =

b
1 1
/ e*ﬁ(w*’YT)QJFjYQTJrﬁdw‘

\_/TT, muzeme integral upravit takto:

(b—9T)
1 f v . %y2dw _ e%'VQT"_ﬁ |:N (b—’}/T) _N (k) —"}/T):| ’

kde N znac¢i kumulativni distribu¢ni funkci normalniho rozdéleni. Nyni pouzijeme vlastnost
normalniho rozdéleni N(z) = 1 — N(—z) a dosadime za proménné k, b. Konecné tiprava tohoto
integralu bude vypadat:

\/217T_T : P ar? g = 37’ THS [N(ml/_ {1ns—+wTD N(U\/_ [lns—+vaT]>].

Pro zjednoduseni integralu Iy, - -- , I zadefinujeme novou proménnou 4, a to:

siror= L s (ra ) .

o3V T+B_—
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()20 (5)

e (o ()~ (3)
() [ (2) -~ ()
e (3) 7 ) ()]

Za ptredpokladu 0 < Sy < B muzeme tyto integraly dosadit do ocenovaci formule a ziskame
vyslednou up and out ocenovaci formuli.

+

e ()2 ()]
oo (1) o (7))
3 e () (- ()
(@) B ) (- ()

Jestlize uvazujeme t € [0,7), S; oznacime jako z a 7 = T — t, ziskdme obecnéjsi tvar
predchozi formule:

123 (5. 2)) -5 ()]
[ (6 2) A6 ()

(e ()~ ()
e O )

kde opét 0 <t <T a0 <z < B. Pro x > B plati, ze v(t,x) = 0.
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Ostatni typy bariérovych opci bychom spocitali obdobné. Jestlize ale zname tvar rovnice
pro knock—out opce, 1ze knock—in opce jednoduse spocitat odectenim out opce od klasické
vanilla opce. Tento vztah se nazyva in—out parita. Ceny evropskych opci jsou dany vztahy:

c(t,r) = 2e PN <5+ (T, %)) — Ke "N (5_ (7‘, %))
—rT xz — DT X
p(t,x) = Ke” "N (—5_ (7‘, E>> —xe PN (—6+ (7’, E))
Chceme-li tedy pouzit pro ocenovani bariérovych opci Black—Scholestiv model, mizeme

cenu opce spocitat jednoduse dosazenim do formule. Velmi casto se pouziva formulace téchto
vztahtl podobna té nasedujici.

K > B | UP | DOWN

IN c=A+FE(n=-1¢=1) c=C+E(n=1¢9=1)
p=A—-B+D+FE(n=-1l¢p=-1) | p=B—-C+D+FE (n=1¢=-1)

OUT c=F(n=-10=1) c=A-C+F (n=19p=1)
p=B—-D+F (n=—-1¢p=-1) p=A—B+C—-D+F (n=1¢=-1)

K <B | UP | DOWN

IN c=B—-C+D+E(n=-1¢p=1) c=A-B+D+FE(n=10=1)
p=C+FE (n=—-1,0=-1) p=A—B+D+FE (n=1¢=-1)

OUT c=A-B+C—-D+F(n=-1,¢0=1)|¢c=B—-D+F (n=1¢9=1)
p:A_C+F<n:_17¢:_1) P:F(U:L(b:—l)

Kde proménné v tabulkach jsou dany vztahy:

= ¢Se PTN(¢z1) — ¢Ke TN <¢x1 _ ¢U\/T>
B = ¢Se PTN(¢ws) — ¢Ke TN (¢x2 _ qsa\/f)

_pr (B 2ty 7 (B 2
C = ¢Se ] N(ny) — ¢Ke 3 N (mn — na\/f)
2p

2(p+1)
D = ¢Se " (g) N(nys) — pKe " <§) N (nyz — naﬁ)

N (nxz _ na\/T) - (g)

(g)lm N(nz) + (g) " N (nz - 277/\0'\@)

2p

E = Re T N (nyg — naﬁ)

F = R

15



r1 =

+(1+ u)02T>

L)

K

% +(1+ N)O'2T)
5—[() +(1+ ,M)O'QT)
B
5)

+ (1 + u)a2T)

ylzaﬁ
1

Y2 =

(i
“:aﬁ<m(
7 (o
(i

V nasledujicim textu si ukazeme, ze pro jiné modely nemusi byt odvozeni formuli tak snadné.

3.1.2 Hestonuv model

Hestontiv model je modelem pro ocenovani opci, ktery predpokladad promeénlivou volatilitu,
popsanou samostatnym stochastickym procesem. Hestontiv model je tedy modelem se stochas-
tickou volatilitou.

V tomto modelu se podkladové aktivum 7idi nasledujicim predpisem:

dSt = T'Stdt + \/U_tStdWLta

a volatilita:
dvy = k(0 — vy)dt + o/, dWay,

pricemz r je mira driftu procesu, v; volatilita, 8 dlouhodoby primérny rozptyl, ke kterému
se bude v; po vychyleni vracet rychlosti x a o je volatilita volatility. dW; ,, dWs; predstavuji
Wienerovy procesy, které jsou korelované a plati

dWl,tdWQ,t = pdt
Proces volatility je tzv. CIR procesem, ktery ma dvé vyznamné vlastnosti, a sice

e nezapornost volatility za podminky 2k6 > 0% (Fellerova podminka (Feller (1951))),

e navratnost ke stiedu, tedy k priméru 6.
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Struény popis CIR procesu najdeme napiiklad v textu W. Szatzschneidera (Szatzschneider).

Poprvé byl ale tento proces publikovan v ¢lanku J. C. Coxe, J. E. Ingersolla a S. A. Rosse z roku
1985 (Cox et al. (1985)).

Analytické feseni ocenéni bariérovych opci zatim nezname, tudiz budeme nejdiive odvozovat
ocenovaci formuli pro klasické vanilla call opce (Rouah (2013)).

Uvazujme dvé rizné vanilla opce U = U(S,v,t) a V = V(S,v,t). Potom miizeme portfolio,
skladajici se z téchto dvou opci, zapsat nasledujicim predpisem:

=V +AS+ U,

kde A je pocet jednotek podkladového aktiva S a ¢ je pocet jednotek opce U. Pro zménu
portfolia plati:

dll = dV + AdS + ¢dU

Po aplikaci dvou-dimenzionalniho Itoova lemmatu (2) ziskame:

o 1 L0V v 1, 0°V
I1=(= - 27 7 -2 7 v
d (at—irQUS 852+pav58v85+20v81}2)dt+
ou 1 _,0°U *U 1, 0*U
¢ (E + 52}5 52 +pavS(%aS +30 VT dt+

08 ov

Aby bylo portfolio rizikové neutralni musi ale platit, ze posledni dvé zavorky jsou nulové.
Tedy

ov - oU ov - oU
<—+¢%+A) ds + <—+¢%) dv

oV ou
i AN =
95 a5 T !
o, U
ov o
7 téchto rovnic si vyjadiime ¢ a A:
v
ov
ou oV
A = —¢p= 2L
¢8S 0S
a dosadime zpét do portfolia II:
ov 1 0%V o2V 1, 0*V
I=(== - 27 7 -2 7 v
d (at+2v5 aSZ+pavSavaS+201}av2)dt+
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oU 1 ,0°U U 1, U
¢(W+§US @—FPUUSM—FﬁU UW dt

Nyni mame rizikové neutralni portfolio a jeho vynos je tedy roven vynosu rizikové neutralni
urokové miry r. To znamena, ze

dIl = rIldt = r(V + AS + ¢U)dt.

Pokud v portfoliu oznac¢ime

oV 1 LV 2V 1, PV
A= TS geE TS a5 T30 Ve
U 1 ,0%U U 1, U
A = FrE VS o TS s T30 Ve

dostaneme

A+ oAy =r(V + AS + ¢U).

Dosazenim za ¢ a A a néslednou tpravou ziskdme vztah:

Al—’I“V—FTSg—‘S{ :AQ—TU—{—TSg—g

o oU
ov ov

Na obou stranach rovnice je stejna funkce, ovsem jedna je funkce opce V' a druhé je funkce
opce U. Heston vychazi z toho, Ze obé funkce lze zapsat jako f(S,v,t). Tuto funkci potom
definoval predpisem:

f(S,v,t) = —k(0 —v) + (S, v,1),

kde A je trzni cena za riziko.
Hestonovu parcialni diferencidlni rovnici pro ocenovani opci ziskdme nahrazenim levé strany
funkci f a dosazenim zpatky za As:

ot 277 957 TP 8005 T 27 Va2
oU oU
—rU + ’I“S% + (K(e — ’U) + )\(S,U,t)) % =0

P1i ocenovani klasickych vanilla call opci fesime Hestonovu parcialni diferencialni rovnici
s nasledujicimi okrajovymi podminkami.

U(S,v,T) = max(S — K,0)
U0,v,t) = 0
. dU
511_51010 E(S’U’t) =1
lim U(S,v,t) = S
vV—00



Pokud provedeme substituci x = In S a A(S,v,t) nahradime linedrni funkei volatility v,
dostaneme jednodussi tvar Hestonovy rovnice:

a_U_'_].vﬁ T_lfv 8_U+ U@2U _i_l 2U82_U
ot 2" or 2" ) 0z TP v0r T 27 Vo2
U+ (5(0 = v) + M) ‘Zfi 0

Cena vanilla call opce je potom rovna:

Cr(K)=e""E|[(Sr— K)t] =e"Pi(z,v,7) — e " KPy(z,v,7),

pficemz 7 = T'—t je doba do expirace, z; = In S; a Pj(x, v, T) je pravdépodobnost toho, ze opce
dosdhne Casu expirace (in-the-money).

o —i¢ln )
Pj(x,U,T):1+l/ Re {6 Kf]'((bx,v,T,Qﬁ) do,
0

2 )
kde j = 1,2 a fi2 jsou charakterstické funkce:

f (ZL’ v ¢) — e Cj(1,0)+D;(7,¢)vo+idx

Parcialni diferencialni rovnice charakteristické funkce je tvaru:

of;, 1 01, Pf 1, 0

B T35 TP 505s T 37 Vs
6.

T P £ N P L

Ox v
kdeulzé,w— ;,a—ff@ bp=Kk+AX—poaby=r+ A\
Abychom zjistili koeficienty C; a D;, dosadime do pfedchozi rovnice derivace

af; 0f; 0*f; 0f; 0°f; 0*f

or’ Ox’ 0x2 Ov’ Ov?’ Ovdx’

Tim ziskdme rovnici

0D; ) 1 1 , oC; .
(v (-a—TJ + pO'Z(bDj — §¢2 + 50’2D]2- + U]’Z¢ — bij) - 8_7'1 + T'Z¢ =+ @Dj = O,

ze které plyne soustava:

0D, , 1, 1 .

5= = poioD; — 56" + 50" D} + ujid — b;D
aC;

8_7'] = TZ¢ + CLD]'
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s pocateénimi podminkami D;(0,¢) = 0 a C;(0,¢) = 0. Pfi¢emz prvni rovnice je tzv.
Riccatiho rovnice a druhé je obycejna diferencialni rovnice.
Resenim této soustavy jsou koeficienty C; a D;:

bj—pUZ¢+d] 1—€djT
Dj - o2 1 — qg. d;T
g;€v
_ K0 , 1 —g;el™
C; = rigr+ ) [(bj — poi¢p+d;)T —21n (1_—]%)] :
kde
g; = bj—p02¢+d]
/ bj —pO'Z¢—dJ

d; = [ (poio - b;)? — 02(2ujip — ¢?)
by, = K+A—po
b2 = K+ A

Nyni mame feseni Hestonovy parcialni diferecialni rovnice pro evropské call opce. Bohuzel
modifikace pro bariérové opce nevede na Riccattiho rovnici a v pfipadé Hestonova modelu jsme
tedy neziskali zadnou uzavienou formuli pro vypocet ceny opce.

3.2 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je velmi ¢asto pouzivanou metodou pro ocenovani, jelikoz ji lze pouzit
i v pfipadé, Ze nezname analytické feSeni.

Tato metoda je zaloZena na rizikové neutralnim ocenovani. Cenu opce tedy urcujeme jako
stfedni hodnotu (ozn. E) tzv. diskontované vyplatni funkce (V;), a to podle rizikové neutralni
miry (Q) (Okten et al. (2008)).

V =E° V],
kde

Vi=e"(S; — K)*, resp. V; = e (K — S;)7.

V pripadé call opce plati prvni rovnost pro V;. Druhé rovnost plati pro put opci.

Jelikoz uvazujeme bariérové opce, nesmime zapomenout na podminku pfekroceni bariéry.
Pokud u knock—in opce neprekroci cena podkladového aktiva bariéru, vyplati se pouze rabat.
Naopak u knock—out opce se vyplaci pouze rabat, pokud cena podkladového aktiva bariéru
prekroci.
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V nasledujici ¢asti si ukdzeme, jak bude Monte Carlo vypadat v pripadé nami zvolenych
modeld.

Pro presnéjsi vysledky pouzijeme u obou modelii metodu redukce rozptylu za pouziti tzv.
antithetické proménné.

Metoda antithetické proménné

Bézné metoda Monte Carlo vyuziva k vypoc¢tu M samostatné generovanych trajektorii. Tato
metoda vyuziva také M trajektorii, s tim rozdilem, ze M /2 trajektorii je s dalsimi M /2 zaporné
korelovano. Diky tomu ziskdme uzsi interval spolehlivosti a tedy i piesnéjsi hodnoty.

Jestlize tedy budeme uvazovat dvé ndhodné generované trajektorie

P =plLps .0
P’ =pips .00,

muzeme uvazovat i trajektorii

~ (pi )
pi=

Primér z M takovych trajektorii ma rozptyl

~ Var(p; Var(ph,) + Var(p?,) + 2Cov(phy, p?
Var(pM) _ ]\(4M) _ ( M) (41\]([/[) ( M M).

7 tohoto vztahu plyne zaklad této metody, a sice hodnota rozptylu bude nizsi, pokud bu-
dou jednotlivé trajektorie zaporné korelované. (Pozn.: p?), je opacna k pl, = Var(pay) = 0)

Dalsi metody redukce rozptylu bychom nasli ve vyukovém materidlu M. Mervyna (Mervyn
(2009)).

3.2.1 Model vychazejici z geometrického Brownova pohybu

Nyni uvazujeme model vychézejici z geometrického Brownova pohybu. Pro tento zakladni model
zname tvar fesSeni ceny podkladového aktiva v cCase t:

Sy = Soei(rfoé‘#)HWt
kde W; je Browniv pohyb v ¢ase t a D je dividenda.

Aplikace algoritmu bude tedy jednoducha.
Pro ukazku algoritmu vypoctu ceny opce typu down—out call pouzijeme software Matlab:
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dW = sqrt(dt) * randn(M,N); J prirustky
W = cumsum(dW,2); % Wienertv proces

% MC simulace procesu S (gBm)
St = SO * exp(sigma * W + (r-D - 0.5*%xsigma”2) * repmat(t,[M 1]1));

%DOC

max_val_DOC = max(St(:,end) - K, 0);

[i,j]=find (St<=B);

max_val_DOC(i)=R;

path_DOC=exp(-(r-D) * T) * max_val_DOC;

DOC= mean(path_DOC) ;
conf_DOC=[D0OC-1.96*std(path_DOC)/sqrt (M) ,DOC+1.96*std(
path_DOC)/sqrt (M)];

V pripadé down—out put bychom pouze upravili:

%DOP
max_val_DOP = max(K - St(:,end), 0);

S pouzitim metody antithetické proménné, dojde k tpravé pouze ve vypoctu Wienerova
procesu:

M=2x*M;
dW=sqrt (dt) *randn (M/2,N);

dWw=[dW;-dW];

3.2.2 Hestonuv model

Uvazujeme-li Hestontiv model, postup bude stejny.

St=MC_QE(M,N,S0,tau,r,v0,kappa,theta,sigma,rho); 7% MC simulace
procesu S (Heston- QE schéma)

%D0C

max_val_DOC = max(St(:,end) - K, 0);

[i,j]1=find (St<=B);

max_val_DOC(i)=R;

path_DOC=exp(-(r-D) * T) * max_val_DOC;

DOC= mean(path_DOC) ;

conf _DOC=[D0OC-1.96*std(path_DOC)/sqrt(M),DOC+1.96*std(
path_DOC)/sqrt (M)];
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Eulerovo schéma ale neni pro tento model zcela vhodné, jelikoz vysledné hodnoty nejsou,
jak jsme zjistili, uplné spravné. Vyuzili jsme tedy funkci (MC_QE) z prace M. Mréazka (Mrazek
(2013)), jejiz vypocet se opird o tzv. QE-schéma (Quadratic Exponencial). Hodnoty jsou nyni
presnéjsi.

Popisme si tedy zakladni princip QE-schématu.

QE schéma (Kvadratické—exponencialni)

Kvadratické exponencidlni schéma poprvé popsal ve svém ¢lanku L. Andersen (2008).
QE—schéma vychazi z toho, ze proces volatility je CIR proces se stfedni hodnotou m a roz-
ptylem s2.
Vpsr = a(b+ Z,)?,

pricemz Z, predstavuje standartni normalné rozdélenou ndhodnou veli¢inu, jejiz druha mocina
uz ma x? rozdéleni a v, ma tedy také y? rozdéleni.

e Pro dostatecné velké hodnoty v, miizeme toto rozdéleni aproximovat mocninnou funkci,
aplikovanou na standartni normalné rozdélenou veli¢inu Z,:

Ung1 = a(b+ ZU)2,

kde
_m
14 b
(2
(& Y\ ’
pricemz
2
S
w_ﬁ7
m =0+ (v, — 0)e "4,
2 _—kA 2
2 Up0~€ " —kA ‘90— —KkAR\2
= — (1 — " — (1 — ny)e,
e (T BRCAT B

e Pokud jsou hodnoty v, malé, aproximujeme hodnotu v, inverzi distribu¢ni funkei:

Un+1 = \Ilil(U’Uapu 5)7
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kde

_ 0 pro0<u<p
1 _
v <u>_{%1ni—5 prop<u<1’
_ Y1
p_’l/}—'—l’
I—p
==

a U, je rovnomeérné rozdélend ndhodna promeénna.

3.3 Implicitni metoda konec¢nych diferenci

Metoda konec¢nych diferenci spociva v diskretizaci parcialni diferencialni rovnice. Derivace z par-
cialni diferencialni rovnice nahradime prislusnymi diferencemi. Nejcastéjsimi zptisoby jsou do-
prednd, centralni a zpétna aproximace (viz obr. 3.1).

Jx)
central
approximation

forward
approximation

backward
approximation

x-h % x+h
Obrazek 3.1: Aproximace funkce f(z).

Nyni se podivame, jakym zptisobem se derivace nahradi u rtiznych modeld. V celé kapitole
budeme uvazovat implicitni schéma a ekvidistantni mfizku, pficemz implicitni schéma Tesi
miizku zpatky v ¢ase. Znamena to, Ze z jedné zndmé hodnoty musime uréit t¥i neznamé (obr.
3.2).

3.3.1 Model vychazejici z geometrického Brownova pohybu

Jak jsme zminili d¥ive, cena opce spliuje Black-Scholesovu diferencialni rovnici:

v ov 1 4, ,0% B
§+Ts%+505w—7’v—0,

kde S = S(t) av =w(t, S(t)).
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Obréazek 3.2: Stromové znézornéni implicitni metody (z = S, i =n, u = v).

Derivace z této rovnice ted budeme aproximovat:

v Vip1; — Vi

ot dt

@ N Vij+1 — Vij—1

95~ S5 -5,
0% N 2u; 51 B 2v; ; N 20; i1
052 (85 = Sj—)(Sj+1 = Sj—1) (S5 = 55-1)(Sj1 = 55)  (Sj1 = Sj-1)(Sje1 = 55)

pficemz i =0,1,...,N a j=0,1,..., M pfedstavuji body m¥izky (viz. obr. 3.3).
Pokud tedy dosadime do piivodni Black-Scholesovy rovnice a upravime, dostaneme:

J J—
_ 0‘282 ( 2’07;7]'_1 B 21}1"]' + 2vi,j+1
NS = 85— (S = Sj1) (55— 85-1)(Sj1 = S5) - (Sjn = Si-1)(Sjn — 55)

Tuto rovnici mizeme zjednodusit do tvaru

Vig1 = Vi1 + 0jvi g+ U,
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iot

Obréazek 3.3: Mfizka bodt S v zavislosti na t.

kde
Sj ( 2 Sj )
a,=————|(r—o ————|dt,
7 S = Sjm Sj = Sj-1
) S
bj=1+(r+o dt,
’ ( (S5 = Sj-1)(Sj41 — Sj))
—5; ( s 5 )
¢j=———"—|r+o°—">—)dt.
’ Sjp1— Sj—1 Sit1—S;

Pro implementaci v softwaru Matlab, jsme vyuzili maticovy zapis. Ten je nasledujici.
Vier + G = AV,

kdei= N —1,...,0, C je matice okrajovych podminek a A je tiidiagonalni matici hodnot a;,
bj, Cj.
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0
Ci= :
0
—CM—1Vi, M
bl C1 0 0 0
Qo b2 Co 0 0
A = 0 as b3 0 0
0 0 0 ... apr—1 bM—l

Pokud chceme timto zptisobem ocenit bariérové opce, musime nastavit odpovidajici okrajové
podminky a mfizku, vytvorenou diskretizaci proménnych casu a ceny podkladového aktiva.
Pro down—out call opci jsou okrajové podminky nasledujici:

% Specify the expiry time boundary condition
price(:,end) = max(Svec(:)-K,0);

%» minimum and maximum price boundary conditions

price(l,:) = Rxexp(-r*xtvec(end:-1:1));

price(end,:) = (Svec(end)-K)*exp(-r*tvec(end:-1:1));

Samotny vypocet pak vypada takto:

% Form the tridiagonal matrix
A = diag(aj(3:M),-1) + diag(bj(2:M)) + diag(cj(2:M-1),1);
sIL,U] = 1u(B);

% Solve at each node
offset = zeros(size(A,2),1);

for idx = N:-1:1
offset (1) = aj(2)*price(1l,idx);
offset(end) = cj(end)*price(end,idx); % This will always be

zZero

price(2:M,idx) = A\(price(2:M,idx+1) - offset);

% price(2:M,idx) = U\(L\(price(2:M,idx+1) - offset)); % B\A=
InvB*xA

Vse je u down-out opce feseno na uniformni mfizce, kde minimalni hodnota diskretizace
podkladového aktiva je B. Pro hodnoty nizsi nez B metoda neni definovana.
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Nakonec tedy jesté pridame podminky pro piipad down opci, kdy S0 < B a naopak pro up
opce, kdy S0 > B:

% Calculate the option price
if S0<=B
oPrice=R;
else
oPrice = interpl(Svec,price(:,1),S80);

3.3.2 Hestonuv model

V ptipadé Hestonova modelu se nahrazuji derivace nasledujicimi diferencemi:

8U 'T_LH P Un_l 1
(S, 0) = L i
05\ = "5 s
a—U(Si,uj) _ Ul — Ul
ov Vjr1 — Vj-1
a?_U<S‘ V) 2, B 201, N 20T
982 (8= Sim1)(Sig — Sic1) (Si— Sic1)(Sig1 — Si)  (Sigr — Si)(Six1 — Sic1)
2 20U U™ U™
Z_Z(S“ Uj) _ 1,5—1 N 1,J + ,j+1
v (vj = vj-) (Vi —vjm1) (0 —v-) (Vi —v) (Vi = 0)(Vj1 — vj-1)
0*U (Siv;) = Uiy = Uity ji = Uiy + Uin—l,j—l‘
dSov-" (Siz1 — Sic1)(Vjr1 — vj1)

Uvazujeme ¢ = 1,--- ,Ng, j=1,--- | N,.
Pro feseni rovnice lze pouzit napiiklad tzv. §—chéma.

f—schéma
f—schéma je definované vztahem:

Un+1 - Un o

Narozdil od BSM, kde je L tfidiagonalni matice obsahujici prvky pouze proménné S, zde jsou
v matici elementy odpovidajici dvéma proménnym (S a v). L je tedy matice velikosti N x NN,
N = (Ng + 1)(N, + 1), 6 € [0,1], U, je vektor délky N a Uj je poc¢ateéni podminka, ktera
odpovidé hodnoté opce v Case expirace. Pro call opci plati Uy = (S — K)* a pro put opci
Uy = (K - 9)".

Rovnici si mtizeme upravit:
U, = (I—60dtL) YT+ (1 - 6)dtL)U,,
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pricemz I znaci jednotkovou matici a matice L se modifikuje pro Hestontiv model operatorem

1l L1, 02 9, 0
—évS W—F§O’U w—i—pavsm—l—rS%%—m(Q—v)%—r,

pro Black—Scholesiiv model
L= 102528—2 —1—7“5g —r
2 052 25

Na zakladé tohoto schématu, lze Tesit ocenéni opci tfemi metodami, a sice podle toho, jaké
zvolime 6:

explicitni metoda

vede na Crank-Nicolsonovu metodu

> > >
I
N o

implicitni metoda
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4 Numerické reseni

Abychom znézornili ocenéni bariérovych opci a stejné tak abychom si vypocetli ceny bariérovych
opci, vyuzili jsme softwaru Matlab. Tento software je pro nase potieby dostacujici a v ném jsme
si tedy vytvorili funkce, které nam vyse zminéné umozni.

Metody, popsané v predchozi kapitole, budeme aplikovat na konkrétni data. Vzhledem
k tomu, ze trzni data na bariérové opce nejsou volné k dispozici, pouzili jsme data na Evropské
opce na britsky index FTSE 100 ze dne 8.1.2014. Hodnoty parametri jsou ziskané kalibraci
Hestonova modelu na tato data a hodnota bariéry a rabatu byla stanovena sice uméle, presto
smysluplné pro realné pouziti.

Sp =6721,80 pocatecni cena podkladového aktiva

T =1 ¢as expirace

K =6250 realizaCni cena opce
B = 6050 bariéra

R =30 rabat

r =0,009 urokova mira

o =0,05 volatilita

D =0 dividenda

Hestonovy parametry budou nasledujici:

k =14 mira navratu k priméru
0 =0,055 dlouhodoby primérny rozptyl
p =—-0,4 mira korelace

vg = 0,05412 pocatecni volatilita
Parametry simulace budeme volit dle naroc¢nosti vypoctu:
M pocet simulaci

N pocet kroki v Case

Pokud ale nastavime vyssi pocet simulaci, budeme mit presnéjsi vysledek.

30



4.1 Model vychazejici z geometrického Brownova po-
hybu

4.1.1 Ocenovaci formule

Ocenovaci fomule, sepsané na konci podkapitoly 3.1.1, davaji pro vyse zvolena data nasledujici
hodnoty.

DOC: 535.2007
DIC: 29.2212
UocC: 30

UIC: 534.6891
DOP: 2.7392
DIP: 33.88561
UoP: 30

UIP: 6.8915

Vidime, ze pokud méame zadané Sy > B, ma smysl u bariérovych opci mluvit pouze o down
opcich (DOC, DIC, DOP, DIP). Hodnoty up opce by byly totiz v piipadé knock—out opce rovny
rabatu ihned pii uzavieni kontraktu, knock—in opce by byly totozné s klasickou vanila opci.

Ziejmé je to i na grafech znazornujici zavislost ceny opce na ¢ase a realizacni cené (viz. obr.
41).

4.1.2 Metoda Monte Carlo

Prvni numerickou metodou, kterou jsme pouzili, je metoda Monte Carlo (3.2.1). Opét jsme
provedli vipocet na vyse uvedena data.

DOC: 533.4394 [524.4785, 542.4003]
DIC: 29.3433 [29.1238, 29.5627]
UoC: 30 [30, 30]

UIC: 533.0515 [524.0712, 542.0318]
DOP: 2.8933 [2.4603, 3.3264]
DIP: 33.2536 [32.4574, 34.0498]
UOP: 30 [30, 30]

UIP: 6.4157 [5.4324, 7.3990]

Prvni hodnoty urc¢uji hodnotu opce a zdvorky predstavuji intervaly spolehlivosti s 95% prav-
dépodobnosti. Mohlo by se zdat, Ze intervaly spolehlivosti jsou dost Siroké. Abychom dosahli
toho, ze intervaly budou uzsi a hodnoty opci presnéjsi, aplikujeme pri stejném poctu simulaci
metodu redukce rozptylu pomoci antithetickych proménnych (3.2).
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DOC: 535.0967 [528.8044 541.3891]
DIC: 29.2045 [29.0816 29.3274]
UoC: 30 [30 30]

UIC: 534.5700 [528.2603 540.8798]
DOP: 2.7950 [2.5098 3.0803]
DIP: 33.7615 [33.1330 34.3900]
UOP: 30 [30 30]

UIP: 6.8253 [6.0771 7.5735]

Opét se podivame, jak vypadaji grafy zobrazujici zavislost ceny opce na case a realiza¢ni
cené (obr. 4.2).

4.1.3 Metoda koneénych diferenci

Metodu kone¢nych diferenci, pfesnéji jeji implicitni schéma, jsme zvolili z toho divodu, Ze kon-
verguje k presnému feSeni a je tedy stabilni. Kdybychom zvolili jednodusssi explicitni schéma,
museli bychom tuto stabilitu zaru¢it CFL (Courant—Friedrichs-Lewy) podminkou (Wilmott
et al. (1995)).
Pro down opce jsme museli pocitat s jinou diskretizaci podladového aktiva nez pro up opce.
Na obrazku 4.3 vidime, ze plocha znazornujici cenu opce typu DOC na definovanych hodnotach
podkladového aktiva odpovida klasické evropské call opci.

Pro knock—out opce jsme pouzili vypocet definovanou implicitni metodou konecnych dife-
renci.

DOC: 535.2039

uoc: 30
DOP: 2.7345
U0oP: 30

Tomuto vypoctu odpovidaji plochy na obr. 4.4.

7 tohoto obrazku je také vidét, Ze plochy odpovidaji pribéhu vyvoje cen vypoctenych
z formuli.

V pripadé knock—in opci vyuzijeme tzv. in—out parity.

vanilla opce = in—opce + out—opce

In—out parita je ale definovana jen pro bariérové opce bez rabatu. Pokud tedy nastavime para-
metr rabatu R = 0, ziskame vysledky pro kazdy typ bariérové opce.
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DOC: 534.4538
DIC: 0.2354
uocC: 0

UIC: 534.6891
DOP: 1.9844
DIP: 4.9071
UoP: O

UIP: 6.8915

4.1.4 Porovnani vysledku

Jestlize chceme porovnat vysledky vsech pouzitych metod ocenéni bariérovych opci s presnymi
hodnotami ziskanymi vypoc¢tem z formuli, nastavime R = 0.

FORMULE MC MC_anti FDI

DOC: 534.4507 536.3909 533.9175 534.4538
DIC: 0.2384 0.3472 0.2256 0.2354
uoc: O 0 0 0

UIC: 534.6891 536.7381 534.1432 534.6891
DOP: 1.9893 1.7725 1.9502 1.9844
DIP: 4.9023 4.3919 4.5447 4.9071
UopP: O 0 0 0

UIP: 6.8915 6.1645 6.4949 6.8915

Nyni je zfejmé, ze implicitni metoda konec¢nych diferenci dava hodnoty nejvice se blizici
presnému feseni. Jak jiz bylo fec¢eno neni tato metoda vhodna k ocenovéani, pokud uvazujeme
rabat.

Pokud néas bude zajimat rozdil cen ve vypoctu formuli a metodou konecénych diferenci,
miizeme se podivat nazorné na obrazek 4.5.

Vidime, Ze s rostouci realiza¢ni cenou roste i rozdil ve vyslednych hodnotach téchto metod.
Celkové jsou ale rozdily minimélni. Zobrazuji se na stupnici s maximalni hodnotou 0.02.

Jestlize tedy budeme numericky ocenovat bariérovou opci za predpokladu, ze pii dosazeni
(resp. nedosazeni) bariéry se vyplati vlastnikovi v piipadé knock—out (resp. knock—in) opce
rabat, zvolime metodu Monte Carlo s redukei rozptylu. Pokud ale budeme mit bariérovou opci
definovanou bez vyplaty rabatu, volime jednoznac¢né implicitni metodu konec¢nych diferenci.

4.2 Hestonuv model

Jelikoz neméame zadnou formuli pro vypocet hodnoty opce, provedli jsme prvni vypocet meto-
dou Monte Carlo.
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4.2.1 Metoda Monte Carlo

Narozdil od predchoziho modelu tentokrat nepouzijeme klasické Eulerovo schéma této metody,
ale tzv. QE schéma, které ndam d4 mnohem piesnéjsi vysledky (3.2.2).

Opét pouzijeme stejna data jako u predchoziho modelu. Aplikaci metody redukce rozptylu
ziskdme hodnoty:

DOC: 659.1748 [586.7171 731.6324]
DIC: 257.6241 [221.7081 293.5401]
UoC: 30 [30 30]

UIC: 887.0677 [813.3290 960.8063]
DOP: 19.9606 [19.0636 20.8575]
DIP: 385.5234 [347.3345 423.7123]
U0P: 30 [30 30]

UIP: 375.7528 [337.2051 414.3004]

Vysledné hodnoty z této simulace by mély byt, jak je znamo redlnéjsi, jelikoz se volatilita
simuluje CIR procesem, coz vice odpovida realnému chovani volatility nez konstantni volatilita
klasického Black—Scholesova modelu.

Zobrazeni zavislosti ceny opce na realizacni cené a ¢ase predstavuje obrazek 4.6.

4.2.2 Porovnani vysledku

Pokud chceme porovnavat vysledné hodnoty z Black—Scholesova a Hestonova modelu, zvolime
volatilitu Black—Scholesova modelu o = /vy viz.(3.1.2), kde vy je jednim z Hestonovych para-
metri. Tim si alespon trochu piiblizime tyto dva modely.

7 obrazku 4.7 se zda, zZe si vypocet pomoci formuli Black—Scholesova modelu s metodou
Monte Carlo Hestonova modelu odpovidaji.

Formule MC MC_anti

DOC: 655.9749 679.4716 666.2674
DIC: 272.1623 267.7141 264.8581
Uoc: 30 30 30

UIC: 898.2786 917.4546 901.3944
DOP: 20.3684 19.8741 19.9926

DIP: 379.9712 392.9177 379.9139
UoP: 30 30 30

UIP: 370.4810 383.0606 370.1753

7 hodnot naopak vidime, Ze ackoliv jsme si modely pfiblizili volbou volatility, nejsou vy-
sledné hodnoty stejné ani priblizné stejné. Mizeme ale fici, Ze aplikaci redukce rozptylu, ziskdme
hodnoty blizsi hodnotam Black—Scholesova modelu.
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Znéazornéni rozdili vyslednych cen pfi vypoctu metodou Monte Carlo s antithetickou pro-
ménnou a vypoctu formuli vidime na obr. 4.8. Konkrétné se jedna o rozdily vyslednych cen
opce typu DOC.

Vidime, zZe rozdily cen se v tomto pfipadé nepohybuji v desetinnych cislech ale v desitkach.

Jelikoz se jedné o dva rtizné modely, urcité rozdily pii porovnani dostaneme i kdybychom pouzili
jinou metodu.
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European Barrier Option— Formulas
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Obrazek 4.1: Evropské bariérové opce-
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European Barrier Option— Monte Carlo—- BSM
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European Barrier Option- Finite Difference

1000 400
(@) o
e} O
Q 500 2 200
[0} ()
O o

7000 7000

0.5
Strike Price 6000 0 Time to Maturity

31 31
(@] o
o} o
2 30 2 30
() [
Qo . 2
7000 7000
6000 0 ' 6000 0

Obrazek 4.4: knock—out opce- vypocet implicitni metodou konec¢nych diferenci

39



European Barrier Option
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European Barrier Option
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Obréazek 4.6: Evropské bariérové opce- metoda Monte Carlo (Hestontiv model)
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European Barrier Option- Formulas x Heston model (MC)
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Obréazek 4.7: Plochy DOC- Monte Carlo(Hestoniv model) a formule(Black—Scholes))
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Obrazek 4.8: Rozdil vyslednych cen metody Monte Carlo (Hestontiv model) a formuli (Black—

Scholestiv model)
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5 Zavér

V tvodu prace jsme sepsali podrobnou resersi na téma bariérovych opci. Dozvédéli jsme se o riiz-
nych variantach ocenovani téchto opci. Kromé klasického Black-Scholesova modelu, mizeme
ocenovat opce i na zakladé modelu se stochastickou volatilitou, CEV modelu, regimeswitching
modelu a na zékladé dalsich modelt, které nejsou v praci uvedeny. Na zakladé téchto modeld
se ziskd vysledna ocenovaci diferencialni rovnice, kterou lze feSit riznymi metodami. Nékteré
tyto metody jsou zde také zminény.

Dalsim cilem bylo popsat matematické vlastnosti klasického modelu vychéazejiciho z geome-
trického Brownova pohybu, Hestonova modelu se stochastickou volatilitou a pripadné modelu
se skoky. Matematické vlastnosti téchto modelii, jako je popis modelu diferencialni rovnici (resp.
rovnicemi), pfislusnou ocenovaci parcidlni diferenciélni rovnici spoleéné s okrajovymi podmin-
kami, jsou potieba k analytickému zptisobu ocenovani, proto jsou popsany v této ¢asti prace,
a sice v kapitole Metodologie. Model se skoky nebyl vhledem k rozsahu prace uvazovan.

Ve treti kapitole jsme také navrhli metody pro ocenéni bariérovych opci. Jak jiz bylo zmi-
néno v predchozim odstavci, nejprve jsme se snazili o nalezeni uzaviené formule, a to analy-
tickym feSenim prislusné parcialni diferencialni rovnice. Bohuzel u Hestonova modelu se nam
nepodaftilo tuto formuli odvodit, jelikoz jsme fesenim neziskali Ricattiho rovnici jako v modi-
fikaci feseni pro evropské opce. Dalsim navrzenym zptisobem ocenovani je simula¢ni metoda
Monte Carlo, jejiz vysledné hodnoty jsme zptesnili redukci rozptylu pomoci antithetickych pro-
ménnych. Pro model vychazejici z geometrického Brownova pohybu bylo dostacujici klasické
Eulerovo schéma. Toto schéma v Hestonové modelu nedavalo rozumné vysledné hodnoty, proto
jsme aplikovali QE schéma. Algoritmy téchto simulaci jsou znéazornény pomoci simulac¢nich kédi
v softwaru Matlab. Poslednim uvedenym zptisobem je implicitni metoda kone¢nych diferenci,
ktera fesi prislusnou parcialni diferencidlni rovnici nahrazenim diferenci, v ni obsazenych. Algo-
ritmus je opét pro model vychazejici z geometrického Brownova pohybu znazornén simula¢nim
kédem. Pro Hestontiv model je navrzeno 6—schéma, které je zde popsano.

Hlavnim cilem bylo nasimulovat tyto modely za pouziti zminénych metod v softwaru Matlab
a nasledné je mezi sebou porovnat. V této c¢asti jsme zjistili, ze implementace metod ve zvole-
opci v jedné vypocetni funkci. Zejména metodou konecnych diferenci. Diky tomu, Ze se nam to
podafilo, bohuzel jen pro bariérové opce bez moznosti vyplaty rabatu, jsme vytvorili mnohem
presnéjsi simulaci pro TeSeni ceny nez je ta s vyuzitim metody Monte Carlo. Rozdil od vy-
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poc¢tu pomoci formuli je minimalni. Bohuzel také béhem prace doslo ke zjisténi, Ze realna
data pro bariérové opce nejsou veiejné dostupna, pouzila se tedy data klasickych evropskych
opci. Velkym pfinosem bylo, Ze jsme Tesili metody jak za predpokladu neexistence rabatu, tak
za predpokladu jeho existence. To nam také ukéazalo, ze rabat nékteré metody dost komplikuje
a omezuje. Urcité tedy také zalezi na definici rabatu. Pokud uvazujeme v definici opce vyplatu
rabatu pri pfekroceni, resp. neprekroceni bariéry, mtizeme na zakladé této prace fici, ze lze opce
ocenit za predpokladu Black-Scholesova modelu jednoduse dosazenim do odvozenych formuli,
metodou Monte Carlo, knock-out opce metodou konec¢nych diferenci a za predpokladu Hesto-
nova modelu metodou Monte Carlo. Pfedpokladame-li opci bez rabatu, lze ocenit vSechny typy
bariérové opce metodou koneénych diferenci.
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