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Abstrakt

Bakalarska prace se vénuje kiivkam, které vznikaji valenim jedné kiivky po
druhé. V tvodu jsou informace o kinematické geometrii a vysvétleni pojmu
pevna a hybnda polodie. V dalsi c¢asti se prace vénuje nékterym obecnym
vlastnostem a umoznuje parametrizovat obecné nékteré specidlni pripady
krivek, které vznikaji valenim. V dalsi ¢ésti jsou uvedeny priklady téchto
kiivek a nékteré jejich vlastnosti.

Klicova slova

Valeni ktivek, trajektorie pohybu, pevna polodie, hybna polodie, kinematické
geometrie.

Abstract

Bachelor thesis deals with curves, which are forming by rolling curve along
the another — roulette. In the beginning are information about kinematic
geometry and explenation of fixed and moving polode. Next part is about
some general properties and parametrization special roulettes. In the next
part are specific examples of roulettes and some properties of this curves.
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Roulette, rolling curves, trajectory of the motion, fixed polode, moving po-
lode, kinematic geometry.
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1 Uvod

Tématem bakalarské prace je valeni ktivek, které je soucasti kinematické
geometrie. Ta se vénuje pohybu geometrickych objektu a zkouma trajektorie
jednotlivych bodu. Prace se zabyva nejen jednotlivymi piripady vzniku kiivek
valenim, ale uvadi i nékteré obecné poznatky.

Diky vypracovani feSerSe na toto téma byly nalezeny nékteré dokumenty
vénujici se dané problematice. Ty se ve vétsiné pripadi omezovaly na vznik
rovnic téchto ktivek a nékteré jejich vlastnosti. Konkrétni aplikace byly uve-
deny spiSe u nékterych zndméjsich kiivek (napi. cyklické kiivky).

Kapitola Kinematicka geometrie v roviné se vénuje zakladnim pojmum,
které jsou cerpany z [1], [2], a uvadi nékteré véty, diky nimz jsme schopni
nadefinovat samotné valeni a ddle s timto pojmem pracovat. Kapitola Para-
metrizace krivek vzniklych valenim se vénuje dvéma ruznym pohledim na
problematiku — bud’'to chceme najit predpis pro parametrizaci kiivky vzniklé
valenim (mame-li zajistény nékteré vlastnosti) [3] nebo chceme zjistit, po
jaké krivce musime jinou ktivku valit, abychom jako vyslednou kiivku do-
stali piimku [4]. V mnoha ptipadech ale tyto poznatky vyuzit nelze — nékte-
rym takovym se vénuje kapitola Krivky vzniklé valenim a uvadi konkrétni
priklady ktivek, jez vznikaji valenim. V této kapitole jsou také ukazany po-
znatky z predeslé kapitoly na konkrétnich kiivkach.

Pomoci softwaru dynamické geometrie GeoGebra byly vytvoreny ke vsem
kiivkam, kterym se prace vénuje, ukdzky odvalovani a vzniku vysledné kiivky.
Pro upravy vyrazu byl pouzit program Wolfram Mathematica 10.



2 Prehled studované problematiky

Pii vypracovani reserSe byly nalezeny nékteré prameny vénujici se valeni
krivek. Nékteré z nich jsou zde uvedeny.

e WALKER, Gordon. The General Theory of Roulettes. National Mathe-
matics Magazine. 1937, 12(1), 21-26. DOI: 10.2307/3028504. ISSN 15395588.
Dostupné také z: <http://www. jstor.org/stable/30285047origin=
crossref>

Hlavni myslence tohoto ¢lanku se vénuje kapitola 5.1 a hovori o vzniku
predpisu pro trajektorii pohybu valeni, pficemz hybnd i pevna kiivka
je parametrizovana obloukem.

e PLESKOT, Antonin. Jista ptibuznost kiivek souvisejici s teorii kiivek
valicich se. Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky [online]. 1932,
(4), 137 - 145 [cit. 2016-04-19]. ISSN 1802-114X (printed edition, 1872-
1950). Dostupné z: <http://hdl.handle.net/10338.dmlcz/121317>

Hlavni myslenka ¢lanku je zpracovanda v kapitole 5.2 a hovoti o vzniku
takové trajektorie bodu, aby ji byla piimka (resp. osa z).

e FRED KUCZMARSKI. Roads and Wheels, Roulettes and Pedals. The
American Mathematical Monthly [online]. 2011, 118(6), 479-496 |[cit.
2016-05-11]. DOI: 10.4169/amer.math.monthly.118.06.479. ISSN 00029890.
Dostupné z: <http://www. jstor.org/stable/10.4169/amer .math.monthly.
118.06.479>

Tento ¢lanek pojednava o vzniku trajektorie pohybu valenim nékterych
kiivek po ose x nebo naopak jako v [4] takovym kiivkam, kdy valenim
vznikd pifmka (osa z).

e SANCHEZ-REYES, Javier. The Catenary as Roulette. The College
Mathematics Journal [online]. 2012, 43(3), 216-219 [cit. 2016-05-11].
DOI: 10.4169/college.math.j.43.3.216. ISSN 07468342. Dostupné z: <http:
//www.jstor.org/stable/info/10.4169/college.math.j.43.3.216>

Jiny zpusob odvozeni fetézovky jako kiivky, kterd vznika valenim, nez
je uvedeno v této bakalarské praci.

e ATHUKORALLAGE, Bhagya, Thanuja PARAGODA a Magdalena TODA.

Roulettes of conics, Delaunay surfaces and applications [online]. 2013, ,
1-24 [cit. 2016-05-11]. Dostupné z: <https://www.researchgate.net/
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Prehled studované problematiky

publication/267037823_Roulettes_of_conics_Delaunay_surfaces_
and_applications>

Tento ¢lanek se vénuje predevsim plochdm (a jejich vlastnostem), které
vzniknou rotaci kiivek vzniklych valenim kuzelosecky po piimce, pii-
¢emz bod tvorici ktivku je ohnisko. V textu je i vyjadieni téchto kiivek
parametricky nebo diferencialni rovnici.

e BENDITO, Enrique, Mark J. BOWICK a Agustin MEDINA. Delaunay
Surfaces. J. Geom. Symmetry Phys. [online|. 2014, 33, 27-45 [cit. 2016-
05-03]. Dostupné z: <https://arxiv.org/abs/1305.5681>

Podobné jako predchozi ¢lanek, jen se vice vénuje odvozenim parame-
trizace ktivek, také zkoumé plochy, které z téchto kiivek vzniknou.
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3 Kinematickd geometrie v roviné

Valeni (odvalovani, kotéleni) kiivek je souc¢asti kinematické geometrie, proto
zde budou uvedeny nékteré jeji zaklady, které jsou vyuzity v této préci. In-
formace o kinematické geometrii jsou ¢erpany z [1], [2].

Kinematicka geometrie v roviné se vénuje geometrickym vlastnostem tut-
varu, které vznikaji pti pohybu neproménné rovinné soustavy. Neproménnd
rovinnd soustava (déle jen soustava) je mnozina vSech geometrickych dtvar,
ktera se jako neproménny celek pohybuje, tedy jednotlivé utvary v soustavé
vuéi sobé neméni svoji polohu. Pohybuje-li se soustava po pevné roviné, pak
jeji body opisuji v roviné kiivky, tzv. trajektorie pohybu. Na obrazku 3.1 je
zobrazena trajektorie pohybu bodu A pohybujici se soustavy ¥ s nékolika
polohami soustavy.

/

Obrazek 3.1: Trajektorie bodu (pfevzato z [2])

Z neproménnosti pohybujici se soustavy X plyne, ze pti dané poloze ¥
v pevné roviné I1 je dalsi poloha 5 jednoznacné urcena, zname-li premisténou
polohu Ay Bs libovolné tsecky A B; soustavy ;. To plati pro kazdou polohu
soustavy X, tedy plati nasledujici véta:

Véta 1 Pohyb neproménné rovinné soustavy Y je urcen, jsou-li dany trajek-
torie T4, T jejich bodu A, B.

Trajektorii dalsich bodu soustavy ur¢ime na zakladné neproménnosti sou-
stavy.



Kinematickd geometrie v roviné

Pro dvé polohy pohybujici se soustavy ¥ plati nasledujici véta.

Véta 2 Jsou-li X, Yo dvé rizné polohy pohybujici se nepromeénné rovinné
soustavy X, existuje vidy otoceni nebo posunuti, které premist’uje soustavu
z polohy 31 do polohy >s.

Obrézek 3.2 ilustruje otoceni a posunuti soustavy X z polohy ¥; do polohy
Y. Primky sy, sg, s¢ jsou osy usecek A;As, B1 By, C1C5. Osy se protinaji ve
stfedu otaceni Sis.

-

Aok v 2
VA \

S
12
T s\ Vs, \‘ \sg
VA \

Obrazek 3.2: Otoceni a posunuti (pfevzato z [2])

Véta 2 plati pro kazdé dvé ruzné polohy ;1,3 pohybujici se soustavy
Y., tedy i pro polohy ¥, blizici se ¥;. Priblizuje-li se Ay po trajektorii 74
k bodu A1, pak i By se priblizuje k By po 7g. Secna A; A, se tedy blizi tecné
trajektorie 74 v bodé A; a tedy i osa usecky A; A, se blizi normale trajektorie
T4. Analogicky se secna Bj Bs blizi tecné trajektorie 7 v bodé By, osa tsecky
B B5 se blizi normale trajektorie 75. Spolecny bod Si5 0s s4, sg se pak blizi
spole¢nému bodu S; obou normal.

Véta 3 V kaZdé poloze X1 pohybugici se nepromeénné soustavy > prochdzeji
normdaly trajektorii pevngm (vlastnim nebo nevlastnim) bodem S;.

Definice 1 Bod S se nazjvd okamzity stied otdceni nebo okamzity pdl (pri-
slusny poloze ¥y pohybujici se soustavy 33).

Nyni predpoklddejme pohyb rizny od rotace a translace (pohyb slozeny
z rotaci a translaci), ktery je dén trajektoriemi 74, 75 bodu A, B neproménné

>
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rovinné soustavy . Ke kazdé posloupnosti poloh >, 39, Y3, ... pohybujici
se soustavy X lze jednoznacné sestrojit posloupnost bodu Sis, Sa3, Sa4, . . -,
které jsou stiredy otaceni, které premist'uji 37 v Xo 0 £LA1512A40, Yo v X3
0 £A5S12As3, ... Body S, Sa3, Sa4, ... tvoil vrcholy lomené c¢ary, kterou
oznacime p,.

Sestrojime body Sas, 544, Sis, - - - tak, aby se po aplikaci jednotlivych ot4-
¢eni postupné staly stiedy otaceni Sos, Ss4,S45,.... K A AyBySs3 sestrojime
pifmo shodny A A;B;Si; a najdeme tak Si;. Podobné k A A3B3S3; na-
jdeme piimo shodny A A;B;Si, atd. Body S, = Sia, 933,55, ... jsou vr-
choly lomené ¢ary hl. Z konstrukce vyplyva |S},Sa;| = |S12593|, |Sa354,] =
| S23.534], - - .. Otoceni polohy 3; okolo Sis o thel £A;S512A45 do polohy ¥
piemist'uje hl do h2, ktera je shodnd s hl, ale otocend o tihel £A;S15A,
okolo Sp. Podobneé se hZ otocf do h} atd. Tato konstrukee je ilustrovéna na
obrazku 3.3.

Obrazek 3.3: Konstrukce poloh Al hZ h3 (prevzato z [2])

Tedy postupné otaceni poloh 31 do Yg, 35 do X3, . . . 1ze nahradit pohybem
lomené ¢ary h, po lomené care p,. V limitnim pripadé, tedy kdyz prejdeme
k okamzitym stfedum otaceni, lomené cary p,, h, prejdou v krivky p, h.

Definice 2 Mnozina vsech okamZzitijch stredi otdceni pohybujici se nepro-
menné soustavy 3 se nazyvd pevna polodie p.
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Definice 3 MnoZina vsech bodu neproménné rovinné soustavy >, které se
1 jejim pohybu stanou okamZitymi strredy otdcent, se nazyvd hybna polodie
h.

Nésledujici véty hovoii o vlastnostech obou polodii.

Veéta 4 V kazdé poloze 31 pohybujici se nepromenné soustavy X se prislusnd
poloha hy hybné polodie h dotykd pevné polodie p v v okamzitém stredu otaceni
9.

Veéta 5 Necht’ 1,35 jsou dvé ruzné polohy soustavy > a hy, hy jsou pri-
slusné polohy hybné polodie h, které se dotykaji pevné polodie p v okamZitych
polech Sy, Sy. Oznacme Sy € hy bod, ktery se stane okamZityim pdlem S,
(ﬁfijde—li Y1 v Xy). Potom oblouk S/1§2 na pevné polodii je roven oblouku

5153 na hybné polodii mérené v poloze hy.

Pohyb ktivky h po kfivce p popsany ve vétach 4, 5 se nazyva valeni
(odvalovani, kotdleni) hybné polodie h po pevné polodii p. Dale v tomto
textu je pro oznaceni hybné polodie pouzit nazev hybna krivka, pro oznaceni
pevné polodie pak pevna krivka.

Poznamka Byly zde uvedeny pouze nékteré zéklady kinematické geometrie
nezbytné k definovani pojmu valeni krivek. Vice (véetné dukazu jednotlivych
vét) viz napf. [1, str. 242 — 248].
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Definujme navic pojem tecny tihel, nebot’ je v této praci nékolikrat pouzit.

Definice 4 Tecny uhel ¢ je uhel, ktery svird kladny smeér osy x a tecna
krivky. Pro tecny uhel krivky vyjddrené parametricky plati:

t)
t)

M = (cos(¢),sin(¢)) = tg(¢p) = jE

<

(3.1)

a\
—~
~
N—
Q\
—
~
=
&

Tecny uhel o krivky vyjadrené poldrné r = r(p) je uhel, ktery svird pri-
vodi¢ s tecnou. Je vyjddren jako:

(). 7(0) _ os(es). sin _r(p)
(), ()] = (cos(¢),sin(v)) = tg() T’((p)' (3.2)

Navic smysl téchto thla ¢ a v je stejny. Je-li ¢ = 0+ 2k7w, k € N, potom
pruvodi¢ splyne s osou x, tedy xz-ova souradnice je rovna x = r a zaroven
ze vztahu pro prevod kartézskych souradnic do polarnich plyne 3/ = r. Potom
jsou vztahy (3.1) a (3.2) totozné.



4 Piehled znaceni

Ktivka velkym tuénym napi. G, F
Ptimka malym tuénym napt. t, n
Bod velkou kurzivou napt. S, O
Vektor malym tuénym nebo s Sipkou napi. u, 1@
Velikost vek- | ve svislych ¢ardch napi. |ul, |PQ)|

toru/usecky

Vzdalenost 2
bodu po kiivce

sttiska nad body

napr. 6?, 16?2

Tabulka 4.1: Prehled znaceni




5 Parametrizace krivek vzniklych
valenim

Tato kapitola je vénovana nékterym zpusobum parametrizace kiivek vznik-
Iych valenim. Bohuzel obecny zpusob parametrizace vSech kiivek takto vznik-
Iych neexistuje, muzeme ale ziskat algoritmy pro specifické pripady.

5.1 Krivky parametrizované obloukem

Problematikou parametrizace ktivek vzniklych valenim se zabyva ¢lanek The
General Theory of Roulettes od Gordona Walkera (3], z néhoz je ¢erpdna
hlavni myslenka pro nasledujici odvozeni vysledné kiivky. V ném se pojed-
nava o vzniku parametrizace téchto kiivek obecnym postupem, jsou-li kiivky
parametrizovany obloukem.

Méjme hybnou kiivku G(s) = (g1,92), kterd je parametrizovana oblou-
kem:

x = gi(s), (91(5))” + (g5( (5.1)
y=g2(s), 91(0) = g2(0) = g5(0) = ‘

a libovolny bod M = [p,q|. Hybn4 kiivka (5.1) spolu s bodem M tvoii
neproménnou rovinnou soustavu. Hybna kiivka se vali po pevné kiivce F(s) =
(f1, f2). Budeme zjist'ovat trajektorii bodu M. Pro pevnou kiivku F(s) také
plati, ze je parametrizovana obloukem:

PR P () =1 o)
y = fas), f1(0) = f2(0) = £3(0) =0, fi(0) #0. '

Na obrazku 5.1 je zobrazena vychozi poloha hybné kiivky G, bodu M a
pevné kiivky F. Déle je zobrazena tecna t; v bodé P, hybné kiivky (resp.
tecna to v P, pevné kiivky). Body @1 a ()2 jsou na prislusnych tecnéach tq, to
ve vzdalenosti 1 od pftislusnych bodu Py, Ps.

10



Parametrizace krivek vzniklych valenim — Krivky parametrizované obloukem

Obréazek 5.1: Vychozi poloha pro valeni kiivky G po F

___Vzdalenost 6\P1 pocatku O a bodu P na kiivce G je shodna se vzdalenosti
OP; mezi pocatkem O a bodem P, na F:

OP, - / V@) + (gh(s)2ds =
T / O+ (i) s = 5. (5.3)

Pro prehlednost nyni uvazujme zkraceny zapis funkei g = ¢1(s), g2 =

92(5), f1 = f1(s), f2 = fa(s).

Rovnice tecen t; v P, a ty v Ps:

/
tlzG—l—uG’:(‘ql)—l—u(‘q}), u € R, (5.4)
92 92

_ v/_ fl Uf{ v
worrr = (0)eo(H), ver 6y

Pro u = 1 na te¢né t; definujme bod Q1 = (g1 + g7, 92 + g2). Pro délku
usecky |P1Q1| plati:

11



Parametrizace krivek vzniklych valenim — Krivky parametrizované obloukem

|HQﬂ=xﬂm+yQ—mf+Qh+%—@ﬂ%=J@D”+@9%=L (5.6)

Analogicky pro v = 1 na tec¢né ty definujme bod Q2 = (f1 + f1, fo + f4).
Potom |P2Q2| = 1.

Tedy O/\Pl = O/\Pg =sa |PQ1| = |P,Q2| = 1. Je-li bod P; bodem dotyku
krivek pti valeni hybné kiivky H po pevné kiivce P, potom se P; nachazi
v bodé P, a tedy i bod @)1 v bodé Q.

Bod M se v ¢ase s odvali do polohy, kterou oznacime M’. Protoze kazdou
polohu soustavy muzeme vyjadiit posunutim a oto¢enim (véta 2), existuje
vektor posunuti (h, k) a otoceni pomoci matice rotace R, které posunou a

otoc¢i hybnou kiivku tak, aby P, = P, Q1 = Q.

R:(Z_ﬁ) (5.7)

Méme-li bod o souradnicich (Z,7), potom po transformaci posunuti a
otoceni nabyvaji souradnic (x,y):
) (5.8)

()= (h)r(

x=h+axr — by
y=k+bx+ay

< g

Jestlize pomoci této transformace premistime libovolny bod P; do bodu
P, muzeme pro kazdy bod na F psat:

fi = h+agi — bgs, (5.10)
f2 = k—i—bgl—i—agQ (511)

Analogicky pro body Q1 = Q»:

12



Parametrizace krivek vzniklych valenim — Krivky parametrizované obloukem

fi+fi = ht+algi+g1)—blg+95), (5.12)
fo+fs = k+b(gi+g1)+a(ge+gs). (5.13)

Tedy tecna t; v bodé P, kiivky G padne na teénu t, v bodé P, kiivky
F. Z rovnic (5.10) a (5.11) vyjadiime h, k:

h = f1 —ag; + bgz, (514)
k = fg - bgl — ags. (515)
Derivaci fi, fo ze vztahu (5.10), (5.11) ziskdme nésledujici vztahy:
fi = agi—bg, (5.16)
fy = bgi+ag;. (5.17)

Ze vztahu (5.16), (5.17) a s vyuzitim predpokladu parametrizace oblou-
kem vyjadiime a, b:

= figy + f595, (5.18)
b = fi91— figo- (5.19)

Dosadime-li h, k z rovnic (5.14), (5.15) do transformacnich rovnic (5.9),
dostavame:
z=a(T—g1) = by —g2) + /1,

y=bT—g1)+af — g2) + fo (5.20)

Dosazenim za a, b z rovnic (5.18), (5.19) a za T,y souradnice bodu M =
[p, q] do (5.20) dostévame:
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Parametrizace krivek vzniklych valenim Krivky vyjdadrené poldarné

v = (figr + f205) (0 — 1) + (f192 — [291)(q — 92) + f1,  (5:21)
= (fag) — figa) (0 — 1) + (figh + fag2)(q — g2) + fo.  (5.22)

Dostali jsme ptedpis pro kiivku vzniklou valenim hybné kiivky G(s) =
(91, g2) po po pevné kiivee F(s) = (f1, f2), kde bod tvofici trajektorii pohybu
je M = [p,q|. Tento predpis je vyuzit napi. v kapitole 6.7.

5.2 Krivky vyjadrené polarné

Tato kapitola je inspirovana ¢lankem [4] a pojednava o hledani takové kiivky,
po niz se bude valit kfivka zadand v poldarnich soufadnicich, pficemz pol
hybné kiivky bude opisovat osu z.

Predpokladejme kiivku G zadanou polarné s polem O:

r=r(p). (5.23)

K této krivce pridruzme kiivku F v kartézskych soutradnicich se stiedem
O tak, ze k libovolnému bodu T'(r, ) kiivky G pfitadime bod T"(z, y) kiivky
F podle nasledujicich vztahu:

v o= = [rdy (5.24)
Yy = T '

Integracéni konstantu v rovnici (5.24) neuvazujeme, nebot’ by kiivka byla
pouze posunuta ve sméru osy x, ale méla by stejny tvar. Pro kiivky G, F
plati nasledujici vlastnosti:

(a) Délka oblouku mezi dvéma body A, B kiivky G je shodnd s délkou ob-
louku mezi body A’, B’ kiivky F, které odpovidaji bodum A, B podle
vztahu (5.24).

(b) Uhel, ktery svird pravodic bodu T's te¢nou v bodé T kiitvky G je shodny
s thlem mezi te¢nou kiivky F s osou y v bodé T”, ktery odpovidd bodu
T podle (5.24).
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Parametrizace krivek vzniklych valenim Krivky vyjdadrené poldarné

Nyni ukézeme platnost tvrzeni (a), (b). Délka oblouku /; polarné zadané
krivky G mezi body A(rg, o) a B(r,¢) je

I = / Vi @) do. (5.25)

Ze vztahu (5.24) muzeme vyjadfit r z prvni rovnice jako r = —<£ tedy

dosazenim do druhé y = —j—x. Potom pro délku oblouku [, parametrlcke
kiivky F mezi body A’, B', které odpovidaji bodum A, B muzeme psat:

L = /W(f(@)? )R dg = / Vi @) do
- / NG @) ds. (5.26)

Tedy délka oblouku [y, [y je shodnd, ¢imz je dokdzdno tvrzeni (a).

Nyni hledejme tihel a; mezi pruvodicem a tecnou v bodé T na ktivce G.
To je teény thel v polarnich soutadnicich a z definice (4) plati:

(5.27)

Pro zjisténi ihlu am, ktery svird osa y s tecnou kiivky F v bodé T”, ktery
odpovida bodu T', vyuzijeme vztah pro teény tihel v kartézskych souradnicich.
Chceme-li zachovat smysl jako u te¢ného ihlu (tedy matematicky kladné),
ktery je na obrazku 5.2 oznacen jako a, pro ihel as musi podle obrazku 5.2
platit:
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Parametrizace krivek vzniklych valenim Krivky vyjdadrené poldarné

—'(p) _ rle) (5.28)

Obrazek 5.2: Souvislost tecného uhlu « s thlem mezi te¢nou a osou y

Dostavame a; = as, tudiz jsme dokézali (b). Navic vime (z definice 4),
ze smysl te¢ného thlu pro kartézské souradnice je stejny jako smysl tecného
uhlu pro polarni souradnice. Tedy i as je stejného smyslu jako a.

Muzeme tedy kiivku G otoc¢it a posunout tak, aby body T a T" i teény
v téchto bodech splynuly, tedy kiivky se v bodé T" = T" dotykaji. Protoze
thel mezi pruvodiéem a teénou v bodé T' (ktery po transformaci piejde do
T") kiivky G je shodny s dhlem v bodé 7" mezi tecnou a osou y (tedy i mezi
touto te¢nou a rovnobézkou s osou y v tomto bodé). Protoze ze vztahu (5.24)
r =y, potom bod O, ktery znaci pdl otocené a posunuté kiivky G, nutné
lezi na ose x. Toto plati pro kazdy bod na kiivce G, navic vzdalenosti mezi
kazdou dvojici odpovidajicich si bodu podle vztahu (5.24) jsou shodné (podle
bodu (a)). To odpovida situaci, kdy se kiivka G vali po kiivce F.

Obrazek 5.3 ilustruje vyse popsanou situaci, kde kiivka G ve vychozi
poloze je Archimédova spirala, kiivka F' je ¢ast paraboly. Pro piehlednost
v obrazku neni zobrazena odvalend spiréla, jen jeji pol O'.
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X

Obrazek 5.3: Valeni kiivky G po F

Tedy vali-li se kiivka G po kiivce F, kterd vznikne uzitim vztahu (5.24),
potom se pdl O kiivky G pohybuje po ose z.

Tento postup je pouzity napt. v kapitole 6.9 nebo 6.10.
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6 Kriivky vzniklé valenim

Tato kapitola je vénovana konkrétnim krivkam, které vznikaji valenim. Jsou
zde uvedeny ruzné zpusoby vzniku parametrizace; v nékterych ptripadech bylo
mozno pouzit nékteré poznatky z kapitoly 5.

6.1 Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evol-
venta

Mezi nejznaméjsi kiivky, které vznikaji valenim, patii napt. cykloida, epicy-
kloida, hypocykloida nebo evolventa kruznice. Vzhledem k tomu, ze materidlu
popisujici vznik parametrizace téchto kiivek je mnoho, budou zde uvedeny
bez odvozeni.

Cykloida je krivka, kterda vznikne odvalovanim kruznice po piimce, kde
bod tvotici trajektorii pohybu je bod, ktery lezi na kruznici. Kdyz bod tvo-
fici trajektorii pohybu je vné kruznice, mluvime o prodlouzené cykloidé, je-li
tento bod uvnitt kruznice, vysledna kiivka se nazyva zkracena cykloida. Cyk-
loidu muzeme najit napi. v architektufe (mostni oblouky), nebo jeji ¢ast je
brachistochronou — ktivkou nejkratsiho spadu. Brachistochrona je kiivka, po
jejiz trajektorii se dostane hmotny bod pusobenim homogenniho gravitacniho
pole z jednoho bodu do druhého za nejkratsi mozny ¢as (vice v [6]).

| st
N . N\

Obrazek 6.1: Prodlouzend cykloida (Gervend), zkracena cykloida (modra),
prostéd cykloida (oranzova)

Parametrickd rovnice (prodlouzené, zkracené) cykloidy je nasledujici:
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Krivky vzniklé valenim Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evolventa

rt —dsint
C<t)_(r—dcost >,t€]R, (6.1)

kde r je polomér kruznice, d je vzdalenost bodu tvoriciho trajektorii po-
hybu od stiedu kruznice.

Epicykloida a hypocykloida jsou kiivky, které vznikaji odvalovanim
dvou kruznic. Epicykloida je kiivka, kterd vznikne jako trajektorie bodu kruz-
nice, ktera se odvaluje vné po obvodu jiné kruznice. Naopak hypocykloida
vznika jako trajektorie bodu kruznice, ktera se odvaluje po vnitinim obvodu
jiné kruznice.

Tyto kiivky se vyuzivaji v mechanice, kde néktera ozubena kola maji tvar
téchto cyklickych ktivek. Vznik a vysledny tvar je zobrazen na obrazku 6.2.
Takto vznikla cykloidalni kola se pouzivaji napiiklad pro prevodovky nebo
v Rootsové dmychadle!. Vyhodou cykloiddlniho ozubeni je mensi opotfebeni.
Hypocykloidélni pohyb pak muzeme najit napt. i ve Wankelové motoru.

Obrazek 6.2: Cykloidalni ozubeni (pfevzato z [7))

Oznacime-li r jako polomér hybné kruznice, R polomér pevné kruznice,
potom parametrické vyjadieni epicykloidy E a hypocykloidy H je:

1 Rootsova dmychadla se pouzivaji ke zpracovani vysokych priitokovych mnozstvi pii
potfebé malého tlakového rozdilu. Konkrétné se pouzivaji pro vytvoreni vakua nebo pfi
preplitovan{ spalovacich motoru.“ (Citovdno z [8])
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Krivky vzniklé valenim Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evolventa

R(1) ( (R+ 1) cost —rcos (E ¢) ) (6.2)

(R+r)sint — rsin (£ ¢)

H) = (o et ). ©

Evolventa kruznice je kiivka, kterd vznika odvalovanim piimky po kruz-
nici. Evolventa ma vyuziti ve strojirenstvi — evolventni ozubeni se pouziva
ve vétsiné ozubenych kol, obrys boku zubu je tvoren casti evolventy.

y

P
/3 x
\

L/

evolventa

/

Je-li r polomér kruznice, po které se primka odvaluje, pak rovnice evol-
venty je nasledujici.

Obrazek 6.3: Evolventa

w0 - (1t )i o

Poznamka Vznik téchto kfivek je znazornén v ptilozenych souborech cyk-
loida.ggh, epicykloida.ggb, hypocykloida.ggb, evolventa.ggb.
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Krivky vzniklé valenim Valeni kruznice po parabole

6.2 Valeni kruznice po parabole

UvaZujme parametrizaci paraboly: F(t) = (at,t>)’, t € R, kde a > 0, a
kruznici G o poloméru r : G(t) = (—rsin(t), r cos(t) —r)T, t > 0. Bod, ktery
bude tvorit trajektorii pohybu je bod A na kruznici G, ktery je ve vychozi
poloze pred odvalenim v pocatku souradnicového systému.

Pti valeni kruznice po parabole se stted S kruznice G pohybuje po ekvi-
distanté paraboly ve vzdalenosti . Pro jednotkovy te¢ny vektor t, respektive
pro jednotkovy normélovy vektor n paraboly plati:

O F(t) a 2t \"
0 = i = (Ve ) ©5)
n(t):( 2t a ) | (6.6)

Va? +4t27_\/a2 + 4¢2

Meéjme bod B, ktery vznikne jako prusecik primky prochazejici stfedem
odvalené kruznice S rovnobézné s osou y a odvalené kruznice G; bod B mé

H
vétsi souradnici y nez stted S odvalené kruznice. Vektor S A po odvaleni sviré
s jednotkovym vektorem u = %—l = (0,1)T thel ¢ + a (poznamenejme, Ze
predpokldddme thel p + a € (0,27), nikoli (0,7) a to matematicky kladné
od vektoru u, viz obrézek 6.4). Protoze odchylka ¢ tsecek SB, ST, kde T je

bod dotyku kiivek, je ¢ € (0,7/2), muzeme psat:

cos p = In(t) - u] = = arccos (L) (6.7)
7 @[ ol 7 N |

Uhel a je dan délkou [ ¢asti paraboly mezi jejim vrcholem a bodem do-
tyku T. Této délce [ odpovida i odvalena vzdalenost na kruznici, pro niz plati
l=ra = a= 7% Délka [ je ddna nésledujicim vztahem:

() — /0t|P'(T)|dT:/Ot\/de

27/a? + AP + ? In (Y2 )
] .
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Krivky vzniklé valenim Valeni kruznice po parabole

Obrazek 6.4: Valeni kruznice po parabole

Celkem pro kiivku vzniklou valenim kruznice po parabole plati:

= (z(t),y()", (6.9)

/ 2 Va2+4t242t
. a 2t a2 + 4t2 +a h’l (%) 6 10
—rsin | arccos N + ym (6.10)
ar

) =1 — ———
y(t) T

21y [ VaZratZ 42t
a 2tva? + 4t + a* In (%)
+7 cos | arccos N + yr (6.11)

Poznamka Valeni kruznice po parabole a vznik vysledné kiivky je znazor-
nén v souboru kruznice_po_parabole.ggb.
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Krivky vzniklé valenim Valent paraboly po parabole — Dioklova kisoida

6.3 Valeni paraboly po parabole — Dioklova
kisoida

Budeme piedpoklddat valeni dvou shodnych parabol G(t) = (2at,at?)T a
F(t) = (2at,—at*)" ;a > 0,t € R, kde bod tvoiici kiivku bude vrchol O’
hybné paraboly G. Parametr a urcuje vzdalenost mezi vrcholem paraboly a
jejim ohniskem. Pro parametrizaci takto vzniklé krivky vyuzijeme nékterych
vlastnosti paraboly a tlohu pfevedeme na parametrizaci Dioklovy kisoidy.

Bod F}, tedy ohnisko paraboly G pred odvalenim, lezi na fidici pfimce
f paraboly F a naopak ohnisko F' pevné paraboly F lezi na tidici piimce
g paraboly G pred odvalenim (obrazek 6.5). Vzdélenost ohniska od tidici
primky je 2a.

Pti odvalovani dvou shodnych parabol maji tyto paraboly bod dotyku T
Délka krivky mezi vrcholem obou parabol a bodem 7T je stejné, paraboly jsou
osove soumérné podle teény t v bodé T'. Pro bod T navic plati |TF| = |Tf| =
|TF'|. Z téchto vlastnosti plyne, ze ohnisko F” hybné paraboly se pohybuje
po Fidici piimce f pevné paraboly (obrézek 6.5).

V ohnisku F” odvalené paraboly, v ohnisku F' pevné paraboly, i v bodé
F} (ohnisku G hybné paraboly v puvodni poloze pied odvalenim) sestrojime
kruznici o poloméru a. Dale vrcholem O paraboly F a vrcholem O odvalené
paraboly G vedeme piimku i. Ta protne kazdou z kruznic v dalsim bode,
které oznacime Py, P, a P3 podle obrazku 6.5. Z vlastnosti osové soumérnosti
vyplyva, ze se bod P, bude posouvat po piimce q a tedy |OO'| = |P, Pyl
Puvodni kiivku tak muzeme konstruovat jako Dioklovu kisoidu (kisoida viz
[9]), kterd je dand kruzmici ¢ a jeji tecnou q (rovnobézka s Fidici piimkou
pevné paraboly).

Podle obrazku 6.6:

OP
cosp = ’2—(11‘ = |OP| =2acosy,
2a 2a
= = |OF| =
Cos @ |OP2| | 2| COSQ07

|OP,| — |OP,| = |P P3| = |00'| = 2% — 2a cos ¢

cos ¢

= 2asinptgy =r. (6.12)
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

\

Obrazek 6.5: Konstrukce kisoidy

Obrazek 6.6: Odvozeni kisoidy

24



Krivky vzniklé valenim Valent paraboly po parabole — Dioklova kisoida

Dostali jsme zavislost vzdalenosti » na uhlu ¢, tedy polarni soufadnice.
Uvazujeme 7 > 0, a > 0, tedy ¢ € (=7, 5). Tato kiivka v polarnich soufad-
nicich se nachézi v 1. a 4. kvadrantu. Pro pfevod z polarnich soufadnic do
kartézskych a zaroven pro otoceni do 1. a 2. kvadrantu se stejnou polohou

jako na obrazku 6.5 pouzijeme nasledujici vztahy:

= rsingp,
= rcosy. (6.13)

Parametrizace kiivky vzniklé valenim paraboly po parabole je po dosa-
zeni: o
K(y) = (2a sin® ptg ¢, 2a sin’ gp)T, Y E (_E’ 5) . (6.14)

Pouzijeme-li substituci ¢t = tg ¢, potom:

£ 2 \"
K(t) = (2 2 t eR. 1
(®) <a1+t2’ a1+t2> L E (6.15)

Poznamka Vznik Dioklovy kisoidy valenim dvou parabol je zndzornén
v souboru kisoida.ggb

6.3.1 Vznik Dioklovy kisoidy kruhovou inverzi

Dioklova kisoida muze také vzniknout kruhovou inverzi paraboly, kde stred
kruznice inverze lezi ve vrcholu paraboly. Vyuzijeme-li vztah (6.12), muzeme
aplikovat kruhovou inverzi, tedy prevracenou hodnotu r, predpokladédme-
li polomeér zakladni kruznice kruhové inverze jednotkovy. Chceme-li ziskat
kiivku o = ro(¢p), kterd vznikne kruhovou inverzi kiivky r = r(p), potom

7“2(90) = ﬁ-

r = 2asinptangp
1
=>Try = — (6.16)
2asin @ tan @
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Krivky vzniklé valenim Retézovka

Pro prevod z polarnich souradnic opét pouzijeme vztah (6.13). Paramet-
rické vyjadieni potom je:

1
1 T m
= —, eEl—=,=). 6.17
W9) = 5oeas ©€(~33) (6.17)
Pouzitim substituce ¢t = m ziskavame
x(t) = t,
y(t) = 2at* teER, (6.18)

tedy parabolu. Protoze kruhovou inverzi Dioklovy kisoidy vznikne para-
bola, kruhovou inverzi paraboly vznika Dioklova kisoida.

6.4 Retézovka

Retézovka je kiivka, kterou vytvorf homogenni pevné vldkno, které je na
svych koncich zavéseno v homogennim gravitacnim poli. Retézovka vzniké
také valenim paraboly po ptimce, pficemz bod, ktery tvoii kiivku, je ohnisko
paraboly.

6.4.1 Odvozeni rovnice retézovky

Nejprve odvodime fetézovku z fyzikélnich vlastnosti. Cerpano z [10].

Budeme ptredpokladat dokonale ohebné vldkno zavésené v homogennim

s/

systému a zndzornime sily, které na vldkno pusobi (obrazek 6.7).

Sila G je tithova, ktera znazornuje tihu lana mezi poc¢atkem O a bodem 7.
F je sila, kterd pusobi ve sméru tecny k hledané kiivce, Fy sila, ktera pusobi
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Krivky vzniklé valenim Retézovka

Obrazek 6.7: Odvozeni fetézovky

v pocatku O proti F' (Fy mé ziejmé také smeér tecny v bodé O). Z rovnovahy
silplyne G+ F+ Fy=0 = G+F=—F,

Z rovnosti sil plyne vztah tg o = F% Je-li vldkno homogenni, zadefinujeme
hustotu vladkna p, kterd udavd hmotnost vldkna na jednotku délky. Potom
muzeme psat G = pgs, kde g je gravita¢ni zrychleni a s udava délku vldkna
mezi pocatkem O a bodem T'. Predpokladejme, ze kiivku, kterda vznikne
provésenim vldkna, muzeme explicitné zapsat jako zavislost y = y(z). Potom
pro délku s:

s /0 JIT WP de. (6.19)

Tangens thlu, ktery svira tecna kiivky v bodé T s osou x je roven prvni
derivaci v bodé T"

o= =y/() = 2 /0 VT WOR . (6.20)

Fy

Oznacime a = f,—f) a rovnici zderivujeme:

y'(z) = a1+ (Y (2)) (6.21)
Tuto diferencidlni rovnici vytesime separaci proménnych:
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Krivky vzniklé valenim Retézovka

/md(y/) = /ada:

arcsinhy’ = azx+C, CeR
y' = sinh(ax + O)

1
y = —cosh(ax+C)+K, KeR (6.22)
oY

Vztah (6.22) je rovnice fetézovky.

6.4.2 Valeni paraboly po primce

Nyni odvodime fetézovku jako kiivku, ktera vznikne valenim.
Budeme uvazovat parametrické vyjadieni paraboly G, kde a je vzdéalenost

mezi vrcholem a ohniskem paraboly.

G(t) = (z(t),y@®)" = (2at,at®)", teR. (6.23)

Tato parabola se bude valit po ose x a bod tvorici trajektorii pohybu

bude ohnisko F'.

Urcéime délku [ oblouku paraboly:
t t
I(t) = / |G/ (t)| dr = / Vida? 4+ 4a?t?dr = a <t\/t2 +1+ arcsinh(t)> :
0 0
(6.24)
Déle vyuzijeme matici rotace:

_ cos(p) sin(yp)
M = ( —sin(p) cos(yp) ) ’ (6.25)

kde ¢ je uhel mezi puvodni parabolou G a jiz odvalenou parabolou G’
(obrézek 6.8). Tento 1hel je shodny s teénym thlem (tihel mezi teénou a osou
x), ktery je podle definice 4:
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Krivky vzniklé valenim Retézovka

p = arctg (g:gg) : (6.26)

Po dosazeni a tupravé dostavame matici rotace pro odvalenou parabolu:

z'(t) y'(t)
$/t2+ /()2 :L‘/t2+ ()2
M — _\/( PP EORGOP | (6.27)
V@ 02+ (6)? /(@ ()2 +(y (1)

Celkem pro parametrizaci fetézovky C(t):

oo - () ((2)-(20))+ (%)
= ( a;ff;in—f(f) ) , teR (6.28)

Tento postup dokumentuji na obrazku 6.8, kde je modrou barvou zob-
razena parabola ve vychozi pozici G a ¢ervenou barvou odvalenad parabola
G’, kterd ma ohnisko F’ a bod dotyku 7" s osou x. Vytvoiime-li shodnou
parabolu H', jejiz osa je rovnobéznd s osou paraboly G’, a bod T je jeji oh-
nisko a prochazi bodem F’ (takovou parabolu muzeme sestrojit stfedovou
soumérnosti podle stiedu S tsecky F'T'), potom je zfejmé, ze Fetézovku mu-
zeme parametrizovat pomoci paraboly H’, kde bod, ktery tvoii trajektorii
pohybu, je bod F’.

Na obrazku je znazornéno, jak vznikne parametrizace této kiivky (rovnice
(6.28)). Parabola (0 — x(t),a — y(t))T je na obrazku 6.8 oznacena jako H.
Rotace vyjddiend matici M tuto parabolu otoéi a vektor (I(t),0)” posune ve
sméru osy x — tedy parabola oznacena H'. Bod F’ je tedy obraz bodu A.
Potom bod F” tvorici trajektorii pohybu je nejen ohnisko odvalené paraboly
G’ ale i prevraceny, posunuty a oto¢eny bod A puvodni paraboly G.

Pouzijeme-li substituci a arcsinh(t) = p, tedy z toho vyjadiime ¢t = sinh(p/a),
a dosazenim do vztahu (6.23):

ci(p) = p,

ca(p) = a4 [sinh? (£> + 1 =a cosh <£> :

a a
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Obrazek 6.8: Odvozeni fetézovky

30



Krivky vzniklé valenim Retézovka

C(p) = ( . Cofh(g) ) , peR (6.29)

Z parametrizace (6.29) lze snadno ur¢it i explicitni tvar

y = a cosh (f) : (6.30)
a
G C
F
O

Obrézek 6.9: Retézovka s parabolou

Poznamka Vztahy (6.30) a (6.22) jsouproa =1/a, C = K =0 totozné,
valenim paraboly po pfimce opravdu vznikne fetézovka.

Poznamka Vznik fetézovky valenim je znazornén v souboru retezovka.ggb,
vypocet tecného tihlu a vztahu (6.28) s vykreslenim vysledné kiivky s puvodni
parabolou v souboru retezovka.nb.
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6.5 Elipsa po primce — elipticka retézovka

Ktivku, kterd vznikne odvalovanim elipsy po piimce, kde tvotici bod je oh-
nisko elipsy, nazyvame elipticka fetézovka.

Predpokladédme elipsu danou parametricky:

G(t) = (bsin(t), —a cos(t) +a)” | t € R, (6.31)

kde a > 0 je délka hlavni poloosy, b > 0 délka vedlejsi poloosy (tedy
a > b). Elipsa se bude odvalovat po ose z jako je naznac¢eno na obrazku 6.10.

Obrazek 6.10: Elipticka retézovka

Z obrézku 6.11 je ziejmé, ze |F'T'| = |FT|, kde T je bod na elipse ve
vychozi poloze v néjakém case to; 1" je bod dotyku odvalené elipsy s osou =
v Case to a plati, ze odvalend délka na elipse OT = |OT"|, kde O je pocétek
soufadnicového systému.

Tedy souradnice y bodu F’ v case ty je rovna vzdalenosti ohniska F' a
tecny odvalené elipsy v bodé T”, to ale odpovida vzdalenosti teény t v bodé
T od ohniska F' elipsy ve vychozi poloze. Ohnisko F' méa soufadnice F' =
[F1, F5] = [0,a —e], kde e = v/a? — b? je excentricita elipsy. Tecny vektor ma
tvar G/(t) = (bcos(t),asin(t))?, tetna t v bodé ¢y m4 piedpis:

bsin(ty) + ubcos(ty)

t(u) = G(to) + uG/(to) = ( —acos(ty) + a4+ wasin(ty)

) , ueR. (6.32)

Bodem F' sestrojime primku s, ktera je kolmé na teénu t, prusecik s Nt
oznac¢ime Y. Potom vzdélenost |Y F| je rovna soufadnici y bodu F” v case t.
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Obrazek 6.11: Elipticka retézovka - odvozeni

s(v)=F +v ( asin(to) ) = ( vasin(to) (t) ) ,veER  (6.33)

—bcos(to) a—e—uvbcos

Nyni polozenim t(u) = s(v), vyFeSenim soustavy rovnic pro u,v a dosa-
zenim u do vztahu (6.32) nebo v do vztahu (6.33) ziskdme soutadnice bodu
Y =1[¥3,Yo] .

Potom pro soutadnici y = |Y'F'| = |[Y F| v ¢ase t, plati:

a — ecos(tp)

=|YF|= Y2 - F2 YE—F2)=0b ———~.
Yy | | \/(1 1>+(2 2) a+ecos(t0)

(6.34)

Pro urceni soufadnice  bodu F” potiebujeme délku oblouku [ elipsy (ten
naneseme na osu z, tedy |OT'| =) a vzdalenost normaly n’ odvalené elipsy
v bodé 7" od ohniska F” (resp. vzdélenost mezi ohniskem F' a normalou n
elipsy ve vychozi poloze v bodé T'). Ziejmé tuto vzdalenost najdeme i mezi
bodem T a bodem Y. Tuto vzddlenost oznacme z; = |TY|. Obrdzek 6.11
ilustruje, ze souradnice x ohniska F’ odvalené elipsy je rovna x = | — x;
v piipadé, ze tg € (0,7) + 2km, k € N; je-li ty € (w,27) + 2kmw, k € N, potom
=14 x.

Pro oblouk [ elipsy G plati vztah:
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- /0 |G () dr = /0 /lbcos(7) 2+ (asin(r))? dr. (6.35)

Vzdalenost x; spoc¢teme jako vzdalenost bodu T, Y:

a — ecos(to)

r=|TY|=e \/sinZ(to) (6.36)

a+ecos(ty)

Jestlize ve vztahu (6.36) vytkneme pted odmocninu sin(ty), potom hod-
nota x; bude mit znaménko zavislé na hodnoté ¢y, tak, ze jestlize t, €
(0,m) 4+ 2km = x1 > 0; jestlize ty € (m,27) +2km = x; <0, kde k € N.
Tedy nasledujici vztah plati vzdy:

rz=10—1x

to . t
v = /O V(beos(T))2 + (asin(r))2dr — e sin(ty) %ZZE;O’; (6.37)
Protoze ziskané souradnice bodu F' = [z,y| odvalené elipsy plati pro

vsechny hodnoty ¢, € R, eliptickd tetézovka E ma parametrické vyjadieni

E(t) = (2(t), y(1))":

_ [ T — e sin(t), | %)
z(t) = /o v/ (bcos(7))? + (asin(r))2 dr — e sin(t) o T ecos(t)’
y(t) = b %ﬁzzgg teR.

Poznamka Protoze integrél, ktery udava délku oblouku elipsy (vztah (6.35))
neumime analyticky vyjadrit, v parametrickych rovnicich se tohoto integralu
nezbavime. Pro vykresleni této kiivky v softwaru integrdl pocitame nume-
ricky.
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Poznamka Vali-li se kuzelosecka po piimce a bod, ktery tvoii trajektorii
pohybu je ohnisko kuzelosecky, potom vznika tzv. Delaunay’s roulette. Ro-
taci téchto kiivek vznikaji tzv. Delaunay’s surface, které jsou studovany diky
jejich vlastnostem — napi. katenoid je plocha, ktera vznikne rotaci retézovky a
tato plocha je minimalni. Unduloid a nodoid jsou plochy, jez vzniknou rotaci
eliptické nebo hyperbolické fetézovky (kiivka, kterd vznika odvalovanim hy-
perboly po piimce, kde bod tvorici trajektorii pohybu je ohnisko hyperboly)
a tyto plochy maji konstantni nenulovou sttedni kiivost (vice napft. v [11]).

Poznamka Vznik eliptické fetézovky valenim je zobrazen v souboru elip-
ticka_retezovka.ggb. Vypocty a vykresleni vysledné kiivky je v souboru elip-
ticka_retezovka.nb.

6.6 Elipsa po elipse

Odvaluje-li se elipsa po shodné elipse s takovou vychozi pozici, ze hlavni osy
obou elips lezi v jedné primce nebo obé vedlejsi osy lezi v jedné piimce, potom
vysledna kfivka, kterd vznikne jako trajektorie jednoho z ohnisek pohybujici
se elipsy, je kruznice. Tuto kruznici nazyvame ridici kruznici pevné elipsy.
Jeji polomér je r = 2a, kde a je délka hlavni poloosy.

Obréazek 6.12: Odvalovani dvou elips

Elipsa E’ se vali po elipse E (obrazek 6.12). Diky podmince na vychozi
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pozici a shodnosti obou elips vime, ze odvalend elipsa E’ je osové soumérna
k E podle tecny t v bodé T'. Ohniska F” a G’ jsou tedy také osové soumérné
k F', G podle této tecny. Zaroven F’ lezi na piimce GT', G’ lezi na piimce F'T,

v e~

Vime, ze |GT| + |FT| = 2a = |GT|+ |F'T| = |GF'| = 2a, tedy
je-li bod tvorici kiivku ohnisko F”; vznika kruznice se sttedem v bodé G a
polomérem 2a.

Ridici kruznice se vyuziva pro konstrukei tecny k elipse (napf. zndme-li
pouze smér tecny nebo bod mimo elipsu, kterym prochézi.)

Poznamka Vznik tidici kruznice valenim dvou elips je zobrazen v souboru
elipsa_po_elipse.ggb.

6.7 Primka po retézovce

Chceme-li najit takovou ktivku, aby valenim ptimky po této kiivce vznikla
piimka, vyuzijeme poznatky kapitoly 5.2.

Nejprve nalezneme polarni rovnici ptimky. Budeme predpokladat primku
y = a, kde a > 0, trajektorii pohybu bude tvofit pél piimky. Polarni rovnice
primky je

(6.38)

Nyni vyuzijeme vztahy (5.24). Navic vime, ze piimka lezi pouze v 1. a 2.
kvadrantu, tedy ¢ € (0, 7). Pak po tpravé ziskdvame nésledujici vztahy:

r(p) = —/rd@z—aln(tg%),

(6.39)
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Uzitim substituce t = —aln (tg J;i), vyjadienim ¢ a dosazenim do vztahu
(6.39) dostavame po tpravé nésledujici vztahy:

x(t) = t,

y(#) = acosh <f> teR. (6.40)

a

Parametrické rovnice (6.40) vyjadiuji fetézovku (napt. podle vztahu (6.29)).
Tedy valenim piimky po fetézovce, kde bod tvorici trajektorii pohybu je
ve vzdélenosti a (pdl poldrné vyjadiené piimky) od hybné pifmky, vznika
podle kapitoly 5.2 opét primka.

Poznamka Vypocty a vykresleni jsou v souboru primka_po_retezovcel.nb.

Chceme-li naopak vyuzit kapitolu 5.1, abychom uréili, jakou kiivku do-
staneme, budeme-li valit pfimku po fetézovce, postup bude nasledujici.

Musime najit parametrizaci obloukem ftetézovky F. Nejprve vyuzijeme
rovnici fetézovky (6.29) a fetézovku posuneme ve sméru osy y tak, aby pro-
chazela pocatkem.

0= (cualy ) () ex o

Pro délku s oblouku fetézovky plati:

5 = /0 @O T WP dr = asinh (3) , (6.42)

a

z tohoto vztahu vyjadiime t:

t = aarcsinh <§> : (6.43)

a

Retézovka F(s) a pifmka G(s) parametrizovany obloukem:

37



Krivky vzniklé valenim Primka po retézovce

. a arcsinh (g)
) N ( a cosh (arcsinh (2)) _a > , sER, (6.44)

(s)
(s)
G(s) = (izg):@) sER. (6.45)

F y /
T

14

.
By
B
a
a
p -\
C

G

Obrazek 6.13: Valeni piimky po fetézovce (naznacené 2 polohy piimky)

Ptredpoklady (5.1), (5.2) pro hybnou i pevnou kiivku jsou splnény, mu-
zeme tedy pouzit postup z kapitoly 5.1.

Bude-li bod tvorici trajektorii pohybu [p, ] = [0, —a]. Potom podle (5.22)
muzeme psat:

v = (figr + f295)(p — 91) + (fige — fog)(q — g2) + f

= qarcsinh (2) : (6.46)
y = (fagh — fig2) (0 — 91) + (figr + f295)(q — g2) + [
= —a (6.47)
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Tedy podle obou postupu v kapitolach 5.1, 5.2 jsme zjistili, ze valenim
piimky po tetézovce opravdu vznikd ptimka, je-li bod tvorici trajektorii po-
hybu ve vzdalenosti a od hybné primky jako na obrazku 6.13.

Poznamka Vypocty a vykresleni jsou v souborech primka_po_retezovce.nb
(vyuziva kapitolu 5.1), primka_po_retezovcel.nb (vyuziva kapitolu 5.2). Va-
leni je zobrazeno v souboru primka_po_retezovce.ggb.

6.8 Logaritmicka spirala po primce

Budeme ptredpokladat valeni logaritmické spiraly vyjadiené v polarnich sou-
fadnicich 7 = ae® (kde a > 0,b > 0 jsou parametry) po ose x. Pro uréen{
kiivky, kterou tvoti pdl spirdly po odvalovani po piimce, budeme potiebovat
délku [ na spirdle od pélu O k bodu T a tecny uhel ¢, ktery svird tec¢na
s pruvodi¢em (spojnice pocatku s bodem na spirdle). Pl spirdly je v r = 0,
tedy ¢ = —oo. Pro délku [ v poldrnich soutadnicich plati nasledujici vztah:

t

—/

Obrézek 6.14: Logaritmickd spirala

L= [ VOO R = aVTEE [ a

b V1402
= aVit®? T:r_; . (6.48)

aQ

Pro tecny uhel v polarnich souradnicich (podle definice 4) plati:
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r(p)  ae¥ 1
/

1
(o) " abew b = 1 = arctg <5> : (6.49)

tg =
Protoze tecny thel je zavisly pouze na parametru b, je pro tuto spiralu
v kazdém bodé konstantni.

Bude-li se logaritmicka spirdla valit po ose z z vychozi pozice s pdlem
v pocatku, odvali se délka [ na spirdle mezi pélem O a bodem T na osu =x.
Odvalen4 spirédla s pélem O’ se tedy bude dotykat osy x v bodé T" ve vzdéle-
nosti [ od pocatku. Piimka O'T" svira s osou x tec¢ny thel ¢ a velikost |O"T"|
je r = ae” (obrazek 6.15).

Obréazek 6.15: Odvalend logaritmickd spirala

Pro pro souradnice y, x bodu O’ podle obréazku 6.15 plati:

1 T
— 1 = 1 t — = —,
y rsin T’Sln(angb> T
1 1 T
z = l—rcosyy=1[0—rcos|arctg - | = - ——. 6.50
" ( gb) e SN (X0

Tedy y = bx. Pii valeni logaritmické spirdly r = a e po ose z, kde bod
tvorici kiivku, je pol spirdly, vznikd piimka zavisla pouze na parametru b.

Poznamka Valeni logaritmické spirdly po piimce je zobrazeno v souboru
logaritmicka_spirala.ggb.
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6.9 Archimédova spirala po parabole

Uvazujeme Archimédovu spirdlu vyjadienou v polarnich soutadnicich r =
ay, kde a € R\ {0}. Budeme hledat takovou kiivku, aby pii valeni Archi-
médovy spiraly po této kiivce vznikla piimka. Vyuzijeme kapitolu 5.2, tedy
bod tvotici ptimku uvazujeme pél spirdly.

Podle vztahu (5.24) plati:

2
r = —/ngpz—a/gpdwz—%,

y = r=ag. (6.51)

N

Obrazek 6.16: Valeni Archimédovy spiraly G po parabole F

Eliminaci ¢ dostavame x = —%, tedy parabolu. Valenim Archimédovy
spirdly po parabole, kde bod tvotici kfivku je pdl spirdly, vznika primka.
Pro pdl spirdly plati r =0 = ¢ = 0. Dosazenim do predpisu paraboly
dostavame x = y = 0, tedy pfi odvalovani se pdl spirdly dotkne paraboly

v jejim vrcholu.

Poznamka Valeni Archimédovy spiraly po parabole je zobrazeno v souboru
archimedova_spirala.ggb.
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6.10 Hyperbolicka spirala po exponenciele

Chceme-li opét najit takovou ktivku, aby po odvaleni hyperbolické spiraly
po hledané kiivce vznikla piimka (bod tvorici piimku bude opét pdl spirdly),
pouzijeme opét kapitolu 5.2. Hyperbolicka spirala je dana predpisem v po-
larnich souradnicich r = £, kde a € R\ {0}.

y F

O/@\ @)

Obrézek 6.17: Valeni hyperbolické spirdly G po exponenciele F

Podle vztahu (5.24) plati:

1
r = —/rdgpz—a/;dgp:—alnhﬂ,

y o= = (6.52)

a
o .

Eliminaci ¢ dostdvdme y = faes. Znaménko zavisi na hodnotéch ¢. Je-li
@ > 0, potom y = aea, je-li naopak p < 0, potom y = —aea.
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Tedy valenim hyperbolické spirdly po exponenciele vznika primka.

Poznamka Valeni hyperbolické spirdly po parabole je zobrazeno v souboru
hyperbolicka_spirala.ggb.
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6.11 Prehled
pevna hybna kiivka | bod vysledna
kiivka kiivka
piimka kruznice bod na kruznici | cykloida
primka kruznice bod wvné kruz- | prodlouzena
nice cykloida
primka kruznice bod uvnitt kruz- | zkracend  cyk-
nice loida
kruznice kruznice  vné | bod na hybné | epicykloida
pevné kruznice | kruznici
kruznice kruznice uvnitt | bod na hybné | hypocykloida
pevné kruznice | kruznici
kruznice primka bod na primce evolventa kruz-
nice
parabola kruznice bod na kruznici
parabola parabola vrchol Dioklova kisoida
primka parabola ohnisko  para- | fetézovka
boly
primka elipsa ohnisko elipsy eliptickd  Teté-
zovka
elipsa shodna elipsa ohnisko kruznice (¥idici
kruznice elipsy)
retézovka primka specificky  bod | piimka
mimo primku
primka logaritmicka pol spiraly primka
spirala
exponenciela | hyperbolicka pol spiraly primka
spirala
parabola Archimédova pol spiraly primka
spirala

Tabulka 6.1: Prehled
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T Zaveér

Préace se zabyva kiivkami, které vznikaji valenim jedné ktivky po druhé. Za-
catek prace se struéné vénuje nékterym textum, které byly na téma valeni
napsany. Déale, v kapitole o kinematické geometrii, se uvadi nékteré jeji za-
klady, které jsou nezbytné pro pochopeni pojmu valeni. V dalsi kapitole jsou
tyto poznatky vyuzity a je urcen predpis pro nékteré specialni piipady a
muze se tak usnadnit proces parametrizace nékterych kiivek, které vznikaji
valenim. Ackoli jde o obecny postup, plati jen pro nékteré kiivky se speci-
alnimi vlastnostmi, napt. obé polodie musi byt parametrizovany obloukem
apod.

V dalsi kapitole, kterd se vénuje konkrétnim kiivkam, jsou v nékterych
pripadech uvedeny parametrizace pomoci vlastnosti hybnych a pevnych kii-
vek, v nékterych s vyuzitim predeslé kapitoly. Tedy je mozno parametrizovat
tyto krivky i bez znalosti obecnych postupu, typickym piikladem je valeni
elipsy po ptimce a vznik eliptické fetézovky — diuvodem, pro¢ nemuzeme tuto
kiivku parametrizovat pomoci zminéné kapitoly, je nemoznost parametrizo-
vat elipsu obloukem.

Vybér kiivek do prace byl (vétsinou) takovy, aby po vysledném valeni
hybné ktivky po pevné vznikala dalsi znama kiivka. Takovych kiivek je sa-
moziejmé mnohem vice, zde jsou uvedeny ty nejzndméjsi z nich.

Soucasti této prace je zpracovani vSech uvedenych kiivek v softwaru dyna-
mické geometrie GeoGebra, kde uzivatel muze zménou parametri pohybovat
s hybnou kfivkou po pevné kfivce a pozorovat tak odvalovani a tvorbu vy-
sledné trajektorie pohybu. V tomto programu jsou vytvoreny i obrazky, které
jsou soucasti tohoto textu.

Vzhledem k tomu, ze ¢eskych textu vénujicim se tomuto tématu neni
mnoho, shleddavam hlavni piinos prace pravé v priblizeni problematiky ces-
kym ¢tendium a uvedenim nékolika poznatku v jednom textu. Pokracovani
prace by se mohlo vénovat dalsim obecnym vlastnostem nebo uvedenim dal-
sich konkrétnich ktivek.
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