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Abstrakt

Tato bakalafskd prace se zaméfuje na nepodminénou optimalizaci. V prvni ¢asti jsou
popsany klasické gradientni metody a poté metody s proménnou metrikou. Dale se prace
soustiedi na problematiku nelinedrnich nejmensich ¢tvercti a metody, které se témito tlohami
zabyvaji. Ve tfeti ¢asti jsou jednotlivé metody testované na kvadratické funkci, populacéni
uloze a také na funkci z finan¢niho prostiedi, ktera se tyka ocenovani opci, a nasledné porov-
nany.

Klicova slova: nepodminéné optimalizace, gradientni metody, metody s proménnou metri-
kou, nelinedrni nejmensi ¢tverce

Abstract

This bachelor thesis is focused on unconstrained optimization. The gradient methods
and the variable metric methods are described in the first part. In the second part we study
the problems of non-linear least squares. Then we perform some numerical experiments, where
we can compare and evaluate several methods. We minimize the quadratic function, the
population problem and the function regarding option pricing.

Key words: unconstrained optimization, gradient methods, variable metric methods, non-
linear least squares
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1 Uvod

V préci se budeme zabyvat metodami nepodminéné optimalizace a specidlné se zamérime
na ulohu nejmensich ¢tvercti. Optimalizacni metody maji vysoké praktické vyuziti, coz si
ukazeme na testovacich tlohach. Pfedmétem experimentovani bude i funkce z finanéniho pro-
stredi, kde jsou optimaliza¢ni metody také ve velkém méritku pouzivany.

Kapitola 2 bude obsahovat ivod do optimalizace a sezndmeni ¢tenaie s touto problemati-
kou. Zadefinujeme si pojmy jako gradient, Hessova matice nebo Jacobiho matice, které budou
v priibéhu prace ¢asto zmirnovany a s nimiz budeme pracovat v dalsSich kapitolach.

Hlavnim pfedmétem kapitoly 3 budou klasické gradientni metody. Zahrnujeme sem i nejjed-
nodussi tfidu optimaliza¢nich metod, a to metodu nejvétsiho spadu. V této metodé je nejvetsi
spad ve sméru gradientu, proto mtize byt zminovana v této kapitole spole¢né s dalsimi me-
todami, jako je napftiklad metoda sdruzenych gradientt. Tato metoda slouzi k odstranéni
nevyhod metody nejvétsiho spadu, protoze je zaloZena na principu konjugovanosti, coz ma
za nasledek urychleni konvergence oproti metodé nejvétsiho spadu [9]. Prvni nelinedrni me-
toda sdruzenych gradienti byla popsédna od autorti Fletchera a Reevese v préci [14]. V této
kapitole si popiSseme i modifikace metod sdruzenych gradienti, a to Fletcher-Reevesovu [14]
a Polak-Ribierovu [15]. V zavéru kapitoly se zminime o rychlosti konvergence itera¢nich metod.

V nasledujici kapitole 4 se zaméfime na metody s proménnou metrikou, patfici mezi neje-
fektivnéjsi metody pro feSeni mensich dloh. Principem téchto metod je aproximace Hessovy
matice nebo aproximace jeji inverze. Po ivodu do téchto metod popiseme metodu DFP, kte-
rou William C. Davidon popsal uz v roce 1959, ale objevila se az v roce 1991 v odborném
¢asopise SIAM Journal on Optimization [16]. Dalsi metodou s proménnou metrikou je me-
toda BFGS, pojmenovana po autorech Broyden [17], Fletcher [18], Goldfarb [19] a Shanno [20].

V kapitole 5 charakterizujeme tlohu nejmensich ¢tvercti. Nejmensi ¢tverce znamenaji, ze
vysledné feseni ma minimalizovat soucet ¢tverci odchylek vici kazdé rovnici. [21] Hlavni me-
todou na problematiku nejmensich ¢tverct je Gauss-Newtonova metoda. Po popisu algoritmu
se zamérime na kombinace s metodou s proménnou metrikou, konkrétné kumulativni korekci
s metodou BFGS [22].

V nasledujici kapitole 6 jsou provedeny na vybranych metodéach z predchozich kapitol nume-
rické experimenty. Prvnim experimentem je porovnani nékolika metod na jednoduché kvad-
ratické funkci dvou proménnych. Mezi zkoumana kritéria patii souradnice minima, funkéni
hodnota v minimu, celkovy pocet provedenych iteraci a ¢as vypoctu. V druhém experimentu
je testovana tuloha na nelinearni nejmensi ¢tverce, konkrétné tiloha tykajici se Zivoc¢isné popu-
lace. Vysledky jsou opét porovnény a vse je doplnéno ilustrativnimi obrazky. Tteti experiment
smeéruje do financniho prostredi, jelikoz se tyka ocenovani opci a hledani neznamych parame-
tri aproximujici funkce.

V zavéru je prace shrnuta, jsou okomentovany vysledky a zminény naméty pro pfipadné
rozsifeni prace.



2 Zakladni teorie

2.1 Optimalizace

Optimalizace patii mezi matematické discipliny a zabyva se hledanim extrému (minimalizaci
¢i maximalizaci) funkei vice proménnych za pfipadnych omezujicich podminek. Jak uz toto
vysvétleni napovidé4, nachézi optimalizace Siroké vyuziti v praktickém zivoté, zejména pak
ve finanénim sektoru, kde je pri snaze minimalizovat ndklady ¢i maximalizovat zisk vysoce
vyuzivana.

Oznacme
x € R™ - vektor proménnych
f:R™ = R, je cilova (acelovd) funkce neboli funkce proménné x, kterou chceme optimalizovat.

Definice 1 Necht je funkce f, dvakrdt spojité diferencovatelnd, definovand na prostoru
f:R" = R.

Ulohu, kterd tesi problém
Juin f(z),

nazyvame nepodminénou optimalizact.

Vice o nepodminéné optimalizaci k nalezeni zde [1].

Poznamka 1 Funkce [ je dvakrdt spojité diferencovatelnd. Tato vlastnost znamend, Ze je

spojitd proni i druhd derivace funkce f.

2.2 Teoretické pojmy

V této casti si zadefinujeme nékteré teoretické pojmy z oblasti numerické matematiky, které
budou déle pouzivany a zminovany.

Definice 2 Necht f : R? — R je funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze funkce md v bodé
(z0,Yy0) parcidlnt derivaci podle proménné x rovnu ¢islu fi(xo,yo), jestlize existuje konecnd

. J xO Al? y J xﬂ y
.} x 1()7 0 1m
( y ) Axz—0 A.’}?

2]

. . , . o R
Poznamka 2 FEkvivalentnim znacenim parcidlni derivace f:’vi je zapis 3%.

Definice 3 Necht f : R™ = R, a € Df. Necht erxistuje agi’j) proVi=1,...,n.

Vektor
9f(a) of (a))
Ox1 77 Oz,

gradf(a) = (



se nazyvd gradient funkce f v bod€ a.

Vektor of of
radf = (—,..., —— 2
gradf = (5 - ) (2)
se nazyvd gradient funkce f neboli vektor parcidlnich derivact, ktery uddvd smér a velikost
nejuétsiho ristu funkce.

Podrobnéjsi popis gradientu a jeho vlastnosti dostupny zde [1, 9].

Poznamka 3 Gradient znacime grad f nebo také <7 f, symbol 7 se nazyvd nabla operdtor.

Vlastnosti gradientu:
Zavedeme si F, G jako vektorova pole, f, g jako funkce a a, b libovolna realné ¢isla. Potom ma
gradient nasledujici vlastnosti:[4]

e je linedrni vici redlnym c¢islim
viaf +bg) =av f+bvg,

e splnuje Leibnizovo pravidlo pro funkce aneb chovani operatort vici soucinu

V(fg)=(hHa+fvy,

e gradient skaldrniho souc¢inu vektorti splituje vlastnost
VF-G)=vF -G+vG-F.

Dale se v praci budeme zabyvat operacemi, pro které je dilezité znat maticovy pocet. Matice
budou tvorené parcidlnimi derivacemi, prvniho a druhého fadu. [5]

Definice 4 Necht je h = (hi, ha, ..., hy) diferencovatelné zobrazeni z R™ — R™ na oteviené
mnoziné Q € R™. Matici parcidlnich derivaci J¢(x) pro x € 2 ve tvaru

df1(x) Ofm ()
o0z e o0z
Jp(x)=| S
df1(x) Ofm(z)
O0Tn T OTn

nazyvame Jacobiho matict zobrazeni f.

Poznamka 4 Terminem Jakobidn se nejcastéji oznacuje determinant Jacobiho matice.

Definice 5 Necht je funkce f(x) dvakrdt diferencovatelnd funkce z R™ — R, potom matici
parcidlnich derivaci druhého Tadu

% O*f
0x10z1 (I’) te 0x10xn, (.’L‘)

2% f O2f
Oxn0x1 (x) Tt Ozp Oy (.1‘)



nazyvame Hessovou matici.

Jestlize jsou parcialni derivace druhého fadu v Hessové matici v bodé€ x( spojité, jsou smisené
derivace zaménné, coz znamend, ze je Hessova matice symetrickd, fadu n. (Podle n promén-
nych).

Hlavnim tkolem optimaliza¢nich metod je nalezeni extrémni, af uz minimalni, ¢ maximéalni
hodnoty. Nasledujici definice se tykaji pfedevsim matic a jejich vlastnosti.

Definice 6 Necht existuje € > 0 tak, Ze pro vSechna x € {x € R,;0 < ||z — al|| < e} je
f(z) < f(a). Potom tikdme, Ze funkce nabyvd v bodé a svého ostrého lokdlniho mazima.
Pokud nahradime znaménko mezi funkcénimi hodnotami za opacné, dostaneme predpis pro
ostré lokdlni minimum.

Definice 7 Bod, ve kterém je funkce diferencovatelnd, a ktery splnuje nutnou podminku exis-
tence lokdlniho extrému, coZ znamend, Ze jeho gradient je rovny nule, nazyvame staciondrnim
bodem.

Definice 8 O symetrické matici n X n miuZeme vici, Ze je pozitivné definitni, prdvé tehdy,
kdyz pro kazdy nenulovy vektor x dimenze n je jeho kvadratickd funkce 27 Az kladnd a nulovd
nastane pouze v pripadé nulového vektoru. Negativné definitni nazveme matici se zdpornou
kvadratickou funkci a nulovou jen pro nulovy vektor. Pokud je funkce nezdpornd, resp. ne-
kladnd, a existuje nulovd v pripadé nulového vektoru, mluvime o pozitivné, resp. negativné
semidefinitni matici. V pripadé existence nenulovych vektoriu x1,xo tak, Ze:

vt Azy > 0 a zdroven 21 Azy <0,

hovotime o indefinitni matici.

V nas$i praci se zamérime na itera¢ni metody nepodminéné optimalizace. Na zacatku mame
pocatecni bod x; € R", generujici se posloupnost bodu x; € R”, kde ¢« € N. Proces iterace
vysvétluje rovnice

Tit1 = x; + aud;, (3)

kde
d; € R™ je smérovy vektor
a a; > 0 je délka kroku. (N je mnoZina pfirozenych ¢isel)

Nejefektivnéjsi optimaliza¢ni metody fadime do trech skupin:
e Metody sdruzenych gradientt
e Metody s proménnou metrikou

e Modifikované Newtonovy metody



3 Klasické gradientni metody

V této Casti se seznamime s iteracnimi algoritmy Tesici klasicky optimalizac¢ni problém

VacRn

kde je v kazdém kroku vyuzivan smér poklesu hodnoty ucelové funkce f k nalezeni dalsi
iterace s jesté mensi hodnotou f. Klasické gradientni metody vyuzivaji jako smér poklesu
zaporny gradient. Spadové sméry jsou pomérné jednoduché na implementaci, maji nizkou
cenu iterace a daji se aplikovat na feseni mnoha tloh. Jejich nevyhodou je velky pocet iteraci,
jelikoz nevyuzivaji explicitné informaci z pfedchozich iteraci. P¥ikladem gradientni metody je
metoda nejvétsiho spadu.

3.1 Metoda nejvétsiho spadu

Definice 9 Smeér di nazveme spddovym, pokud g,{dk < 0, tj. pokud je derivace funkce f
v bodé xp, ve smeéru dy zdpornd meboli klesd. Spadové smeéry jsou vsechny sméry dy, které
s vektorem —gy, sviraji ihel mensi nez 90 stupri. [1]

Tyto metody byly priméarné odvozeny pro kvadraticky problém

win f(2), f(2) = ya" Az b, (4)

kde A je symetrickd, pozitivné definitni matice (viz definice 8), f je ostfe konvexni funkce
a jednoznacné globalni minimum je ve staciondrnim bodé x*, ktery splnuje rovnici

Az* =b.

Metodu nejvétsiho spadu lze pouzit i na nekvadraticky piipad, kde musime fesit dva hlavni
problémy:

e problém, jak vypocist gradient,
e problém minimalizace v daném sméru.

Detailnéjsi popis této metody k nalezeni v [1, 3].

Algoritmus metody nejvétsiho spadu

1. Je dana diferencovatelna funkce f : R" — R, xg € R", déle gradient go = 7 f(20),
koeficient k = 0 a zastavovaci podminka € > 0.

2. while || gi ||> €

Vyber oy > 0, kde oy, je vhodna délka kroku

Lk41 = T — OkGk

(©) grk+1 =V f(zrs1)
d) k=k+1
(e) end

3. Priblizné feSeni x* = x.



3.2 Metoda sdruzenych gradientu

Tato metoda byla vyvinuta za tGc¢elem odstranéni nevyhod u metody nejvétsiho spadu (3.1)
a Newtonovy metody. Byla sestavena pro ¢isté kvadraticky problém,

- Ly 7
;Tel]g}lf(l‘)—2l‘ Ab— ' b, (5)

kde A je symetrickd pozitivné definitni matice (viz definice 8).
Globéalni minimum bude ve stacionidrnim bodé x*, ktery vyhovuje rovnici

Az* =b.

Definice 10 Necht A € R™™ je symetrickd pozitivné definitni matice, nenulové vektory X,y
nazveme sdruzen€ vzhledem k A ¢i A-ortogondlni, pokud

yT Az = 0.

Je-li A symetrickd, pozitivné definitni matice a nenulové vektory dy, ds, . .., d; A-ortogonélni
(viz definice 10), pak jsou vektory dg,dq, ..., d; linedrné nezavislé.

Tyto metody vyuzivaji pouze n-dimenzionalni vektory. Smérové vektory d; € R",i € N
jsou generovany tak, ze dy = —g; a

diy1 = —gi+1 + Bids, (6)
kde gi+1 = g(xiy1) je gradient funkce funkce f: R"™ — R v bodé x;;

a [3; je vhodné definovany skalarni parametr.

Metody sdruzenych gradienti potfebuji pouze O(n) operaci na jednu iteraci, ale oproti
metodam s proménnou metrikou potrebuji iteraci vice. Samoziejmé jsou ale tyto iterace lev-
néjsi. Metody sdruzenych gradientd jsou vyvinuty pro feseni velkych tloh.

Algoritmus metody sdruZenych gradienti

Na pocatku méame symetrickou, pozitivné definitni matici A € R™*™ a b € R™.

1. Zvolime € > 0 (zastavovaci podminka), poc¢ateéni xy € R™ a oznacime gy = Azg—b,p1 =
9o, k = 1.

2. Zékladni cyklus pro sdruzené gradienty:

(a)
(b) ar = gr—1 I* /pf Aps
(¢) Tk = Tp—1 — Pk
(d) gx = gr—1 — arApy

T(g —

(©) i =l gx I/ | gu-s |P= @paig=sd
(f

(g

while|| g1 || > ¢

)
)
Pk+1 = gk + Brpk

)
) k=Fk+1

10



3. ReSeni z* = x}.

Podrobnéjsi popis gradientu a jeho vlastnosti k nalezeni zde [3, 11].

Metoda sdruzenych gradientti se da pouzit i pro obecnéjsi funkce nez kvadratické. Staci aby
funkce byla diferencovatelnd a uz budeme schopni gradient budto najit nebo alesponi aproxi-
movat.

Pred fesenim nekvadratickych tloh je nutné udélat néjaké tpravy v algoritmu pro piipady
kvadratické. Napriklad urceni délky kroku ay, vypoc¢teme pomoci jednorozmérné minimalizace
funkce fv bodé xj_1 ve sméru —py, tj.

ap = argmin f(zr_1 — apy) (7)
a>0
Toto minimaliza¢ni pravidlo je podrobnéji popsano v [3].
Dalsi tpravou je nahrazeni rezidua g1 — agApy, tj. gradientu kvadratické funkce
f(z) = ixTAaz —2Tbh

gradientem nelinearni funkce f, tj.
gk = V f (@) (8)

U nekvadratickych ptikladi je matice A = H (zy), kde H(xy) je Hessova matice druhych par-
cialnich derivaci. A je velmi nepraktické pocitat Hessovu matici nové v kazdém kroku. Proto
byly vyvinuty dvé metody, Fletcher-Reevesova a Polak-Ribierova, kde parametr «; je
odhadnut jednorozmeérnou minimalizaci, napfiklad pomoci Line-Search metody (viz podkapi-
tola 3.3), zatimco parametr [ je odhadnut kazdou metodou jinak.

V ptipadé kvadratickych funkei se vztahy pro vypocet Bx rovnaji, ¢ili

5, — lar 1?2 (gr)"(gr — gk—l). 9)

g P gk 1P

U nelinedrnich tloh tyto vztahy nedavaji stejnou hodnotu, 1isi se nasledovné: (detailni popis
obou metod viz [3, 9, 11])

e Fletcher-Reevesova metoda

lae 7 9 — 9rn
A= Tga B~ o 40
- 9i. 9k
e Polak-Ribierova metoda
By = (98)" (96 = (9r-1)) _ (gr41 = 98)" — g1 (11)
| gx—1 |12 9L 9k

3.3 Line-Search metody

Line-search metody vyzaduji, aby vektory d; € R™,i € N byly spadové (viz definice 9) a délka
kroku «; € R", 4 € N byla zvolena tak, aby splnila podminku a; > 0 a zaroven byla dodrzena

nerovnice
Fiy1 — F; < eqangld; (12)

11



a dale musi byt splnéna nerovnice
git1d; > e2g] d;, (13)

kde konstanty €1, €z splituji 0 < €7 < % a e < eg < 1. Takto byly shrnuty tzv. Wolfeho
podminky, dilezité pro line-search minimalizaci. Nésledujici véta charakterizuje globalni
konvergenci line-search metod. [8]

Véta 1 Necht funkce f : R™ — R je zdola omezend a md omezené derivace druhého fddu.
Uvazujeme line-search metody s iteracnim procesem (viz rovnice (8)) a d;, a; vyhovugici ne-
rovnicim (12) a (13).

Pokud

Y=o, (1)
=N

potom lim inf || ¢; ||= 0.
1— 00

3.4 Rychlost konvergence

Rychlost konvergence iteracnich metod miizeme srovnavat pomoci jistého jejiho asymptotic-
kého vyjadieni. Ozna¢me odchylku od feseni v k-té iteraci jako hg, tj.

hy =z, — x*.
Pokud hj — 0, pak fekneme, Ze konvergence metody je p-tého Fadu, kdyz

| %1 |

— a,a > 0.
| e |IP

Z praktického pohledu jsou dilezité jen dva piipady, kdy p = 1 (linearni konvergence) a p = 2
(kvadratickd konvergence), protoze nejsou znamy zadné obecné pouzitelné numerické metody
s vyssim fadem konvergence. Podle definice pro kazdou linearné konvergentni metodu existuje
konstanta o > 0 tak, Ze

[ Forey1 |

Y < Q
Il P |

neboli
b1 = O(|| h |)-

Obdobné pro metodu s kvadratickou konvergenci plati tvar

[ Forey1 |
s <
| P ||

neboli
hi1 = O(|| h |I?).

Co se tyce pouziti téchto metod, tak metody s linearni konvergenci jsou obvykle pouzivany
za dostate¢né malé konstanty «, naptiklad o < 1/4.

12



Rada minimaliza¢nich metod, které nejsou kvadraticky konvergentni, konverguje rychleji
nez jak to zarucuje linedrni konvergence. Podil po sobé jdoucich odchylek Ay jde pro k — oo
k nule, tj.

[ P |

LKLZ 2 N
| A ||

neboli
hit1 = O] ki |])-

V takovém pfipadé hovofime o superlinearni konvergenci. K ziskani dalSich informaci o spé-
dovych metodach slouzi [6, 7).
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4 Metody s proménnou metrikou

4.1 Obecny uvod

Metody s proménnou metrikou patii mezi jedny z nejefektivnéjSich metod pro feseni opti-
maliza¢niho problému v tlohach s mensimi rozmeéry. Tyto metody jsou zaloZeny na principu
aktualizace matic, které aproximuji Hessovu matici, popripadé jeji inverzi. Tato metoda snazi
konstruovat inverzi Hessovy matice nebo aproximaci inverze Hessovy matice pomoci informaci
ziskanych béhem iterac¢niho procesu.

Poznamka 5 Ulohou o mensich rozmérech se rozumi uloha do 250 proménnijch.

Metody s proménnou metrikou jsou zaloZeny na lokalnim kvadratickém modelu
1
Qi(d) = 5d" Bid + g/ d, (15)

kde B; je néjaka pozitivné definitni aproximace Hessovy matice H;. Matice B;,i € N jsou
konstruovany iteracné, takze Bj je libovolnd pozitivné definitni matice a B;1; je urcena
na zakladé B; tak, Ze je pozitivné definitni, co moznéa nejpodobnéjsi B; a vyhovuje kvazi-
Newtonovym podminkam

Biy1si = yi, (16)

kde s; = i1 — @i a yi = giv1 — Gi-

Metody s proménnou metrikou maji nékteré vyhody oproti modifikovanym Newtonovym
metodam. Matice B; jsou pozitivné definitni, tim padem metody s proménnou metrikou jsou
globalné konvergentni. Navic, mizeme aktualizovat inverzi

H; = B! (17)
nebo pomoci tzv. Choleskyho rozkladu
L;D;LT = B; (18)

misto samotné matice B; a bude ndm na to stacit pouze O(n?) operaci na iteraci.
Ackoli metody s proménnou metrikou vyuzivaji vice iteraci nez modifikované Newtonovy
metody, tak jsou vice vhodné pro malé a stiedné velké problémy obsahujici husté matice.

4.2 Metoda DFP

Metoda pojmenovana po autorech Davidon, Fletcher, Powell.
Updatujeme pomoci matice Hy hodnosti 2.

I Hyqdl H
Hin :Hk+pkpk ~ Eqrg; ko (19)

plar  qF Higi

Algoritmus metody DFP:
1. Je ddno pocatecni xq, symetricka pozitivné definitni matice Hg, uréime go, k = 0.

(a) dr, = —Hpgx
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2. provedeme update Hy; pomoci metody DFP.

Plati zde implikace o dodrzeni vlastnosti: Pokud Hj je pozitivné definitni = Hy,1 je také
pozitivné definitni.

4.3 Metoda BFGS

Nejpopularnéjsi kvazi-Newtonova metoda, pojmenovand po svych autorech Broyden, Flet-
cher, Goldfarb a Shannon. Myslenkou této metody je updatem pomoci matice Hy hodnosti 2
aproximovat pfimo Hessovu matici, nikoli jeji inverzi. [1]

Iteracni formule pro vypocet matice, pomoci niz aproximujeme Hessovu matici, vypada

takto:

T T
qrq Biprpy, B
Biy1 = By + — o — — (20)
qj, Pk Py, Brpr

Aproximace inverze Hessovy matice je definovana jako:
HPES = B L. (21)
Algoritmus metody BFGS:

1. Je dano pocateéni zg, symetrickd pozitivné definitni matice Hy, tkolem spocist gy,
k=0.

2. provedeme update Hy,1 pomoci metody BFGS.

I zde plati implikace o pozitivni definitnosti jako u metody DFP.
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4.4 Broydenovy metody

Tyto metody také patii do metod s proménnou metrikou. Broydenovy metody zachycuji my-
slenku, ze obé dvé predchozi metody, BFGS (viz podkapitola 4.3) a DFP (viz podkapitola
4.2), pouzivaji symetricky update.

Existuje vice typt Broydenovych metod. V nasi praci zminime typ, ktery je jakousi linearni
kombinaci mezi dfive zminénymi metodami, a to metodou BFGS a metodou DFP

H@ — (1 . Q)HDFP + GHBFGS, (22)

pri¢emz parametr § nemusi byt v kazdém kroku stejny, lze ho libovolné ménit. Vice informaci
k Broydenovym metodam k nalezeni v [1, 7, 9].
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5 Nelinearni nejmensi ¢tverce

V této ¢asti prace bude ¢erpano vyhradné z ¢lanku od autori L. LuksSana a E. Spedicata. [8]

5.1 Zakladni myslenka

Predpokladame, ze cilova funkce
f:R" =R

ma tvar

F) = 3 @) ) = 5 O f ), (23)
k=1

kde jsou funkce f : R™ — R, pfi hodnoté k, lezici v intervalu 1 < k < m dvakrat spojité
diferencovatelné.

Tato cilova funkce je ¢asto vyuzivana v tlohach nelinedrni regrese a pro feSeni systému
nelinearnich rovnic. Gradient a Hessovu matici mizeme vyjadrit ve formé

g@) = I (@) f(2) =Y frlw)gr(2), (24)
k=1
H(x) = J"(2)J () + Clz) = ) gr(2)gf (&) + Y fu(2)Gi(x), (25)
k=1 k=1

kde g(z) a H(z) jsou gradient a Hessova matice funkce
fr :R*" > R,

1<k <m, f'(z) = [fi(z),. .., fu(@)], " (2) = [91(), ..., gm(2)],
kde J7(x) je Jacobiho matice (viz definice 4) zobrazujici funkci f v bodé .

5.2 Gauss-Newtonova metoda

Gauss-Newtonova metoda patii mezi nejzndméjsi metodu pro nelinedrni nejmensi ctverce.
Tato metoda vznikne z Newtonovy metody tak, ze z vyrazu (25) pro Hessovu matici H(x)
zanedbd ¢len C(z), protoze pokud se nachézime v blizkosti minima, blizi se tento ¢len k nule.
[9, 11] Predpis pro Hessovu matici vypada takto:

Br=JlJe =) gilx)gf (x),Vk € N (26)
k=1

Algoritmus Gauss-Newtonovy metody

1. Je dana diferencovatelna funkce f : R®™ — R, pocateéni bod zy € R" a zastavovaci
podminka € > 0. Déle je z funkce f urcena Jacobiho matice, ktera bude slouzit pro
aproximaci Hessovy matice.
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2. while || 41 —zg || > €

3. Priblizné feSeni x* = x.

5.3 Vliv metod s proménnou metrikou

Pro velké funkce muze byt predpis pro aproximaci Hessovy matice z rovnice (26) aproximaci
Spatnou, nepfesnou. 7Z téchto diivodi mohou byt vyhodnéjsi metody kombinované, a to mezi
Gauss-Newtonovou metodou a néjakou metodou s proménnou metrikou. Kombinace téchto
metod mohou byt velmi efektivni. Vybrand metoda s proménnou metrikou musi spliovat
kvazi-Newtonovy podminky a déle musi byt upfesnéno jeji kombinovani s Gauss-Newtonovou
metodou. [8, 9]

Hlavni strategie kombinovani Gauss-Newtonovy metody a metody s proménnou metrikou
je vysvétlena nasledujici nerovnici, kde dochézi k porovnani funkénich hodnot dvou po sobé
jdoucich iteraci xy a xpy1.

F(xy) = F(zg) < OF (), (27)

kde parametr © je libovolna hodnota vyhovujici intervalu 0 < © < 1.

Pokud je tato nerovnice splnéna, nasledujici iterace xpy1 je vypoctena pomoci metody
s proménnou metrikou, v opa¢ném piipadé Gauss-Newtonovou metodou.[9] V ¢lanku [8] je
popsana mj. kumulativni korekce, kdy je aproximace Hessovy matice By pii splnéni nerov-
nice (27) feSena metodou s proménnou metrikou (v pfipadé nasich numerickych experimentt
se jednd o metodu BFGS), v opa¢ném piipadé je nasledujici aproximace Hessovy matice
FeSena jiz zminénou Gauss-Newtonovou, a to

By, = JLJ,, Yk € N.

Nyni si popiSeme algoritmus vySe popsaného kombinovani metod (kumulativni korekci):
Algoritmus Gauss-Newtonovy v kombinaci s BFGS

Je dana funkce f, déle pocatecni bod xy € R", uzivatelem zvolenad hodnota © a zastavovaci
podminka e. Prvni iterace Hessovy matice Hy je vypoctena Gauss-Newtonovou metodou.

1. while || zj41 —z; ||> €

(@) gr = I (xps1) * f(@ps1)
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(b) s =xp41 — xk, kde s je smérovy vektor
(c) if F(z) — F(xgy1) < OF(xp) - pfepinani metod

BFGS metoda

T

T T T
® Byp1 =B+ (1+ g’“g];’;g’“)( S5 ) — (i B+ Brgks

T
g9;. s

) (BFGS)

sTgi
® s=—DBpi1gk
® T =T +ax sT délka kroku a > 0 odhadnuta metodou bisekce

else, v opa¢ném piipadé, pokud nerovnice (27) neni vyhovujici:
Gauss-Newtonova metoda

e By = JIJ, (Gauss-Newton)
® —gi = Bgsk
® Tkl = Tk + ST
end
2. Priblizné feSeni x* = x.

Poznamka 6 Kritérium pro vybér metody (nerovnice (27)) probihd pro kazdou novou iteraci
zZnovu.

Timto jsme popsali jednotlivé optimaliza¢ni metody. Vybrané metody byly implementovany
a v nasledujici kapitole budou podrobeny numerickym experimenttim na testovacich tlohach.
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6 Numerické experimenty

V této casti podrobime vybrané gradientni metody a metody s proménnou metrikou nu-
merickym experimentim. Vybrané metody byly implementovany v prostfedi matematického
softwaru Matlab a budou testovany na jednotlivych tlohach. Vysledky budou okomentovany
a dojde k hodnoceni a porovnani danych metod.

V prvni ¢asti bude testovana jednodussi funkce dvou proménnych na metodé DFP (viz podka-
pitola 4.2), metodé nejvétsiho spadu (STD, viz podkapitola 3.1), déle na metodé sdruzenych
gradienttt (CGM, podkapitola 3.2) a také na jeji Fletcher-Reevesové modifikaci (FR, pod-
kapitola 3.2). Vysledky tohoto testovani budou porovnany s interni funkci matematického
softwaru Matlab, a to konkrétné s funkci fminsearch, jejiz charakteristické vlastnosti a popis
syntaxe jsou popsany zde [10].

V druhé casti experimentovani se zamétrime na problematiku nejmensich c¢tverci, kde je pied-
métem minimalizace rezidui, tedy rozdil naméfenych hodnot od ocekdvanych. Predmétem
testovani bude popula¢ni funkce, kde je v ¢ase t méfena zivocisna populace. V této Casti
také budou testovany implementované metody, a to konkrétné Gauss-Newtonova metoda,
dale kombinace Gauss-Newtonovy metody a metody BFGS (pfepinani metod, viz podkapi-
tola (5.3) a vysledky tohoto méfeni budou porovnavany s interni funkci z prostfedi Matlab,
a to funkci lsgnonlin.[12]

Ve tieti casti bude na vybranych metodéach jako v ¢asti druhé testovana funkce tykajici se
ocetiovani opci za vyuziti Black-Scholesovych rovnic.

6.1 Testovani 1

Jak jiz bylo v tivodu této kapitoly feceno, pfedmétem prvniho testovani bude jednodussi
kvadraticka funkce dvou proménnych, konkrétné funkce

f(x,y) = 1.52% + 8z + 100y* — 2y,

jejiz prostorovy graf muzeme vidét na obrazku 1.

V prostfedi Matlabu probéhlo testovani se vstupnimi parametry, a to konkrétné funkci
f(z,y), dale po¢ateénim bodem z( a zastavovaci podminkou e.
Konkrétné byly vstupni hodnoty nastaveny takto:

2o = [1,1],e = 0,0L.

Mezi kritéria méfeni patiily hodnoty x-ové a y-ové soutfadnice nalezeného minima, déle
funkéni hodnota, pocet iteraci a ¢as vypocCtu, méfeny pomoci funkce tictoc.

7 vysledkd prvniho testovani v tabulce 1 mizeme vidét, Ze nejdale od feseni vypocteného
funkci fminsearch byly vysledky vyhodnocené metodou nejvétsiho spadu, kterd, ackoli potie-
bovala nejvyssi pocet iteraci, a to 10, tak paradoxné trvala nejkratsi dobu. Vysledky metody
sdruzenych gradient a Fletcher-Reevesova modifikace této metody vyhodnotily stejné vy-
sledky i na nékolik desetinnych mist. V ¢em se tyto metody lisily, byl ovsem cas, kdy byla
Fletcher-Reevesova modifikace o skoro celou sekundu pomalejsi, coz je v tomto méritku velka
hodnota.
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Obrézek 1: Funkce 1

Funkce 1 ‘ X-minimum ‘ y-minimum Funkéni hodnota ‘ Pocet iteraci Cas vypoctu ‘
fminsearch | -2.666672521393033 0.010003594952835 | -10.676666665322880 - 0,038778
DFP -2.666666666666665 0.010000000000000 | -10.676767676767676 3 1,265044
STD -2.663953312329464 0.009997738871390 | -10.676655622717758 10 0,125479
CGM -2.666666666666667 0.010000000000000 | -10.676666666666666 2 0,224142
FR -2.666666666666667 0.010000000000000 | -10.676666666666666 2 1,218367

Tabulka 1: Testovani 1

Na nasledujicich obrazcich mizeme vidét cestu k dosazeni namérené hodnoty z tabulky 1.
V grafech jsou znazornény jednotlivé iterace od pocatecniho bodu, az k dosazeni minimalni
hodnoty. Déle miizeme na obrazcich vidét také jednotlivé hladiny funkce f(x,y).

Metoda DFF Metoda nejvétsiho spadu
T T T T T T —
=" hladiny
®  jednotlivé iterace [
* pinimurm

=" hladiny

1.5 *  jednotlivé iterace |{

1 x minimum
1,——/—__—*—__\-81_;

r——_?_’_———_\_*_———k___\_-

Obrazek 2: Metoda DFP Obrazek 3: Metoda nejv. spadu
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Metoda sdruZenich gradienti Metoda sdr. gradientd - Fletcher-Reeves

i — I . : . e —
= hlading =" hladiny
08 % jadnntlivé iterace [ ot % jednotlivg iteracs [
. X minimum X minimum
04 1 [
02 1 [
= 0Of X - 1 = F
02 1 . L
04 ~ K F
06
08
1 T J
3 2 1 0 1 2 3 3
* X
Obréazek 4: Metoda sdr. gradientt Obrazek 5: Fletcher-Reeves

Na téchto ctyfech obrazcich jsme mohli vidét znazornéni metod a jednotlivych iteraci,
kterak se od pocatecniho bodu xy dostali na naméfenou hodnotu, ktera byla zaznamenana
do tabulky 1.

6.2 Testovani 2

V druhé casti nasich numerickych experimentti se zaméfime na minimalizaci souctu ctverct
funkci, jak bylo zminéno v podkapitole 5.1. Inspiraci pro testovani ndm byla populacni iloha
[13].

Pro ptiklad mame k dispozici tato data {(t;, yi)}";, obsahujici velikost zivo¢isné populace
v rizném case. Predpokladejme data:

t: 1 2 4 5 8

yi: 3 4 6 11 20

cas t je zde méren v letech a velikost populace y ve stovkach. Je obvyklé pouzit na tuto
popula¢ni problematiku exponencialni model, jako vhodné prolozeni bodu v grafu. Proto
i zde byl pouzit exponencialni model, konkrétné

~ xot;
Yi = x1evr,

pro odpovidajici vybér parametri x; a xo.

V modelu nejmensich ¢tvercti budeme minimalizovat rezidudlni soucet, ¢ili odchylku na-
méfenych hodnot od ocekavanych. Podle kapitoly 5.1 bude minimaliza¢ni funkce vypadat
takto:

5
min f(z1,x2) = Z(xlex"’ti — )2 (28)
1,22
k=1
a jednotliva i-ta funkce takto
Sz, 2) = m1™% — ;. (29)
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Na néasledujicim obrazku je ilustrovan exponencialni model populac¢ni funkce, kde jednot-
livé body pochéazeji z dat, ktera jsou obsazena v tabulce v této kapitole.

Populacni dloha
ki) T T T

T T T
X jednotlivé body
exp. kiivka

30

25+

20F

Populace [stovky]

Cas [raky]

Obrazek 6: Populac¢ni tloha

Minimalizace této funkce byla provedena interni matlabovskou funkci Isqnonlin, jejiz syntaxe
a vlastnosti jsou popsany zde [12].

Vysledky vypoctené touto funkci budou porovnany s vysledky, které nam vynese Gauss-
Newtonova metoda a také s vysledky kombinované metody, kde se na zakladé porovnavani
funkénich hodnot prepind Gauss-Newtonova metoda s metodou BFGS, popsané v sekci 5.3.

Metodou Ilsgnonlin jsme fesili minimalizaci funkce z predpisu (28), které je souc¢tovou funkei
jednotlivych funkei pochazejicich ze vzorce (29), a obsahujici data z tabulky z této kapitoly.
Pocéateénim bodem z( byl zvolen bod o soufadnicich [1,1].
Vysledné minimum mé tyto souradnice:

Tmin = (2.541043505623090, 0.259504925945667).
Funkéni hodnota v minimu x,,;, vysla

[ (@min) = 4.494261250455289.

K tomuto minimu do$la funkce v celkové 19. iteraci. Funkéni hodnoty jednotlivych iteraci
jsou pro lepsi piehled ulozeny v textovém souboru ”lsqnonlinvysledky.tzt”, ktery je soucasti
CD.

Vysledky vypoctené funkci Isqnonlin porovname s Gauss-Newtonovou metodou, dale s meto-
dou BFGS a také s kombinaci téchto metod, specialni metodou (s kumulativni korekei), ktera
prepind pro vypocty jednotlivych iteraci pravé mezi Gauss-Newtonovou metodou a metodou
BFGS, na zakladé porovnani poslednich funkénich hodnot, viz sekce 5.3.
Vysledky méfeni pfi vstupnich parametrech

zo = [1,1],e = le — 06

nejlépe shrnuje nésledujici tabulka:
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Testovani 2 X_min

Isqnonlin 2.541043505623090 | 0.259504925945667 | 19 0.222944
Gauss-Newton | 2.541045661755548 | 0.259504802435437 | 12 0.010899
GN&BFGS 2.541045661736715 | 0.259504802436516 | 13 1.795268

Tabulka 2: Testovani 2, populac¢ni funkce

Z vysledki v tabulce 2 vidime, Ze nami namérené hodnoty pomoci Gauss-Newtonovy
metody a dale metody zalozené na prepinani metod, vysly takika totozné, lisily se az na
dvanactém desetinném misté, coz bylo jisté zpiisobeno hodné malou zastavovaci hodnotou e.
V ¢em se metody lisily, byl ¢as vypocétu, kde metoda kombinovana trvala skoro o dva dese-

tinné rady déle.

Nyni bude zajimavé si ukazat fungovani nasi hlavni metody (metoda s pfepindnim, déle
jen GN&BFGS) béhem jednotlivych iteraci, kde bude znézornéno, ve které iteraci byla jaka
metoda pouzivana, viz nasledujici tabulka. Volitelna hodnota 6 byla nastavena na 0,1.

Iterace ‘

y-min

1 Gauss-N 0.197370674798469 | 0.976166782723002 | 2.17614101e+4-05
2 Gauss-N 0.220839916829515 | 0.841441258389290 | 27306.315735
3 Gauss-N 0.411622453031570 | 0.621943297668367 | 1585.146835
4 Gauss-N 1.051325658235525 | 0.344581268979388 | 47.268807

5 Gauss-N 2.396176769511444 | 0.211887118022670 | 65.260799

6 Gauss-N 2.421998504437998 | 0.279771452427857 | 10.858248

7 BFGS 2.421999888523000 | 0.279775091133585 | 10.861802

8 Gauss-N 2.541579385636456 | 0.260001839294120 | 4.502416

9 Gauss-N 2.541381456756746 | 0.259486603279795 | 4.494262

10 Gauss-N 2.541033065738562 | 0.259505522387114 | 4.494261

11 Gauss-N 2.541046180968061 | 0.259504772704801 | 4.494261

12 Gauss-N 2.541045661736715 | 0.259504802436516 | 4.494261

Tabulka 3: Testovani 2, zg = [1,1],0 = 0.1

V tabulce 3 bylo znazornéno testovani nasi kombinované metody. Je nutno podotknout,
ze volba vstupnich parametri je vysoce citliva. Pokud zvolime hodnotu € jesté nizsi (0.0001),
ukonéi se itera¢ni proces drfive, na 8. iteraci metodou BFGS. Naopak pii vétsi hodnoté 6
dochézi k vypoctu jen pres Gauss-Newtonovu metodu. D4 se Tici, Ze ¢im vétsi presnost vyza-
dujeme, ¢ili zmensujeme hodnotu €, tim vice se v iteracich objevuje Gauss-Newtonova metoda.
Vsechna tato tvrzeni mohou byt pfedmétem dalsiho zkoumaéni.

Na dalsich dvou obrézcich si vypocty jesté graficky zndzornime, bude mozno vidét hladiny
souctové funkce a k tomu jednotlivé iterace a zobrazeny finalni bod.
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Gauss-Newtonova metoda QN & BAFS

=52 hladiny funkes
1 ¥

o ¥ jednotlivé iterace
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Obrazek 7: Gauss-Newtonova metoda Obrazek 8: Komb. metoda GN& BFGS

Timto bychom zakondéili testovani popula¢ni tlohy, kde nam jednotlivé metody moc roz-
dil nepfinesly, snad jen ¢asové, kombinovand metoda prepinani trvala jednoznac¢né nejdelsi
dobu, coz bylo prekvapivé zjisténi, jelikoz jsme ¢ekali, Ze prepinani metody méa hledani urych-
lit. Casovy rozdil jednotlivych metod vSak miize byt zpiisoben neefektivni implementaci.
Podle naseho experimentu neméa vyrazny vliv na hledani minima ani hodnota 6, kde hodnoty
prakticky v celém jejim definiénim oboru upfednostnuji hleddni pomoci Gauss-Newtonovy
metody.

6.3 Priklad z praxe

Nyni si ukdzeme prakticky piiklad pouziti metody na nelinedrni nejmensi ¢tverce. Konkrétné
se bude jednat o ocenovani opci na nejvétsim némeckém burzovnim indexu DAX, konkrétné
z dat z 15. kvétna 2015, ktera jsou soucasti prilozeného CD.

Evropskad opce je smlouva mezi prodavajicim a kupujicim, kterd dava kupujicimu pravo
prodat nebo koupit od prodavajiciho konkrétni aktivum za konkrétni cenu K (strike) kdykoliv
az do data vyprseni kontraktu 7' (maturity). [23]

Cena evropské opce je dana Black-Scholesovou formuli

Cps(o) = ®(d1)Sy, — P(da)Ke ™",

i = U\lﬁ [In(i?) +(r + ”22)7] ,

dy =dy — o/,

kde ® znac¢i kumulativni distribu¢ni funkeci norméalniho rozdéleni

—t2/2

r znacl rizikové neutralni trokovou miru,
T je ¢as do expirace (maturity time)
a o znaci volatilitu.
Volatilita ozna¢uje miru kolisani hodnoty aktiva nebo jeho vynosové miry (obvykle jako
smérodatnou odchylku téchto zmén béhem uré¢itého éasového tseku). [25]
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Rocéni volatilita o je smérodatnd odchylka logaritmd vynost aktiva v prtibéhu 1 roku.
Obecna volatilia o7 pro casovy tsek T' v letech je vyjadiena jako:

or :(T\/T.

Implikovana volatilita je takovd nezdpornd hodnota o (urcena jednoznaé¢né), pro kterou
je trzni cena opce C rovna modelové cené s touto hodnotou parametru o, tj.

C = Cps(0). (30)

V prvni ¢asti se podivame na testovani podobné tlohy jako v pfripadé populacni funkce
v podkapitole 6.2. Opét se budeme snazit co nejlépe prolozit kiivku jednotlivymi body, znacici
trzni data. Jedna se o Sikmost (skew) tzv. volatility povrchu (surface) pro hodnoty K rovny
(ATM - at the money) aktudlni cené podkladového aktiva (spot).

Podle [24] muze byt ATM sikmost aproximovana funkci
(1) = AT,

kde 7 je zbyvajici ¢as do doby expirace A a « jsou neznamé parametry. Nasim tkolem
bude z dostupnych dat odhadnout hodnoty parametri A a a. Opét budeme porovnavat
Gauss-Newtonovu metodu, metodu zaloZenou na prepinani mezi metodami BFGS a Gauss-
Newtonovou a interni funkci lsgnonlin. Vstupni parametry jsou stejné jako u predchoziho
testovani.
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Obréazek 9: ReSeni metodou Obrazek 10: Reseni G-N me- Obrazek 11: Reseni pomoci
Isqnonlin todou GN&BFGS

Na obréazcich miZeme pro ilustaci vidét jednotlivé ATM volatility v ¢ase T'. Z tabulky 4
vyCteme namérené hodnoty parametru «, dale hodnoty rezidui a pocet iteraci.

Metoda alpha rezidua pocet iteraci

Isqnonlin 0.459265 1.000476e-06 4
Gauss-Newton 0,458010 0.0000005 8
GNBFGS 0,458010 0.0000005 8

Tabulka 4: Testovani ATM volatility

Z vysledka v tabulce 4 vidime, Ze hodnoty parametri naméfené nami implementovanymi
funkcemi byly prakticky totozné, obé potifebovaly osm iteraci k dosazeni této hodnoty.

26



V druhé ¢asti testovani praktické tlohy se podivame na SVI model [24] volatility povrchu,
charakterizovaného funkci

f(ajb,p,m,a):a—l—b{p(k:—m)—f—\/(k:—m)Q—l—UQ}, (31)

kde
k=K/S,,

je hodnota tzv. moneyness vyjadiujici vztah mezi realizacni cenou opce a cenou podkladového
aktiva. [26]

Parciélni derivace podle jednotlivych proménnych (a, b, p, m, o) vypadaji takto:

af
da
of
b
of
dp

of

87f bo
do (k—m)2+o2

p(k—m) + (k—m)2+02},

b(k —m),

Dvé nami implementované metody nesly pouzit, protoze jsou zde omezeni pro jednotlivé
proménné (a,b, p,m,o) (viz ¢lanek [24]) a my FeSime nepodminénou optimalizaci. Ptvodni
predstava se nepotvrdila, rezidua uz v druhé iteraci vysla zdporné, coz nedava smysl. Proto
na obrazku 12 je vyobrazena zavislost parametri pouze pomoci funkce Isqgnonlin.

03r
028
026}
024}
0.22f

02

018f

01ef

0.3 VD.‘Q —D.‘W 6 D.‘1 DI2 Dl3 D.‘d
In(K/S,)

Obrazek 12: SVI metodou lsqnonlin

Na obrazku 12 je zobrazena hodnota volatility o v zavislosti na hodnoté logaritmu moneyness.
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7 Zavér

V této praci jsme se zabyvali nepodminénou optimalizaci. V teoretickém tvodu jsme si za-
definovali pojmy jako gradient nebo Hessova matice, se kterymi bylo v pribéhu celé prace
pracovano. Dale jsme provedli ivodni resersi gradientnich metod a metod s proménnou met-
rikou.

V kapitole 3 jsme se zamérili na klasické gradientni metody a jejich vlastnosti. Po itvodu do
této skupiny jsme se zamérili na metodu nejvétsiho spadu a popsali jeji algoritmus. Na tuto
metodu jsme navazali metodou sdruzenych gradientt, kde jsme po vysvétleni algoritmu uvedli
dvé modifikace, a to Fletcher-Reevesovu a Polak-Ribierovu. Na zavér této kapitoly jsme se
zabyvali konvergenci itera¢nich metod.

Hlavnim cilem kapitoly 4 bylo popsat metody s proménnou metrikou. Po popsani specifik
téchto metod jsme se zabyvali jednotlivymi metodami DFP a BFGS, kde jsme u obou popsali
algoritmus a hlavni vlastnosti. Na zavér jsme zminili piiklad Broydenovych metod, konkrétné
jakousi linearni kombinaci dvou zminénych metod s proménnou metrikou.

V nasledujici kapitole jsme se zamérili na tlohu nelinearnich nejmensich étverct. Nejdrive
jsme popsali zdkladni myslenku a cilovou funkci, poté jsme uvedli nejzndméjsi metodu na ne-
linearni nejmensich ¢tverct, a to Gauss-Newtonovu metodu a popsali jeji algoritmus. V dalsi
¢asti této kapitoly jsme se zamérili na kombinaci Gauss-Newtonovy metody a metody BFGS,
urcéené pro ulohu nelinedrnich nejmensich ¢tverci. Vysveétlili jsme princip pfepinidni metod
a popsali jejich algoritmy.

V kapitole 6 jsme podrobili vybrané metody numerickym experimenttim. V prvnim testovani
jsme na jednoduché kvadratické funkci porovnali metodu DFP, nejvétsiho spadu, sdruzenych
gradienti a jeji Fletcher-Reevesovu modifikaci. Porovnavali jsme dosazené vysledky s interni
matlabovskou metodou fminsearch. Souradnice dosazeného minima i funkéni hodnoty se lisily
jen velmi drobné, presto nejvzdalenéjsi hodnoty od hodnot metody fminsearch méla metoda
nejvétsiho spadu. Casové na tom byly nejhiif metody DFP a Fletcher-Reevesova modifikace.
Pro presnéjsi hodnoceni by bylo zapotiebi vice testovacich funkci, protoze nékteré metody
mohly byt naimplementovany méné efektivnéji.

Predmétem druhého testovani byla tloha na nelinedrni nejmensi ctverce. Konkrétné se jed-
nalo o praktickou tlohu tykajici se zivoc¢isné populace. Zde jsme porovnavali vysledky Gauss-
Newtonovy metody, dale metody zaloZené na piepinani Gauss-Newtonovy a BFGS metody
s interni funkci Isgnonlin. Vysledky obou nasich implementovanych metod byly takika stejné,
lisily se az na dvanactém desetinném misté. V ¢em se ale vyrazné lisily, byl cas, kde me-
toda s pfepinadnim trvala mnohem delsi ¢as, coz bylo oproti prvotnimu ocekédvani, ze princip
prepinani hleddni minima urychli. Ve vysledku naseho experimentu nam piepnuti na BFGS
metodu spise uskodilo, coz jsme mohli vidét v tabulce 2. Jak jiz bylo feceno, pro dévéryhod-
néjsi tvrzeni by bylo potfeba vice testtl.

V tfeti ¢asti nasich experimentl jsme se zamérili na praktickou tlohu z finan¢éniho prostiedi

tykajici se ocenovani opci. Po kratkém tivodu do problematiky jsme se snazili odhadnout
z dostupnych dat nezndmé parametry aproximujici funkce. Opét jsme srovnali vysledky vy-
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hodnocené metodou Ilsqnonlin, Gauss-Newtonovy a prepinaci metody. Vysledky poslednich
dvou zminénych se takika nelisily, jen metoda Ilsqnonlin provedla o polovinu iteraci méné.
V posledni ¢asti jsme se podivali na SVI model volatility povrchu a snazili jsme se charakteri-
zovat zavislost mezi volatilitou a hodnotou moneyness. Rozumné vysledky jsme vSak dostali
pouze pomoci funkce Isgnonlin. Nami implemetnované metody byly vytvoreny pro nepodmi-
nénou optimalizaci a zde bylo mnoho omezujicich podminek.

Urcité by se dala naznacit tprava metod pro tlohu hledani vSech lokéalnich extrémi na uve-
dené oblasti, ale vzhledem k velkému rozsahu jiz implementovanych metod mtze byt toto
téma prikladem navazéni na praci.

Béhem prace nas napadlo mnoho dalSich naméti k pfipadnému rozsiteni prace. Jednim z nich
je napriklad dalsi testovani jednotlivych metod, které by odhalilo vice dikazi pro jejich
hodnoceni. Dalsim nidpadem je vétsi zameéfeni na jiné typy Broydenovych metod. VSechny
tyto nameéty by mohly slouzit k pfipadnému dalsimu zkoumani.
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A Priloha

Jako prilohu pfiklddam CD-ROM, na kterém se nachézi:
e plny text prace (.pdf)
e kédy jednotlivych metod (.m)
e soubor s vysledky méteni (.txt)

e data pro praktickou ¢ast (.mat)
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