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Uvop

Jako téma své bakalarské prace jsem si vybral Cantor-Bernsteinovu vétu. Podle mého je tato
véta SirSi verejnosti pomérné neznama, protoze nebyla predmétem studia na stfedni Skole
ani na gymnaziich. Néktefi studenti se s vétou sezndmi az pfi svém vysokoskolském studiu,
néktefi se s ni neseznami nikdy navzdory tomu, Ze je zakladnim pilifem vSudypfitomné teorie
mnoZin. Pfimo na Cantor-Bernsteinovu vétu se zaméruje sedma kapitola, kterd je pro tuto
praci stéZejni.

Bakalarska prdace je rozdélena do Cétyr kapitol, pricemz prvni kapitola popisuje cestu historii
vedouci k vystavbé teorie mnozin.

Ve druhé kapitole je rozebrana problematika Cantorovy naivni teorie mnozin a kardindlnich
Cisel.

Treti kapitola je vénovdna Cantorové-Bernsteinové vété. Jsou zde uvedena néktera

ekvivalentni znéni a nékteré typy dlkaz(, které vedou k potvrzeni véty. Dlikazy jsem volil tak,

aby kazdy vétu potvrzoval pomoci prostiedk( z rliznych odvétvi matematiky.

Posledni, c¢tvrtad kapitola se vénuje mozZnostem analogie Cantor-Bernsteinovy véty v teorii

Abelovych grup. Pfevazna ¢ast je vénovana budovani teorie Abelovych grup.

Tato bakaldrska prace by se i pres nékteré odborné terminy snazit popularizovat matematiku

a v historické ¢asti ukazat nesmirnou praci matematikd historie.



1 HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

1.1 PROBLEM NEKONECNA V ANTICE

Teorii mnoZin jak ji zname, mlZeme povazovat za zakladni kdmen mnoha
matematickych disciplin, které na ni stavi. Je zajimavé, Ze teorie mnozin se v jakési podobé
projevuje uz na zakladnich skolach.

Z4ci nemaji problémy pochopit, 7e pfimka je nekoneénd a nijak se nad touto skute¢nosti
nepozastavuji. Stejné tak jim necini potize vstfebat myslenku, Ze vesmir je nekonecny.
Ovsem principy, které dnes ucime jiz malé déti, se zacaly rozvijet az v druhé poloviné
devatendactého stoleti. NeZz se ovSem tato teorie dostala do dnedni podoby, museli
matematici, ktefi se ji zabyvali, prekonat mnoho prekazek.

Tyto prekazky nejsou pouze charakteru matematického, ale mnoho matematik( se potykalo
také s otdzkou viry. K pochopeni vzniku teorie mnozin se musime vratit az do doby antiky.

Jiz recti filosofové a ucenci nardzeli na problém nekonecna. Jiz oni si dobre
uvédomovali, Ze napfiklad mnoZina vSech pfirozenych Cisel [1 je nekonecnd. Nedokazali se
ovsem smifit s myslenkou, ktera je jisté paradoxni, Ze i toto nekonec¢no se da uchopit jako
,hotovy” objekt.

Aby se vyhnuli témto paradoxiim, obchazeli pojem nekonecno jednoduchym vyjadienim, ze
prirozenych Cisel je vice, nez muZe kdokoli vymyslet. llustrace této myslenky je snadna.
Pokud nékdo fekne libovolné velké pfirozené Cislo n , dokazi mu Fici Cislo vétsi a to prostym
prictenim jednic¢ky tj. n+1 . On moje Cislo miZe napadnout dalSim o jednu zvétSenym t;j.
n+2 a takto mOZeme pokracovat nekonecné dlouho. Tato ilustrace muZe tedy byt
interpretovdna i tak, Ze nejsme schopni vypsat vSechna pfirozena Cisla n. Tento proces, kdy

nejsme schopni dosahnout néjaké meze, popisuje tzv. potencialni nekonecno.



Jednim z pfikladd boje antickych ucdencli s problémem nekonecna je zndma
Zenonova® aporie s ndzvem ,Achilles a Zelva“. Achilles, ktery je nejrychlej$im b&icem da
pomalé Zelvé naskok. Kdyz Achilles dobéhne do bodu B, ze kterého startovala Zelva, ta se jiz
posunula o kousek dal do bodu C . Kdyz Achilles dobéhne do bodu C, Zelva je jiz o kousek
dal a takto se situace opakuje a Achilles nikdy Zelvu nepredbéhne.

Problém, ktery Zendn predkladd, by znamenal, Ze Achilles by musel v kone¢ném case

—f e
”é .

1-Achilles a zelva

urazit nekonecéné useku.

Vysvétleni této ulohy spociva v tom, co Zendn odmital pfipustit, a sice Ze i s nekone¢nem se
da pocitat. Tuto ulohu by zajisté vyresili jiz studenti na stfednich Skolach se znalostmi
zakladl teorie nekonecnych rad. Nejedna se totiZz o nic jiného nez o soucet geometrické
rady.

My v dnesni dobé chapeme toto nekonecno jako ,zavrsené”, ve své definitivni formé.
Takovému nekonecnu potom rikdme aktudlni nebo faktické.

Potencialni nekoneéno se projevuje i vantickych predstavach o nekonecnosti
vesmiru. Stafi myslitelé totiz vesmir povazovali za jakousi kone¢nou sféru. A stejné jako u

prikladu s pfirozenymi Cisly nikdo nemohl fici, jaky ma tato sféra polomér.

1Zen6n z Eleje (cca. 490 p. n. 1. — cca. 430 pi. n. 1.) byl predsokratovsky fecky filosof; naleZi k jihoitalské tzv.
elejské Skole, jejiz vidCi postavou byl Zénontiv ucitel a pritel Parmenidés. Jiz od antiky je znam piedevsim diky
svym paradoxim, které mely podpoftit Parmenidovo uceni a popfit u¢eni Pythagorovo.
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1.2 SMYSLENi O NEKONECNECH VE STREDOVEKU

V 13. stoleti se spory o nekonecnech jaksi pfenasely na BoZi jsoucnost a moc. Zde
je myslen BUh krestansky, kterého se soudobi myslitelé pokouseli vynést nad vSechny
moznosti chapani nebo jako je tomu v pfipadé Tomase Akvinského? jej pfiblizit lidskym
bytostem a uchopit, pfipadné svazat jeho nekone¢nou moc.

Zastdncem prvniho tadbora byl sv. Augustin®, ktery ve své knize O MESTE BoZim
pfitazuje Bohu schopnost nahlizet na potencidlni nekone¢na jako na konecné véci.
Odkazuje se zde na paradox o stvoreni svéta, ktery by nastal, pokud by tomu tak nebylo.
Pokud Buh stvofril kazdé stvoreni, potom je nutné fFici, Ze i pfes pocetnost druhl je
nekone¢né mnoiZstvi jedincl od sebe rGznych v kazdém takovém druhu. Buh tedy
nekonecné pocty ovlada a tim je jeho moc neomezend. Tedy pfi stvoreni svéta mohlo
dojit k tomu, Ze VSechny véci jsi mife a poctu usporadal.

Tomas Akvinsky na druhou stranu moznosti Boha a tim i jeho nekonecné moci a
védeéni svazal a piSe, co Blh podle rozumovych spor(l mlze a nemuze. Uzavrel tedy jeho
moc do jakési sféry rozumu a nabizi se otazka, zda je v moci BoZi obsazeno nekonecno
aktualni.

Tento problém vyresil Tomas Akvinsky tak, Zze Bohu dal schopnost nahlizet na nekonecno
aktualni jako na celek. Ne tedy k nému prechazel od nekoneéna aktualniho, jak tomu v té
dobé bylo. Bih tedy vidi nekone¢no podobné, jako c¢lovék vidi vSsechna okna na domé
naraz, aniz by musel kazdé z nich zkoumat postupné. Akvinsky tedy aktualni nekonecno
pfipisoval pouze Bohu a vredlném svété ho vyloucil. Pripustil pouze nekonecno

potencialni jako jakousi moZnost dotykat se BoZziho majestatu.

’Sv. Tomas Akvinsky je jednim z nejproslulejsich predstavitelti sttedovékeé teologie a scholastiky.
3Augustinus, zvany téz ,ucitel Zapadu®, je jeden z nejvyznamnéjSich ran¢ kiest'anskych filozofi a teolog,
predstavitel latinské platonsky orientované patristiky.
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1.3 GALILEUV PARADOX A DRUHA KRIZE MATEMATIKY

Chépani nekonecna, které bylo zavedeno v antice, pretrvdvalo dlouha staleti a
nikdo si netroufl oprostit se od potencidlniho nekoneéna a pokusit se zkoumat nekoneéno
aktualni.

1.3.1 GALILEOV PARADOX

Na problém nekoneéna narazil i Galileo Galilei* ve své knize nazvané Matematické
rozpravy a pokusy tykajici se dvou novych véd (Discorsi e dimonstrazioni matematiche,
intorno a duenuove scienze, Holandsko 1638). Preklada zde problém, zda je vice celych
Cisel nebo jejich druhych mocnin. Pfedstavme si fadu kladnych celych cisel 1,2,3,4... a s ni
fadu jejich kvadratl 1,4,9,16... Je zfejmé, Ze ne vSechny druhé mocniny vyplni mnozinu
kladnych celych cisel. Proto by kvadratl mélo byt méné (mnohem méné pokud vezmeme
do uvahy rychlost rlistu druhé mocniny). Ovsem kazdému kladnému celému Cislu nalezi
jeho druha mocnina. Proto by méla mnoZina celych kladnych Cisel a jejich ¢tverca stejné
velka.

A zde se dostavame do paradoxni situace, kterd popira 8. EuklidGv’ axiom, ktery fika, ze
celek je vétsi nez jeho ¢ast. Tento problém Galilei nastinil v rozhovorech se svym pfitelem
Salviatinim, ktery dialog uzavirad prohlasenim, ze ,Vlastnosti rovnost, vétsina, mensina,
platici mezi kone¢nymi veli¢inami, nemaji misto tam, kde se uvaZuje nekonecno.”

1.3.2 DRUHA KRIZE MATEMATIKY A JEJi RESENI

Takovy byl tedy vyvoj predstav na pocatku 17. stoleti. Problematika se ovsem méla
zahy zkomplikovat, kdyZ na scénu prichazi diferencidlni pocet. | kdyz byla tato teorie
nezdvisle na sobé sestavena pany Newtonem a Leibnitzem, oba vychazeji z pojmu
nekonecné malého Useku nebo veli¢iny. Nejasnosti v samych zakladech této védni

discipliny vedli posléze k situaci, kterou dnes popisujeme jakou druhou krizi matematiky.

*Galileo Galilei (1564-1642) byl toskansky astronom, filosof a fyzik t&sné spjaty s védeckou revoluci. Mezi
jeho uspéchy fadime vylepSeni dalekohledu, rozmanita astronomicka pozorovani, prvni z Newtonovych
zékont pohybu a u¢innou podporu Kopernika.

S5Euklidés byl vynikajici anticky matematik. Zabyval se snad vS§emi oblastmi matematiky. Nejvice ho
proslavilo 13 knih zakladti matematiky Stoicheia(latinsky Elementa), ve kterych shrnul veskeré poznatky
tehdej$i matematiky. Snazil se o systematickou vystavbu matematiky pomoci axiomu a definic, z nichZ by se
deduktivné odvozovaly dal$i poznatky.
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Do této doby nebyl nikym objasnén pojem nekonecné maly, ovSem soudobi
matematikové a jini védci se spokojili stim, Ze vysledky ziskané touto metodou jsou
aplikovatelné.

Redeni problému nastinil d’Alembert®, ktery odmitd pojem nekoneéné maly
jakozto nejednoznacny prechod mezi nécim a nicim, ve své praci, ktera je zarazena do dila
Encyklopedie, jejimZ hlavnim vydavatelem byl Denis Diderot. Zde pretvari Newtonuv zapis
x+dx, kde dx je onen nekonec¢né maly pfirGstek ve formulaci x+Ax, kde Ax je
konecény pfirlstek nazyvany h. Ve svych pracich d’Alembert zasadné mluvi o limité
konecnych veli¢in. Proto diferencialni koeficient chapal nikoliv jako podil nekonecné

malych ¢asti, ale jako limitu poméru konecnych velicin.

®Jean BaptisteLe Rond d'Alembert (1717-1783) byl francouzsky matematik a fyzik, osvicensky filosof, &len
francouzské, berlinské a petrohradské akademie véd.
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1.4 BERNARD BOLZANO, PRAOTEC TEORIE MNOZIN

2-Bolzaniv portrét

1.4.1 ZivoT B. BOLZANA

Celym jménem Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano je zndm predevsim
jako némecky mluvici ¢esky matematik, teolog a revolucionar.
Cesky ndrod, jeZ jeho pfinos svétové matematice ponékud opomiji, respektive zapomina,
zna Bolzana predevsim jako osviceného reformniho myslitele. Zbytek svéta paradoxné
tento jeho pfinos odsunuje a Bolzano je pro néj predevsim vynikajicim matematikem a
skvélym logikem.

1.4.1.1 MIadi a studia

Bernard Bolzano se narodil 5. fijna 1781 v Praze. Rok 1781 je nevice spojovan se
zrusenim nevolnictvi a jakymsi meznikem mezi hrubé religionistickym barokem a nové
prichozim osvicenstvim.

Bolzanovymi rodici byli jeho otec Bernard, ktery se narodil v Italii, ovSem uzZ od détstvi Zil
v Cechdach a byl obchodnikem s uméleckymi pfedméty. Pravym opakem Bernardova otce-
obchodnika byla jeho matka Cecilie, jez vétSinu svého mladi stravila v klastefe a za

Bernardova otce se provdala pouze z povinnosti.
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Pokud vezmeme do Uvahy uz samotnou nabozenskou a nazorovou rozdilnost obou
rodi¢l, neprekvapi nds rozpolcena Bolzanova osobnost. O to vice byla tato osobnost
formovdna v détstvi, kdy spolu se svym bratrem prezili jako jedini dva z dvanacti
sourozenc(. Ani Bolzanovi se nevyhnuly zdravotni komplikace.

Od raného mladi trpél silnymi bolestmi hlavy a o par let pozdéji se u néj projevila
tuberkuldza. S touto zradnou nemoci zapasil cely Zivot.

Po ukonéeni gymndzia na Prikopech nastoupil Bolzano v patnacti letech na tfilety
filosoficky kurz, ktery absolvoval s vynikajicimi vysledky. Po ukonceni kurzu ovSem
Bolzano vahal, kam by se méla ubirat jeho budoucnost.

Jeho otec chtél, aby prevzal obchod, ale to Bolzana, ktery se natolik zamiloval do védy,
bylo nepfipustné. O to pozoruhodnéji plsobi jeho rozhodnuti vénovat se teologii. | toto
rozhodnuti ovsem doprovazela nejistota, kterd pramenila z nesouhlasu otce a vlastniho
premysleni, které povolani by bylo pro ,nejvyssi blaho spolecnosti“. Na studiich jiz od
pocatku zmital mezi rozumem a virou. Odmital slepé poslouchat ndbozenskd dogmata a
pravdam bez blizsiho ovéreni. Proto celou viru katolického krestanstvi chapal spise jako
jakousi mravni nauku, jez zuslechtuje ¢lovéka. Paradoxné se timto stal kacifem, jelikoz
vira v Boha samotného pro néj byla nepodstatnd a bral ji jako moralni kodex, jez

zuslechtuje evropské obyvatelstvo.

Promoval v roce 1805 a téhoz roku byl uveden jako profesor nabozenské védy na
filosofii. Nikdo v té dobé jisté netusil, jak se Bolzanova kariéra vhledem k jeho smysleni
bude ubirat. Bolzano, jen o par let starsi nez jeho posluchaci, nebyl mezi studenty od
zaCatku oblibeny. Bylo to také jisté pro to, Ze tfilety kurz teologie byl pro studenty
povinny. Nové nastupujici generace jiz byla silné ovlivnéna svétovymi encyklopedisty
(zejména Voltairem a Holbachem) a otézka viry jim ptisla prezitd, mozna i smésna.

Bolzano s nulovymi pedagogickymi a fecnickymi zkusenostmi si ovsem posluchace
dokazal ziskat tématy, o kterych mluvil a zejména svymi nazory. Jeho jedinou povinnosti
nebyly tyto prednasky, ale i zaroven nabozenské promluvy, které nahrazovaly bohosluzby.
Na téchto promluvach, které jsou nazyvané exhorty, oslovoval Bolzano Sirsi verejnost.

Hlavnim Ukolem, jez sdm sobé zadal, bylo ziskavani vzdélané vrstvy pro katolickou

cirkev. Tohoto ukolu se oviem zhostil zpUsobem sobé vlastnim a upadl v nemilost cisare.
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Presnéji feceno v jednoho strazce poradku, jimz byl cisafGv osobni Iékar dr. Stifft. Tento
spor se tahl az do roku 1819, kdy cisaf FrantiSek I. sesadil Bolzana z jeho pozice. O rok
pozdéji, kdy se uvaiuje o Bolzanové uvéznéni v klastefe, do sporu vstupuje Josef
Dobrovsky a svymi ostrymi dopisy haji Bolzana’. Tomu bylo v roce 1820 zakazano uéit a
ponechdna renta.

Od roku 1820 Zije Bolzano spiSe v Ustrani a vénuje se védecké praci. Ani jeho
odchod z akademické obce nezastavil stihani za jeho ndzory. Proto vétSina jeho praci
zUstala pouze v rukopisech. O téchto dilech blize pojednava dalsi podkapitola. Valnou ¢ast
svych praci vytvorenych mimo akademickou obec piSe Bolzano v Téchobuzi, kde bydlel u
svych pratel Anny a Josefa Hoffmanovych. Zejména Anna se stala vyraznou osobou jeho
zbyvajiciho Zivota, kdyZ Bolzanovi v jistém smyslu nahrazovala matku.

Bolzano si na ,vyhnanstvi“ nikdy nestéZzoval. Pravé naopak byl rad, Ze se m(ize soustredit
na praci. V Téchobuzi napsal mimo jiné i své monumentdlni dilo Védoslovi, utopické dilo
Knizka o nejlepSim staté a pro budouci matematiky dilo asi nejvyznamnéjsi Paradoxy

nekonecna.

1.4.2 DiLo B. BoLzANA

V této podkapitole rozebereme trochu dlkladnéji stéZzejni dila Bolzanova. Jak jiz
bylo zminéno, byl Bolzano stihdn i po zbaveni profesury a vétSina jeho dila skoncila
v rukopisech. To je také hlavni divod, proc byl soudobymi matematiky tolik prehlizen a

nedocenén.

1.4.2.1 Védoslovi-Pokus o zevrubny a prevazné novy vyklad logiky se stalym zietelem k
drivéjSim zpracovatelim
Spis Védoslovi vydal Bolzano vroce 1837 a rozsahové se jedna o 2400 stran

roz¢lenénych do péti dili: Fundamentdlni nauka, Elementdrni nauka, Teorie poznani,

Heuristika a Vlastni Védoslovi. Bolzanovi byla jasna narocnost a délka spisu, proto cely

vvvvvv

"Zde si mizeme v§imnout paradoxu, ktery vzniké, kdyz Bolzana haji &esti nacionalisté v &ele s Dobrovskym.
Ty totiz Bolzano kritizoval ve svych exhortach a dohady o jazyku povazoval za pfekazku na cesté k rovnosti
lidi.
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Zajimavosti je, ze prvni Cesky preklad obsahuje 139 paragrafli a ¢ast z nich je Bolzanem
neoznacend. Je to predevsSim proto, Ze tyto paragrafy ziskaly na vaznosti az postupem
matematiky a jejich genialitu midzeme docenit az zpétné.

Podivejme se nyni na myslenku pravd o sobé, kde se poprvé setkdvame s nekonecnymi
mnozinami.

Pravda o sobé -- libovolnd véta, vypovidajici néco tak, jak to skutecné jest, bez ohledu na
to, zda byla tato véta nékym myslena nebo vyslovena; véta je pravdou o sobé, kdyz

predmétu, o kterém pojedndvd, skutecné prislusi to, co mu pfisuzuje. (1)

1.4.2.1.1 Véta: Existuje nekonecné mnoho pravd

Dukaz:

Bolzano vychdzi zjakési parafraze Descartova vyroku: ,Myslim, tedy jsem“. Touto
myslenkou je dokdzadno, Ze existuje alesponi jedna pravda o sobé. DalSi pravda je
vysledkem vyroku ,kromé pravdy, Ze existuje jedna pravda o sobé, neexistuje zZadna jina
pravda“. Toto tvrzeni nam pridava druhou pravdu. Obdobnym zplsobem se dostane
k tomu, Ze existuje nekonecné mnoho pravd o sobé.

Timto Bolzano dokazal, Ze mnoZstvi pravd o sobé je minimalné potencialné nekonecné.
Obdobny duikaz byl predveden v posmrtném vydani jeho stézejniho dila Paradoxy
nekonecna, ovsem i zde je dikaz pouze teologicky a Zadny ryze matematicky se

nedochoval.

1.4.2.2 Paradoxy nekonecna

V tomto spise vymezuje Bolzano pojmy nekoneéna a konecna i za pomoci definic
svych soucasnikll a zabyva se vztahy nekoneénych mnozZin. Tento spis byl vydan az po
Bolzanové smrti jeho Zakem FrantiSkem Pfihonskym a stal se hlavni inspiraci pro Georga
Cantora, tvlrce teorie mnozin.

Hlavni myslenky dila bychom mohli charakterizovat takto:

1)zdlvodnéni, proc je v matematice nutno pracovat i s aktudlnim nekonecnem

2)analyza chyb, kterych se védci dopoustéji pri uvahdch o nekonecnu (2)
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Celd prace je rozdélena do 70 paragrafl.. V prvnich deseti paragrafech vyklada
Bolzano, jak je nutno chapat pojem , nekonecny souhrn®. Déle se zabyva vykladem tohoto
pojmu jeho soudobymi kolegy. Zasadni myslenka pfichazi ve chvili, kdy Bolzano uvadi
pojem mezi aktudlnim a potencidlnim nekone¢nem a oba dva typy pfisuzuje Bohu. Dalsi
paragrafy mluvi o moznosti porovnavani nekonec¢nych mnozin a zpuUsobu provedeni
tohoto porovnavani. Hlavnim dldvodem, pro¢ Bolzano nemlZe byt povazovadn za
zakladatele teorie mnozin je skutecnost, Ze se nedokdzal prenést pres tvrzeni, Zze celek

musi byt vétsi neZ jeho cdst.
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BERNARD BOLZANO

PARADOXIEN
)ES UNENDLICHEN

MIT UNTERSTUTZUNG
DER GESELLSCHART ZUR FORDERUNG DEUTSCHER
WISSENSCHAFT, KUNST UND LITERATUR IN BOHMEN
ERAUSGEGEBEN VON DER PHILOSOPHISCHEN GESELLSCHAFT
AN DER UNIVERSITAT WIEN
DURCH

ALOIS HOFLER

MIT ANMERKUNGEN VERSEHEN VON

HANS HAHN

PROFESSOR DER MATHEMATIK IN BONN

DER PHILOSOPHISCHEN BIBLIOTHEK BAND 99

3-Paradoxy nekonecna-obalka
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1.4.2.3 Exhorty a Knizka o nejlepsim staté

JelikoZ tyto dila nejsou matematicky zaloZena, dovolim si pouze upozornit na
zajimavosti, které prinaseji.
Jak jiz bylo uvedeno, dostal se Bolzano do sporu s ufady zejména diky svym exhortam.
Nebylo téma, které by na popud svych posluchacli Bolzano nepodrobil svému vykladu.
Proto se mezi exhortami objevuji i témata O bibli, O vife, O modlitbé, ktera velmi
pobutovala cirkev a samotného cisare. Ve svych exhortdch Bolzano ovsem kritizuje i ¢eské
nacionalisty a uvadi, Ze ,,jazyk je pouze ndstroj socidlni komunikace(3)"“.
O utopickém dile Knizka o nejlepSim staté, Ize konstatovat, Ze o dvacet aZ tficet let
predbéhlo svoji dobu. Stat, jenz je vdile prezentovdn, je utopicky komunisticky a

predchazi v myslenkdch Karla Marxe.

DE ZIL A ZEMREI
BERNARD
BOLZANO

VY NIKAJICI
MAIEMAILIK A EILOZO}

> 1O /5] SolZl SR

4-Pameétni deska v Celetné ulici v Praze

UNESCO

5-Bolzano na ¢eskoslovenské znamce

20



1.5 GEORG CANTOR — ZAKLADATEL TEORIE MNOZIN

6-Georg Cantor-portrét

1.5.1 ZIvoT A PRACE GEORGA CANTORA
1.5.1.1 MIadi Georga Cantora

Georg Cantor se narodil 3. 3. 1845 v Petrohradé do rodiny, kterd se svoji zajmovou i
nabozenskou diverzifikaci podilela na tvofeni Cantorovy nevyrovnané osobnosti v obou
téchto hlediscich. O jedenact let pozdéji se rodina prestéhovala do Frankfurtu nad
Mohanem, kde mlady Cantor zacal navstévovat soukromé skoly, ale posléze i gymnazia a
vyssi odborné Skoly. Jeho studium bylo jiz od poéatku technicky zamérené a mélo vyustit
v povolani lodniho inzenyra.

Po smrti svého otce se odebral na univerzitu v Berliné, kde mohl studovat pod

vedenim takovych matematik(, jakymi byli Karl Weierstrass nebo Leopold Kronecker.

21



1.5.1.2 Veédecka ¢innost do roku 1874

Na zakladé prace De aequationibussecundi gradus indeterminatis (Diofantické rovnice
druhého stupné), ve které navazoval na feSeni otazek v teorii ¢isel, byl Cantor promovan.
Po sérii kratkych zaméstndni se usidlil jako soukromy docent na univerzité v Halle, kde
setrval cely Zivot.

Ihned po svém ndstupu na univerzitu se spolecné s profesorem Heinrichem Heinem
pousti do problematiky trigonometrickych rad. Vyusténim této spoluprace byla napfiklad
definice iraciondlniho Cisla jako limity posloupnosti Cisel racionalnich. Ve svych pracich
Cantor zavadi a pouZiva slova Wertmenge (mnoZina hodnot) a Punktmenge (mnoZina
bodud). Diky vytvofeni nového nazvoslovi mohl ve svych Uvahach a vypoctech dojit
rozsiteni jiz znamych vét na fady s vétSi mnoZinou singuldrnich hodnot. Z téchto uvah
vzeSel pojem transfinitni ordinalni Cislo.

V roce 1873 se Cantorova pozornost upoutava k problému aktualnich nekonecen a

objevuje se pojem kardinalni ¢islo.

1.5.1.3 Prace G. Cantora v letech 1874-1884

Vroce 1874 vysla mozna prllomova prace G. Cantora s nazvem ,,0 jedné vlastnosti
vSech realnych algebraickych Cisel”. V této praci porovnaval mohutnost mnozZiny vsech
ve , v v v / , . , v 8 .r , v .
prirozenych Cisel 0 a mnoziny vSech realnych algebraickych Cisel @ °. Zajimavé ovsem je,
Ze Cantor nepouZil pojmy ,mnozina“ a ,mohutnost”. Dale dokdzal, Ze pokud mame

nekonec¢né mnoZstvi hodnot @, pak na libovolné intervalu (a,b) Ize najit Cislo 77, které se

vmnoZiné @ nevyskytuje. Re¢ dnesni matematiky dokdzal Cantor, Ze mnoZina viech
pfirozenych Cisel je stejné mohutnd jako mnozina vsSech racionalnich cisel, Cili jeji
spocetnost a nasledné nespocetnost libovolného intervalu.

V dalSich c¢tyfech letech pracoval na zobecnéni svych teorii a predevSim se
propracovaval k abstrakci veskerych myslenek.

Pralomovy je rok 1877, kdy odesila do Crelleova casopisu svlij clanek s nazvem
,Prispévek kteorii mnozin“. Setkdva se ovsem s velikym odporem jeho soucasniki a

zejména jeho byvaly ucitel L. Kronecker jeho Gvahy odmita.

8 Algebraickym readlnym ¢islem @ je rozuméno Cislo, které je kofenem mnohoclenu ve tvaru

a,0" +a,0" " +..+a,=0, kde d,...,a, €[]
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Hlavniho myslenkou onoho ¢lanku je vztah mezi mohutnosti n-rozmérné mnoZiny a
jeji podmnoziny. Nejvice kritiky ovSsem Cantor sklizi za sv(j dikaz, Ze n-rozmérné
kontinuum je ekvivalentni sjednorozmérnym kontinuem. Dlsledkem toho by byla
naptiklad ekvivalence mnoZziny vSech bodl tfidimenziondlniho eukleidovského prostoru
s mnozinou viech bodd primky. Sdm Cantor si nebyl jisty spravnosti svym vypoctd, a proto
poslal diikaz ke kontrole svému pfiteli Dedekindovi. Ten poukdazal na drobny nedostatek
dlikazu, ktery Cantor pred finalnim otiSténim poupravil. V samotném zavéru ¢lanku se
Cantor poprvé pokusil definovat pojem kontinua. Tento problém znamenal jakousi brzdu
v Cantorové praci, protoZze poté vydal ¢lanky, které pouze upravovaly jeho prace predeslé,
nebo odpovidal na ¢lanky jinych autord, ktefi z jeho praci citovali.

Dulezitym aspektem celého Cantorova Zivota byl fakt, Ze Cantor byl véfici. Debatoval
proto s teology rliznych nabozenstvi, jestli jeho smysleni o nekone¢nech neodporuje vire.
Cantor byl také velmi citlivy na to, jak ho vnimd spolec¢nost. Proto také po sporech
s Kroneckerem opustil Crelle(iv ¢asopis.

1.5.1.4 Kriticky rok 1884

Oznaceni kriticky rok je spise poukazanim na psychické rozpoloZzeni G. Cantora, ktery
nedokazal unést zavrieni svych teorii. Dostal se znovu do sporu s Kroneckerem a
Schwartzem, ktefi ve svych pfednaskach na Berlinské univerzité zlehéovali vysledky jeho
praci. Neméné ho ovSem popuzovala netecnost jinych jeho soucasniku, ktefi miceli o jeho
objevech.

V roce 1883 se Cantor ve snaze své pUsobeni rozsifit i za hranice dostal do Svédského
Casopisu Acta mathematica. V ném Cantor sliboval uverejnit dlikaz hypotéza kontinua.
Tento dlkaz, jakkoli na zacatku slibny, se sesypal jiz od zakladd, coZ vedlo k jesté vétsi
Cantorové skli¢enosti.

Pfes vSechny tyto skutecnosti se nakonec Cantor rozhodl omluvit svému pfiteli
Kroneckerovi a dale pokracovat ve snahach o dikaz své hypotézy. Bohuzel se ve svych
Uvahach nedokazal jiz dostat dale a zacat uvazovat o ukonceni svych snah a pfedndaseni
filosofie misto matematiky.

1.5.1.5 Dalsi Cantorovo pusobeni

Je smutnym faktem, Ze praveé po Cantorové zhrouceni dochazeji jeho soucasnici ke
skvélym vysledkim na zakladé jeho teorii.

23



Na kongresu vroce 1897 se Cantorovi dostalo uzndni od jeho pokracovatell
Poincarého, Borela, Hilberta a dalSich.

Je az s podivem, Ze natolik popudlivy Cantor se dokdzal smitit s takzvanou krizi
teorie mnozin. Sdm Cantor pUsobil az do roku 1913 na univerzité v Halle a o pét let

pozdéji, pfesnéji 6. ledna 1918 umira.

7-Georg Cantorr. 1870
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2 NAIVNi TEORIE MNOZIN A NEKTERE JEJi PARADOXY

V této kapitole se budeme bliZze zabyvat Cantorovou praci v oblasti teorie mnoZzin.
Bude zde uvedena naivni teorie, tak jak ji navrhl Cantor. Pozdéji zjistime, Ze jakkoli je jeho
teorie mnozin postacujici pro rlizna odvétvi, jisté neni bezchybna a objevuji se zde znamé
paradoxy, o kterych také bude rec.

V Cantorové dobé dochdzelo po publikovani mnoha praci k separaci jednotlivych
odvétvi matematiky. Cantor tomu chtél svoji teorii mnozin zabranit a matematiku opét
sjednotit. Teorie mnozin méla byt zakladem, na kterém budou ostatni odvétvi budovat
své teorie.

Cantorovu teorii mnoZin nazyvame naivni pfedevsim proto, Ze ji Cantor nevystavél
na axiomatickych zdkladech. Jeho definice mnoziny je tedy Cisté intuitivni. Cantor
nepredpoklddal, Ze sama teorie mda nedostatky jiz v zdkladech, tj. v samotné definici
mnoziny pfipadné definici pfirozeného disla.

V nasledujicim textu se odvoldvame na ¢tendarovu znalost symboliky teorie mnozin.

2.1.1.1 Definice: MnoZina podle Cantora

»~MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urlitych a navzdjem riznych predmétii m naseho
nazirdni nebo mysleni (které nazyvdame prvky) do jediného celku M. (4)“.
V rdmci naivni teorie mnozin je hlavnim faktorem to, jestli objekty (prvky) do mnoziny
nalezi. To, Zze prvek a nalezi (je prvkem) mnoziny A oznacuje symbolicky ae A.
2.2 NEJZNAMEJSI PARADOXY PLYNOUCI Z NAIVNI TEORIE MNOZIN:
2.2.1 RusSELOV® PARADOX
Oznaéme S mnoZinu vSech mnoZin, jez nejsou svym vlastnim prvkem, tedy

S={X|XeX|

Podle Cantorovy definice mnoziny tedy jednoduse dokaze urcit, zda jind mnozina M je

prvkem mnoziny S. Pokud ovSsem zvolime za mnoZinu M samu mnozinu S, dojdeme

k vnitfnimu sporu.

%Bertrand Arthur Wiliam Russell 3. hrab& Russell byl vyznamny anglicky matematik, filosof a spisovatel.
Proslul jako matematik, jako jeden z téch, kdo usilovali o nové zalozeni tohoto predmétu jako védecké
discipliny. Spolu s Alfredem NorthWhiteheadem (ktery se pozdéji jako filosof vydal vlastni a diametralné
odlisnou cestou) vytvofili spis PrincipiaMathematica
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Pokud mnozZina S neobsahuje mnoZinu Sjako svdj prvek, mizieme tvrdit, Ze Sje
podmnoZinou S. To se oviem dostavame do sporu, protoZe v tu chvili mnoZina S bude
obsahovat sama sebe jako svlij prvek. Chtélo by se fici, Ze SeSASg¢S, coz je jisté
paradox.

2.2.1.1 Snadnéji pfedstavitelnd obdoba Russelova paradoxu

Holi¢ ze Sevilly holi pravé ty ze sevillskych muz(, ktefi se neholi sami. Pokusime-li
se odpovédét na otdzku, zda holi¢ holi sdm sebe, dostaneme se do bludného kruhu.
Pokud se sam neholi, tak se musi holit, protoZe holi ty, co se sami neholi. A naopak holi-li
se sam, tak se holit nemuze, protoZe holi jen ty, ktefi se sami neholi.

2.2.2 RICHARDUV PARADOX

Bud' n nejmensi Cislo (pfirozené), které nejde definovat méné nez sto znaky ceské
abecedy.

Tento paradox si priblizime pomoci psaciho stoje, ktery ma sto znak( véetné mezer na své
klavesnici. Nechame nékoho nahodné mackat tlacitka a po namackani sta znak( text
odebereme. Tento postup budeme dale opakovat. VétSina téchto stoznakovych text(
bude jisté nesmyslna, ovsem nastane situace, kdy takovy text bude davat smysl. Pokud
budeme texty odebirat kone¢né dlouho, najdeme v textu napfiklad vSechna existujici i
neexistujici Ceska jména a prijmeni, protoze nejspiSe neni jméno, které by mélo vice nez
sto znak(. Kombinaci znak(l v nasem pfipadé je koneéné mnoho. Presnéji fe¢eno 100",
protoze na prvni misto mizeme zvolit libovolné ze sta pismen, na druhé misto nezavisle
také jedno ze sta. Mezi texty se najde sekvence popisujici pfirozena cisla (napfiklad pét a
97 mezer). Ovsem ptirozenych cisel je nekone¢né mnoho (presnéji spocetné mnoho),
proto bychom neméli byt schopni popsat vSechny. Tedy musi byt prvni pfirozené Cislo, jez
nejde popsat 100 znaky.

Pfedchozi vétou jsme toto Cislo ovsem popsali 45 znaky ¢eské abecedy. V pfipadé stroje
bychom doplnili pfislusny pocet mezer.

Zavér Richardova paradoxu je ten, Ze podezrelé se zdaji byt véty, které mluvi samy o sobé.
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2.3 KARDINALNI CisLA

2.3.1 OBECNY NASTIN

Kardinalnim ¢islem rozumime jakési zobecnéni Cisel pfirozenych. Uvédomme si, Ze
pfirozena cisla uddvaji v podstaté pocet prvkd. Tedy nékde se vyskytuje n objekt(,
kde nel . Zobecnénim tohoto pojmu dojdeme ke kardinalnim cislm. Tedy k tomu,
kdy ma mnoZzina stejny pocet prvkd.

Pocet prvkl néjaké mnoZiny, o néjz v tomto pfipadé jde, je nesen toliko jeji
mohutnosti (to znamen3, Ze je lhostejné, jakou povahu maji jeji prvky a v jakych
vztazich jsou zasazeny), a je tedy z dané mnoZziny odecitatelny, aniz by bylo nutno (a
nékdy dokonce viibec mozno) jeji prvky prepocitat. (1)

Méjme tedy mnoZiny, které maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz je lze
vzajemné jednoznacné na sebe zobrazit. Odloucime-li z néjaké mnoZiny jeji
mohutnost a tuto mohutnost vyloZzime jako objekt, dostaneme kardindlni Cislo. Pak
zakladni pocet prvkd mnoziny, z niz jsme odloudili mohutnost, udava kardinalni &islo.
Takto zaved| Cantor kardinalni Cislo taktéZ pro nekone¢né mnoziny.

2.3.2 STEINY POCET PRVKU MNOZINY

Pro urceni, kdy maji mnoZiny stejny pocet prvkid budeme uvaZovat funkci
f : A— B, tedy pfitazeni, které prvku z mnoziny A (a e A) pfifazuje prvek f(a)eB,
ktery je z mnoziny B.

O funkci f budeme fikat, Ze je prosta, pokud pfi rGznych vzorech dostaneme

rdzné obrazy, tedy pokud & #8, pak f(a)#f(a,), kde a,8,€A a

f(a) f(a,)eB.

O funkci f budeme fikat, Ze je bijekci, pokud je prosta a zaroven surjektivni neboli
,na“. Tedy, ze pro kazdé f(a)e B existuje ac A.
Pokud existuje prosté zobrazeni f:A —B fekneme, Ze mnozina A ma nejvyse

tolik prvkl jako mnoZina B . Znac¢ime A=<=B.

Pokud existuje bijektivni zobrazeni f:A— B, fekneme, Ze mnoziny A B maji

stejny pocet prvkd. Znacime A~ B afikame, Ze A je ekvivalentnis B. VSimnéme si,
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Ze relace ,byt ekvivalentni” je skute¢né ekvivalenci. To znamen3, Ze na to relace je
reflexivni’®, symetricka a tranzitivni.

Je-li relace mezi mnozinami relaci ekvivalence, potom se tyto mnoziny rozpadaji
do tfid navzajem ekvivalentnich mnozin.

Cantor kazdé takové tfidé pfiradil pismeno a nazval je Cisly kardinalnimi.

2.3.3 KONECNE MNOZINY
Kardinalnim cislem konec¢né mnoZiny A nazveme pocet prvki ae A a znacime ho
cardA=|A.

Lze snadno nahlédnout, Ze kdyZ A je kone¢nd mnozZina a B je konenda mnoZina,

potom A~ B tehdy ajen tehdy pokud maji A iB stejny pocet prvku.

Priklad:
Mnoziny A={1,2,3} a B={4,5,6} nejsou stejné, ale maji stejnou kardinalitu cardA=3.
2.3.4 SPOCETNE MNOZINY

2.3.4.1 Definice: Spocetnd mnoZina

Rekneme, e mnofZina je spocetnd, je-li ekvivalentni s mnozinou véech pfirozenych &isel
. MnoZina, kterd je konec¢na nebo spocetna se nazyva nejvysespocetnd. (2)

MnozZina A je spocetna pokud, Ize jeji prvky uspotradat do posloupnosti.

Kardinal spocetnych mnozin oznacujeme jako N, (alef nula)

Y Relace o je reflexivni na mnozin& A, pokud plati pro viechna a € A, Ze aoa.
Relace o je symetrickd na mnozing A, pokud plati pro viechna a,b € A, je- liaob = boa .

Relace o je tranzitivni na mnoZin& A, pokud pro viechna a,b,C € A plati, je-li

((aob) A(boc)) = (aoc)
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Priklad:

MnoZina viech pfirozenych &isel [ je stejné mohutnd jako mnozina U g, kterd
obsahuje vSechna pfirozena cisla suda. Na prvni pohled a za pouZiti selského rozumu
bychom mohli fici, 7e mnoZina [ je dvakrat vét$i ne? mnozina Ll . Pokud si oviem
uvédomime, Ze kazdému pfirozenému Cislu n lze pfiradit sudé prirozené ¢Cislo 2n,
zjistime, Ze toto pfifazeni je bijekci, tedy ob& mnoZziny jsou stejné mohutné.

V tomto prikladu Ize samoziejmé zachazet do vétsich extrém0. Naptiklad by se
dalo snadno ukazat, Ze mnoZzina kvadratd pfirozenych cisel ma stejnou mohutnost jako
mnozina vSech celych Cisel [J .
2.3.4.2 Definice: Alef, nekonecny kardinal

Rekneme, 7e N je kardindlni &islo, jestlize je ordindl, ktery nelze prosté zobrazit na
74dné menii ordinalni &islo. Tiidu viech kardinalnich &isel oznagime C, | tedy
C,={NeO,:(Va<N)(a=N} , kde « je ordinalni &islo. Rekneme také, Ze kardinalni
Cislo & je mohutnost mnoZiny x , a piSeme |X|:N , jestlize existuje prosté zobrazeni
mnoziny x na ¥ . (3)

Lze tedy fici, Ze kardinalni ¢isla uréuji mohutnosti dobfe usporadanych mnozin.

Prvni nekonecny kardinal byl jiz vySe zminén. Je to kardinal NO:|D , tedy

mohutnost mnoZiny vSech pfirozenych Ccisel. DalSimi nejblizSimi kardinaly jsou

NN, N

2.3.4.3 Tvrzeni: Hypotéza kontinua

Hypotéza kontinua byla poprvé vyslovena Georgem Cantorem v roce 1882. Tyka se
otazky, zda je néjaka mohutnost mezi mohutnosti pfirozenych Cisel a kontinua nebo jsou
tyto na sebe pfimo navazujici.

Mohutnost mnoziny vsSech redlnych disel (takzvand mohutnost kontinua) je
nejmensi nespocetnou mohutnosti.

Tato hypotéza dlouho odolaval pokusim soudobych matematikd o jeji potvrzeni Ci

vyvraceni. Az dvojice Kurt Godel, Paul Cohen tento problém vyresila a ukazala, zZe
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hypotézu kontinua nelze ani dokdzat ani vyvrétit, nebot neni zavisld na axiomech
Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin.

Dasledek hypotézy kontinua je takovy, Ze mohutnost mnoZiny redlnych Cisel nelze

oznacovat jako N,, tedy jako pfimého nastupce prvniho nekoneéného kardinalu, protoze

diky nezavislosti hypotézy kontinua m(iZe tato mohutnost byt stejné tak dobie Ng,Ni;...

Pocet redlnych Cisel je proto znacen 9.

2.3.4.4 Tvrzeni:

Redlnych Cisel je vice nez pfirozenych

V pfedchozim odstavci jsem se zaobiral hypotézou kontinua, respektive jestli je
néco mezi mohutnosti pfirozenych Cisel a Cisel redlnych. Toto tvrzeni by si jisté zaslouzilo
dlkaz, nebot je jednim ze zakladnich pilifa teorie kardindlnich Cisel

2.3.4.4.1 Dukaz:

V dikazu tohoto tvrzeni se omezime pouze na interval (0,1). Dlikaz bude veden
sporem, tedy, Zze na intervalu (0,1) je stejny pocet Cisel jako je Cisel pfirozenych. Dlkaz
bude veden Cantorovou diagonalni metodou.

Pokud predpokladdme, Ze prfirozenych Cisel je stejné jako Cisel mezi 0 a 1, Ize tyto

jisté napsat do tabulky vedle sebe a utvofit tak bijektivni zobrazeni. Vizualizace by mohla

vypadat takto:

Pfirozené Cislo Readlné Cislo
1 0,614987...
2 0,198872...
3 0,732194...
6 0,263184...

1-MoZna bijekce
Podle naseho predpokladu mame v tabulce obsazena jak vSechna Cisla pfirozena,
tak i ¢isla redlna. Ke sporu by doslo, pokud bychom nasli ¢islo takové, které v tabulce jisté

byt nemuize. Nalezeni takové Cisla neni Zadny problém. Oznacime-li si desetinnd mista
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rozvoje realnych cisel postupné @;,d,,d,,... nalezneme takové Cislo X, které se lisi Cislem
na n-tém misté svého rozvoje od n-tého Cisla desetinného rozvoje n-tého Cisla. Tedy u
takové Cisla v nasi adaptaci nemlze na misté desetin figurovat Sestka, na misté setin

devitka a tak ddle. Vizualizace této metody by mohla vypadat nasledovné:

Prirozené cislo Redlné Cislo
1 0,614987...
2 0,198872...
3 0,732194...
6 0,263184...

2-Diagonalni metoda
Cisla, jeZ jsou v tabulce tuénd a podtrzena budou u naseho ¢&isla X na piisluinych
mistech desetinného rozvoje jina. Cislo X tedy mize vypadat nasledovné X =0,123...9...
. Timto zplUsobem muZeme projet celou nekonecnou tabulku a zjistime, Ze Cislo X se od
kazdého lisi minimalné na jednom desetinném misté. A takovych Cisel je samoziejmé
nekone¢né mnoho. A to je spor s nasim vychozim tvrzenim. Dokdzali jsme tedy, Ze Cisel
realnych na intervalu (0,1) je vice neZ Cisel pfirozenych, tedy bez Ujmy na obecnosti

realnych Cisel je vice nezZ pfirozenych, jelikoz (0,1) €[] .
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2.3.5 OPERACE S KARDINALNIiMmI CisLY

2.3.5.1 Scitani a nasobeni dvou kardinalnich cisel

Necht «, £ jsou kardindlnimi Cisly, potom definuje jejich soucet jako
a+pf= ‘({O} X a) u({l} x b)‘

a jejich soucin jako

a-f =|a><ﬂ

Jinak formulovdno je soucet dvou kardindlnich cisel mohutnost sjednoceni mnozin

, kde operace x je operaci kartézského soucinu

majicich mohutnost «, . Sou€inem dvou kardinalnich ¢isel potom rozumime mohutnost
jejich kartézského soucinu.
2.3.5.2 Vlastnosti aritmetickych operaci s kardinalnimi Cisly
Pro kazda tfi kardindlni ¢isla a,b,c plati
1) a+b=b+a
2) (a+b)+c=a+(b+c)
3) a-b=b-a
4) (a-b)-c=a-(b-c)

5) a-(b+c)=a-b+a-ca(a+b)-c=a-c+b-c
Z téchto vlastnosti plyne
1) N, +Nn=¥N,, pokud n je kone¢né kardinalni &islo
2) Ny +N, =N, +N,+N, protoze soutet spoletné mnoha spoéetnych mnozin je
opét spocetna mnozina
3) |N0 'No ZNO, protoZe tento soucin si mlZeme predstavit jako soucet No

opakujicich se N, —krat
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3 CANTOROVA-BERSTEINOVA-SCHRODEROVA VETA

Tuto vétu, jeZz dovoluje porovnavat mohutnosti nekone¢nych mnozin, vyslovil
Cantor bez jejiho dlikazu. Nicméné o jeji platnosti byl presvédéen. Vychazel ve svych
Uvahach ztvrzeni, Ze kazdou mnozZinu lze dobfe usporadat. MnoZinu nazveme dobfre
usporadanou, pokud jeji libovolnd neprdzdna podmnoZzina ma nejmensi prvek.

S dlikazem této véty pfrisli 1896 a 1897 nezdvisle na sobé F. W. K. E. Schroder a
Felix Bernstein. Tyto dlkazy nebyly zdvislé na axiomu vybéru Zermelovy-Fraenkelovy

axiomatické teorii mnozin, kterd bude zminéna v posledni kapitole.

3.1 VETA CANTOR-SCHRODER-BERNSTEINOVA

AxB,B~ A

Budte AB libovolné mnoZiny. Existuji-li mnoZiny AcABCB takové, Ze

, plati A=B(2).

Analogické, jinak formulované tvrzeni:

Necht mnozina A md mensi nebo stejnou mohutnost jako mnozZina B a necht také

mnoZina B md stejnou nebo mensi mohutnost neZ mnozina A. Potom mnoZiny AB maji

stejnou mohutnost(8).

3.2 Dukazy C-B-S VETY
3.2.1 DuUKAz POMOCi OBARVOVANI MNOZIN

Necht f:A—>B a g:B— A jsou prosta zobrazeni. Nasim ukolem je sestrojit bijekci

h:A—>B.

Problém mdze nastat, kdyZ zobrazeni f nebude surjektivni. Potom nam v mnoziné B
budou zbyvat ,liché” prvky, jez nejsou obrazem zadného ae A. Nyni obarvime prvky
mnoziny A dvéma barvami. Cerné obarvime prvky, které jsou obrazem ,lichého“ prvku
z mnozZiny B, pfi stfidani zobrazeni. Tedy takové prvky, jez dokadzeme zapsat nasledujicim

tvarem: a=g(f(g(f(..(g(b)))))) . Ostatni prvky ponechame bilé.
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Nyni definujme zobrazeni h, které kazdému bilému prvku prifazuje h(a)=f(a) a

. . -1 . g " .y
kazdému Cernému h(a)=07(2). Jeden vzor prvku a je zaruen zadanim, a sice Ze

zobrazeni g:B — A je prosté.

Je zobrazeni h prosté?
Vyberme dva prvky @;,d, € A . pokud jsou prvky obarveny oba ¢erné nebo oba modfre,
potom je injektivnost zarucena v pripadé dvou bilych injektivnosti zobrazeni f a

v yx . . .. .
v pripadé dvou Cernych existenci jednoho vzoru zobrazeni J .

V pfipadé, ze prvek @, je &erny a prvek 8, bily a h(a)=h(a,).Potom ale

h(a)=9"(a)=h(a,)="f(a,), tudi plati, fe a =f (g(az)) Tedy i prvek @, je
obrazem ,lichého” prvku pfi stfidani zobrazeni. Prvek @, je tedy také cerny. To je oviem

spor s vychozim tvrzenim. Zobrazeni h je prosté.

Je zobrazeni h surjektivni?

Chceme najit ae A takové, ze h(a):b,be B. Pokud budeme mit bile oznaceny prvek,
mizeme pro né psat h(a)=f(a)=b. Pfipadé Cerného prvku se dostavime k
h(g (b)) = gfl(g (b)) =b. To plati pro Va e A. Zobrazeni h je tedy surjektivni.

Zobrazeni h je injektivni i surjektivni, je tedy bijektivni.

Q.E.D
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Lichy

8-Graficka interpretace diikazu

3.2.2 DUKAzZ VEDENY POMOCI TEORIE GRAFU

Tento didkaz Cantorovy véty bude odvozen na zadkladé uvah o vhodnych nekonecnych

grafech.
Necht A, Bjsou mnoZiny a zaroven plati ANB=C5.

Sestrojme graf G, ktery bude definovan jako sjednoceni obou mnozin. Hrany grafu

obarvime ¢erné nebo bile na zakladé zobrazeni f,g.

Necht x=g(y), potom bude mezi prvky X,y e(AUB) bila hrana.
Necht y = f (x), potom bude mezi prvky hrana ¢erna.

Potom bude platit, Ze Vvx e Aje spojeno s pravé jednou bilou hranou a maximalné

s jednou ¢ernou hranou. To plati, protoze zobrazeni f je definovano na celé mnoziné Aa
zaroven zobrazeni g je prosté, ale nemusi byt surjektivni. Dale plati, Ze Vy € B je spojeno
sjednou ¢ernou hranou a maximalné jednou bilou. Tedy vSechny vrcholy grafu maji

stupen 1 nebo 2.
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Rozborem vsech moznych vzniklych komponent zjistime, Ze na grafu se stupni vrcholl 1

nebo 2 mohou vznikat:
1) Konecné kruznice

V konecnych kruznicich mda kazdy vrchol stupen 2. Pokud z vrcholu vychazi dvé hrany,
potom tyto hrany musi mit rliznou barvu. Toto je zajisténo u vSech vrcholl a pfi stfidani

barev, mame zajiSténo stfidani x,y a tedy i perfektni parovani.
2) Oboustranné nekonecné cesty

Zde plati stejné podminky jako u koneénych kruznic a parovani je tedy také zaruceno.
3) Jednostranné nekonecné cesty

Opét stejny argument stfidani barev. Jedinym rozdilem je, Ze si musime vybrat, jakou

barvou bude cesta zacinat, aby bylo zaru¢eno parovani pfi zobrazeni h.

Spojenim téchto pdrovani je zaruceno pdrovani v celém grafu a tim i to, Ze zobrazeni h je
bijekci.

Q. E.D.

3.2.3 DUKAz poMOCi CiSLOVANI MNOZIN A MATEMATICKE INDUKCE

Zde se nam bude hodit trochu jind formulace Cantor- Bernsteinovy véty:

Je-li kazdda ze dvou mnozZin M ,K ekvivalentni s podmnoZinou druhé, pak jsou i M,K

ekvivalentni.

K samotnému dlikazu budeme potirebovat dokazat pomocné lemma.

Lemma:
Necht A, > A DA, a zobrazeni f:A, — A, je bijekci. Potom A, A jsou ekvivalentni
mnoziny.

Nadefinujme dalsi mnoziny A ,nell pomoci matematické indukce nasledovné:

AHZ:f(Aj) a dale prvek, ktery zlstava stejny po libovolném mnoistvi zobrazeni

D=A .

®©
n=0
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Jelikoz f je bijekci, potom je bijekci i zobrazeni mnoziny Aj\ A na mnozinu A\ A a

dale obecné A\ A, na A,,,\ A ;. Potom Ize mnoZinu A, zapsat nasledovné:
A =[DU(AVA)U(ANA) U JO[(AVA)U(ANA)U(AVA)...] amnozinu A:
A =[DU(AVA)U(AVA)ULJU[(AVA)U(AVA)U(AVA)..].

Jak si mlZeme vSimnout prvni ¢asti zadvorek jsou identické a z druhé ¢asti prvni zavorky

zobrazenim f ziskdme druhou ¢ast druhé zavorky.
Definujme dalsi zobrazeni ¢:A, = A takové, Ze gje identitou na prvni ¢asti hranatych
zadvorek a splyva se zobrazenim f na druhé ¢asti hranatych zavorek.

Zobrazeni g je bijekci A, na A . Tim je tedy lemma dokdzano.

Nyni je samotny dlikaz Cantor-Bernsteinovy véty znacné zjednodusen.

Méjme nyni dvé mnoziny K, M . Zobrazeni f bud bijektivni zobrazeni mnoziny M na K,
, kde K, = K. Déle bud g bijektivnim zobrazenim z mnoZiny K na podmnozZinu M,
mnoziny M .

Nyni udélejme restrikci mnoziny K;. Potom g(K;)=M, = M,. Nyni se nam pomoci
sklddani zobrazeni podafilo zobrazit mnoZzinu M na mnozinu M, . SloZenim bijektivnich
zobrazeni dostavame opét bijektivni zobrazeni tedy ho f (M ) =M, je bijekci a podle vyse
dokazané lemmatu plati, Ze M oM, oM, > M, =M a jelikoz M, je ekvivalentni s K,

paki M =K.
Q. E. D.
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Priklad:
Pomoci Cantor- Bernsteinovy véty dokazte, Ze [J ~[] . Pro korespondenci s dlikazem
oznacme [J jako M a mnozinu [1 jako K.

.. . , 22 )0
Méjme zobrazeni g(n)=2n a zobrazeni f ,kde neM,zeK . Potom
-2z+1 z<0

mnoZzina K, jsou sudd kladna celd ¢isla a mnoZina M, jsou celd pfirozena ¢isla [ . Potom
restrikci mnoziny K na mnoZinu K, a zobrazenim h(k,)=4k,k, €K ziskdime
podmnozinu M, a mGZeme psat, Ze M oM, © M, a vSechna zobrazeni jsou bijekcemi.

Podle vyse dokazaného lemma tedy mizeme psat M = K,[] =[] .

Q.E.D
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4 PLATNOST ANALOGIE CANTOR-BERNSTEINOVY VETY V TEORII ABELOVYCH

GRUP

Je zfejmé, ze bychom mohli premyslet i nad tim, dna néjaka analogie Cantor-Bernsteinovy
véty neplati i pro nékteré algebraické struktury, napfiklad pro Abelovy grupy.
Zde musime ovSem pouhou bijekci (vzdjemné, jednoznacné zobrazeni) nahradit

izomorfismem.

4.1.1.1 Definice: Grupa

Rekneme, Ze (G,o) je grupa, jestlize G je neprazdna mnozina, na niz je definovdna
bindrni operace o, kterd je asociativni, v niZ existuje neutrdlni prvek e e G takovy, Ze pro
véechna aeG je ace=eoa=a a koneéné ke kazdému a G existuje prvek a™* €G tak,
Je aca'=a'oa=e.

JestliZe je operace o navic komutativni, fikdme, Ze G je komutativni ¢i Abelova grupa.

Pro komutativni grupy uzivdme obvykle aditivniho zapisu, tj. grupovou operaci znacime +

a neutralni prvek 0. Hovofime casto ne o inverznim, ale o opa¢ném prvku.

Zname nékteré Abelovy grupy: (D ,+)je aditivni grupa celych Cisel s operaci nasobeni, téz
(0,+).(0,+),(0,+) jsou nekonetné grupy ([J,J,0 jsou zde viechny mnoZiny Cisel
racionalnich, redlnych a komplexnich).

Pfipomenme, Ze (Zn,+) je grupa zbytkovych tfid modulo n s operaci scitani.

Priklad:

Volme napfiklad n=4. Zbytkové tfidy modulo 4 budeme znaéit 01,2,3 a vzhledem

k jejich s¢itani je dand grupa ddna tabulkou:

S

ol
1
NI
wl

ol
ol
—
NI
wl

=
—
NI
wl
ol

NI
NI
wl
ol
—

NI

1

wl
wl
o

3-Operace scitani
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Je patrné, ye 1®1=2,1©2=31®3=0 a tedy grupa (Z,,®) je grupou cyklickou (ma
jednoprvkovou mnoZinu generatord). Jinym generatorem této grupy je ziejmé prvek 3.
Prvky 113 maji ad 4 (piSeme 0(1)=0(3) =4 ). Dale 0(0) =1 a 0(2) =2.

PovSimnéme, Ze grupa (Z4,(-B) ma jako podgrupy samu sebe a podgrupu ((_),@) tvorenou
jen neutrdlnim prvkem grupy. Tyto grupy se nazyvaji nevlastni.

Déle mé (Z,,®) jednu vlastni podgrupu, a to H :(ZZ,CJB):({ﬁ,i},@). Tato grupa je

dvouprvkova, ma rad 2. Grupa (Z4,€r)) je Ctyf prvkova a 2|4. To je jeden z projevu

Langrangeovy véty.

4.1.1.2 Véta: Rad podgrupy déli ¥ad grupy

Necht G je libovolnd koneénd grupa a H jeji podgrupa. Pak |H|||G , Cili Fad (=pocet

prvkd) podgrupy H déli vidy rad konecné grupy G .

Priklad:
Je dan obdélnik ABCD. Je patrné, Ze existuji pravé Ctyfi shodnosti v roving, které tento

obdélnik zobrazuji na sebe. Jde o identitu |, osovou soumérnost O,(0,) sosou 0,

respektive 0, a stfedovou soumérnost S.

[}

9-Shodna zobrazeni obdélnika
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Tyto shodnosti spolu s operaci skladani shodnosti o tvofi grupu K s nasledujici operaéni

tabulkou.
o | I |0 |0,|S
I I |0, |0O,]|S
O, 10, |1l |S |0,
0, 0,|S |I |O
S |S |0,|0 |1

4-Skladani zobrazeni
PovSimnéme si, Ze grupa (K,o) ma jeden prvek fadu 1, kterym je identita a t¥i prvky fadu

2.

Grupy (Z,,®) a (K,o) nejsou ,stejné”, vidyt maji riizné prvky. V teorii grup se uZiva

pojem izomorfismus a homomorfismus.
4.1.1.3 Definice: Homomorfismus

Budte (G,c) a (G',*) dvé grupy. Zobrazeni f:G —G’'se nazyvd homomorfismus,

jestlize pro v3echna a,b € G plati f(aob)=f(a)=* f(b).

Homomorfismus, ktery je prostym zobrazenim a zobrazenim na G, se nazyva
izomorfismus (bijekce s vlastnosti homomorfismu).

Priklad:

Grupy (Z,,®) a (K,°) nejsou izomorfni. Nosi¢e téchto grup jsou ¢ty prvkové mnoziny a

mezi témito mnoZinami Ize jisté najit bijekci (dokonce 4! bijekci). Zadnd z nich viak neni
izomorfismem. Ten musi mit navic vlastnost homomorfismu a ovsem i fadu ddsledkd,
které z ni plynou (napfiklad zachovavat rad prvku). To se ale nemlzZe podafit, protoze

prvek 1 mév Z, rad c¢tyfiav K Zadny prvek s radem Ctyfi neexistuje.

Izomorfismus jakoby identifikuje grupy, na nichz grupova operace ,funguje stejné“, jen
prvky grupy ,si prevlékly kabaty”, maji ,jiné nazvy”.

Jestlize chceme hledat analogii Cantor-Bernsteinovy véty v teorii grup, pak musime
zkouset hledat mezi ,velikymi“ grupami, pro kone¢né grupy nemame Sanci.
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Uvedme tedy postup, jak Ize z ,,malych” grup konstruovat ,vétsi“.

4.1.1.4 Definice: Direktni soucin grup

Necht (H,) a (K,*) jsou dvé grupy. Na mnoZiné G = H xK definujeme binarni operaci

0 takto: (h,h YI(h,,h,)=(hoh,,h *h,). MnoZina G spolu soperaci U je ziejmé

grupou. Jedna se o takzvany direktni souc¢in mnozin.

Dusledky direktniho soudinu:

1) Grupa G ma pocet prvkl roven soucinu poctl prvka grup H a K.
2) Lze zavést direktni soucin n grup tak, ze

(G‘l,ol)x...x(Gn,on):(G1 ><...><Gn,o):(x1 0 Yyrer X 0 yn),kde
X., Y, €(G,x...xG, ),nell .

Nyni jiz mGZeme nastolit problém. Je-li G isomorfni s direktnim soucinem grupy H a
zéroven je-li H isomorfni s direktnim sou¢inem grupy G jsou nutné G, H isomorfni?

Vezméme napfiklad grupu G=2,®Z,®Z, ®... agrupu H=2,®7,®Z, ®...

Pokud bychom chtéli uplatnit analogii Cantor-Bernsteinovy véty, museli bychom najit
izomorfismus grupy H na podgrupu grupy G. To je ovSem trividlni. Prvni ¢len z H
zobrazime na druhy ¢len G a tak dale. Snadno nahlédneme, Ze se jednd o identitu. Tedy
prvni polovina je splnéna. Zobrazeni grupy G na podgrupu grupy H také neni velky
problém, pokud si uvédomime, ze Z, =Z, ® Z,. Potom je jasné, Ze grupu G lze zobrazit

na podgrupu grupy H.

V takovém pripadé jsou predpoklady analogie Cantor-Bernsteinovy véty splnény a mohli
bychom se domnivat, Ze i grupy G,H jsou izomorfni. Mozna prekvapivé tomu tak ale
neni. Jelikoz jsme opustili koneéné grupy, prestava platit vSechna teorie vyse vybudovand
(napt. Langrangeova véta).

Pokud by nas zajimalo, jak se dobrat vysledku museli bychom vyuzit Ulmovy véty, ktery ve
své teorii ovSem vyuziva ordindlni Cisla o a to bychom se doslali daleko za ramec této
prace. Proto zde neni nova teorie budovana a nam na tento pfipad zbyde jakasi intuice,
ktera nam fika, Ze grupy nejsou izomorfni.

Zavérem této kapitoly bych rad porovnal uzZiti Cantor-Bernsteinovy véty a jeji analogie.
Pokud se pohybujeme v oblasti mnoZzin, nemdme tolik problému, protoZe hledame
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bijekce a téch je ,,pomérné hodné”. Pokud je ovsem dostaneme na pldu algebry v nasem
pfipadé Abelovych grup musime hledat izomorfismy mezi grupami a zde mame ,,svazané
ruce” podminkami, jez izomorfismus zaruduiji.
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ZAVER
Jako cile mé bakalarské prace jsem si vytycil sumarizaci cesty starovékych myslitel(i az po

zrod teorie mnoZin. Dale potom predneseni Cantor-Bernsteinovy véty a nékteré jeji

dlikazy, jeZ jsou psany i pro nematematiky.

Ve své praci jsem se snaZil psat v popularizaéni formé a pfiblizit svét matematiky i
nezasvécenému laikovi. Vtomto sméru bych zejména poukdzal na fakta z historie
matematiky, na kterych je myslim moje snazeni patrné. Mdlokoho by totiz jisté napadlo,

jak spletita byla cesta k teorii mnoZzin, dnes vyuZivané prakticky ve vSech odvétvich.
Na druhou stranu Cantor-Bernsteinova véta mlze byt pro nékoho nezajivama kvl jeji
tézké predstavitelnosti, ale myslim si, Ze hloubavy c¢tenar zavoj nekonecen jisté

prohlédne.

Doufadm, Ze se moje bakalarska prace bude libit a pomuze k popularizaci matematiky.
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RESUME

The main purpose of my bachelor thesis was to create technical text, which deals with Set
Theory, especially with Cantor-Bernstein Theorem. This thesis should popularise
mathematics to non-mathematician. The bachelor thesis is divided into three chapters.
The first chapter is focused on historical development which leads to Set Theory. Chapter
two is about Naive Set Theory which includes Cardinal Numbers and paradoxes of Naive
Set Theory. The last chapter concentrated on Cantor- Bernstein Theorem and proofs of

this theorem.
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