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Abstrakt

V této praci jsou formulovany, zkoumdny a aplikovany integralni transformace
poruchového potencidlu, které mohou byt odvozeny z druzicové altimetrie, na data typu
GRACE observaci. Nejprve jsou aplikovany odpovidajici diferencialni operatory, které
davaji do souvislosti poruchovy potencidl a rozdil poruchovych potenciald (RPP) nebo
rozdil gradientli poruchovych potencidlii (RGPP). Z toho vyplyvaji dvé integralni
transformace, jejichz integralni jadro je ddno v prostorovém a spektralnim tvaru. Za druhé
jsou formulovany praktické odhady pro vypocet RPP a RGPP. Ty rozd¢€luji integracni
oblast na omezenou integraci a vliv vzdalenych zon. Za tfeti je zkoumdana pfesnost
praktickych odhadi pro druzicovou misi GRACE. Jinymi slovy je zkoumano Sifeni chyb v
omezené integraci a chyby ze zanedbani vlivu vzdalenych zon nad maximalnim stupném
harmonického rozvoje (angl. omission error) a vliv chyb sférickych harmonickych

koeficientl pti vypoctu vzdalenych zon (angl. commission error).
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Abstract

Integral transforms of the disturbing potential, that would eventually be derived from
altimetry data are formulated, onto satellite-to-satellite (SST) tracking data are formulated
investigated and applied in this paper. First, corresponding differential operators, that relate
the disturbing potential differences (DPDs) and line-of-sight (LOS) gravity disturbances
(LGDs) to the disturbing potential, are applied to the spherical form of the Abel-Poisson
integral. This gives two integral transforms for which respective kernel functions are given
in the spatial and spectral form. Second, practical integral estimators for evaluation of the
DPDs and LGDs are formulated. These decompose the original integral transforms into the
limited integration (near zones) and distant zones. Third, expected accuracy of the
estimators is investigated for GRACE satellite mission. In particular, we investigate the
error propagation through the limited integration, and the omission and commission errors,

which are related to the evaluation of the distant zones.

Key words

GRACE, disturbing potential, Decomposition of integral transforms, SST, validation of
satellite data
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Uvod

Ptesny popis gravitatniho pole Zemé je vyznamny pro velké mnozstvi riznych védnich
oborl. Mezi takovéto obory patii napi. geofyzika, v niz se gravitani pole vyuziva pfi
poznavani struktury zemského télesa. DalSim piikladem je geodézie, kde je znalost
gravita¢niho pole potfebna pro realizaci lokéalnich a globalnich vySkovych soutadnicovych
systémil. Modely gravitatniho pole se také velmi intenzivné vyuzivaji pfi popisu drah
druzic, pfiCemz ptesny popis gravitatniho pole vyznamné zvySuje presnost meéteni
globalnich druzicovych navigacnich systémt (GNSS). SkuteCnosti, ze gravita¢ni pole je
obrazem hmot, je mozno také vyuzit v oceanografii pfi studiu ocednskych proudi, v
glaciologii pro lepsi pochopeni tani ledovcti a v hydrologii pii studiu zavodnéni velkych
vodnich tokd.

Gravitacni pole je mozné popsat pomoci pozemnich, leteckych nebo druzicovych
gravimetrickych dat. Pro modelovani globalniho gravitacniho pole jsou pouZzivana
piedev§im meéteni téch druzicovych metod, které poskytuji data pro celou Zemi [11]. Mezi
druzicovd meéteni poskytujici takovato data patii predev§im druzicové mise CHAMP
(CHAllenging Minisatellite Payload), GOCE (Gravity field and steady-state Ocean
Circulation Explorer), GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) a planovana
GRACE-FO (GRACE Follow-On). V soucasné dobé se na obézné draze nachazi pouze
satelity mise GRACE, kter¢ je vénovana tato prace.

Valida¢ni metody jsou potfebné pro spravnou interpretaci a vyuziti druzicovych dat [7].
Validace dat druzicové mise GRACE muze byt provedena pomoci jakychkoliv dostupnych
gravimetrickych dat, ktera dostatecné piesné popisuji gravitacni pole Zemé. V tomto textu
je odvozena tuloha, ktera je vyuzitelna pro validaci GRACE druzicovych dat ptfed dal$im
vyuzitim v geovédach. Za prvé jsou na sféricky tvar Abel-Poissonova integralu [8]
aplikovany diferencidlni operatory, které davaji do souvislosti poruchovy potencidl s

rozdily poruchovych potenciali (RPP) nebo rozdily gradienti poruchovych potencidla



(RGPP). Tim jsou ziskdny dv¢ integralni transformace, k jejichz vypoctu je nezbytna
globalni znalost poruchového potencidlu. Za druhé jsou formulovany praktické odhady
(angl. practical estimators) rozdélenim integralnich transformaci na blizkou a vzdalenou
zonu [14]. Za tieti byla zkoumana piesnost praktickych odhadii, a to: Sifeni chyb v
omezené integraci, chyby ze zanedbani vlivu vzdalenych zon nad maximélnim stupném
harmonického rozvoje (angl. omission error, dale jen chyba ze zanedbani) a vliv chyb
sférickych harmonickych koeficientii pii vypoctu vlivu vzdalenych zén (angl. commission
error, dale jen vliv chyb harmonickych koeficientit).

Veli¢iny RPP a RGPP mohou byt také vyuzity ve formulaci a feSeni tzv. inverzni Glohy
[9]. Inverzni ulohu lze odvodit pro kazdou z veli¢in RPP a RGPP a tim vytvofit odhad
poruchového potencialu na povrchu Zemé¢ dvéma odlisnymi postupy.

Text predkladané prace je rozdélen do Sesti kapitol. V kapitole 1 jsou popsany
techniky meéteni druzice na druzici (SST, angl. satellite-to-satellite tracking) a méfeni
druzicové mise GRACE. V druhé kapitole jsou zavedena znaceni pouzivana v praci a jsou
zde popsany vztahy pro vypocet pottebnych veli¢in pro uréeni RPP a RGPP. V kapitole 3
je odvozen novy aparat pro vypocet RPP z druzic mise GRACE. Ve ¢tvrté kapitole jsou
odvozeny vztahy pro vypocet RGPP. V kapitole 5 jsou popsdny vSechny numerické

experimenty, které byly provedeny. V Sesté kapitole je shrnuta cela prace a jeji vysledky.



1. Druzicova meéreni

1.1. Méreni druzice na druzici

Metody SST maji velky vyznam ve fyzikdlni geodézii, poskytuji, kromé jinych
informaci, gravimetrické data, ¢i data pro zpiesnéni popisu obéznych drah druzic. Méfeni
probihd pomoci sledovani satelitu jinym satelitem (piip. vice satelity). Méfenymi
veli¢inami mohou byt napf. vzdjemnd vzdalenost sateliti ¢i poloha jednoho ze satelitt
[11].

Metody SST se obvykle rozdéluji podle konfigurace druzic. Prvni konfiguraci je
konfigurace vysoko-nizko (high-low), kterd se sklada z jednoho ¢i vice satelitli s vysokou
obéznou drahou (napt. satelity GNSS) a z druzice s nizkou obéznou drahou. Nizko
obihajici satelity se pohybuji ve vysce piiblizn¢ od 200 do 500 km [11]. V této konfiguraci
fungovala napt. mise CHAMP, ktera byla urena pro zkoumani atmosféry a modelovani
tihového a magnetického pole Zemé!.

Druha konfigurace SST se nazyva nizko-nizko (low-low) a tvofi ji dvé druzice, které
obihaji na téméf stejné obézné¢ draze a méfi vzajemnou vzdalenost. Velikost této
vzdalenosti se pohybuje v fadech nékolika stovek kilometrti [11]. Metody SST urcené pro
mapovani gravitaéniho pole, které operuji v modu nizko-nizko, mapuji toto pole pomoci
orbitalnich zmén vyvolanych zménami v gravita¢nim poli.

Posledni dtlezitou konfiguraci miize byt kombinace modi vysoko-nizko a nizko-nizko.

Takto pracuje druzicova mise GRACE?, ktera je podrobnéji popsana v nasledujici sekci.

1.2. Druzicova mise GRACE

Druzicova mise GRACE je druhou misi programu NASA (National Aeronautics and Space

i

! Podrobnéjsi informace o misi CHAMP je mozné nalézt na http://www.gfz-potsdam.de/champ/
2 Zdroj: http://nasa.gov/mission_pages/Grace/overview/index.html



Administration) ESSP (Earth System Science Pathfinder), jehoz ukolem je piinaset
inovativni pristupy ke zkoumani Zem¢. Mise GRACE je spolecny projekt NASA, GFZ
(Geoforschungs Zentrum) a DLR (Deutsches Zentrum fiir Luft und Raumfahrt) a byla
vypusténa v bfeznu roku 2002°.

Druzicovou misi GRACE tvoii dva téméf identické vzdjemné se sledujici satelity,
které v soucasné dobé obihaji ve vysce ptiblizn€¢ 360 km nad povrchem Zemé, viz Obr. 1.
Obvykle se jednotlivé satelity znaéi GRACE A a GRACE B. Druzice obihaji po témét
kruhové poléarni draze (inklinace je ptiblizné¢ 89°). Diilezitou vlastnosti takovychto drah je
to, Ze protinaji rovinu rovniku v riznych zemépisnych délkach, to znamena, Ze satelity na
téchto drahéach je mozné pouzit k mapovani celé Zemé. Vzajemné se sledujici satelity mise

GRACE jsou od sebe vzdaleny 220+50 km?.
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Délka pravodice

Obrazek 1 Zména délky priivodice druzice GRACE B*

V soucasné dobé€ je mise na ob&zné draze vice nez 14 let, piicemz o¢ekavana Zivotnost
byla pouze 5 let. Odhaduje se, ze mise GRACE bude operovat piiblizné do poloviny roku
2017°. V soucasné dobé se planuje spusteni nastupce mise GRACE. Tim by méla byt mise
GRACE-FO, jejiz vypusténi na obéznou drahu je naplanovéano na rok 2017.
pomoci velmi presnych radiovych meéfict (konfigurace nizko-nizko). Ddle je meéfena
poloha na obézné draze pomoci metod GNSS (konfigurace vysoko-nizko) a zrychleni

pomoci velmi pfesnych akcelerometri. Méfeni jsou provadéna kazdych 5 sekund.

3 Zdroj: http://nasa.gov/mission_pages/Grace/overview/index.html
4 Zdroj: http://www.csr.utexas.edu/grace/operations/configuration.html
5 Zdroj: http://eospso.nasa.gov/sites/default/files/eo_pdfs/Mar_Apr 2016 _508 color.pdf
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Konfigurace sateliti pfi méteni je zobrazena na Obr. 2.
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Obrazek 2 Systém méteni druzicové mise GRACE

Nejdulezitéjsi casti druzic je méfici systém K-band (bézové na Obr. 3), méfici
vzdalenost mezi satelity s piesnosti 10 um. Dale se na palubé nachazi akcelerometr
SuperSTAR (zkratka ACC SU na Obr. 3) méfFici zrychleni satelitu s presnosti 1-107'"ms™,
pfijimac¢ signdlu GPS BlackJack (na Obr. 3: GPS OCC ANTENNA, GPS BKUP
ANTENNA, GPS NAV ANTENNA) pro ur¢eni polohy na orbitu a dal$i zatizeni, ktera se
riznym zpisobem podileji na mé&feni.®

Zmény v gravitaénim poli studované druzicovou misi GRACE mohou byt

¢ Podrobng&jsi popis je k nalezeni na http://op.gfz-potsdam.de/grace/payload/payload.html nebo na
http://www.csr.utexas.edu/grace/spacecraft/colorcode.html
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zpusobovany napt. variacemi v moiskych proudech, a to bud’ povrchovych nebo
hlubinnych, pohybem podzemnich zdroji vody [5], vyménou vody mezi ledovci a oceany
a zménami rozlozeni hmoty na povrchu a vevnitt Zemé [16]. Vysledky mise GRACE tvoii
velky piispévek k dosahovani cilti Reditelstvi védeckych misi (angl. Science Mission
Directorate) americké NASA, zpresnovani Systému pozorovani Zemé (angl. Earth

Observation System) a pozorovani globalnich klimatickych zmén’.

KBR
ASSEMBLY

K-BAND
HORN

ANTENNA Mﬂ

ANTENNA

Obrazek 3 Vybaveni satelitu druzicové mise GRACE?

7 Zdroj: nasa.gov/mission_pages/Grace/overview/index.html
8 Zdroj: http://op.gfz-potsdam.de/grace/satellite/satellite.html
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2. Matematické a fyzikalni zaklady

Tato kapitola obsahuje nasledujici ¢asti: Sekce 2.1 popisuje znaCeni jednotlivych
veli¢in, které jsou odvozeny z dat poskytovanych druzicovou misi GRACE a navic je
popsana vazba uvedenych dat a gravitacniho potencidlu. V sekci 2.2 je zavedeno znaceni

pro udani polohy jednotlivych objektd ¢i prvki. V sekci 2.3 jsou strucné popsany

vvvvvv

2.1. Data typu GRACE a jejich vztah ke gravitaénimu potencialu

Pro pozici, rychlost a zrychleni satelith mise GRACE ziskané méfenim GNSS v

konfiguraci vysoko-nizko je pouzito znaceni:
x=[x y z|", x=[x y z]", x=[x j z]". (1)

Protoze je GRACE tvoiena dvojici druzic, je nutné v textu obé druzice odlisit. VeliCiny
odpovidajici vedouci druzici (GRACE A) jsou indexovany cislem 1, zatimco veli¢iny
odpovidajici sledujici druzici (GRACE B) jsou indexovany ¢islem 2.

Dale jsou zavedeny rozdily veli¢in unevedenych v rovnici (1). Jedné se o rozdil mezi

polohami druhé a prvni druzice, resp. rozdil mezi slozkami rychlosti a zrychleni:
X=X,-X, O&X=X,-X,, o&X=X,-X. 2)

Symbol ¢ je pouzivan v celém textu jako operator pro rozdil veli¢in mezi druhou a
prvni druzici.

Pro vzajemnou vzdalenost satelitii plati:
p=|0x =&+ + & . (3)
A pro jednotkovy vektor ve sméru spojnice sateliti (LOS, angl. Line-of-sight) je:

13



e=[e, e e] =—. 4)

Vyse definované veliCiny jsou graficky zndzornény na Obr. 4.

Data typu nizko-nizko poskytované misi GRACE umoznuji urcit prvni ¢asovou

derivaci proménné p, ktera piedstavuje vzajemnou rychlost obou sateliti:
p=0x-e. (5)

Druha ¢asova derivace proménné p vyjadiuje rozdil ve zrychleni obou satelitti:

o -
-

p=05%-e+ (6)

Pro modelovani gravitatniho pole mohou byt SST data matematicky vztazena k
uritym veli¢indm, které jej modeluji. Rychlosti x,a p lze uvést do souvislosti s rozdily

gravitacniho potencialu /' mezi dvojici sateliti:
&V (x)=[%,[. (7)

Nutné je zminit, ze rovnice (7) plati pouze ptiblizné [6]. Rigorézni model pro vypocet
rozdilu gravitacnich potencidlli je podrobné diskutovan v [16]. Alternativné je mozné
kombinovat SST data typu vysoko-nizko a nizko-nizko tak, ze mize byt vytvotren rigor6zni
model rozdilti gradienti gravita¢nich potencialii promitnutych do jednotkového vektoru ve

sméru LOS [6]:

S )
P P

e-ovVVy 3

2.2. Veli€iny pro popis polohy

Pro popis polohy jednotlivych prvkd jsou v praci pouzivany sférické soufadnice.
Transformace geocentrickych soufadnic z rovnice (1) do sférickych je popsana
nasledujicimi vztahy:

14



reAxXt+y 427, 9)

2 2
anp=Y* "V (10)
z
tan/1=1, (11)
X

kde r je délka priivodice (vzdéalenost bodu od stiedu sféry), @ je zemépisna Sitkaa A je

zemé&pisna délka. Souradnice ¢ a 4 dohromady vyjadiuji thlovou polohu bodu a budou v
dal$im textu oznaCovany souhrnné symbolem Q. Prostorovou polohu vypoctového bodu
budeme znacit (»,QQ) a polohu integracniho elementu ve sférickych soufadnicich
(R,Q"), kde R znaci velikost poloméru referencni sféry. Symbol Q' oznacuje uhlovou

polohu integrac¢niho elementu. V dal§im textu vSechny ¢arkované soutradnice znaci veliCiny

vztazené k integra¢nimu elementu, viz Obr. 4.

GRACE A [r,0Q]
] P _ @ GRACEB [r,,€,]
| 3]
Integracni '
element ‘¢/ I
RO g Referencni
sféra
R
P, v,
S

Obrazek 4 Veli¢iny pro popis polohy
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Nyni zavedeme veliCiny které davaji do souvislosti vypoctovy bod a integracni
element: Sférickd vzdalenost je veliCina, kterd vyjadiuje nejkrat$i vzalenost mezi dvéma
body na sféfe méfend po povrchu jednotkové sféry. Alternativné lze sférickou vzdalenost
mezi dvéma body na referen¢ni sféfe definovat jako stiedovy thel, ktery sviraji tyto body.

Matematicky mize byt vyjadiena nasledovné:

cosy =(cos@ cos @' cos(A—A")+sin@sin@"). (12)

Pro zjednoduseni zapistu zavedeme proménnou:

U =cosy . (13)

Pfimy azimut v bod¢ je uhel, ktery svird rovina poledniku prochézejici timto bodem s
rovinou obsahujici spojnici dvou bodii vedenou po sféfe. Matematicky pro pfimy azimut
plati:

tga = . cosgo.sm(/i—/”t) ' (14)
cos@sin @' —sin pcos @’ cos(A—A1")

Také budeme pouzivat normovanou euklidovskou vzdalenost mezi vypoctovym bodem a

integra¢nim elementem:

g=g(tu)=v1-2tu—1t*, (15)

kde ¢ v této rovnici je tzv. utlumovy faktor:

t=—, R<r. (16)

2.3. Zakladni vztahy pro vypocty v gravitaénim poli

Pro vypolty v gravitatnim poli pracujeme c¢asto s poruchovym potencidlem.
Poruchovy potencial 7T je zaveden jako rozdil mezi skuteCnym gravitatnim potencidlem W

a normalnim gravitacnim potencidlem U [8]. Poruchovy potencidl je jednou =z

16



vvvvvv

vysku geoidu nebo vySkovou anomalii.

Poruchovy potencidl splituje stejné jako gravitacni potencidl tzv. Laplaceovu rovnici:
VT=0. (17)

kde V?je tzv. Laplacetiv operator, ktery ma v pravothlych soufadnicich tvar:

o> o o

Vie——+——t—.
o’ ot o

(18)

Pro vypocéty na sféfe je vSak vyhodné€jsi Laplaceiiv operator prevést do sférickych

soutadnic, ve kterych nabyva nasledujici tvar :

00, 20,10 o, 1 &

Vi=—+=—+ : 19
or* ror r’op> 1’ 0p ricos’p ol (15)
Reseni Laplaceovy rovnice (17) mizeme vyjadfit nasledovné [4]:
. R n+l
T(r,Q)= z(—j Y (Q), r>R. (20)
n=0 r

kde, funkce Y, (Q2) jsou tzv. povrchové sférické harmonické funkce (angl. surface spherical

harmonics). Dulezité je, ze kazda harmonicka funkce mtize byt napsana rovnici (20).

Povrchové sférické harmonické funkce mohou byt prepsany do tvaru:

7,(Q)= Zn: a, P, (singp)cos(mA)+b,, P, (sing)sin(ml), (21)

nm* nm
m=0

kde a,, a b, jsou libovolné konstanty. Funkce P (sin go) v rovnici (21) jsou nazyvany

(ptidruzené) Legendreovy funkce 1. druhu stupné n a fadu m. Tyto funkce jsou feSenim

Legendreovy diferencidlni rovnice [4] a je mozné je psat pomoci tzv. Rodriguezova vzorce:

P (u)=— o (1-u2)§(u2—1)”. 22)

- 2n n' auern
Nutno zminit, Ze v praktickych vypoctech jsou vSak pouzivany pro vypocet

17



Legendreovych funkci rekurentni vzorce, viz Ptilohy.

Normovanim a,, a b

nm

rovnici (20) 1ze psat ve tvaru:

v rovnici (21) obdrzime geopotencialni koeficienty A@m a

rr0)-413 3 (2] ac () e3)

n=0 m=—n

kde Y (Q) jsou pln¢ normované harmonické funkce, ve kterych se vyskytuji plné

nm

normované Legendreovy funkce:

prom =0
(24)

prom=>1.

VysSe popsany postup je nazyvan sférickou harmonickou syntézou a ukazuje vyuziti

sférickych harmonickych funkci v geodézii.
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3. Problém 1: Uréeni rozdilu poruchovych potenciall

Tato kapitola je vénovana vysvétleni a odvozeni rovnic pro vypocet RPP. RPP je
veli¢ina, pomoci které je mozné dat do souvislosti méteni mise GRACE a nezavisle
ziskané hodnoty poruchového potencidlu na povrchu Zemé¢. Veli¢inu RPP je mozné zapsat

nasledovné:
O (r, Q) =T(r,,€2,)) =T(1,€2,). (25)
Pro dalsi odvozovani vyuzijeme skuteCnosti, ze vztahy pro vypocet poruchového

potencialu 7'(r,Q.), kde i zna¢i index druZice, jsou pro ob€ druzice totozné. Proto mohou

byt pro odvozeni uvazovany pouze vztahy pro poruchovy potencidl v jednom z
vypoctovych bodl. Je tedy mozné pii odvozeni vztahli uvedenych v této ¢asti zacit u

Abel-Poissonova integralu [8]:

T(r,Q) = i j j T(R,Q) K(t,u)dQ, (26)

kde symbol K(z,u) je Greenova funkce nebo integracni jddro Abel-Poissonova integralu ve

sférickych soutradnicich. A matematicky je definovan:

Kty =Y " @n+ )P, () =" ). 27)
n=0 4

Poruchovy potencial na povrchu Zemé T(R,Q") v rovinci (26) je pocitan sférickou

harmonickou syntézou dat globalniho gravitaéniho modelu pomoci rovnice (23), pro
R=r. Celkové lze rovnici (26) oznaclit jako vztah pro ureni poruchového potencialu
globalni integraci.

Praktické vypocty poruchového potencidlu jsou vSak cCasto formulovany ve tvaru

integrace v jistém okoli vypoctového bodu [15]. A to proto, ze je ve vhodné zvoleném

okoli bodu vliv vstupnich dat 7(R,Q’) na vyslednou hodnotu poruchového potencialu

vyrazn¢ vetsi nez mimo tuto oblast. Takovato omezend integrace je v dalSim textu
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oznacovana jako vliv blizkych zén v oblasti Q). Zanedbanim vlivu dat vné blizké zony

vznika chyba, kterou nazyvame vliv vzdalenych zén [12].

Vzdalend zéna

Obrazek S. Blizké a vzdalené zony

Rozdé€leni integracni oblasti na blizké a vzdalené zony naznacuje Obr. 5. Toto prostorove

rozdéleni 1ze matematicky zapsat nasledujicim zptsobem:

T(r,Q) = i j j T(R,Q) K(t,u) dQ +$ j j T(R,Q) K(t,u)dQ, (28)

kde prvni ¢len piedstavuje vliv blizké zony Q. V této zoné€ se nachazeji pouze body, které
se od vypoctového bodu nachazeji ve vzdalenostiy <y, kde vzdalenost i, je oznaCovana
jako integracni polomér. Druhy c¢len rovnice (28) vyjadiuje vliv vzdalené zony, jiz se
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vénuje nasledujici sekce.

3.1. Vliv vzdalené z6ny

V této Casti je odvozen vztah pro vypocet druhého ¢lenu rovnice (28). Tento ¢len zapiSeme
jako:

Tvzd(r,Q):i j j T(R,Q) K(t,u)dQ' . (29)

Dale zadefinujeme tzv. chybové integracni jadro ve tvaru [14]:

0 prou, <u <1

Qn(r,u)a,ow):{ : (30)

K(t,u) pro—1<u<u,

AK(t,u,uo)zzzzn—'_1
n=0

kde O, (t,u,) jsou spektralni vahy, které nazyvame koeficienty vzdalenych zon (angl.

truncation error coefficients).

Dale odvodime z rovnice (30) tvar koeficientd vzdalenych zon Q, (¢,u,) nasledujicim

postupem. Nejprve jsou ob& strany rovnice (30) vynasobeny hodnotou P,(,O(u) a poté

zintegrovany v mezich u =[-1,1]:

JAR (@00 Py du =3 20, 1) [ ) P ) (1)

n=0
Posléze z ortogonality Legendreovych polynomt, kterou lze vyjadrit nasledovné [4]:

| 0 pron#k

(207 o) , 32
- 2/(2n+1) pron=k

vyplyva nésledujici rovnice:
1 Uy
O, (t,u) = [ AK (t,11,5) P, o (u) du = [ K(t,u,1,) P, o () dut (33)
-1 -1

Druha rovnost v (33) se ziska zpétnym dosazenim za AK(¢,u,u,)z rovnice (30)
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Finalni tvar rovnice pro vypocet vlivu vzdalenych zon v daném vypoctovém bodé

odvodime nésledovné. Nejprve dosadime AK(f,u,u,) z rovnice (30) za chybové jadro v
(29) a obdrzime:

2n+1

m,(rm——jjr(m)Z O, (t,1y) By o (u) dQY' . (34)

Nasledovnym dosazenim 7'(R,Q") zrovnice (23) do (34) se obdrzi:

m,(rm——ﬂ Y >aC, 7, ,,,,,m)zz””g(ruo) Powd.  (35)

n'=0m'=n'

A déle s vyuzitim adi¢niho teorému pro sférické harmonické funkce, ktery popisuje vztah

mezi povrchovymi sférickymi harmonickymi funkcemi a Legendreovymi polynomy [2]:
Qn+DP,,(u) = ZY Q7Y (Q), (36)

je mozné po upravach dale psat:

T..(r, Q)=—Z > 3 ST, 0,(u) 1” (¥ @), @) dsz} ¥,(Q) (37)

n'=0m'=—n' n=0 m=—n

a na zakladé ortonormality Y, .(Q)a Y, (Q')[2] obdrzime vyslednou podobu rovnice pro

nm

vypocet vlivu vzdalené zony:

T Z ZQ tuO nm nm ZQ tuo (38)

n=0 m=—n nO

kde:

T :% Y AC,, Y,.(Q). (39)
Nutné je zminit, ze v praktickych vypoctech neni mozné pouzivat rovnici (38) ve tvaru
nekonecné fady a pocet jejich ¢lent je nutné omezit néjakou kone¢nou hodnotou.

Vysledny vztah pro vypocet RPP se obdrzi dosazenim vsech odvozenych veli¢in do

rovnice (29):
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ST (r,Q) = i [[T(r,Q) oK (t,u) +%NZQ (tu, )5 T,(9), (40)

kde Nua je hodnota, kterou omezujeme pocet ¢lenti fady. Rozbor chyb zplsobenych
zanedbanim ¢lenti nekone¢né fady stupné vyssiho nez Nuaxje uveden v kapitole 5.3.1.

Pro zjisténi, jak se chova prvni ¢len v rovnici (40) je vhodné urcit hodnoty integralniho

jadra oK (t, u) v prostorové oblasti. Hodnoty jadra jsou zakresleny na Obr. 6.

- F s

] Vﬁpoétov{r bod

Zemeépisna Sifka ¢

20 I | 1 I | | | ! |
200 02 204 208 208 210 212 214 218 218 220

Zemépisnd délka A

Obrazek 6. Integralni jddro pro RPP

Z Obr. 6. lze vidét, ze integralni jadro nabyva nejvyznamnéjSich hodnot v okoli

vypoctového bodu, naopak jeho hodnoty v bodech které jsou ve vzdalenosti y >10° se

blizi nule. Této skutecnosti Ize vyuzit pii konstrukci praktickych odhadu.
Dale pro naznaceni chovani druhého Clenu rovnice (40) byl zjistén prabeh spektralnich

vah O (t,u,), ktery je zobrazen na Obr. 7. Z tohoto obrazku lze zjistit, Ze hodnoty
0, (t,u,) maji pro niz8i hodnoty integra¢niho poloméru y, vétsi amplitudy a osciluji

pomaleji nez hodnoty koeficientdi pro vétSi integracni poloméry. Daéle spektralni

vahy QO (¢,u,) pro vyssi hodnoty y, konverguji rychleji a jejich pouziti je tedy vhodngjsi.

Take je potiebné zminit, Ze pro stupen n > 400 je vypocet koeficientl Q, (¢,u,) numericky
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nestabilni, ale jak je ukdzdno v sekci 4.3.1, tak nestabilita pro vysoké stupné n neovlivni

vysledek.
—yy =T
—yy =2
—yy =3
y, =5°
i \‘UD=10n i
2
c
ﬁ
[
g
B
[=]
5
=]
T
e e —————

o | | | |
o a0 100 180 200

Stupen i

Obrazek 7. Spektralni vahy QO (f,u,) pro hodnotu /=0,95, kterd pfiblizné odpovida

métfeni GRACE
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4. Problém 2: Uréeni rozdilu gradienta poruchovych

potencialu

4.1. Odvozeni integralnich transformaci pro uréeni RGPP

Rovnici pro vypocet RGPP lze vyjadfit ve tvaru:
e VT (r,Q)=e-[VI(r,,Q,)-VT(r,Q))]. (41)

V dal$im postupu miizeme pro odvozeni integralnich transformaci uvazovat pouze clen
odpovidajici jedné druzici. A vztah pro vypocet gradientii poruchového potencialu VT v

rovnici (41) lze psat ve tvaru [3]:

vr(r,g):%jjT(R,Qf)[aK(w)g oK(tu), 1 8K(t,u)}dQ,’ w)
g or r O0p  rcosgp 04

kde ¢leny uvniti integralu lze pfepsat:

2 3 2
8K(t,u)=th(t’u)=_t_3ut +ut5—5t il “3)
or R R g

2 2

laK(f,u):laK(t’”)cosa:lK“(t,u)cosa=l—3t (15—t )Cosa, (44)
r op R oy R R g
2 2

! aK(t’u):aK(t’u)sina=lK”(t,u)Sina:l—3t (ls_t )sina. (45)

rcosp 0 oy R R g

S vyuzitim rovnic (42)-(45) 1ze vyjadiit vztah pro vypocet gradientu poruchového

potencidlu ve sméru spojnice druzic :

e-[VT(r,Q)]=

! ' u 1 u t ’ 46
:mgT(R,Q)[—ex cosa K“(t,u)—e sina K*(t,u)+e, K (u,t)]dQ_ (46)

A nésledné tuto rovnici, kterd vyjadiuje gradient poruchového potencidlu ve sméru
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spojnice druzic pomoci globalni integrace, rozdélime na blizkou zénu Q a vzdalenou

zonu Q'-Q:

e [VT(r,Q)]= ﬁ”T(R, Q’)[— e cosa K"(t,u)—e, sina K"(t,u)+ e.K'(u, t)]dQ’ +
Q

47)
*ﬁ [[TR.)|-e, cosar K*(t,u)—e, sina K*(t,u) +e.K' (,0)]dY.

Q-0

4.1.1.Vliv vzdalené zény

Pro vypocet vlivu vzdalené zony na gradient poruchového potencialu ve sméru spojnice
druzic, ktery vyjadiuje druhy ¢len rovnice (47) je mozné rozdé¢lit integral po jednotlivych

slozkach jednotkového vektoru e:

e [VI(r,Q)],., =

e
X T(R,Q)cosa K" (t,u)dQ +
47ng!£5( ) (t.u)

o [T(RQ)sina K" (t,u) d + (48)
47R oo,

+

e
z T(R,OHK'(¢t,u)dQY.
4ﬂRQﬂ%( )K" (¢,1)

Dale je integralni jadro K'(z,u) ve téetim ¢lenu rovnice (48) ptepsano tak, aby mohlo byt

pouzito v globélni integraci. Konkrétné lze toto jadro vyjadrit ve tvaru [15]:

0 prou, <u <1

Mf(r,u,uo>={ =§2”2”Q;(r,uo)a,o<u). (49)

K'(tu) pro-l1<u<u, "°

A podobnym postupem jako v rovnicich (30)-(34) lze z rovnice (49) vyjadfit spektralni

vahy O, (tu,):

0! (1) = [ AR (st0) B0 s = [ K (0,0) P ) . (50)
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Pti formulaci chybového jaddra K“(¢,u) postupujeme obdobné:

0 prou, <u <1

AK"(r,u,%):{ i 2”“ 0" (t.1y) P, () 51)
K*(

“(tbu)  pro—l<u<u, "

Dale je z rovnice (51) vyjadiena hodnota koeficientll vzdalené zony Q! (¢,u,):

O (tug) = [ AK" (t,u,u) P, (u)du (52)

kde Pn,1(”) jsou pridruzené Legendreovy funkce prvniho fadu a stupné n.

Po dosazeni chybovych jader AK"(t,u,u,)a AK'(t,u,u,), viz rovnice (53) a (55) do

rovince (48) a upravach dostdvame vztah pro vypocet gradientd poruchovych potencidla

globdlni integraci:

e [VI(r,Q)],., = ;;Rinz(n:) 1y ”T(R Q)cosa P, (u)dQ'+

e, <« 2n+l _, N '
4nR ;n( +1)Qn(t,uo)£jT(R,Q)51na P, (u)dy + (53)

ez = 2n+1 ¢ i i
fRE Qn(tauo)gT(R,Q)Pn,o(u)dQ-

A s vyuzitim vztahi [13]:

2n+1

”T(R Q) P, (u)dQ =T, (R,Q), (54)

2n+1

”T(R Q)cosa P, (u )dQ’:aiT;,(R,Q), (55)
@

n,l

L1 k). (56)
cos @ 04

2n+1

J-.[T(R Q)sina P, (u)dQ =

je mozné psat:
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VTR, =5 n(n1+ SO ) DT (R
€, & _i
EZln [0 ) T RO (57)

Q,i (t,u,) T, (R, ),

>u|<“
MS

kde TH(R,Q)Vyj adfuje slozky poruchového potencidlu pro jednotliové stupné n, viz rovnici

(39)

Dale je nutné zminit, Zze v praktickych vypoctech neni mozné pouzivat rovnici (57) ve
tvaru nekonecné rady. Pocet ¢lent fady je v této rovnici nutné omezit néjakou hodnotou
Nmar. Rozbor chyb zplisobenych zanedbanim ¢lenti vysokého stupné je uveden v kapitole

5.3.2. Pro dokonceni odvozeni vypoctu gradientd poruchového potencialu zbyva urcit tvar
spektralnich vah Q! (¢,u,) a Q! (t,u,) . Pro vypocet Q! (t,u,) dostaneme upravou rovnice

(50) a vyuzitim rovnice (33) vztah:
O, (tug) = [ K' (L), o (u)du = £° % [K (@t w)P, () du=¢ %Qn (th11y). (58)
-1 -1

Déle odvodime vztah pro vypocet spektralnich vah Q! (¢,u,), ktery obdrzime pomoci

nasledujicich Gprav:
o (t,uo)zéufK“ (t,u) P, (u)du . (59)
4
Prepsanim K" obdrzime:
0", uo)———j\/l—i K () P, () du (60)

Pomoci integrace per-partes je mozné prepsat rovnici (60) do tvaru:

0 =—§{WK(LL{)P”J(L£)E —]iK(t,u)%[ l—uan,l]du}. 61)
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Dale je mozné s vyuzitim znalosti vztahu [4]:
0 [\/1 u Pnl(u)] n(n+1)P, (u), (62)

psat:

Q:=—%hoﬂ4n;amo+drﬂéax%)K@mﬁl (63)

Po dosazeni vySe odvozenych rovnic do (47) lze psat prakticky odhad pro vypocet
RGPP:

e-S[VT(r,Q)]=

1 , . . . t
ZEHT(R,QW[—Q cosa K" (t,u)—e sina K" (t,u)+e K (u,t)]dQ +

=3

00, uo) T(R Q)+

n(n +1) (64)
Ninax
Sy Quor—-iTMQn
R S n(n+1) sp O
e el ,
+= Y 50 (t,u,) T, (R, Q).
R <2

5000
4000

3000

ZEIEIEI
i Fl 1000

Zemépisna Sifka ¢

208 210 212
Zemépisna délka A

Obriazek 8 Tvar jadra integralni transformace pro vypocet RGPP v prostorové oblasti
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Pro lepsi predstavu o chovani prvniho ¢lenu v rovnici (64) je vhodné zjistit, jak vypada
integralni jadro v prostorové oblasti. To je zakresleno na Obr. 8. Z Obr. 8 lze Cist, ze jadro
pro RGPP neni izotropni a déle, coz je dilezité, Ze hodnoty jadra se rychle blizi nule se
vzdalenosti od vypoctového bodu.

Pro dokonceni pifedstavy o chovéani celé rovnice (68) se podivame na chovani

koeficientt Q! (¢,u,) a Q"(t,u,) ve zbylych ¢lenech této rovnice. Hodnoty koeficienti a

jejich srovnani pro rizné integracni poloméry y, ukazuji Obr. 9 a Obr. 10.

— =2°
yy =37
yy =5°
Y, =10°

Hodnota koeficientu
f
/
}a\

50 100 150 200
Stupeti n

Obrazek 9. Spektralni vahy Q! (¢,u,) , pro hodnotu #=0,95, kterd piiblizné odpovida

meéfeni GRACE
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Koeficienty chyby oskenuti Qﬁ

100 —

Hodnota koeficientu
I <\

—yy =1
—_—yy =2
|y =30
Y, =67
— =100

P I | | |
o 0 100 150 200

Stupen

Obrazek 10. Spektralni vahy Q'(t,u,) pro hodnotu /=0,95, ktera pfiblizn¢ odpovida

métfeni GRACE

Na Obr. 9 vidét, ze koeficienty Q! (¢,u,) pro niz§i hodnoty integraéniho poloméru y,
maji vétsi amplitudy a osciluji pomaleji. Déale se hodnoty spektralnich vah Q! (¢,u,) blizi
rychleji nule pro vétsi velikosti integracniho poloméru i, . Nutno zminit, Ze pfiblizn€ pro
stupefi n>400 je vypocet koeficienti O (¢,u,) numericky nestabilni.

Na Obr. 10, ktery naznaCuje chovani koeficientt Q! (¢,u,), je vidét, ze tyto koeficienty
konverguji pomaleji nez koeficienty Q! (¢,u,) ¢i Q, (¢,u,) . Dale plati, ze pro vy$si hodnoty

integracniho poloméru koeficienty konverguji rychleji k nulové hodnoté. Opét je nutné

poznamenat, ze vypocet hodnot Q(z,u,) je pfiblizné pro stupein n>400 numericky

nestabilni. Podrobng&jsi popis chyb souvisejici s koeficienty Q! (¢,u,) a Q! (¢,u,) je uveden

v sekci 4.3.2.
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5. Numericky experiment

V této kapitole je uvedeno jaka byla zvolena data, v jaké oblasti a s jakym rozliSenim
jsme pracovali. Déle jsou popsany parametry s jakymi byly konkrétni experimenty
provedeny. Vysledky numerickych experimentli jsou na konci této kapitoly zhodnoceny

jejich presnosti, ktera je uvedena ve formée statistiky vztazené k referencnim datiim.

5.1. Vybér dat

Pro experiment byla vybrana data druzicové mise GRACE z roku 2015 z mésict leden
az Cerven. Tato data jsou poskytovana NASA a jsou volné dostupnd na webovych
strankach’. Data jsou strukturovdna po jednotlivych dnech a jsou distribuovdna v
komprimovaném formatu typu GNU zip (tar.gz). Pro rozbaleni a ptecteni dat je poskytovan
software na ¢teni dat na webovych strankach’. K dal$imu zpracovani byl pouzit specilni
algoritmus, pomoci kterého byla data zformatovana do tabulky, ktera obsahuje sloupce s

geocentrickymi kartézskymi soufadnicemi prvni a druhé druzice.

5.2. Vybér oblasti a drah

Neméné diilezity je pro provedeni experimentu vybér prostorové oblasti, ve které je
experiment proveden. Oblast musi byt vybrana tak, aby byla vstupni data, pokud mozno,
co nejméné zatizena chybami. Vstupni data ve formé poruchového potencialu jsou ziskédna
z druzicové altimetrie, jejiz méfeni je zatizeno urcitymi nejistotami v blizkosti pobtezi [15].
Proto je nutné vybrat oblast, ktera lezi daleko od pobtezi. Vybrané uzemi se nachazi v

rovnikové oblasti v Tichém ocednu a vypoctové body se nachdzi v intervalu

@ e(—10°10°), Ae(-152°,-148°), viz Obr. 11.

° ftp://podaac.jpl.nasa.gov/allData
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Obrazek 11. Vybér drah pro provedeni experimentu

Pro dalsi postup byla data ve formatu popsaném v sekci 5.1 omezena na vysSe
popsanou oblast vcetn¢ okoli, ve kterém bude probihat omezend integrace (tzn. véetné
blizkych z6n). VSechna druzicova data odpovidajici této oblasti byla vizualizovana, aby
mohl byt proveden vybér jednotlivych preleta dvojice satelith nad timto tzemim. V dalSim
textu je takovy pielet oznacovan jako draha.

Pro samotny experiment bylo z této vizualizace vybrano Sest drah, které se nachazeji v
blizkosti 210. poledniku a zaroven jsou stoupajici (angl. ascending), jinymi slovy se
druzice na téchto drahach pohybuji ve sméru z jihu na sever. Data byla vybrédna tak, aby
kazd4d draha odpovidala praletu druzic v jiném kalendafnim meésici. Dale byl vybér
provadeén tak, aby se jednotlivé drahy nepiekryvaly a také, aby vzdalenost dvou sousednich
drah byla vzdy, pokud mozno, stejnd. Vybér jednotlivych drah tvofi profily, které jsou

zobrazeny na Obr. 15.
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5.3. Testovani presnosti praktickych odhadu

[e]

5.3.1. Rozdil poruchovych potencialu

Experiment 1

Prvnim experimentem, ktery byl proveden je vypocet RPP podle rovnice (25) pro
razné velikosti integracniho elementu dQ'. Velikosti integra¢niho elementu je mysSlena

disktretizace povrchu referencni sféry tak, aby mohla byt provedena numerickd integrace.
Nejprve byla zvolena velikost elementu 0,5°x0,5° a takto vytvoiena sit’ byla dale
zjemiovana na 0,25°x0,25°, 0,125°x0,125° a nakonec na 5'%5’. Dals§i zjemiovani jiz
nebylo mozné prakticky provést pro vysoké pozadavky na vypoctovy cas.

K provedeni vypoctu byly nejprve uréeny hodnoty poruchového potencidlu na povrchu

referencni stéry T'(R,Q") pro rizné velikosti integracniho elementu dQ' pomoci rovnice
(23). Tyto hodnoty je mozné dosadit do rovnice (26), ktera diskretizaci ptejde na tvar

Ap' AL

T(”,Q)ZT

DD T(R,Q) K(t,u)cos ¢, (65)

kde Agp' a AL’ jsou velikosti integra¢niho kroku v numerické integraci.

Pro obdrzeni vysledné hodnoty RPP se tento vztah dosadi do rovnice (25) a piechazi v
tvar:

Ap' AL
iy

ST (r,Q) = D> D T(R,Q)5K(t,u)cosg' . (66)

Srovnanim hodnot RPP pro rizné velikosti integralniho elemetnu lze dojit k zavéru, ze
se pro velikost rozdilu mezi odhadem RPP globélni integraci a jeho referencnimi

hodnotami ziskanymi z druzicové altimetrie snizuje. Napiiklad pro nejhrubsi sledovanou

« s

Pro velikost elementu 0,125° je tento rozdil jest& o ¥ad nizsi, a pro grid 5'%5’, na kterém
byly provadény veskeré experimenty je rozdil hodnot RPP s jejich referencnimi hodnotami
roven fadové 5.10m? s,
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Experiment 2

V tomto experimentu byl proveden prakticky odhad RPP pdle rovnice (40) pro razné
integracni poloméry /. Hodnoty téchto poloméra byly zvoleny nasledovné: 1°, 2°, 3°, 5° a
10°.

Vysledky vypoctd RPP pii diskretizaci 5'%5" pro riizné integraéni poloméry w, jsou
porovnavany s referencnimi hodnotami, které jsme =ziskali syntézou dat globalniho

gravitatniho modelu EGM2008 [10]. Porovnani je ukdzéno na Obr. 12 a v Tab. 1 (viz

ptilohy).

015

Obrazek 12. Porovnani rozdili hodnot RPP v nejzdpadnéjSim profilu pro rizné velikosti

integracniho poloméruy a referen¢nich hodnot pocitanych syntézou z modelu EGM2008

Z Obr. 12 lze vidét, Ze se hodnoty RPP, které¢ jsou pocitané postupem uvedenym v

kapitole 3, s rostouci velikosti integracniho poloméru blizi k referen¢ni hodnoté pocitané z

modelu EGM2008. PficemZ rozdil mezi odhady pro i/, <3° dosahuje 1/200 z hodnoty

signalu. Naopak pro integracni polomér y, =10° se jednd o mén¢ nez 1/2000 z hodnoty

signalu. VEtsi chyby pro malé integracni poloméry jsou zptsobeny vysSimi amplitudami
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koeficientd Q, (t,u,), viz Obr. 7 pro tyto integracni poloméry. Mimo to lze vidét 1 jistou

korelaci mezi velikostmi chyby v konkrétnim bod¢é pro rizné integra¢ni poloméry. To

potvrzuje, Ze software, ktery byl vytvofen pro provedeni experimentu, pracuje spravné.

Experiment 3 - uréeni presnosti praktickych odhadi

Vliv kontaminace vstupnich dat bilym Sumem na RPP

V tomto experimentu je zkouman vliv chyb ve vstupnich hodnotach poruchového

potencidl na povrchu Zemé T'(R,QQ) na vysledné hodnoty RPP. Vstupni hodnoty, které

jsou ziskany transformaci dat z druZicové altimetrie, byly kontaminovany pfidanim bilého
Sumu. Bily Sum je signal tvofeny ndhodné genrerovanymi hodnotami, které maji jako celek

definovanou smérodatnou odchylkou. ZaSumény poruchovy potencidl byl vytvoien
pii¢tenim bilého Sumu k piivodnim hodnotam T7'(R,Q)").

Experiment byl proveden pro tfi rtizné hodnoty smérodatné odchylky bilého Sumu
o=01m%7, Im?’s? al0m?’.Tyto hodnoty odpovidaji piiblizné chybam 0,01 m, 0,1 m,
a 1 m v datech druzicové altimetrie, tedy ve smyslu vysky geoidu. Pozorovani bylo
provedeno pro rizné integrani poloméry a jeho vysledky byly porovnany s nezaSuménymi
daty s predchoziho experimentu. Vysledky experimentu ukazuje Obr. 13 a Tab. 3 (viz
ptilohy).

Z Obr. 13 a Tab. 2 vyplyva, ze Sum se smérodatnou odchylkou o =0, m’s™ ovlivni
vyslednou hodnotu RPP pouze zanedbateln&. Pro smérodatnou odchylku o =1m’s~ ,
ktera odpovida deseticentimetrové chybé ve smyslu vysky geoidu a ptesnosti druzicové

altimetrie jsou ur¢ité rozdily patrné, dosahuji maximalni velikosti v fadu 0,001 m?’s™ .
Nakonec pro hodnoty bilého sumu se smérodatnou odchylkou o =10m’s™ jsou viditelné
znatelné rozdily o fadu 0,01m°s™ a dale lze pohledem na Tab.2 konstatovat, Ze vstupni

datas o=10m’s” zpusobuji pfili§ velkou chybu ve vysledném RPP a pro validaci dat
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mise GRACE by jiz nebyla vhodna.
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Obrazek 13. Velikost chyby vypoctu RPP v nejzapadnéjsim profilu pro vstupni hodnoty

poruchového potencidlu 7(R,Q') zatizenad riznymi hodnotami bilého Sumu, pro hodnotu

Wy =5°

Chyba ze zanedbani vlivu vzdalenych zo6n nad maximalnim stupném harmonického
rozvoje
Chyba ze zanedbani vyjadiuje vliv oseknuti sférickych harmonickych fad v néjakém

konecném stupni Nua. Velikost této chyby je pro RPP urcena ve vzdalené zoné ze vsech

370 vypoctovych bodl. Velikost chyby byla zjiStovana pro stupné n=0,...,360 a pro
integracni poloméry 1y, =1,2,3,5a10°. Smérodatné odchylky chyby v jednotlivych

stupnich 7 jsou zobrazeny na Obr.14.

Z Obr. 14 je vidét, ze hodnota chyby klesé se zvySujicim se stupném n. Dale je patrné,

Ze hodnota smérodatné odchylky je pro stupei n = 50 ay, =10°mensi nez 0,03 m’s™. Pro
n =100 je hodnota smérodatné odchylky pro y, =10° mensi dokonce nez 0,01m’s™.

Zatimco piesnost méfeni GRACE, které chceme validovat se pohybuje okolo 0,1 m?s™..
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Pro nizsi hodnoty integra¢niho poloméru y, je velikost chyb vétsi. Je moZno fici, Ze pro
vhodné€ zvolené hodnoty ,a Nuax mize byt odhad RPP proveden, aniz by byly vysledné

hodnoty degradovéany oseknutim harmonickych fad.

0.25 —

_wu= 1°
_WD=2~1
0.2 —WD=3“

v, =5°

—y, =10

o
=

0.1

Velikost chyby [mzz‘SZ]

0.05

|
200 250 300 350
stupen

Obrazek 14. Chyba ze zanedbani pro RPP a rtizné integracni poloméry

Vliv chyb harmonickych koeficienti

Tato chyba vznikd z neptesného urceni geopotencialnich koeficienti z EGM2008. Pro
jeji ur€eni je nutné aplikovat zdkon o hromadéni chyb na druhy ¢len rovnice (40). Vliv
chyb harmonickych koeficienti byl ur¢en pouze v jednom vypoctovém bodu, jelikoz jeji
chovani se lisi ve vSech vypoctovych bodech, které se nachdzeji ve vybrané oblasti, jen

velmi nepatrné. Velikost této chyby se urcuje pro jednotlivé stupné n a jeji hodnoty jsou

dale vypocteny pro rizné integracni poloméry y,=1,2,3,5a10°.

Pro samotné urceni velikosti této chyby byly pouzity stfedni chyby koeficientl z

modelu GOCE_TIM_ RS [1], ktery je vytvofen z méteni druzicové mise GOCE. Hodnoty

........

zobrazeny na Obr.15.
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Obrazek 15 Vliv chyb sférickych harmonickych koeficienti pti vypoctu vzdalenych zon

Z Obr. 15 plyne, Ze hodnoty chyby pro RPP stoupaji pii zvySovani stupné n. To je
zpusobeno faktem, Ze koeficienty sférickych harmonickych funkei jsou pro vyssi stupné n
méné piesné. Pro stupeit n=50 a integrani polomér w, =10° je chyba mensi nez
0,002 m?s? zatimco pro stupeit n=100 pfi uvazovani stejného integraéniho poloméru
velikost chyby vzroste pfiblizné na 0,007 m?s2. Nutno fici, Ze velikost chyby je pro mensi
integracni polomér vyssi, coz je zpisobeno vyssimi amplitudami spektralnich vah pro malé

integracni polomeéry.

Zhodnoceni presnosti

Vezmou-li se v tvahu tfi chyby urené v experimentu 3, tak Ize odbrzet hruby odhad

celkové chyby uvedeného postupu pro vypoéet RPP pouzitim L?*-normy. Odhadovana

presnost pro hodnoty 7 = 60, w, =10°a velikost diskretizace 5’ x 5' je pfiblizn& 0,02 m’s>.
Dale napftiklad pro hodnoty n =80, w, =5° pfi stejné velikosti gridu dosdhneme pifesnosti

piiblizné 0,03 m’s™. Z pozorovani vyse uvedenych chyb lze zjistit, Ze se pfi zmensovani
integracniho poloméru odhadovana piresnost snizuje a pii zvySovani stupné Npuax se

pfesnost zvySuje, a to az pfiblizné do stupné¢ 120. Presnost méfeni mise GRACE
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odpovida pro RPP hodnoté 0,1 m*s™ [7], tedy prakticky odhad RPP podle rovnice (40) Ize

pfi vhodné€ zvolenych parametrech pouzit pro validaci méfeni mise GRACE.

5.3.2. Rozdil gradienti poruchovych potenciali

Experiment 4

Nasledujici experiment je obdobou experimentu 1 aplikovanou na vypocet RGPP.

Diskretizace referencni sféry byla vytvofena obdobné¢ jako v experimentu 1 tzn. velikosti
integra¢niho elementu jsou 0,5°%0,5°, 0,25°x0,25°, 0,125°%x0,125°a 0,5'%0,5". S vyuzitim
diive vypocteného poruchového potencialu na povrchu referencni stéry T'(R,Q") v sekci

5.3.1 byly vypocteny diskrétni integraci hodnoty RGPP pomoci:

e-VI(r,Q)]=

Ag AL ZZT R )5[—ex cosa K*(t,u)—e,sina K“(t,u)+e, K'(t, u)]cosgo’. (67)
o A

Srovnanim hodnot RGPP pro riizné velikosti integraracniho elemetnu lze dojit k
zaveru, ze se velikost rozdilu mezi hodnotami RGPP podle rovnice (67) a referenénimi

hodnotami ziskanymi z modelu EGM2008 snizuje pfi zmenSovani velikosti integra¢niho
elementu. Pro sit’ s velikosti elementu 0,5°x0,5° se velikost rozdilu RGPP s referen¢nimi
hodnotami pohybuje v fadu 1.10""" m s2. Pro zjemnénou sit s elementem o velikosti
0,125°x0,125° je velikost chyby o pil fadu niz$i, pficemz pro pétiminutovy grid je

velikost rozdilu fddoveé rovna 1.10"2ms=2.

Experiment 5

V tomto experimentu jsou pocitany hodnoty RGPP pomoci praktického odhadu (64).

Podobné jako v experimentu 2 byly zvoleny hodnoty integracnich polomért y,=1, 2, 3, 5

a 10° a s diskretizaci 5'x5'. Praktické odhady pro rGzné velikosti blizké zony byly
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porovnany s referencnimi hodnotami, které¢ byly ziskany syntézou dat modelu EGM2008.

Rozdily mezi odhady a referencnimi hodnotami jsou uvedeny na Obr. 16 a v Tab. 2 (viz

piilohy).
1,571077

— =1
_wu=2
_wu=3
v, =5
& —WU=1O

g P AL ANNIA A ‘

RGDmnde\

body

Obrazek 16. Srovnani hodnot RGPP pocitané s raznymi integracnimi poloméry s

referencnimi hodnotami pro nejzapadnéjsi profil

Pii pohledu na Obr. 16 lze zjistit, ze velikost rozdilu praktickych odhadii a

referenc¢nich hodnot klesd s rostouci velikosti integracniho poloméru, coz je zplisobeno
vy$$imi amplitudami koeficintd Q! (¢,u,) a Q. (t,u,) pro mensi integrani poloméry, viz
Obr. 9 a Obr.10. Pfi¢emz rozdil mezi odhady pro y, <3° dosahuje 1/100 z hodnoty
signalu. Naopak pro integracni polomér , =10° se jednd o mén¢ nez 1/1000 z hodnoty

signalu. Déle Ize vidét jistou korelaci mezi velikostmi chyby v konkrétnim bod€ pro rizné
integrac¢ni poloméry. Provedenim tohoto experimentu jsme ovéfili spravnost vytvoteného

vypocetniho softwaru.
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Experiment 6 - urc¢eni presnosti odhadu

Vliv kontaminace vstupnich dat bilym Sumem na RGPP

V tomto experimentu byl zkouman vliv chyb ve vstupnich datech z druzicové altimetrie na
vysledné hodnoty praktickych odhadi RGPP. Chyba ve vstupnich datech byla vytvofena

umélym ptidanim chyby v datech, tzv. bilého Sumu. Pozorovnani bylo provedeno pro tfi
hodnoty smérodatné odchylky bilého sumu o =0,1m?’s™>, Im’s”a 10m’s™ a pro rizné
hodnoty integracniho poloméru /. Srovnani chyb hodnot RGPP z dat, které jsou zatizeny

bilym Sumem, s RGPP z nekontaminovych dat zobrazuje Obr. 17 a je shrnuto v Tab. 4, viz

ptilohy

—— Bez Sumu

& =0,1m’s™
—o5=1m’s?

& = 10m’s™

Ay /\/\/\/\f\/\ /\/\//X‘/\\
WY

=
r.n

odhaa

RGPP_-RGPP_ [m?s?

&
u-\

body

Obrazek 17. Srovnani chyb pro vypocet RGPP pro vstupni data zatizend riznymi

hodnotami bilého Sumu pro nejzapadngjsi profil, integracni polomér y, = 5°

Z Obr. 17 a Tab. 4 vyplyva, ze ptidani Sumu se smérodatnou odchylkou & =0,1m’s™

ovlivni vyslednou hodnotu RGPP zanedbatelng&. Pro smérodatnou odchylku o =1m’s~,
kterd odpovida ptesnosti druzicové altimetrie, rozdily dosahuji velikosti o pfiblizné pét

fadi mensi nez jsou hodnoty RGPP. Nakonec pro hodnotu o =10m’s™ jsou viditelné
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znatelné rozdily, a to az v fadu procent z hodnot RGPP. Tedy data s o =10m’s™

zpusobuji pfili§ velkou chybu ve vysledném RGPP a pro validaci dat mise GRACE by

byla nepouzitelna.

Chyba ze zanedbani vlivu vzdalenych z6n nad maximalnim stupném harmonického
rozvoje

V této casti je zkoumana prvni z chyb spojend s vypoctem vzdalenych zon, kterd je
zpusobend oseknutim sférickych harmonickych fad v néjakém konecném stupni Ny

Velikost této chyby je uréena pro RGPP z modelu EGM2008. Syntéza byla provedena pro
stupné n=0,..., 360 a pro integracni poloméry v, =1,2,3,5a10°. Smérodatné odchylky

chyby pro jednotlivé stupné n uréené ze vSech vypoctovych bodl jsou zobrazeny na Obr.

18.

_wu= 1°
—y,=
—y =

v, =5°

—y,= 10°
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200 250 300 350
stupen

Obrazek 18 Chyba ze zanedbani vlivu vzdéalenych zoén nad maximélnim stupném

harmonického rozvoje pro RGPP

Na Obr. 18 lze pozorovat, ze hodnota chyby ze zanedbani klesa se zvySujicim se

stupném n. Déle je patrné, Ze hodnota smérodatné odchylky je pro stupen n=50 a

w, =10° mensi nez 5-10°ms™>. Pron=100a w,=10° je hodnota smérodatné odchylky
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mens§i dokonce nez 2-10° ms”. Je nutné zminit, Z¢ pro mensi hodnoty integraéniho
poloméru i, jsou hodnoty smérodatnych odchylek pro tuto chybu vyssi. CoZ je zpiisobeno

vyS$$im aplitudami spektralnich vah pro malé integracni polomeéry.

Vliv chyb harmonickych koeficienta
Hodnota vlivu chyb geopotencialnich koeficientli byla ur¢ena pouze v jednom vypoctovém
bodu, jelikoz jeji chovani je velmi podobné ve vSech vypoctovych bodech. Hodnota byla

uréena aplikaci zdkona o hromadéni chyb na druhy, tfeti a ctvrty ¢len rovnice (64)
Hodnoty této chyby byly urceny pro rtizné integracni poloméry y,=1,2,3,5a10°.
Pro samotny vypocet této chyby byly pouzity stfedni chyby koeficientii z modelu

GOCE _TIM_RS5. Syntéza byla provedena pro stupné n=0,.., 280. Experiment je

znazornén na Obr. 19.

Velikost chyby

I | | |
0 50 100 150 200 250

Stupeni n

Obrazek 19. Vliv chyb sférickych harmonickych koeficientli pti vypoctu vzdalenych
z6n pro RPP

Z Obr. 19 je patrné, Ze hodnoty této chyby pro RGPP stoupaji pti zvySovani stupné n,
a to proto ze vyjadiuji hromadéni chyb ve vzdalené zéné. Déle je mozné z tvaru kiivek
odecist, ze koeficienty sférickych harmonickych funkci jsou pro vyssi stupné n méné

presné. Hodnota této chyby pro n=50 a w, =10° je mensi nez 2-10"° ms™, pro stejny
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integra¢ni polomér a stupeit n=100 je velikost chyby piiblizné 3-107'° ms™. Je tedy patrné,

ze pro RGPP je tento vliv o vice nez fad mensi nez chyba ze zanedbani.

Zhodnoceni presnosti

Dosazenou piesnost praktického odhadu (68) je mozné zhruba odhadnout pomoci L?
normy z jednotlivych chyb: chyba ze zanedbani, vliv chyb harmonickych koeficienti a vliv
chyb ve vstupnich datech. Pfesnost je zavislda na velikosti integracniho elementu,

maximalnim stupni sférickych harmonickych fad a velikosti integracniho poloméru. Pro
volbu n =60, y, =10° a velikost diskretizace 5'x5" je dosaZena pfesnost rovna piiblizné
2:10°m s, pro n=80, y, =5°je ptesnost 6-10°m s?. Empirickym pozorovanim lze

zjistit, Ze pii zvySovani stupn€ Nuax (aZ do stupné 200) se piesnost zvySuje, stejné tak jako

zvétSovanim poloméru. Presnost veli¢iny dosazitelnd misi GRACE ndbyva tadove
velikosti 1-107"m s [7]. Na zakladé toho lze vyjadfit tvrzeni, Ze predstavend metoda pro

vypocet RGPP je pouzitelna pro validaci dat mise GRACE.
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Zaver

Cilem této prace bylo vytvofit a otestovat novy postup pro validaci dat druzicové mise
GRACE a zhodnotit jeho pouzitelnost. Podstatou tohoto pfistupu je rozdéleni integracni
oblasti v integralnich transformacich pro vypocet poruchového potencidlu na blizkou a
vzdalenou zénu. V blizké zoné je provedena omezend integrace a ve vzdalené zoné je
proveden vypocet sférickou harmonickou syntézou.

Vysledkem prace je urceni hodnot veli€in rozdil poruchovych potencidlli a rozdil
gradientli poruchovych potenciali ve sméru spojnice satelitii ve vybranych vypoctovych
bodech, které se nachéazeji na draze druzic GRACE v oblasti Tichého oceanu. Pro
vytvoreni praktickych odhadi téchto veli¢in byl vytvofen vypocetni software, jehoz
spravnost byla ovéfena a miize tak byt pouzit pro provedeni experimenti.

Ptesnost praktickych odhada byla zkoumana pomoci Sifeni chyb v omezené integraci a
také pomoci chyb spojenych se sférickou harmickou syntézou ve vzdalenych zoénach.
Celkova chyba byla odhadovana pomoci L? normy a porovnana s piedpokladanou
presnosti méfeni mise GRACE. Srovnani je provedeno v kapitole 5 a potvrzuje, ze
validace dat pomoci noveé vyvinutého postupu je mozna.

Néplni budouci prace bude provedeni validace druzicové mise GRACE s redlnymi
daty a formulace tzv. inverzni tlohy pro vypocet poruchového potencialu, kterou je mozné
ziskat hodnoty poruchového potencidlu na povrchu referen¢ni sféry z druzicovych dat mise

GRACE.
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Seznam zkratek

GNSS - globélni navigac¢ni satelitni systémy

GOCE - Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Explorer
GRACE - Gravity Recovery and Climate Experiment

CHAMP - Challenging Mini-satellite Payload

LOS - smér spojnice sateliti

RPP - rozdil poruchovych potencialt

RGPP - rozdil gradientli poruchovych potencialt ve sméru LOS

SST - systém méfeni druzice na druzice
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P¥ilohy

Rekurzivni vztahy pro spektralni vahy

V této casti jsou preformulovany vztahy pouzivané pro vypocet poruchového

potencialu ve vzdalené zoné, tak aby mohly byt vysledné hodnoty Q, (¢,u,), O.(t,u,) a

Q! (t,u,) vypocitany co nejefektivnéji pomoci vypocetni techniky.

Pro vypocet hodnot spektralnich vah Q (¢,u,) jsou pouzity rekurentni vztahy. Nejprve

byly nésledujici koeficienty pro nulty a prvni tad:

I, =1+u,,
1
I, :5(%2 —1),
{1 1
K Bl I
oltu) t(g 1+ZJ
1(1-tu, +t*> ¢
K (tu)=— 0T~ .
(t.u) tz( g 1+1 j

Tyto hodnoty byly dosazeny do nasledujicich vzorct:

1 =l(2n—1)u0 In—l —(I’l—z)l,,_z )
n

n

2
K, ()= K ()= K () -2
t tg

S jejichz znalosti mize byt vypoctena hodnota koeficientd Q (¢,u,):

0,(t,u)= t(l—tz)-Kn(t,u).

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

Vztahy pro Q!(t,u,) a Q!(t,u,) jsou odvozeny z rekurentnich vztahii pro vypocet

koeficientl Q, (¢,u,) . Pro uréeni koeficientd Q) (¢,u,) rekurentnimi vztahy je nejprve nutné

definovat koeficienty:
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Kg(t,u)ztz(l—t)(“—t—l), (75)

g

g

Kg(t,u):t(t—l)((l—(t+1))(g—t+m—on, (76)

2
K'(t,u)= ltt anl(t,u)—anz(t,u)——[”‘1 (g —t+tu—°j , (77)
g g

které jsou pouzivany v samotnych rekurzich pro uréeni Q) (¢,u,) . Rovnice pro rekurzi pak

nabyvaji podoby:
t*(uy =3t +3t°u,— ' + g’
04fe,u) =l e ), (78)
t2 (2t3+1) 4 3 2 2 2 2 3tu _1
Qf(t,u)=—3(t—2—2(t 1)+ 3u, (t+16)- 36 + 1 + 30, P (79)
4 g

1417

\ugt’ —1° =3t +u,
u) 3

Q;(t’”)z 2 lKn_l(t,u)—Q;_z(t,u)—i— Q;i—l(t’ I,,. (30)

Pro Q! (¢,u,) 1ze rekurzi psat ve tvaru:

01 (tu) ===l +1) 0, (1) + Y1~} B, ) K ). 81)
kde Q, (t,u) je poc€itano rovnici (74), K(#,u)je poc€itano rovnici (30) a P,,(u) je pocitano

rekurzi, které je uvedena v nésledujici casti.

Rekurzivni vztahy pro Legendreovy funkce

Nejprve jsou uvedeny vztahy pro prakticky vypocet Legendreovych polynomd, které lze

zapsat pomoci trojice rovnic:

B(u)=1 82

P(u)=u 83

()= 2L P )= B () 84
n+l
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Vztah mize byt zobecnén pro vypocet Legendreovych funkci prvniho druhu. Nulty a prvni

fad ptidruzenych funkci je vypogitan rovnici (22), n-ty ¥ad je mozné psat ve tvaru'®:

Tabulky

P

m,rH—l(u):

2n+1

uP
n-m+l1

m,n

(u)—(n + m)P

m,n—1

(u)

Statistika RPP pfi omezené integraci s vlivem vzdalenych zén (A = AA=5')

Y, Min. Max. Stf. hodnota| Smér. odch.
hodnoty signalu -20,064 15,216 -2,8221 8,943
1° -0,150 0,118 -0,0012 0,026
2° -0,152 0,125 -0,0001 0,025
3° -0,083 0,090 0,0004 0,020
5° -0,034 0,038 0,0005 0,011
10° -0,008 0,007 3 10° 0,003

Tabulka 1 Srovnani velikosti chyb RPP pro rizné integra¢ni poloméry

Statistika RGPP pfi omezené integraci s vlivem vzdalenych zén (Ad = AN =5")

¢y, Min. Max. Stf. hodnota|  Smér. odch.
hodnoty signalu -2,8315 6,3875 -1,0696 8,7624
1° -0,091 0,117 -0,0004 0,031
2° -0.185 0,169 -0,0005 0,051
3° -0,118 0,133 -0,0003 0,049
5° -0,065 0,063 0,0010 0,024
10° -0,011 0,0124 7 10° 0,004

Tabulka 2. Srovnani velikosti chyby RGPP pocitané s riznymi integracnimi poloméry s
referencnimi hodnotami

10" http://mathworld.wolfram.com/AssociatedLegendrePolynomial.html
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Statistika RPP pfi omezené integraci s vlivem vzdalenych zén (A = AN =5'),
vstupni hodnoty poruchového potecialu kontaminované bilym Sumem o
smérodatné odchylce o

Yo o _|Min__ |Max |Stf. hodnota |Smeér. odch.

0.1 |-20,064 {15,216 |-2,8221 8,943
Hodnoty signalu 1 |-20,079] 15,193 |-2,8235 8,944
10 |-20,096 |15,206 |-2,8226 8,944

0.1 }|-0,150 (0,118 }-0,0012 0,0256

1° 1 |-0,145 |0,116 |-0,0013 0,0254

10 |-0,161 ]0,127 ]-0,0005 0,0339

0.1 }|-0,152 10,125 |}-0,0001 0,0248

2° 1 |-0,156 |0,124 |-0,0002 0,0247

10 |-0,105 |0,133 ]0,0012 0,0387

0.1 |-0,083 0,090 |0,0004 0,0205

3° 1 |-0,084 |0,091 |0,0003 0,0207

10 |-0,085 |0,110 ]0,0015 0,0328

0.1 |-0,034 (0,038 ]0,0005 0,0107

5° 1 |-0,033 |0,039 |0,0004 0,0109

10 |-0,055 0,071 ]0,0047 0,0233

0.1 |-0,008 |0,007 |3 10-5 0,0029

10° 1 |]-0,011 |0,009 |5 10-5 0,0033

10 |-0,048 |0,047 10,0049 0,0211

Tabulka 3 Srovnani velikosti chyb RPP pro rizné integ. poloméry a data zatizend bilym
Sumem
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Statistika RGPP pfi omezené integraci s vlivem vzddlenych zén (A¢ = AN =5'),
vstupni hodnoty poruchového potecialu kontaminované bilym Sumem o
smérodatné odchylce o

Yo o | Min. | Max. | Stf. hodnota | Smér. odch.

0.1 |-28,278 6,392 |-10,696 8,764
Hodnoty signdlu | 1 |-28,282(6,392 |-10,696 8,764
10 |-28,287 6,346 |-10,696 8,766

0.1 |-0,091 |0,118 |-0,00050 0,0316

1° 1 |-0,093 |0,114 |0,00047 0,0317

10 |-0,120 |0,145 |0,00040 0,0409

0.1 |-0,185 |0,169 |-0,00051 0,0540

2° 1 }-0,279 |0,174 |0,00003 0,0544

10 |-0,273 |0,303 |0,00293 0,1030

0.1 |-0,121 (0,133 ]0,00033 0,0493

3° 1 |-0,135 |0,142 |0,00027 0,0494

10 |-0,345 |0,324 ]0,00659 0,1269

0.1 |-0,067 |0,064 |0,00106 0,0241

5° 1 |-0,078 0,072 |0,00147 0,0267

10 |-0,290 0,348 |0,00956 0,1082

0.1 |-0,011 |0,012 |0,00009 0,0042

10° 1 }-0,012 |0,354 |0,00017 0,0103

10 |-0,015 |0,273 |0,0047 0,0986

Tabulka 4 Srovnani velikosti chyb RGPP pro rizné integ. poloméry a data zatizena bilym
Sumem
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