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Abstrakt

Diplomová prá
e se zabývá geometri
kými konstruk
emi pomo
í origami. Jsou demon-

strovány a diskutovány typi
ké úlohy, a to jak po strán
e geometri
ké, tak algebrai
ké.

Tyto konstruk
e srovnáváme zejména s eukleidovskými konstruk
emi a ukazujeme nìk-

teré výhody tohoto typu konstruování. Èást prá
e se rovnì¾ zamìøuje na vhodné vyu¾ití

CAS matemati
kého software pro modelování konstruk
í origami a pro automati
ké do-

kazování. Závìr prá
e obsahuje návrh temati
kého 
elku pro výuku geometrie origami

na støední ¹kole.

Klíèová slova

Origami, geometrie, eukleidovské kostruk
e, automati
ký dùkaz, E-origami systém.

Abstra
t

This master thesis deals with the geometri
 
onstru
tions using origami. Typi
al pro-

blems are demonstrated and dis
ussed from the geometri
 and also algebrai
 point of

view. We 
ompare these 
onstru
tions mainly with the Eu
lidean 
onstru
tions and

present advantages of the approa
h based on the origami prin
iple. A part of the thesis

is also devoted to CAS mathemati
al software whi
h 
an be suitably used for origami


onstru
tions modelling and for automated proving. The last part of the thesis 
ontains

a proposal of a themati
 unit for origami geometry tea
hing at high s
hools.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Historie origami

Pøi tvorbì této èásti bylo èerpáno ze zdrojù [1, 2, 3, 4, 5, 6℄.

Poèátky origami jako pøekládání papíru sahají pøibli¾nì do doby pøed 2000 lety, ni
ménì

dodnes není z
ela jasné, kdy pøesnì a kdo jej vynalezl. Pøedpokládáme v¹ak, ¾e origami

pøi¹lo bezprostøednì po vynálezu papíru ve starovìké Èínì, nebo» mìli-li lidé k dispozi
i

papír, ni
 jim nebránilo jej pøekládat a tím tvoøit nové tvary. Jako vynález
e papíru se

nejèastìji udává Ts'ai Lun a vynález datujeme do roku 105 n. l. Ar
heologi
ké objevy

v¹ak naznaèují, ¾e k tomuto vynálezu do¹lo pravdìpodobnì je¹tì o nì
o døíve. Z èí-

n¹tiny také po
hází samotný název origami, jen¾ vznikl spojením dvou èínský
h slov

þoruÿ (skládat) a þkamiÿ (papír). Existuje v¹ak jen velmi málo do
hovaný
h pøíkladù,

¾e starovì
í Èíòané pou¾ívali papír k tvorbì origami. Nejstar¹ím z ni
h je zøejmì þYuan

Baoÿ (

a 1000 n. l.) (obrázek 1.1).

Obrázek 1.1: Yuan Bao (vlevo) a Shide (vpravo)

Origami, tak jak ho známe dnes, v¹ak nejspí¹e vzniklo o nì
o pozdìji v Japonsku. Zde

zaèali papír jako první pou¾ívat v 6. století n. l. buddhistiètí mni¹i. Zpoèátku byl papír

v Japonsku velmi drahým zbo¾ím, a tak bylo origami vyu¾íváno pouze k nábo¾enským

rituálùm a významným 
eremoniálùm. Jedním z nejstar¹í
h pøíkladù pøekládání papíru

je þShideÿ (obrázek 1.1).
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Prvním pøíkladem origami v Japonsku, tak jak ho známe dnes, jsou papíroví motýli,

nazývaní þMe
hoÿ a þO
hoÿ (obrázek 1.2), kteøí byli umis»ováni na lahve s vínem

pøi tradièní
h svatbá
h. Do 16. století je zaznamenáno jen velmi málo pøípadù pou-

¾ití origami bì¾nými obyvateli, ni
ménì od 17. století se stalo origami populárním.

Lidé si zdobili èasto svá kimona papírovými jeøáby. První knihu o pøekládání papíru,

þTsutsumi-no Kiÿ, napsal v ro
e 1764 Sadatake Ise. První knihu, vìnují
í se rekreaè-

nímu origami, její¾ název mù¾eme pøelo¾it jako þSkládání jeøába na tisí
 zpùsobùÿ pak

napsal v ro
e 1797 Senbazuru Orikata.

Obrázek 1.2: O
ho (vlevo) a Me
ho (vpravo)

Vývoj origami v Evropì probíhal podle vìt¹iny historikù nezávisle na japonském ori-

gami. Hlavním dùvodem k tomuto tvrzení je, ¾e podle do
hovaný
h exempláøù byla

narozdíl od Japonska pøi skládání papíru v Evropì pou¾ívána vzorová møí¾ka. Prv-

ním dokladem evropského origami je pravdìpodobnì kniha þDe Sphaera Mundiÿ, ji¾

napsal v ro
e 1490 Johannes de Sa
robos
o. V této knize se na
hází obrázek papírové

lodi (obrázek 1.3). Nìkteøí histori
i nejsou z
ela pøesvìdèeni, ¾e jde opravdu o origami

loï, ni
ménì pokud ano, jde o dùkaz, ¾e se origami v Evropì vyvíjelo nezávisle na tom

v Japonsku, proto¾e tou dobou je¹tì nebyl v Japonsku pou¾íván tento typ rekreaè-

ního origami. V ro
e 1623 byla vydána hra þThe Du
hess of Mal�ÿ, jejím¾ autorem

byl John Webster a v ní¾ se mluví o papírovém vìzení. Jde pravdìpodobnì o origami

model, který dnes známe pod názvem þWater Bombÿ (obrázek 1.3). Mnoho prokazatel-

ný
h dùkazù o výskytu origami v Evropì po
hází z 19. století. Napøíklad v Nìme
kém

národním muzeu mají exempláøe papírový
h koní s jezd
i, u ni
h¾ se pøedpokládá, ¾e

byly slo¾eny kolem roku 1810. Kdy¾ v polovinì 19. století Friedri
h Fröbel zalo¾il první

mateøskou ¹kolu, jednou z her v jeho vzdìláva
ím systému bylo právì skládání origami.

Na kon
i 19. století, s rozvojem mo¾ností 
estování, do
házelo k interak
i mezi západní

a vý
hodní kulturou a zaèaly se vzájemnì ovlivòovat a mísit poznatky jak japonského

tak evropského origami. Kolem roku 1950 se zaèal pou¾ívat japonský název origami

i v Evropì. Do té doby se zde mluvilo o pøekládání papíru.

Ve 20. století se zaèalo rozvíjet tzv. moderní origami. Modely ji¾ nemìly anonymní

autory, ale mìly u¾ své tvùr
e, kteøí kromì modelù jako takový
h publikovali i návody

jak modely slo¾it. Prvním, kdo si ne
hal své origami modely patentovat, byl U
hiyama

Koko. V 50. a 60. lete
h 20. století vznikl mezinárodní spolek origami, jeho¾ èleny

byli mimo jiné Oshizawa Akira, Takahama Toshie, Honda Isao, Robert Harbin, Ger-
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Obrázek 1.3: Loï z knihy De Sphaera Mundi (vlevo, pøejatý z [2℄) a Water

Bomb (vpravo)

shon Legman, Lillian Oppenheimer, Samuel Randlett nebo Vi
ente Solórzano-Sagredo.

Tomuto okruhu se povedlo origami velmi zpopularizovat.

Ve 20. století také pøi
hází teoreti
ké propojení origami a matematiky. Vzhledem k mo¾-

nosti tvorby geometri
ký
h obraz
ù a prá
e s pojmy jako jsou bod, pøímka èi úhel se

jako první nabídlo srovnání origami se v¹eobe
nì nejpou¾ívanìj¹í eukleidovskou geo-

metrií. První významnou osobností, která si toto propojení uvìdomovala, byl japonský

uèitel Akira Yoshizawa, který vyu¾íval origami pøi výu
e svý
h studentù.

Fenoménem poslední
h let je origami matemati
ky popsat a umìt jej poèítaèovì zpra-


ovávat. Teoreti
ký základ k tomu polo¾ila matematièka Margherita Piazzola Belo
h,

která v ro
e 1936 objevila pøehyb pojmenovaný po ní þBelo
h foldÿ, jen¾ je dnes jedním

z axiomù origami. Axiomy origami jako první formuloval Ja
ques Justin v ro
e 1989,

ni
ménì jeho prá
e se pøíli¹ neujala, a tak se axiomy origami dostaly do povìdomí

matemati
ké veøejnosti a¾ o dva roky pozdìji, kdy je publikoval Humiaki Huzita. Je

v¹ak tøeba dodat, ¾e Huzika popsal pouze první
h ¹est axiomù. Poslední sedmý axiom

doplnil v ro
e 2002 Koshiro Hatori. Nemù¾eme oponenout také matematika a fyzika,

který se zasadil zøejmì nejvýraznìji o rozvoj matematiky origami v poslední
h lete
h.

Je jím Robert J. Lang, který se kromì matemati
kého popisu origami zabývá také jeho

poèítaèovým zpra
ováním. Dodejme je¹tì, ¾e matematika origami je velmi mladá dis-


iplína, která se v souèasnosti velmi ry
hle rozvíjí (ví
e v poslední èásti této kapitoly).

1.2 Konstruk
e s omezenými prostøedky

Tato èást je napsána zejména s vyu¾itím zdrojù [7, 8℄.

Geometri
ké znalosti potøebují lidé ji¾ po tisí
iletí. Jeji
h rozvoj pøi¹el s potøebou stavìt

obydlí èi vyrábìt nástroje nebo zbranì. Prvním matematikem, který uspoøádal nìkteré

geometri
ké poznatky, byl v 6. století pø. n. l. Thálés z Milétu. Z dal¹í
h význam-

ný
h matematikù, kteøí pøispìli k rozvoji geometrie si uvedeme Eukleida z Alexandrie
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(4. století pø. n. l.), jen¾ ve své knize þZákladyÿ shrnul do logi
ky provázané struktury

tehdej¹í geometri
ké poznatky, Ar
himéda ze Syrakus (3. století pø. n. l.), který se

mimo jiné zabýval problémy výpoèetní geometrie (kvadratury, kubatury), èi Apollónia

z Pergy, jen¾ se zabýval ku¾eloseèkami.

V matemati
e existuje nìkolik rùzný
h mo¾ností, jak provádìt geometri
ké konstruk
e.

Jeji
h typy souvisí s tím, jaké prostøedky máme k dispozi
i. Jedním z typù geometri
-

ký
h kontruk
í jsou konstruk
e origami, jim¾ je tato prá
e hlavnì vìnována. Pøi tì
hto

konstruk
í
h máme k dispozi
i pouze papír. Dal¹ím zajímavým typem geometri
ký
h

konstruk
í je tzv. þprovázková geometrieÿ, kdy máme k dispozi
i provaz, a body k jeho

u
hy
ení (napø. kolík v písku, èi napínáèek na papíøe). Dále známe také konstruk
e

s vyu¾itím pouze pravítka, èi s vyu¾itím pouze kru¾ítka. Posledním typem konstruk
í,

který si uvedeme, jsou tzv. þeukleidovské konstruk
eÿ, které budeme v této prá
i èasto

vyu¾ívat a odkazovat se na nì.

Pøedmìtem na¹eho zkoumání budou zejména konstruk
e sestrojitelné pomo
í origami.

Aby
hom ukázali hlavní pøednosti konstruování pomo
í origami, budeme èasto pou-

¾ívat srovnání s eukleidovkými konstruk
emi. Eukleidovské konstruk
e jsou nejèastìji

pou¾ívaným prostøedkem pøi tvorbì geometri
ký
h konstruk
í. Jde o typ konstruk
í,

se kterým se hojnì setkávají ¾á
i jak základní
h, tak støední
h ¹kol. Eukleidovské kon-

struk
e mù¾eme provést výhradnì pomo
í kru¾ítka a pravítka. Je v¹ak tøeba zdùraznit,

¾e pojmy eukleidovské kru¾ítko a eukleidovské pravítko se mírnì li¹í od klasi
kého kru-

¾ítka a pravítka, na nì¾ jsme zvyklí.

Eukleidovské kru¾ítko lze pou¾ít pouze k sestrojení kru¾ni
e s daným støedem a pro
há-

zejí
í daným bodem, ne v¹ak k pøená¹ení vzdáleností. Eukleidovské pravítko pak slou¾í

výhradnì ke konstruk
i pøímek (tj. ke spojení dvou libovolnì vzdálený
h bodù úseèkou

a k prodlou¾ení, i opakovanému, dané úseèky). Neslou¾í v¹ak k mìøení èi naná¹ení délky

ani ke konstruk
i kolmi
 nebo rovnobì¾ek. Lze v¹ak ukázat (viz [7, str. 135℄), ¾e nemu-

síme rozli¹ovat mezi eukleidovkým a klasi
kým kru¾ítkem, proto¾e pøi vhodném pou¾ití

eukleidovkého kru¾ítka lze pøená¹et vzdálenosti. Jednodu¹e se také mù¾eme pøesvìdèit,

¾e pomo
í eukleidovského pravítka a kru¾ítka mù¾eme sestrojit kolmi
i k dané pøím
e

pro
házejí
í daným bodem a pøímku rovnobì¾nou s danou pøímkou a pro
házejí
í da-

ným bodem.

Pro na¹e srovnávání bude dùle¾itá zejména informa
e, která èísla jsou eukleidovsky

sestrojitelná. U v¹e
h konstruk
í, které zde budeme provádìt, se budeme pohybovat

v rovinì s kartézskou soustavou souøadni
. Aby
hom mohli zaèít provádìt eukleidovské

konstruk
e, musíme vy
házet z jisté mno¾iny alespoò dvou bodù. Bez újmy na obe
nosti

volme body [0, 0] a [1, 0].

De�ni
e 1.1. Bod nazveme bodem sestrojitelným pravítkem a kru¾ítkem, jestli¾e je

posledním bodem koneèné posloupnosti bodù P1, P2, . . . , Pn takové, ¾e ka¾dý bod Pi je

buï prvkem mno¾iny {[0, 0], [1, 0]}, nebo je získán jednou z následují
í
h tøí konstruk
í:

i) jako prùseèík dvou pøímek, z ni
h¾ ka¾dá je dána dvìma body, které se objevují

v dané posloupnosti ji¾ døíve,

ii) jako prùseèík pøímky dané dvìma body, které se objevují v dané posloupnosti ji¾

døíve, a kru¾ni
e dané støedem a jedním jejím bodem, pøièem¾ oba tyto body se
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takté¾ objevují v dané posloupnosti ji¾ døíve,

iii) jako prùseèík dvou kru¾ni
 daný
h støedem a bodem, pøièem¾ v¹e
hny tyto body

se objevují v dané posloupnosti ji¾ døíve.

Reálné èíslo x nazveme èíslem sestrojitelným pomo
í pravítka a kru¾ítka, je-li bod [x, 0]
bodem sestrojitelným pomo
í pravítka a kru¾ítka.

Snadno se mù¾eme pøesvìdèit, ¾e v¹e
hna 
elá èísla z a v¹e
hna èísla ve tvaru

1
n
, kde

n je pøirozené èíslo, jsou sestrojitelná pomo
í pravítka a kru¾ítka. Na obrázku 1.4 jsou

znázornìny konstruk
e èísel −2, 3 a

1
3
.

PSfrag repla
ements

[−2, 0] [0, 0] [1, 0] [3, 0]

PSfrag repla
ements

[0, 0]

[1
3
, 0]

[1, 0]

Obrázek 1.4: Èísla −2, 3 (vlevo) a

1
3
(vpravo)

Pomo
í tì
hto dvou postupù pak mù¾eme konstruovat v¹e
hna ra
ionální èísla. Dále

si uká¾eme, ¾e jsou-li èísla a, b a c (c 6= 0) setrojitelná pomo
í pravítka a kru¾ítka, pak

i èísla a+ b, a− b, a · b, a
c
jsou setrojitelná pomo
í pravítka a kru¾ítka. Konstruk
e èísel

a + b a a − b je s vyu¾itím mo¾nosti pøená¹ení délky pomo
í eukleidovského kru¾ítka

triviální. Na obrázku 1.5 si uká¾eme konstruk
i èísel a · b a a
c
.

PSfrag repla
ements

0
X A

B

C

Obrázek 1.5: Konstruk
e èísel a · b a a
c

Soustavu souøadnou zvolíme tak, aby O = [0, 0] a A = [a, 0]. Pro vzdálenosti bodù

A a X od poèátku O tedy platí |AO| = a a |XO| = x. Dále si oznaème vzdálenosti

|BO| = b a |CO| = c. Z podobnosti trojúhelníkù △OXB ∼ △OAC plyne rovnost
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|XO|
|AO| = |BO|

|CO| . Zvolíme-li |BO| = 1, potom x = a
c
. Zvolíme-li naopak |CO| = 1, pak

x = a · b.

Poslední konstruk
í pomo
í kru¾ítka a pravítka, kterou si uká¾eme, je konstruk
e èísla√
a. Na obrázku 1.6 si uká¾eme konstruk
i úseèky o dél
e

√
a, máme-li zadanou úseèku

o dél
e a.

PSfrag repla
ements

A B C

D

Obrázek 1.6: Konstruk
e èísla

√
a

Pro na¹í konstruk
i volíme body A,B a C na jedné pøím
e tak, aby |AB| = a a |BC| = 1
a aby polopøímky 7→ BA a 7→ BC byly navzájem opaèné. Prùseèík kolmi
e k pøím
e

↔ AB pro
házejí
í bodem B a Thaletovy kru¾ni
e sestrojené nad úseèkou danou

body A a C si oznaème jako bod D. Podle Eukleidovy vìty o vý¹
e pak musí platit

|BD| = √
a. Vhodným pøenesením délky této úseèky pak mù¾eme sestrojit bod [

√
a, 0].

Je-li tedy èíslo a sestrojitelné pomo
í pravítka a kru¾ítka, pak je i èíslo

√
a sestrojitelné

pomo
í pravítka a kru¾ítka.

Èísla sestrojitelná pomo
í pravítka a kru¾ítka pro nás budou dùle¾itá pro srovnání mo¾-

ností eukleidovský
h konstruk
í a konstruk
í pomo
í origami. Na závìr této kapitoly

je¹tì zmíníme tøi klasi
ké problémy starovìku. Jsou jimi duplika
e kry
hle, trisek
e

úhlu a kvadratura kruhu. Duplika
í kry
hle rozumíme konstruk
i kry
hle, která má

vzhledem k zadané kry
hli dvojnásobný objem. Vzhledem k tomu, ¾e objem kry
hle

lze vyjádøit jako tøetí mo
ninu délky hrany této kry
hle, je problém duplika
e kry
hle

problémem nalezení úseèky, její¾ délka je

3
√
2-krát vìt¹í, ne¾ délka zadané úseèky. Tri-

sek
í úhlu rozumíme rozdìlení zadaného úhlu na tøi shodné úhly, kvadraturou kruhu

pak sestrojení ètver
e o stejném obsahu jaký má zadaný kruh. Jde o konstruk
e, je¾ se

matemati
i bezúspì¹nì pokou¹eli po tisí
iletí setrojit pomo
í pravítka a kru¾ítka. A¾

s vyu¾itím nový
h matemati
ký
h poznatkù se v 19. století podaøilo dokázat, ¾e jeji
h

snaha byla marná a ¾e tyto konstruk
e nejsou pomo
í pravítka a kru¾ítka sestrojitelné.

Nìkteré z ni
h, jak si uká¾eme, budou v¹ak sestrojitelné s vyu¾itím origami.
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1.3 Origami v souèasné ¹kolské matemati
e

Pøi tvorbì této èásti úvodní kapitoly bylo èerpáno z [9℄.

Vzhledem k tomu, ¾e je matematika origami pomìrnì mladá dis
iplína, nevyskytuje

se témìø vùbe
 v souèasné ¹kolské matemati
e. Jsou uèitelé, kteøí origami pou¾ívají

k prakti
kým ukázkám pøi výkladu geometrie, ni
ménì jako témati
ký 
elek zatím

není matematika origami do souèasného vzdìlávání zaøazena. Na druhou stranu se

stále rostou
í popularitou origami pøibývá zájmový
h krou¾kù èi kurzù, které se právì

matematikou origami zabývají.

Rozvoji origami a jeho zaèlenìní do vyuèování v souèasnosti pomáhají mezinárodní kon-

feren
e þInternational Meeting on Origami in S
ien
e, Mathemati
s, and Edu
ationÿ.

Dodnes se uskuteènilo 6 tì
hto konferen
í. Vùbe
 první se konala ve Ferraøe v Itálii

roku 1989. Následovaly konferen
e v Otsu (Japonsko, 1994), Asilomaru (Kalifornie,

USA, 2001), Pasadenì (Kalifornie, USA, 2006), Singapuru (2010) a zatím poslední se

konala v Tokyu (Japonsko, 2014). Následují
í konferen
e je plánována na rok 2018

a mìla by se uskuteènit v Oxfordu (Velká Británie).

1.4 Prin
ipy origami v aplika
í
h a v praxi

Poslední èást úvodní kapitoly èerpá pøedev¹ím z [10℄.

Origami v praxi u¾ dnes neznamená pouze umìní. Jde také o prostøedek, který pou¾ívá

mnoho vìd
ù pøi nejnovìj¹í
h výzkume
h. Vzhledem k tomu, ¾e je propojení mezi

origami a vìdou zále¾itostí zejména poslední
h nìkolika let, pro
hází velmi intenzivním

vývojem.

Èasto se mù¾eme setkat se situa
í, kdy je pro manipula
i s nìjakým pøedmìtem vhodné,

aby mìl 
o nejmen¹í rozmìry, ale pøi pou¾ívání tohoto pøedmìtu je tøeba, aby mìl

rozmìry nìkolikanásobnì vìt¹í. Pøíkladem takového pou¾ití, se kterým se setkáváme

nejèastìji, je airbag v automobilu. Bìhem jízdy je tøeba, aby nezabíral pøíli¹ místa.

Dùle¾ité v¹ak je, aby se v pøípadì potøeby dokázal správnou ry
hlostí rozlo¾it a na-

fouknout tak, aby nikde nedo¹lo k jeho po¹kození a nafouknutí probìhlo rovnomìrnì.

Prin
ipù origami se také èasto vyu¾ívá pøi zkoumání vesmíru. Pro nejnovìj¹í vesmírné

teleskopy, pohybují
í se na na¹í obì¾né dráze, jsou typi
ké velmi velké rozmìry. Pro

dopravu obrovský
h zr
adel èi solární
h panelù na obì¾nou dráhu v¹ak máme jen ome-

zené prostøedky, a je potøeba, aby pøi pøepravì mìli mnohem men¹í rozmìry, ne¾ pøi

jeji
h následném pou¾ití.

V souèasnosti se také vyvíjí vyu¾ití origami v lékaøství. Jedním z ji¾ vyu¾ívaný
h

pøíkladù je léèba u
paný
h srdeèní
h 
év, kdy se na pøíslu¹né místo v 
évì dopraví

þtrubièkaÿ, která se zde rozlo¾í a vytvoøí zde místo pro volný prùtok krve. Model této

trubièky vy
hází z modelu þWater Bombÿ, jen¾ je zmínìn v první èásti této kapitoly.
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S dal¹ím vyu¾itím prin
ipù origami se mù¾eme setkat napøíklad v ar
hitektuøe, èi pøi

vývoji tzv. þnanobotùÿ, tedy robotù o miniaturní
h rozmìre
h.

Mo¾ností vyu¾ití origami v praxi je tedy ji¾ v souèasnosti mnoho a proto¾e origami

otevírá ve svìtì vìdy nové mo¾nosti, dal¹í ry
hle pøibývají.
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Kapitola 2

Základní pojmy

Døíve ne¾ se zaèneme zabývat origami, musíme zavést nìkolik základní
h pojmù, které

budeme dále pou¾ívat a jeji
h¾ znalost je pøedpokládána.

2.1 Teorie grup

V této èásti je èerpáno zejména z [6, 11, 12℄.

Prvním pojmem, který je tøeba de�novat, je grupa.

De�ni
e 2.1. Grupou nazveme mno¾inu G, na ní¾ je de�nována binární opera
e þ◦ÿ
splòují
í následují
í tøi axiomy:

i) Binární opera
e þ◦ÿ je aso
iativní. Platí tedy (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) pro libovolné
tøi prvky mno¾iny G.

ii) Existuje neutrální prvek e mno¾iny G takový, ¾e pro libovolný prvek a mno¾iny

G platí a ◦ e = a = e ◦ a.
iii) Pro ka¾dý prvek a mno¾iny G existuje inverzní prvek a−1

mno¾iny G tak, ¾e platí

a−1 ◦ a = e = a ◦ a−1
.

Poznámka 2.1. U binární opera
e þ◦ÿ pøedpokládáme uzavøenost na mno¾inì G.

Dále de�nujeme dva spe
iální pøípady grup.

De�ni
e 2.2. Grupu G s binární opera
í þ◦ÿ nazveme Abelovou grupou, je-li binární

opera
e þ◦ÿ komutativní, tj. platí a ◦ b = b ◦ a pro ka¾dé dva prvky a, b ∈ G.

De�ni
e 2.3. Mno¾inu Sn permuta
í n prvkù {a1, . . . , an} nazýváme symetri
kou

grupou.

Dal¹ími pojmy, které budeme de�novat, jsou okruh, tìleso a pole.
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De�ni
e 2.4. Okruhem R nazveme mno¾inu, na ní¾ jsou de�novány binární opera
e

þ+ÿ (sèítání) a þ∗ÿ (násobení) splòují
í následují
í ètyøi axiomy:

i) Mno¾ina R s binární opera
í þ+ÿ je Abelova grupa.

ii) Pro v¹e
hna a, b, c ∈ R platí a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c a (b+ c) ∗ a = b ∗ a+ c ∗ a
(tj. násobení je distributivní vzhledem ke sèítání na mno¾inì R).

iii) Existuje neutrální prvek j ∈ R takový, ¾e pro libovolný prvek a mno¾iny R platí

a ∗ j = a = j ∗ a.

Poznámka 2.2. Neutrální prvek vzhledem k opera
i þ+ÿ nazýváme nulovým prvkem

(znaèíme 0), neutrální prvek vzhledem k opera
i þ∗ÿ nazýváme jednotkovým prvkem

(znaèíme 1).

Poznámka 2.3. U binární
h opera
í sèítání i násobení znovu pøedpokládáme jeji
h

uzavøenost na mno¾inì R. Pokud je naví
 pro v¹e
hna a, b, c ∈ R binární opera
e þ∗ÿ
aso
iativní, (tj. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)), nazveme okruh R aso
iativním okruhem. Je-li

v okruhu R binární opera
e násobení komutativní (tj. pro v¹e
hna a, b, c ∈ R platí

a ∗ b = b ∗ a), nazýváme jej komutativním okruhem. Jedním z pøíkladù okruhu je

mno¾ina 
elý
h èísel Z, pøièem¾ nulovým prvkem je zde èíslo 0 a jednotkovým prvkem

èíslo 1.

De�ni
e 2.5. Okruh, jeho¾ podmno¾ina nenulový
h prvkù tvoøí spolu s opera
í ná-

sobení grupu nazýváme tìleso. Je-li naví
 opera
e násobení komutativní nad tímto

tìlesem, nazýváme jej komutativní tìleso, nebo také pole.

Poznámka 2.4. Z de�ni
e pole vyplývá, ¾e ka¾dý nenulový prvek pole má inverzní

prvek. Pøíkladem pole je mno¾ina ra
ionální
h èísel Q spolu s opera
emi sèítání a ná-

sobení.

Poznámka 2.5. Je mo¾né ukázat (viz [7, str. 135℄), ¾e mno¾ina èísel sestrojitelný
h

pomo
í pravítka a kru¾ítka, tak jak jsme ji popsali v úvodní kapitole, tvoøí spolu

s opera
emi sèítání a odèítání pole. Vzhledem k tomu, ¾e je toto pole uzavøené na

opera
i druhá odmo
nina, znaèíme jej F√
x.

2.2 Polynomy

Následují
í èást je zpra
ována s vyu¾itím zdrojù [6, 12, 13℄

Pro tuto prá
i budou dùle¾ité také nìkteré pojmy týkají
í se polynomù.

De�ni
e 2.6. Ne
h» F je pole a a0, a1, . . . , an jeho prvky. Funk
e p : F → F de�novaná

pøedpisem p(x) = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an−1x+an se nazývá polynom jedné promìnné x
nad polem F. Èíslo n nazýváme stupnìm polynomu p. Koe�
ient a0 nazýváme vedou
ím

koe�
ientem polynomu p. Je-li vedou
í koe�
ient polynomu p roven 1, nazýváme tento

polynom moni
kým polynomem.

Poznámka 2.6. Stupnìm konstantního polynomu je 0. Pro nulový polynom není stu-

peò de�nován.
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Poznámka 2.7. Mno¾ina polynomù jedné promìnné nad F tvoøí okruh, který budeme

znaèit F[x].

De�ni
e 2.7. Èíslo k ∈ F se nazývá koøen polynomu p(x), jestli¾e p(k) = 0.

De�ni
e 2.8. Èíslo α nazveme algebrai
kým èíslem, je-li koøenem nìjakého polynomu

s ra
ionálními koe�
ienty.

De�ni
e 2.9. Minimálním polynomem prvku a pole F rozumíme moni
ký polynom

nejmen¹ího stupnì p(x) takový, ¾e p(a) = 0.

De�ni
e 2.10. Polynom stupnì alespoò 1 daného okruhu F[x] je iredu
ibilní nad

okruhem F[x], pokud je pro ka¾dý jeho rozklad p(x) = f(x)g(x), kde f, g ∈ F[x],
stupeò jednoho z polynomù f, g roven 0.

Pøíklad 2.1. Jako pøíklad si uvedeme polynomy

p1(x) = x2 − 9 = (x+ 3)(x− 3),

p2(x) = 4x2 − 1 = 4

(

x+
1

2

)(

x− 1

2

)

.

Polynom p1 je redu
ibilní nad okruhem polynomù s 
eloèíselnými koe�
ienty Z[x], pro-
to¾e oba polynomy x+3 a x−3 jsou polynomy okruhu Z[x]. Naproti tomu polynom p2 je
iredu
ibilní nad okruhem Z[x], ale je redu
ibilní nad okruhem polynomù s ra
ionálními

koe�
ienty Q[x].

Poznámka 2.8. Libovolné algebrai
ké èíslo α lze vyjádøit jako koøen jediného mini-

málního polynomu z Q[x]. Tento polynom, znaèíme jej pα(x), je iredu
ibilní a dìlí ka¾dý
polynom v Q[x], jeho¾ je èíslo α koøenem.

De�ni
e 2.11. V¹e
hny koøeny polynomu pα(x) nazveme èísla konjugovaná s èíslem α.
Jsou-li v¹e
hna konjugovaná èísla s daným algebrai
kým èíslem reálná, nazýváme toto

algebrai
ké èíslo èíslem totálnì reálným. Mno¾inu v¹e
h totálnì reálný
h èísel daného

pole F znaèíme FTR.

Pøíklad 2.2. Jako pøíklad totálnì reálného èísla si uvedeme èíslo

√

7 + 3
√
3. Jeli-

ko¾ jde o algebrai
ké èíslo, mù¾eme ho vyjádøit jako koøen iredu
ibilního polynomu

v Q[x]. Ostatní koøeny tohoto polynomu (tedy èísla konjugovaná se zadaným èíslem)

jsou ±
√

7± 3
√
3. Tvar tohoto polynomu v Q je tedy

(

x+

√

7 + 3
√
3

)(

x−
√

7 + 3
√
3

)(

x+

√

7− 3
√
3

)(

x−
√

7− 3
√
3

)

=

= x4 − 14x2 + 22,


o¾ je polynom s ra
ionálními koe�
ienty. Vzhledem k tomu, ¾e jsou v¹e
hna èísla

konjugovaná s èíslem

√

7 + 3
√
3 reálná, je èíslo

√

7 + 3
√
3 totálnì reálné. Naproti

tomu napøíklad èíslo

√

2 +
√
5 není totálnì reálné, proto¾e dvì z jeho konjugovaný
h

èísel ±
√

2−
√
5 jsou èísla imaginární.

Dal¹ími ze základní
h pojmù, které v této èásti uvedeme, se budou týkat symetri
ký
h

polynomù.
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De�ni
e 2.12. Ne
h» F je pole a ak1k2···kn, kde k1, k2, . . . , kn jsou pøirozená èísla,

jeho prvky. Funk
i p(x1, x2, . . . , xn) =
∑

(k1k2···kn)
ak1k2···knx

k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n , kde sèítáme pøes

v¹e
hny uspoøádané n-ti
e (k1k2 · · · kn) nazveme polynom n promìnný
h nad polem F.

Stupnìm polynomu o n promìnný
h nazveme maximum z èísel k1 + k2 + · · ·+ kn, pro
která je ak1k2···kn 6= 0. Termem pak nazveme ka¾dý z výrazù ak1k2···knx

k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n .

Poznámka 2.9. Okruh v¹e
h polynomù n promìnný
h nad polem F budeme znaèit

F[x1, x2, . . . , xn]. Ka¾dý polynom tohoto pole je souètem pøíslu¹ný
h termù.

Pro na¹í prá
i bude také dùle¾ité umìt uspoøádat termy daného polynomu.

De�ni
e 2.13. Úplným uspoøádáním termù, znaèíme <T , na mno¾inì termù T rozu-

míme uspoøádání, jen¾ pro v¹e
hny termy r, s, t ∈ T splòuje:

i) αx0
1x

0
2 · · ·x0

n = α <T t
ii) Je-li s <T t, potom r · s <T r · t.

Úplné uspoøádání termù lze zavést mnoha zpùsoby. Jedním z ni
h je tzv. lexikogra�
ké

uspoøádání.

De�ni
e 2.14. Lexikogra�
ké uspoøádání termù <L de�nujeme následovnì:

αxk1
1 xk2

2 · · ·xkn
n <L βxl1

1 x
l2
2 · · ·xln

n právì tehdy, kdy¾ existuje m ∈ N tak, ¾e km < lm
a zároveò ki = li pro i ∈ {1, 2, . . . , m− 1}.

Poznámka 2.10. Máme-li pøíslu¹né úplné uspoøádání termù, mù¾eme najít nejvy¹¹í

term polynomu p vzhledem k danému uspoøádání. Takovému termu budeme øíkat ve-

dou
í term polynomu p a budeme jej znaèit LT (p). Je-li αxk1
1 · · ·xkn

n vedou
ím termem

daného polynomu, pak α nazveme vedou
ím koe�
ientem tohoto polynomu.

Pøíklad 2.3. Jako pøíklad nám mù¾e poslou¾it polynom p(x, y) = 3xy3 − 2x2y2 + 7x.
Platí 7x <L 3xy3 <L −2x2y2 a tedy LT<L

(p) = −2x2y2.

De�ni
e 2.15. Ne
h» R je okruh a t1, . . . , tn jeho lineárnì nezávislé prvky. Ne
h» x je

promìnná a G symetri
ká grupa permuta
í n pøirozený
h èísel. Ne
h» σ je permuta
e

prvkù (t1, . . . , tn). Pro daný polynom p(t1, . . . , tn) de�nujeme

σp
(

t1, . . . , tn) = p(tσ(1), . . . , tσ(n)
)

.

Polynom p nazveme symetri
kým, pokud platí σp = p pro v¹e
hny permuta
e σ ∈ G.

Pøíklad 2.4. Jako pøíklad si uvedeme polynom p(t1, t2) = t31− t32. Tento polynom není

symetri
ký, proto¾e pro permuta
i σ : t1 → t2, σ : t2 → t1 dostáváme

t32 − t31 6= t31 − t32 ⇒ σp 6= p.

Naopak polynom t31 + t32 je symetri
ký, proto¾e t32 + t31 = t31 + t32.

S vyu¾itím poznatkù o symetri
ký
h polynome
h si nyní rozebereme situa
i pro poly-

nom

p(x) = (x− t1)(x− t2) · · · (x− tn) = xn − s1x
n−1 + · · · (−1)nsn,
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kde koe�
ienty sj jsou ve tvaru

s0 = 1
s1 = t1 + t2 + . . .+ tn,
sj = souèet v¹e
h rùzný
h souèinù o j èinitelí
h prvkù t1, . . . , tn,
sn = t1 · t2 · · · tn.

Polynomy sj(t1, . . . , tn), kde 1 ≤ j ≤ n, se nazývají elementární symetri
ké polynomy

prvkù t1, . . . , tn.

Mù¾eme tedy pou¾ít vyjádøení

n
∏

k=1

(x− tk) =

n
∑

j=0

(−1)jsj(t1, . . . , tn)x
n−j.

Napøíklad pro polynom (x− t1)(x− t2)(x− t3) dostáváme

(x− t1)(x− t2)(x− t3) = x3 − (t1 + t2 + t3)x
2 + (t1t2 + t2t3 + t1t3)x− t1t2t3,

pøièem¾ v¹e
hny polynomy

s1 = t1 + t2 + t3,
s2 = t1t2 + t2t3 + t1t3,
s3 = t1t2t3

jsou elementární symetri
ké polynomy.

Dále si uvedeme dùle¾itou vìtu, která nám udává vztah mezi mezi symetri
kými poly-

nomy a elementárními symetri
kými polynomy, podle ní¾ lze ka¾dý symetri
ký polynom

vyjádøit pomo
í elementární
h symetri
ký
h polynomù.

Vìta 2.1. Ne
h» p(t1, t2, . . . , tn) ∈ F[t1, t2, . . . , tn] je symetri
ký polynom stupnì k. Pak
existuje polynom q(x1, x2, . . . , xn) stupnì ≤ k tak, ¾e q(s1, s2, . . . , sn) = p(t1, t2, . . . , tn),
kde s1(t1, t2, . . . , tn), s2(t1, t2, . . . , tn), . . . , sn(t1, t2, . . . , tn) jsou elementární symetri
ké

polynomy.

Dùkaz. Vìtu budeme dokazovat matemati
kou induk
í podle poètu promìnný
h n.
Snadno uká¾eme, ¾e je vìta splnìna pro n = 1, nebo» jistì platí s1 = t1, a mù¾eme

tedy uva¾ovat pøímo p(t1) = p(s1).

Dále pøedpokládejme, ¾e vìta ji¾ platí pro n− 1 promìnný
h.

Oznaème si polynom f(x1, x2, . . . , xn) = (x− t1) · · · (x− tn). Pokud pro tento polynom

polo¾íme tn = 0 a upravíme jej, získáme vztah

(x− t1) · · · (x− tn−1) · x = xn − s1(t1, . . . , tn−1)x
n−1 + · · ·+ (−1)n−1sn−1(t1, . . . , tn−1)x.

(2.1)

Dále vyu¾ijeme matemati
kou induk
i podle stupnì k. Pro k = 0 na¹e vìta jistì platí,

proto¾e v takovém pøípadì má polynom p tvar konstanty. Dále uva¾ujme k > 0 a pøed-
pokládejme, ¾e vìta ji¾ byla dokázána pro v¹e
hny symetri
ké polynomy stupnì men¹ího
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ne¾ k. Z tohoto pøedpokladu a z (2.1) plyne, ¾e existuje polynom p1 stupnì ≤ k, pro
který platí

p1(s1, s2, . . . , sn−1) = f(t1, t2, . . . , tn−1, 0).

Proto¾e polynom p1(s1, s2, . . . , sn−1) má stupeò ≤ k, má i polynom

q1(t1, t2, . . . , tn) = p(t1, t2, . . . , tn)− p1(s1, s2, . . . , sn−1)

stupeò ≤ k. Naví
 jde jistì o symetri
ký polynom (p, s1, . . . , sn−1 jsou symetri
ké). Na-

ví
 víme, ¾e q1(t1, t2, . . . , tn−1, 0) = 0. Tato rovnost v¹ak mù¾e nastat pouze v pøípadì,

¾e tn je koøenem q1, a tedy tn dìlí q1. Proto¾e je v¹ak q1 symetri
ký, musí i t1, . . . , tn−1

být jeho koøeny.

Platí tedy q1 = snq2(t1, . . . , tn), kde q2 musí být symetri
ký polynom a jeho stupeò

je ≤ k − n a tedy < k. Podle indukèního pøedpokladu pak existuje polynom q3 o

n promìnný
h se stupnìm ≤ k − n, pro který q2(t1, t2, . . . , tn) = q3(s1, s2, . . . , sn).
Získáváme tedy

p(t1, t2, . . . , tn) = p1(s1, s2, . . . , sn−1) + snq3(s1, s2, . . . , sn).

V¹e
hny výrazy na pravé stranì této rovnosti jsou polynomy elementární
h symetri
-

ký
h polynomù a jeji
h stupeò je ≤ k, èím¾ je na¹e vìta dokázána.

Pøíklad 2.5. Uva¾ujme nyní polynom

p(x, y, z) = xy(z2 + 1) + xz(y2 + 1) + yz(x2 + 1).

Snadno mù¾eme ovìøit, ¾e jde o symetri
ký polynom. Podle vìty 2.1 jej tedy lze vyjá-

døit pomo
í elementární
h symetri
ký
h polynomù

s0(x, y, z) = 1,
s1(x, y, z) = x+ y + z,
s2(x, y, z) = xy + xz + yz,
s3(x, y, z) = xyz.

Roznásobením polynomu dostaneme

p(x, y, z) = xyz2 + xy + xy2z + xz + x2yz + yz.

Po úpravì a po pøeuspoøádání pak dostaneme

p(x, y, z) = xyz(x+ y + z) + xy + xz + yz = s3(x, y, z) · s1(x, y, z) + s2(x, y, z),

èím¾ získáváme vyjádøení zadaného symetri
kého polynomu pomo
í elementární
h sy-

metri
ký
h polynomù.

2.3 Gröbnerovy báze

Tato èást je zpra
ována s vyu¾itím zdrojù [12, 14, 15, 16, 22℄.
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V páté kapitole této prá
e se budeme zabývat tzv. automati
kými dùkazy v geometrii.

Pro tyto dùkazy je dùle¾itý pojem Gröbnerova báze, který si nyní postupnì nastíníme.

Vzhledem k nároènosti a rozsahu této teorie uvedeme v na¹í prá
i pouze její základy.

Dùkladnì je pak tato teorie popsána napøíklad v [16℄. Nejprve musíme zavést pojem

ideál.

De�ni
e 2.16. Podmno¾ina I okruhu F[x1, x2, . . . , xn] se nazývá ideál, jestli¾e:

i) 0 ∈ I.
ii) Jestli¾e f, g ∈ I, potom f + g ∈ I.
iii) Jestli¾e f ∈ I a c ∈ F[x1, x2, . . . , xn], potom cf ∈ I.

Poznámka 2.11. Ideál je tedy mno¾ina polynomù, je¾ je uzavøená na opera
i sèítání

a na opera
i násobení jeho prvkù libovolným prvkem okruhu polynomù o n promìnný
h

F[x1, x2, . . . , xn].

Dále budeme potøebovat pojem ideál generovaný danými polynomy.

Vìta 2.2. Ne
h» p1, . . . , pr jsou polynomy okruhu F[x1, x2, . . . , xn]. Potom mno¾ina

〈p1, . . . , pr〉, kde

〈p1, . . . , pr〉 = {g1p1 + . . .+ grpr; g1, . . . , gr ∈ F[x1, x2, . . . , xn]} ,

je ideál. Tento ideál nazýváme ideál generovaný polynomy p1, . . . , pr.

Dùkaz. Vhodnou volbou polynomù g1, . . . , gr mù¾eme snadno ovìøit, ¾e daná mno¾ina

〈p1, . . . , pr〉 splòuje de�ni
i ideálu 2.2.

Poznámka 2.12. Ideál I je koneènì generovaný, existují-li v okruhu F[x1, x2, . . . , xn]
polynomy p1, . . . , pr tak, ¾e I = 〈p1, . . . , pr〉. Pak øíkáme, ¾e p1, . . . , pr tvoøí bázi ide-

álu I.

Ka¾dý z polynomù daného ideálu tedy lze generovat pomo
í polynomù le¾í
í
h v bázi

tohoto ideálu.

Pøíklad 2.6. Uva¾ujme nyní 
elý okruh F[x1, x2, . . . , xn]. Snadno mù¾eme nahlédnout,

¾e tento okruh splòuje de�ni
i ideálu. Dle vìty 2.2 je

〈1〉 = {g, g ∈ F[x1, x2, . . . , xn]} = F[x1, x2, . . . , xn].

Prvek 1 tedy generuje 
elý okruh F[x1, x2, . . . , xn].

Báze ideálu v¹ak není urèena jednoznaènì a daný ideál mù¾e mít mnoho rùzný
h bází.

Jedním spe
iálním typem báze je pak ji¾ v úvodu této èásti zmínìná Gröbnerova báze.

De�ni
e 2.17. Ne
h» <T je úplné uspoøádání na mno¾inì termù T a ne
h» mno¾ina

I ⊂ F[x1, x2, . . . , xn] je ideál. Gröbnerovou bází ideálu I je jeho koneèná podmno¾ina

G = {g1, . . . , gn} taková, ¾e 〈LT<T
(g1), . . . , LT<T

(gn)〉 = 〈LT<T
(I)〉.
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Jednou ze zajímavý
h vlastností Gröbnerový
h bází nám ukazuje následují
í vìta.

Vìta 2.3. Ne
h» G = {g1, . . . , gn} je Gröbnerova báze ideálu I. Polynom p ∈ I právì

tehdy, kdy¾ je zbytek po dìlení polynomu p polynomy z G roven nule.

Dùkaz. Dùkaz vìty mù¾eme najít v [16℄.

Poznámka 2.13. Dìlením polynomu p polynomem q rozumíme nalezení polynomù s, r
tak, ¾e p = sq+r, kde stupeò polynomu p je men¹í, ne¾ stupeò polynomu q. Polynom p
nazýváme zbytkem po dìlení polynomu p polynomem q. Pokud je r = 0, øíkáme, ¾e

polynom q dìlí polynom p. Ví
e o dìlení polynomù lze nalézt napøíklad v [22℄.

Pro na¹e potøeby bude nejdùle¾itìj¹í pojem redukovaná Gröbnerova báze.

De�ni
e 2.18. Redukovanou Gröbnerovou bází GR ideálu I rozumíme takovou Gröb-

nerovu bázi tohoto ideálu, která splòuje:

i) Ka¾dý polynom g ∈ GR má vedou
í koe�
ient roven 1.
ii) Pro ka¾dý polynom g ∈ GR ¾ádný z termù polynomu g nele¾í v LT (GR − {g}).

Vìta 2.4. Pro daný ideál I existuje jediná redukovaná Gröbnerova báze.

Dùkaz. Dùkaz této vìty je uveden v [14℄.

Ví
e o Gröbnerový
h bází
h lze najít napøíklad v [14℄ èi [16℄. Zde je také popsán

tzv. Bu
hbergerùv algoritmus, který umo¾òuje výpoèet Gröbnerovy báze ideálu gene-

rovaného danými polynomy. Tento algoritmus èasto vyu¾ívají matemati
ké programy.

Jedním z ni
h je program Mathemati
a, který budeme vyu¾ívat v páté kapitole na¹í

prá
e. Redukovanou Gröbnerovu bázi ideálu generovaného polynomy p1, . . . , pn zde

urèíme pomo
í pøíkazu

GroebnerBasis[{p1, . . . , pk; }, {x1, . . . , xn}℄

Druhou mno¾inou v tomto pøíkazu je mno¾ina promìnný
h. Pøíklady výpoètu reduko-

vané Gröbnerovy báze si uká¾eme v páté kapitole.
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Kapitola 3

Základní konstruk
e origami

Celá tøetí kapitola je zpra
ována zejména s vyu¾itím zdrojù [6, 13℄.

Po zavedení základní
h pojmù se ji¾ mù¾eme vìnovat konstruk
ím pomo
í origami.

V této kapitole uká¾eme, jaké kontruk
e je mo¾né sestrojit pomo
í tzv. základní
h

konstruk
í origami.

3.1 Origami dvoji
e

Nejprve uvedeme de�ni
i origami dvoji
e, jejími¾ autory jsou D. Au
kly a J. Cleveland

(viz [13℄).

De�ni
e 3.1. Dvoji
i {P,L} nazveme origami dvoji
í, pokud P je jistá mno¾ina bodù

v rovinì R2
a L je mno¾ina pøímek v rovinì R2

a platí následují
í podmínky:

(i) Prùnikem dvou nerovnobì¾ný
h pøímek z L je bod v P.
(ii) Pro libovolné dva rùzné body z P existuje pøímka v L, která jimi pro
hází.

(iii) Pro libovolné dva rùzné body z P je osa úseèky dané tìmito body pøímkou v L.
(iv) Pro libovolné dvì pøímky z L je pøímka, její¾ v¹e
hny body mají od obou tì
hto

pøímek stejnou vzdálenost, pøímkou v L.
(v) Jsou-li ℓ1 a ℓ2 pøímky v L, pak existuje pøímka ℓ3 v L, je¾ je obrazem pøímky ℓ2

v osové soumìrnosti podle pøímky ℓ1.

Poznámka 3.1. V¹e
hny konstruk
e, které mù¾eme sestrojit v souladu s de�ni
í 3.1,

budeme nazývat základními konstruk
emi origami.

Aby
hom ukázali, ¾e pomo
í origami, stejnì jako pomo
í kru¾ítka a pravítka, lze provést

mnoho rùzný
h konstruk
í, uvedeme si napøíklad následují
í lemma.
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PSfrag repla
ements

ℓ2

ℓ1

ℓ3

Obrázek 3.1: Body (i) a¾ (v) de�ni
e 3.1

Lemma 3.1. Ne
h» je dána pøímka ℓ a bod P . Pak je mo¾né pomo
í origami sestrojit

rovnobì¾ku s pøímkou ℓ pro
házejí
í bodem P .
PSfrag repla
ements

P

P1 P2

P3

P4

ℓ

ℓ1 ℓ2
ℓ3 ℓ4

ℓ5

ℓ6

Rovnobì¾ka

Obrázek 3.2: Rovnobì¾ka daným bodem

Dùkaz. Jsou dány pøímka ℓ a bod P . Na pøím
e ℓ zvolíme libovolné 2 rùzné body

P1 a P2. Podle de�ni
e 3.1(ii) mù¾eme sestrojit pøímku ℓ1 pro
házejí
í body P a P1

a pøímku ℓ2 pro
házejí
í body P a P2. Podle (v) té¾e de�ni
e mù¾eme sestrojit pøímky

ℓ3 a ℓ4 jako obrazy pøímek ℓ1 a ℓ2 v osové soumìrnosti podle pøímky ℓ. S vyu¾itím (i)

oznaèíme prùseèík pøímek ℓ3 a ℓ4 jako bod P3. Podle (ii) pak mù¾eme sestrojit pøímku ℓ5
pro
házejí
í body P3 a P . Prùseèík této pøímky s pøímkou ℓ oznaèíme podle (i) jako bod

P4. Následnì s vyu¾itím (iii) sestrojíme osu ℓ6 úseèky PP4. Nakone
 zobrazením pøímky

ℓ v osové soumìrnosti podle osy ℓ6 s vyu¾itím (v) získáme po¾adovanou rovnobì¾ku

s pøímkou l pro
házejí
í bodem P .
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3.2 O-èísla

V této èásti tøetí kapitoly si uká¾eme èísla, která jsou sestrojitelná pomo
í základní
h

konstruk
í origami.

De�ni
e 3.2. Podmno¾ina P roviny R2
je uzavøená na konstruk
e origami, pokud

existuje mno¾ina pøímek L tak, ¾e {P,L} tvoøí origami dvoji
i.

De�ni
e 3.3. Mno¾inu PO, pro kterou platí [0, 0], [0, 1] ∈ PO a PO je uzavøená na

konstruk
e origami, nazýváme mno¾inou origami sestrojitelný
h bodù.

De�ni
e 3.4. Mno¾inou èísel origami je mno¾ina:

FO = {α ∈ R; ∃ P1, P2 ∈ PO takové, ¾e |α| je vzdálenost bodù P1, P2}.

Poznámka 3.2. Èísla origami budeme dále znaèit O-èísla.

Vzhledem k tomu, ¾e mù¾eme pomo
í základní
h konstruk
í origami najít snadno støed

zadané úseèky, je zøejmé, ¾e èísla

1
2
, 1
4
, 1
8
, . . . jsou O-èísla. O-èísly jsou naví
 v¹e
hna

èísla ve tvaru

1
n
, kde n ∈ N. Na obrázku 3.3 je znázornìna konstruk
e èísla

1
5
pomo
í

pøímky pro
házejí
í bodem [0, 1
4
] a rovnobì¾né s pøímkou danou body [0, 5

4
] a [1, 0].

PSfrag repla
ements

[0, 0]

[0, 1
4
]

[0, 1
2
]

[0, 3
4
]

[0, 1)

[0, 5
4
]

[1
5
, 0] [1, 0]

Obrázek 3.3: Konstruk
e èísla

1
5

Dále se ukazuje, ¾e souèet a rozdíl O-èísel, èíslo inverzní k O-èíslu a souèin a podíl

O-èísel jsou takté¾ O-èísla (viz obr. 3.4).

Zajímavou skuteèností je, ¾e jednu ze tøíd O-èísel mù¾eme popsat s vyu¾itím pravoúh-

lý
h trojúhelníkù. Této tøídì se budeme vìnovat ve zbytku této kapitoly.

Vìta 3.2. Mno¾ina O-èísel FO je pole uzavøené na opera
i a 7→
√
1 + a2.

(A tedy pokud vezmeme èíslo a ∈ FO, pak

√
1 + a2 je èíslo a′ ∈ FO).

Napøíklad pro èíslo a = 3 mù¾eme sestrojit èíslo

√
10. Èíslo

√
10 je tedy O-èíslem.
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[0, 0]

[1, 0]

[0, a]
[1, a]

[b, 0]

[b, a · b]

PSfrag repla
ements

[0, 0] [1, 0]

[1, a−1]

[0, 1]

[a, 0]

[a, 1]

Obrázek 3.4: Kostruk
e èísel a · b (vlevo) a a−1
(vpravo) pomo
í origami

Dùkaz. K sestrojení èísla

√
1 + a2 vyu¾ijeme vlastností pravoúhlého trojúhelníku. Po-

kud sestrojíme pravoúhlý trojúhelník, jeho¾ odvìsny budou mít délky 1 a a, pak pøe-

pona tohoto trojúhelníku bude mít délku právì

√
1 + a2.

PSfrag repla
ements

[0, 0]

[0, 1]

[a, 0]

Obrázek 3.5: Konstruk
e èísla

√
1 + a2

Nyní víme, ¾e pomo
í opera
e

√
1 + a2 mù¾eme konstruovat O-èísla. Aby
hom zjistili,

které geometri
ké tvary lze konstruovat pomo
í origami, potøebujeme najít v¹e
hny

zbylé opera
e, pomo
í ni
h¾ mù¾eme konstruovat O-èísla.

De�ni
e 3.5. Pole F√
1+a2 je nejmen¹í podpole mno¾iny komplexní
h èísel uzavøené

na opera
i a 7→
√
1 + a2.

Podle vìty 3.2 víme, ¾e F√
1+a2 ⊂ FO. V následují
í vìtì si uká¾eme, ¾e platí dokon
e

F√
1+a2 = FO. To znamená, ¾e mno¾ina O-èísel je pole, které je uzavøené na opera
i

a 7→
√
1 + a2.

Vìta 3.3. Platí F√
1+a2 = FO.

Dùkaz. Jeliko¾ platí F√
1+a2 ⊂ FO, zbývá dokázat, ¾e FO ⊂ F√

1+a2 . Musíme tedy

ukázat, ¾e libovolné O-èíslo lze vyjádøit pomo
í opera
í þ+ÿ a þ·ÿ a opera
e a 7→√
1 + a2. Existují pouze 4 zpùsoby, jak pomo
í axiomù základní
h konstruk
í origami

(viz de�ni
e 3.1) sestrojit nový origami bod pomo
í ji¾ sestrojený
h bodù a pøímek.
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a) Sestrojením pøímky pro
házejí body P1 a P2, která protne danou pøímku ℓ v bodì
(x, y).

b) Sestrojením osy úseèky dané body P1 a P2, je¾ protne zadanou pøímku ℓ v bodì

(x, y).

) Sestrojením pøímky ℓ3 jako obrazu pøímky ℓ2 v osové soumìrnosti podle pøímky

ℓ1, který protne danou pøímku ℓ v bodì (x, y).
d) Sestrojením osy o daného úhlu, jejím¾ prùseèíkem se zadanou pøímkou ℓ je bod

(x, y).

Aby
hom ukázali, ¾e zpùsob a) je sestrojitelný pomo
í opera
í þ+ÿ, þ·ÿ a a 7→
√
1 + a2,

budeme pøedpokládat, ¾e bod P1 má souøadni
e [x1, y1]. Vzhledem k tomu, ¾e mno¾ina

O-èísel je uzavøená na sèítání, mù¾eme umístit poèátek soustavy souøadni
 do bodu

P1. Do pùvodního stavu se mù¾eme vrátit pøiètením vektoru (x1, y1). Dále si ozna-

ème souøadni
e bodu P2 po tomto posunutí jako [x2, y2]. Proto¾e mno¾ina O-èísel je

uzavøená na násobení a na opera
i

√
1 + a2, mù¾eme pøedpokládat, ¾e bod P2 le¾í na

jednotkové kru¾ni
i se støedem v bodì P1. Zpìt do pøed
hozího stavu se mù¾eme vrátit

vynásobením èíslem

√

x2
2 + y22 = |x2|

√

1 +
(

y2
x2

)2

. Oznaème si nyní souøadni
e bodu

P2 jako [x′
2, y

′
2]. Nakone
 mù¾eme pomo
í rota
e umístit bod P2 do bodu [1, 0]. Zpìt

do pøed
hozího stavu se pak dostaneme pomo
í rota
e, pro ní¾ platí x′ = x′
2x + y′2y

a y′ = −y′2x + x′
2y. Po tì
hto úpravá
h má pøímka pro
házejí
í body P1 a P2 rovni
i

y = 0. S danou pøímkou ℓ o rovni
i ax+ by+ c = 0 má pak tato pøímka prùseèík o sou-

øadni
í
h

(

− c
a
, 0
)

. Tento bod umíme sestrojit pomo
í opera
e þ·ÿ. Následnì s vyu¾itím

vý¹e uvedené rota
e, vynásobením èíslem |x2|
√

1 +
(

y2
x2

)2

a pøiètením vektoru (x1, y1)

mù¾eme sestrojit hledaný bod.

PSfrag repla
ements

[x, y]

ℓ
P1

P2

Obrázek 3.6: Dùkaz vìty 3.3 a)

Pro zpùsob b) postupujeme obdobným zpùsobem. Ze stejný
h dùvodù jako pøi dùkazu

zpùsobu a) mù¾eme pøedpokládat, ¾e bod P1 je v poèátku soustavy souøadni
 a bod

P2 má souøadni
e [1, 0]. Osa o úseèky P1P2 má tedy rovni
i ve tvaru x = 1
2
. Prùseèík

této osy s pøímkou ℓ o rovni
i ax + by + c = 0 má tedy souøadni
e

[

1
2
,−2c+a

2b

]

. Tento

bod umíme sestrojit pomo
í opera
í þ+ÿ a þ·ÿ. Hledaný bod pak ji¾ získáme u¾itím

vý¹e uvedené rota
e, vynásobení a posunutí.

Pøi dùkazu pro zpùsob 
) zvolíme posunutí, které pøiøadí prùseèíku P pøímek ℓ1 a ℓ2
bod o souøadni
í
h [0, 0]. Dále pou¾ijeme rota
i tak, aby pøímka ℓ1 mìla rovni
i y = 0.
Pøímka ℓ2 má tedy rovni
i ve tvaru y = ax a pøímka ℓ3 tudí¾ rovni
i ve tvaru y = −ax.
Pøímku ℓ o rovni
i dx + ey + f = 0 pak pøímka ℓ3 protíná v bodì o souøadni
í
h
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P1

P2

o

ℓ

[x, y]

Obrázek 3.7: Dùkaz vìty 3.3 b)

[

f

ae−d
, af

d−ae

]

. Tento bod mù¾eme sestrojit pomo
í opera
í þ+ÿ a þ·ÿ a hledaný bod pak

pou¾itím vhodné rota
e a posunutí.

PSfrag repla
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ℓ1

ℓ2

ℓ3

ℓ

[0, 0]

[x, y]

Obrázek 3.8: Dùkaz vìty 3.3 
)

Nakone
 pro dùkaz zpùsobu d) oznaèíme pøímky, na ni
h¾ le¾í ramena daného úhlu,

jako pøímky ℓ1 a ℓ2, a úhel který tyto pøímky svírají jako úhel ϕ. Vhodným posunutím

mù¾eme umístit jeji
h prùseèík P do poèátku soustavy souøadni
. Dále si oznaème

prùseèík zadané pøímky ℓ a pøímky ℓ1 jako bod A. Stejnì jako pøi dùkazu zpùsobu

a) mù¾eme zvolit vynásobení vhodným èíslem a následnì rota
i tak, aby mìl bod A
souøadni
e [1, 0]. Nyní oznaème prùseèík pøímek ℓ a ℓ2 jako bod B o souøadni
í
h

[b1, b2]. Pro úhel ϕ platí cotϕ = b1
b2

a sinϕ = b2√
b2
1
+b2

2

. Mù¾eme tedy psát

tg
ϕ

2
=

√

1− cosx

1 + cosx
=

√

(1− cosx)2√
1− cos2 x

=
1− cos x

sin x
=

1

sin x
− cotx =

=

√

b21 + b22
b2

− b1
b2

=

√

1 +

(

b1
b2

)2

− b1
b2
.

Výraz

√

1 +
(

b1
b2

)2

− b1
b2

oznaèíme jako výraz k. Osa o úhlu ϕ má tedy rovni
i y = kx,

pøièem¾ èíslo k lze sestrojit pomo
í opera
í þ+ÿ, þ·ÿ a a 7→
√
1 + a2. Rovni
i pøímky
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ℓ, je¾ pro
hází body A a B, mù¾eme psát ve tvaru b2x− (b1 − 1)y − b2 = 0. Prùseèík

osy o a pøímky ℓ má tedy souøadni
e

[

b2
b2−b1k+k

, b2k
b2−b1k+k

]

.Tento bod mù¾eme sestrojit

pomo
í opera
í þ+ÿ, þ·ÿ a a 7→
√
1 + a2 a následnì pomo
í dané rota
e, vynásobení

vhodným èíslem a pøiètením pøíslu¹ného vektoru získáme hledaný bod.

PSfrag repla
ements
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ℓ

P

A

B
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o

Obrázek 3.9: Dùkaz vìty 3.3 d)

3.3 Konstruk
e sestrojitelné pomo
í základní
h

konstruk
í origami

V této èásti kapitoly bude na¹ím 
ílem ukázat, ¾e základní konstruk
e origami nám je¹tì

neposkytují ¾ádnou zásadní výhodu oproti eukleidovským konstruk
ím a ¾e k získání

takové výhody je tøeba konstruk
e origami je¹tì roz¹íøit. K dùkazu první vìty této èásti

tøetí kapitoly budeme potøebovat následují
í lemma.

Lemma 3.4. Platí

n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− ai − bj) = det(xI −A−B) (3.1)

a

n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− aibj) = det(xI − AB), (3.2)

kde A a B jsou mati
e typu mn×mn.

V následují
í vìtì budeme toto lemma potøebovat bìhem dùkazu, pøièem¾ ai a bj budou
reprezentovat èísla. Pro dùkaz lemmatu je v¹ak vhodné uva¾ovat obe
nìj¹í pøípad, kdy

ai a bj budou nezávislé promìnné.
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Dùkaz. Oznaème jisté polynomy

PA(x) =
n
∏

i=1

(x− ai) =
n
∑

k=0

(−1)ksk(a1, · · · , an)xn−k

a

PB(x) =

m
∏

j=1

(x− bj) =

m
∑

l=0

(−1)lsl(b1, · · · , bm)xn−l,

kde si jsou symetri
ké polynomy. Dále oznaème vektor

Vr,s =























































1
ar
a2r
.

.

.

an−1
r

bs
arbs
.

.

.

an−1
r bs
.

.

.

bm−1
s

arb
m−1
s
.

.

.

an−1
r bm−1

s























































a mati
i Ā typu n× n ve tvaru

Ā =















0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · · · · 1
(−1)n+1sn(a1, · · · , an) (−1)nsn−1(a1, · · · , an) · · · · · · s1(a1, · · · , an)















.

Pomo
í mati
e Ā mù¾eme zavést mati
i A typu mn×mn ve tvaru

A =











Ā 0 · · · 0
0 Ā · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · · · · Ā











.

Dosadíme-li do polynomu PA(x) èíslo ar, je zøejmé, ¾e

PA(ar) =

n
∏

i=1

(ar − ai) = 0.

Platí tedy

n
∑

k=0

(−1)ksk(a1, · · · , an)an−k
r =

n
∑

k=1

(−1)ksk(a1, · · · , an)an−k
r + anr = 0,
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a proto

anr =

n
∑

k=1

(−1)k+1sk(a1, · · · , an)an−k
r .

Analogi
kým zpùsobem mù¾eme zavést mati
i B a ukázat, ¾e platí

bms =

m
∑

l=1

(−1)l+1sl(b1, · · · , bm)bm−l
s .

Lze snadno ukázat, ¾e platí

AVr,s = arVr,s

a

BVr,s = bsVr,s.

S vyu¾itím tì
hto rovností mù¾eme vyjádøit

(A+B)Vr,s = AVr,s +BVr,s = arVr,s + bsVr,s = (ar + bs)Vr,s.

Výraz ar + bs je tedy vlastním èíslem mati
e A + B. Proto¾e jsou ai a bj nezávislé

promìnné, má polynom det(xI−A−B) stupnì mn pro výpoèet vlastní
h èísel mati
e

A+B mn rùzný
h øe¹ení ve tvaru ar + bs, stejnì jako polynom
∏n

i=1

∏m

j=1(x−ai− bj),
jeho¾ stupeò je takté¾ mn. Proto¾e mají naví
 oba tyto polynomy vedou
í koe�
ient

roven 1, musí platit

n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− ai − bj) = det(xI − A− B),

èím¾ je dokázán vztah (3.1).

Dále mù¾eme vyjádøit

ABVr,s = AbsVr,s = bsAVr,s = arbsVr,s.

V tomto pøípadì je mn rùzný
h výrazù ve tvaru arbs vlastními hodnotami mati
e

AB, a tedy koøeny polynomu det(xI − AB) stupnì mn. Ze stejný
h dùvodù jako

v pøed
hozím pøípadì tedy platí

n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− aibj) = det(xI − AB),

èím¾ je dokázána i druhá èást lemmatu.

Nyní ji¾ mù¾eme formulovat vìtu, je¾ nám udá vztah mezi mno¾inami O-èísel a totálnì

reálný
h èísel.

Vìta 3.5. Platí F√
1+a2 ⊂ FTR.
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Dùkaz. Podle de�ni
 3.5 a 2.11 je F√
1+a2 nejmen¹í podpole mno¾iny komplexní
h èísel

uzavøené na opera
i a 7→
√
1 + a2 a FTR mno¾ina algebrai
ký
h èísel, pro nì¾ jsou

v¹e
hna èísla s nimi konjugovaná reálná. Aby
hom dokázali platnost této vìty, staèí

ukázat, ¾e pro libovolná èísla a, b ∈ FTR jsou i èísla −a, a−1,
√
1 + a2, a + b, a · b to-

tálnì reálná. Oznaème {ai}ni=1 èísla konjugovaná s èíslem a a {bi}mi=1 èísla konjugovaná

s èíslem b.

K dùkazu, ¾e èíslo −a je totálnì reálné, vyu¾ijeme polynom

q−a(x) =

n
∏

i=1

(x+ ai).

Na¹ím 
ílem je ukázat, ¾e v¹e
hny koøeny minimálního polynomu p−a(x) tohoto po-

lynomu (tj. v¹e
hny koøeny minimálního polynomu, jeho¾ koøeny jsou i èísla ai) jsou
reálné. Roznásobením polynomu q−a(x) dostáváme

q−a(x) =

n
∏

i=1

(x+ ai) =

n
∑

j=0

sj(a1, . . . , an)x
n−j ,

kde sj(a1, . . . , an) jsou elementární symetri
ké polynomy tvoøené èleny a1, . . . , an. Pro-
to¾e èíslo a je totálnì reálné, je polynom q(x) =

∏n

i=1(x − ai) podle de�ni
 2.8 a 2.11

polynom s ra
ionálními koe�
ienty, pøièem¾ tyto koe�
ienty jsou pro èleny xn−j
ve tvaru

(−1)jsj(a1, . . . , an), kde sj(a1, . . . , an) jsou elementární symetri
ké polynomy tvoøené

èleny a1, . . . , an. Oznaème si p(x) minimální polynom polynomu q(x). Proto¾e koe�-


ienty polynomu q(x) ve tvaru (−1)jsj(a1, . . . , an) jsou ra
ionální, jsou i koe�
ienty

polynomu q−a(x) ve tvaru sj(a1, . . . , an) nutnì ra
ionální. Naví
 je zøejmé, ¾e èíslo

−a je koøenem polynomu q−a(x), a proto polynom p−a(x) dìlí q−a(x). To znamená,

¾e v¹e
hny koøeny polynomu p−a(x) jsou zároveò koøeny polynomu q−a(x). Jeliko¾ je

èíslo a totálnì reálné, v¹e
hna èísla ai s ním konjugovaná jsou reálná. Proto i v¹e
hna

èísla −ai, tedy koøeny polynomu q−a(x) jsou reálná èísla, a tedy i v¹e
hny koøeny

polynomu p−a(x) jsou reálná èísla. To znamená, ¾e èíslo −a je totálnì reálné.

Dùkaz toho, ¾e èíslo a−1
je totálnì reálné, provedeme stejným zpùsobem, pøièem¾ místo

polynomu q−a(x) pou¾ijeme polynom

qa−1(x) =

(

n
∏

i=1

(x− a−1
i )

)(

n
∏

i=1

ai

)

.

Oznaème pa−1(x) minimální polynom polynomu qa−1(x). Víme, ¾e èísla ai jsou reálná

a naví
 víme, ¾e jsou koøeny iredu
ibilního polynomu a tudí¾ jsou nenulová (kdyby

koøenem polynomu bylo èíslo 0, byl by takový polynomu dìlitelný polynomem h(x) = x,
a tudí¾ by byl redu
ibilní). Koøeny polynomu qa−1(x), tudí¾ i polynomu qa−1(x), ve
tvaru a−1

i jsou tedy jistì reálné. Roznásobením polynomu qa−1(x) dostáváme

qa−1(x) =

(

n
∏

i=1

(x− a−1
i )

)(

n
∏

i=1

ai

)

=

(

n
∑

j=0

(−1)jsj(a
−1
1 , . . . , a−1

n )xn−j

)(

n
∏

i=1

ai

)

=

=

n
∑

j=0

(−1)jsn−j(a1, . . . , an)x
n−j.
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Stejnì jako v pøed
hozím pøípadì jsou tedy koe�
ienty polynomu qa−1(x) ra
ionální,
èíslo a−1

je koøenem polynomu pa−1(x) a v¹e
hny koøeny polynomu pa−1(x) jsou reálná

èísla. Èíslo a−1
je tudí¾ totálnì reálné.

K dùkazu, ¾e jsou totálnì reálná èísla a+ b a a · b, vyu¾ijeme polynomy

qa+b(x) =

n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− ai − bj)

a

qab(x) =
n
∏

i=1

m
∏

j=1

(x− aibj).

Podle vztahù (3.1) a (3.2) lemmatu 3.4 lze oba tyto vztahy vyjádøit pomo
í mati


A a B, jeji
h koe�
ienty jsou buï èísla 0 nebo 1, nebo elementární symetri
ké poly-

nomy tvoøené navzájem konjugovanými èísly. Ve v¹e
h pøípade
h jde o èísla ra
ionální.

Polynomy qa+b(x) a qab(x) jsou tedy polynomy s ra
ionálnímmi koe�
ienty. Proto¾e

jsou èísla ai a bj reálná, jsou i koøeny tì
hto polynomù reálné. Minimální polynomy

pa+b(x), pab(x) tì
hto polynomù jsou tedy polynomy s ra
ionálními koe�
ienty, jeji
h

koøeny jsou reálná èísla a jedním z koøenù je èíslo a + b, respektive a · b. Èísla a + b
a a · b jsou tedy totálnì reálná.

Nakone
 je tøeba ukázat, ¾e i èíslo

√
1 + a2 je totálnì reálné. Uva¾ujme polynom

q√1+a2(x) =
n
∏

i=1

(x2 − 1− a2i ).

Tento polynom je symetri
ký vzhledem k ai. Podle vìty 2.15 je mo¾né jej vyjádøit

pomo
í elementární
h symetri
ký
h polynomù v ai. Jeho minimální polynom p√1+a2(x)

má tedy ra
ionální koe�
ienty. Èíslo

√
1 + a2 je jeho koøenem a proto¾e jsou èísla ai

reálná, jsou èísla 1 + a2i kladná, a tudí¾ jsou v¹e
hny jeho koøeny ve tvaru

√

1 + a2i
reálné. Èíslo

√
1 + a2 je tedy totálnì reálné.

Nyní ji¾ mù¾eme vyslovit vìtu, je¾ nám udává vztah mezi základními origami kostruk-


emi a eukleidovskými konstruk
emi.

Vìta 3.6. Platí F√
1+a2 = FTR ∩ F√

x.

Dùkaz. Dùkaz vìty je uveden v [13℄.

Poznámka 3.3. Vìtu je mo¾né interpretovat tak, ¾e ka¾dá konstruk
e, jí¾ lze sestrojit

pomo
í základní
h konstruk
í origami je eukleidovsky sestrojitelná. Obrá
ená implika
e

neplatí.

Jak je tedy vidìt, základní konstruk
e origami nám nepøiná¹í oproti eukleidovským

konstruk
ím ¾ádné nové mo¾nosti. Snadno si mù¾eme napøíklad ukázat, ¾e pomo
í

základní
h konstruk
í origami nelze provést duplika
i kry
hle. Kdyby to bylo mo¾né,

muselo by platit

3
√
2 ∈ F√

1+a2 . Toto èíslo je koøenem polynomu x3 − 2. Dal¹ími koøeny
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tohoto polynomu (a tedy èísly s tímto èíslem konjugovanými) jsou komplexní èísla

3
√
2
(

−1
2
±

√
3
2
i
)

. Èíslo

3
√
2 tedy není totálnì reálné a tudí¾ ani sestrojitelné pomo
í

základní
h konstruk
í origami.
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Kapitola 4

Axiomati
ké zavedení origami

Podle poslední vìty pøed
hozí kapitoly by se zdálo, ¾e origami nám nepøiná¹í ¾ádné nové

mo¾nosti oproti konstruování pomo
í pravítka a kru¾ítka, ni
ménì opak je pravdou.

Uvedené základní konstruk
e toti¾ nepopisují v¹e
hny mo¾nosti konstruování pomo
í

origami. Ukazuje se, ¾e konstruk
e origami lze roz¹íøit je¹tì o dal¹í axiomy, a právì tyto

axiomy nám pøinesou zásadní výhodu ve srovnání s konstruováním pomo
í pravítka

a kru¾ítka. Cílem ètvrté kapitoly je zavést tyto axiomy a demonstrovat jeji
h pøínos

na konkrétní
h pøíklade
h.

4.1 Huzitovy axiomy origami

Tato èást je zpra
ována hlavnì dle [6, 13℄.

Axiomy origami nesou název Huzitovy po matematikovi, který je formuloval. Jeji
h

tvar je následují
í.

HO1 Pro dané dva body P1, P2 mù¾eme slo¾it pøehyb (pøímku) protínají
í oba tyto

body.

HO2 Pro dané dva body P1, P2 lze pøelo¾ením zobrazit bod P1 na bod P2.

HO3 Jsou-li dány dvì pøímky ℓ1, ℓ2, mù¾eme pøelo¾ením zobrazit pøímku ℓ1 na pøímku

ℓ2.
HO4 Pro daný bod P a pøímku ℓ lze slo¾it pøehyb kolmý na pøímku ℓ a protínají
í

bod P .
HO5 Jsou-li dány dva body P1, P2 a pøímka ℓ, mù¾eme slo¾it pøehyb pro
házejí
í bo-

dem P2, který zobrazí bod P1 na pøímku ℓ.
HO6 Pro dané dva body P1, P2 a dané dvì pøímy ℓ1, ℓ2 mù¾eme slo¾it pøehyb, který

zobrazí bod P1 na pøímku ℓ1 a bod P2 na pøímku ℓ2.
HO7 Je-li dán bod P a dvì pøímky ℓ1, ℓ2, lze sestrojit pøehyb kolmý na pøímku ℓ2,

který zobrazí bod P na pøímku ℓ1.

Poslední tøi Huzitovy axiomy jsou znázornìny na obrázku 4.1.
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Obrázek 4.1: Axiomati
ké zavedení origami (axiomy HO5 - HO7)

Poznámka 4.1. Axiom HO2 tohoto zavedení origami popisuje konstruk
i osy úseèky

P1P2. Axiom HO3 popisuje kostruk
i osy úhlu, který svírají pøímky ℓ1 a ℓ2, pokud jsou

tyto pøímky rùznobì¾né. V pøípadì, ¾e jsou tyto pøímky rovnobì¾né, popisuje nám

bod HO3 kostruk
i osy rovinného pásu daného tìmito pøímkami. Hlavní síla origami

v¹ak spoèívá zejména v axiomu HO6, který, jak si uká¾eme, nám dovolí jednodu
hým

zpùsobem sestrojit konstruk
e, které není mo¾né sestrojit pomo
í základní
h konstruk
í

origami viz de�ni
e 3.1 a dokon
e ani pomo
í pravítka a kru¾ítka. Tento ¹estý axiom

nese jméno po své objevitel
e þBelo
h foldÿ.

4.2 Pøíklady vyu¾ití Huzitový
h axiomù

Druhá èást této kapitoly je zpra
ována s vyu¾itím [6, 13, 17, 18℄

Aby
hom demonstrovali sílu axiomu HO6, uká¾eme nyní nìkolik pøíkladù jeho vyu¾ití.

Nejprve se budeme zabývat trisek
í úhlu. Trisek
e úhlu je jedním ze tøí klasi
ký
h

problémù starovìku. Jak jsme ji¾ uvedli v úvodní kapitole, nelze ji provést s vyu¾itím

kru¾ítka a pravítka. Existuje v¹ak nìkolik algoritmù, jak provést trisek
i úhlu pomo
í

origami. My si uká¾eme dva z ni
h. Autorem prvního z ni
h je japonský matematik

Tsune Abe.

Pøíklad 4.1. (Abeho algoritmus pro trisek
i úhlu)

K provedení algoritmu potøebujeme papír ve tvaru ètver
e, vr
holy ètver
e si oznaèíme

A,B,C,D (viz obr. 4.2).

1) Sestrojíme úhel ∢BAP , který budeme 
htít rozdìlit na 3 shodné úhly.

2) Pøelo¾ením sestrojíme pøehyb EF rovnobì¾ný s úseèkou AB.

3) Pøelo¾ením zobrazíme bod A na bod E, èím¾ získáme úseèku GH .

4) Slo¾íme pøehyb, kterým zobrazíme bod A na úseèku GH a bod E na úseèku AP .
Tento pøehyb ne
háme slo¾ený a pøenesené body oznaèíme A′, E ′

. Bod, na který

se nám tímto pøehybem zobrazí bod G oznaèíme G′
.

5) Pøelo¾ením zobrazíme bod E ′
na bod A′

, èím¾ získáme úseèku G′I.
6) Rozlo¾íme papír do pùvodního ètver
e a úseèku G′I prodlou¾íme na úseèku AI.
7) Dokonèíme trisek
i úhlu sestrojením úseèky AJ , kterou získáme pøelo¾ením úseèky

AB na úseèku AI.
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Obrázek 4.2: Abeho trisek
e úhlu (body 1 - 7)

Dùkaz. Úseèka AJ je osou úhlu ∢BAI viz bod 7), a proto |∢BAJ | = |∢JAI|. Podle
bodu 3) platí |AG| = |EG|, a proto platí i |A′G′| = |E ′G′|. Úseèka G′I je tedy èástí

osy úseèky A′E ′
, sestrojené v bodì 5). Prùnik této osy s úseèkou GH si oznaème jako

bod K.

Vzhledem k tomu, ¾e bod K le¾í na ose úseèky A′E ′
, platí |KA′| = |KE ′| a také

|∢A′KG′| = |∢E ′KG′|. Velikost úhlu ∢AKA′
mù¾eme vyjádøit jako

|∢AKA′| = π − |∢A′KG′| a velikost úhlu ∢AKE ′
jako |∢AKE ′| = π − |∢E ′KG′|,

a proto platí∢AKA′ ∼= ∢AKE ′
. Úseèka AK je stranou trojúhelníkù△AKA′

a△AKE ′
.

Mù¾eme tedy øí
t, ¾e tyto trojúhelníky jsou shodné podle vìty sus.

Z této shodnosti vyplývá skuteènost, ¾e |AA′| = |AE ′|, a proto bod A jistì le¾í na

ose úseèky A′E ′
, a mù¾eme tedy øí
t, ¾e bod 6) je zadán korektnì. Ze stejné shodnosti

trojúhelníkù naví
 plyne shodnost úhlù ∢JAI ∼= ∢IAP . Máme tedy

∢JAI ∼= ∢IAP ∼= ∢BAJ , a tedy |∢BAJ | = 1
3
|∢BAP |.
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Obrázek 4.3: Dùkaz Abeho algoritmu

Poznámka 4.2. Výhodou vý¹e uvedeného algoritmu je jeho jednodu
host. Naopak

jeho nevýhodou je nutnost pou¾ití ètver
ového papíru a skuteènost, ¾e jej lze pou¾ít

pouze na trisek
i ostrého èi pravého úhlu.

Autorem druhého algoritmu, který si uká¾eme, je fran
ouzský matematik Ja
ques Jus-

tin. Pomo
í nìj budeme mo
i provést trisek
i tupého úhlu (viz obr. 4.4).

Pøíklad 4.2. (Justinùv algoritmus pro trisek
i tupého úhlu)

1) Sestrojíme tupý úhel ∢AV B, který budeme 
htít rozdìlit na tøi shodné úhly.

2) Pøelo¾ením sestrojíme pøímku p, na ní¾ le¾í rameno V A a pøímku q, na ní¾ le¾í

rameno V B.

3) Pøelo¾ením sestrojíme pøímku r kolmou na pøímku p a pro
házejí
í bodem V .

4) Zvlolíme bod X na polopøím
e V B a bod Y na polopøím
e opaèné k této polo-

pøím
e tak, ¾e |XV | = |Y V |.
5) Pøelo¾ením pøeneseme bod X na polopøímku opaènou k polopøím
e V A a bod Y

na pøímku r. Takto vzniklou pøímku pojmenujeme s.
6) Pøelo¾ením sestrojíme pøímku t kolmou na na pøímku s a pro
házejí
í bodem V .

Na této pøím
e zvolíme uvnitø úhlu ∢AV B bod P . Platí |∢AV P | = 1
3
|∢AV B|.

Dùkaz. Oznaème si bod X ′
, na který se zobrazí v bodì 5) bod X . Dále si oznaème

bod V ′
, na který se v tém¾e bodì zobrazí bod V , a bod Y ′

, na který se ve stejném

kroku pøenese bod Y . Podle bodu 5) je zøejmé, ¾e jsou úseèky XX ′, V V ′
a Y Y ′

kolmé

na pøímku s, a tedy jsou v¹e
hny rovnobì¾né. Z tého¾ bodu také plyne |XV | = |X ′V ′|
(osová soumìrnost je shodné zobrazení). ÈtyøúhelníkXV V ′V ′

je proto rovnoramenným

li
hobì¾níkem a platí |∢X ′V ′V | = |∢V ′V X|.

Úhel ∢X ′V A je pøímý, a proto |∢X ′vx| = π − |∢AV B|. Úhly ∢AV P a ∢V ′V X ′
jsou

vr
holové, a tedy mají stejnou velikost. Mù¾eme tedy psát

|∢V ′V X| = |∢AV P |+ π − |∢AV B|.
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Obrázek 4.4: Justinova trisek
e úhlu (body 1 - 6)

Obrázek 4.5: Dùkaz Justinova algoritmu

Trojúhelník X ′V Y ′
je pravoúhlý s pravým úhlem u vr
holu V , viz 3). Støed kru¾ni
e

opsané tomuto trojúhelníku le¾í na støedu jeho pøepony X ′Y ′
, kterým je bod V ′

, viz

body 4) a 5). Proto¾e body V a X ′
le¾í na té¾e kru¾ni
i se støedem v bodì V ′

, platí

|X ′V ′| = |V V ′|. Trojúhelník X ′V ′V je tedy rovnoramenný a platí

|∢V X ′V ′| = |V ′V X ′| = |AV P |. Proto mù¾eme vyjádøit |∢X ′V ′V | = π − 2|∢AV P |.

Mù¾eme tedy porovnat |∢AV P |+π−|∢AV B| = π−2|∢AV P | a po jednodu
hé úpravì
dostáváme |∢AV P | = 1

3
|∢AV B|.

Poznámka 4.3. Pøi Justinovu algoritmu nezále¾í na tvaru pou¾itého papíru. S vyu¾i-

tím obou popsaný
h algoritmù u¾ mù¾eme snadno øe¹it trisek
i libovolného úhlu. Pro

trisek
i pøímého úhlu mù¾eme sestrojit jeho osu , èím¾ vzniknou dva pravé úhly. Podle

Abeho algoritmu umíme sestrojit úhel o velikosti

2
3
jednoho z ni
h, èím¾ získáme úhel

o velikosti

1
3
velikosti pøímého úhlu.

Stejným zpùsobem mù¾eme postupovat u nekonvexního úhlu. Sestrojíme-li jeho osu,

získáme dva shodné tupé úhly. Sestrojením úhlu o velikosti

2
3
jednoho z ni
h pak

dokonèíme trisek
i pùvodního úhlu. Nakone
 plný úhel mù¾eme rozdìlit libovolnou

pøímkou pro
házejí
í jeho vr
holem na dva pøímé úhly, u ni
h¾ ji¾ umíme sestrojit

33



jeji
h tøetinu. Sestrojíme-li tøetinu jednoho z ni
h a zobrazíme-li jedno rameno takto

vzniklého úhlu v osové soumìrnosti podle druhého ramena tého¾ úhlu, získáme úhel,

jeho¾ velikost bude

1
3
plného úhlu.

Posledním pøíkladem, který si uká¾eme, bude øe¹ení dal¹ího z klasi
ký
h problémù

origami, kterým je duplika
e kry
hle. Aby
hom mohli provést duplika
i kry
hle o jed-

notkovém objemu, je tøeba umìt sestrojit úseèku o dél
e

3
√
2. Pro sestrojení takové

úseèky budeme potøebovat ètver
ový papír rozdìlený na 3 shodné obdélníky. Døíve

ne¾ si uká¾eme samotnou duplika
i kry
hle, uká¾eme si, jak si takový papír snadno

pøipravit.

Obrázek 4.6: Rozdìlení strany ètver
e na tøetiny (body 1 - 4)

Pøíklad 4.3. (Rozdìlení strany ètver
e na tøetiny)

1) Pøelo¾ením sestrojíme úhlopøíèku AC ètver
e ABCD.

2) Pøelo¾ením zobrazíme bod A na bod D, èím¾ získáme osu úseèky AD. Prùseèík

této osy s úseèkou AD oznaèíme E.
3) Slo¾íme pøehyb pro
házejí
í body B a E. Prùseèík této pøímky s úhlopøíèkou AC

nazveme bodem X .

4) Pøelo¾ením sestrojíme kolmi
i na úseèku AB pro
házejí
í bodem X . Její prùseèík

s úseèkou AB nazveme bodem P . Platí |AP | = 1
3
|AB|.

Dùkaz. Oznaème si délku a strany ètver
e ABCD. Dále oznaème x vzdálenost |AP |.
Sestrojme kolmi
i na úseèku AD pro
házejí
í bodemX a bod na jejím prùseèíku s úseè-

kou AD nazvìme Y . Ètyøúhelník APXY je obrazem ètver
e ABCD ve stejnolehlosti
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Obrázek 4.7: Dùkaz rozdìlení strany ètver
e na tøetiny

se støedem v bodì A a koe�
ientem podobnosti

x
a
a jde tedy také o ètvere
. Platí

tak |AP | = |XP | = |XY | = x. Úhel ∢BAD je shodný s úhlem ∢BPX (oba jsou

pravé viz 1) a 4)). Vzhledem k tomu, ¾e úseèky AB a XY jsou rovnobì¾né, platí

|∢PBX| = |∢YXE| (souhlasné úhly). Mù¾eme tedy øí
t, ¾e △PBX ∼ △Y XE. Z po-

dobnosti tì
hto trojúhelníkù vyplývá rovnost

|EY |
|XY | =

|XP |
|PB| .

Dosadíme-li |EY | = a
2
− x, |XY | = x, |XP | = x a |PB| = a− x, dostaneme

a
2
− x

x
=

x

a− x
.

Proto¾e x 6= 0 a a 6= x, mù¾eme obì strany této rovnosti vynásobit èíslem x · (a − x)
a po úpravì dostaneme

3

2
ax =

a2

2
.

Vzhledem k tomu, ¾e a 6= 0, mù¾eme obì strany rovni
e èíslem a vydìlit a po úpravá
h

dospìjeme ke vztahu

x =
a

3
.

Poznámka 4.4. Na¹ím 
ílem je rozdìlit ètvere
 na tøi shodné obdélníky. Jeden takový

nám ze ètver
e oddìlí pøímka sestrojená v bodì 4). Pøehyb, který nám pøenese bod B
na bod P , rozdìlí zbylou èást ètver
e, èím¾ získáme zbylé dva potøebné obdélníky.

Nyní ji¾ mù¾eme pøistoupit k samotné duplika
i kry
hle. Postupù jak duplikovat kry
hli

je nìkolik. My si uká¾eme ten nejznámìj¹í, jeho¾ autorem je Peter Messer. Jeho algorit-

mus nám umo¾ní rozdìlit stranu ètver
e na dvì èásti v pomìru

3
√
2 : 1, èím¾ uká¾eme

sestrojitelnost èísla

3
√
2 pomo
í origami.
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Obrázek 4.8: Messerova duplika
e kry
hle

Pøíklad 4.4. (Messerùv algoritmus duplika
e kry
hle)

Oznaème si body ètver
e rozdìleného na tøi shodné obdélníky A,B,C,D,E, F,G,H
viz obr. 4.8. Slo¾íme pøehyb p, kterým zobrazíme bod B na úseèku AD a bod F na

úseèku GH . Bod, na který se zobrazí pøi tomto kroku bod B, nazveme bodem B′
. Platí

|DB′| : |AB′| = 3
√
2 : 1.

Obrázek 4.9: Dùkaz Messerovy duplika
e kry
hle

Dùkaz. Oznaème bod, na který se nám zobrazí pøi konstruování pøehybu p bod F ,
jako bod F ′

. Dále si oznaème prùseèík P pøímky p s úseèkou AB. Nakone
 si oznaème

vzdálenosti |DB′| = x, |AB′| = y a |AP | = z. Pak platí |AD| = |AB| = x+ y. Proto¾e
bod B′

je obrazem bodu B v osové soumìrnosti podle pøímky p, platí
|PB′| = |PB| = x+y−z. Úseèka B′F ′

je obrazem úseèky BF v té¾e osové soumìrnosti.

Naví
 jsme pou¾ili papír rozdìlený na tøi shodné obdélníky, a víme tedy

|B′F ′| = |BF | = x+y

3
. Dále platí |GB′| = |DB′| − |DG| = x− x+y

3
= 2x−y

3
.

Úhly ∢PAB′
a ∢B′GF ′

jsou pravé. Pou¾itím Pythagorovy vìty v trojúhelníku △APB′

dostáváme y2 + z2 = (x + y − z)2. Po umo
nìní výrazu na pravé stranì této rovnosti

a následný
h úpravá
h máme 2z(x + y) = x2 + 2xy. Vzhledem k tomu, ¾e x, y jsou

vzdálenosti, a tedy kladná èísla, mù¾eme obì strany rovnosti vydìlit výrazem 2(x+ y)
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a tím získáme vyjádøení

z =
x2 + 2xy

2(x+ y)
.

Oznaèíme-li si |∢APB′| = α, pak ze souètu vnitøní
h úhlù trojúhelníku △APB′
plyne

|∢AB′P | = π
2
−α. Z osové soumìrnosti podle pøímky p plyne |∢PBF | = |PB′F ′| = π

2
.

Proto¾e úhel ∢AB′D je pøímý, platí

|∢GB′F ′| = |∢AB′D| − |∢AB′P | − |PB′F ′| = π −
(π

2
− α

)

− π

2
= α.

Mù¾eme tedy øí
t, ¾e △APB′ ∼ △GB′F ′
.

S vyu¾itím této podobnosti trojúhelníkù mù¾eme psát

|GB′|
|B′F ′| =

|AP |
|PB′| ,

a po dosazení

2x−y

3
x+y

3

=

x2+2xy
2(x+y)

x+ y − x2+2xy
2(x+y)

.

Proto¾e (x+ y) je jistì kladné èíslo, mù¾eme tuto rovnost upravit na tvar

2x− y

x+ y
=

x2 + 2xy

x2 + 2xy + 2y2
.

Vzhledem k tomu, ¾e výrazy v obou jmenovatelí
h jsou jistì kladné, mù¾eme obì strany

rovnosti vynásobit obìma tìmito jmenovateli. Po následný
h úpravá
h ji¾ dostaneme

vztah

x3 = 2y3 a tedy x = 3
√
2y.

37



Kapitola 5

Poèítaèové origami

V této kapitole struènì nastíníme, jakým zpùsobem je mo¾né vyu¾ívat výpoèetní te
h-

niku pøi prá
i s origami konstruk
emi a pøi automati
kém dokazování.

5.1 Automati
ké dokazování

Tato èást byla napsána s vyu¾itím zdrojù [14, 15, 16℄.

Jak jsme si ukázali ve ètvrté kapitole, origami nám pøiná¹í oproti eukleidovským kon-

struk
ím nové mo¾nosti. To s sebou nese také mo¾nost formulování nový
h matema-

ti
ký
h vìt. Dokazování takový
h vìt þruènìÿ bývá èasto velmi slo¾ité. Pro zry
hlení

dùkazù v geometrii (a nejen v geometrii) lze pou¾ít výpoèetní te
hniku a to k tzv. au-

tomati
kému dokazování. Pro nároènost této teorie uvedeme pouze základní vlastnosti,

které budeme potøebovat pro demonstra
i na pøíklade
h. Podrobnì je tato teorie po-

psána v [16℄.

Aby
hom mohli provést dùkaz daného tvrzení, je tøeba daný geometri
ký problém nej-

prve správnì matemati
ky popsat. K tomu potøebujeme zvolit soustavu souøadnou.

Vìt¹inou volíme kartézskou soustavu souøadnou s poèátkem umístìným tak, aby for-

mula
e daného problému byla 
o nejjednodu¹¹í. S vyu¾itím této soustavy souøadné pak

ji¾ mù¾eme vyjádøit mno¾inu pøedpokladù dokazovaného tvrzení {h1 = 0, . . . , hn = 0}
a závìr tvrzení c = 0, kde h1 = 0, . . . , hn = 0, c jsou jisté polynomy. Na¹ím 
ílem je

pak dokázat tvrzení ve tvaru:

h1 = 0
.

.

.

hn = 0











⇒ c = 0 (5.1)

Lze ukázat, ¾e tvrzení ve tvaru (5.1) je pravdivé, platí-li c ∈ I = 〈h1, . . . , hn〉. Jinými

slovy mù¾eme øí
i, ¾e tvrzení je pravdivé, pokud lze jeho závìr vygenerovat pomo
í jeho
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pøedpokladù. K rozhodování, zda je tvrzení pravdivé, se tedy nabízí napøíklad vyu¾ití

Gröbnerový
h bází, je¾ jsme popsali v poslední èásti druhé kapitoly. Pro na¹e výpoèty

bude zásadní následují
í vìta.

Vìta 5.1. Tvrzení ve tvaru (5.1) je pravdivé právì tehdy, kdy¾ redukovanou Gröbne-

rovou bází ideálu 〈h1, . . . , hn, 1− uc〉 je mno¾ina {1}.

Dùkaz. Dùkaz vìty je k dispozi
i v [16℄.

Poznámka 5.1. Písmenem u v pøed
hozí vìtì znaèíme novou formální promìnnou.

Jsou-li tedy polynomy h1, . . . , hn prvky okruhu F[x1, . . . , xk], pak 〈h1, . . . , hn, 1 − uc〉
je podmno¾inou okruhu F[x1, . . . , xk, u]. Podrobnosti lze nalézt v [16℄.

Pro dùkaz daného tvrzení po formula
i pøíslu¹ného problému budeme pou¾ívat software

Mathemati
a, s jeho¾ pomo
í budeme mo
i jednodu¹e urèit pøíslu¹nou redukovanou

Gröbnerovu bázi. Celý postup si uká¾eme na následují
ím pøíkladu.

Pøíklad 5.1. Doka¾te, ¾e se tì¾ni
e v libovolném trojúhelníku protínají v jediném

bodì.

Dùkaz. Mìjme trojúhelník △ABC. Soustavu souøadnou si zavedeme tak, ¾e vr
holy

trojúhelníku budou mít souøadni
e A = [0, 0], B = [2a, 0], C = [2b, 2c]. Dále si oznaèíme

body Sa, Sb, SC jako støedy stran (po øadì) BC,AC,AB trojúhelníku. Tyto støedy mají

souøadni
e Sa = [a + b, c], Sb = [b, c], Sc = [a, 0]. Rovni
e tì¾ni
 trojúhelníka △ABC
mají tvar

ta : cx− (a+ b)y = 0
tb : cx+ (2a− b)y − 2ac = 0
tc : 2cx+ (a− 2b)y − 2ac = 0

Dále uva¾ujme bod T o souøadni
í
h T = [p, q]. Aby le¾el tento bod na tì¾ni
í
h na¹eho
trojúhelníka, musely by platit rovnosti

T ∈ ta : cp− (a+ b)q = 0
T ∈ tb : cp+ (2a− b)q − 2ac = 0
T ∈ tc : 2cp+ (a− 2b)q − 2ac = 0

Na¹ím 
ílem je ukázat, ¾e se v¹e
hny tøi tì¾ni
e protínají v jediném bodì. Pøedpoklá-

dejme tedy, ¾e bod T je prùseèíkem tì¾ni
 tb a tc. Chtìli by
hom ukázat, ¾e v takovém

pøípadì ji¾ jistì platí T ∈ ta (a tedy ¾e prùseèíkem dvou tì¾ni
 musí pro
házet i tøetí

tì¾ni
e). Dokazujeme tedy tvrzení ve tvaru

cp+ (2a− b)q − 2ac = 0
2cp+ (a− 2b)q − 2ac = 0

}

⇒ cp− (a+ b)q = 0
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Podle vìty 5.1 tedy potøebujeme ukázat, ¾e redukovanou Gröbnerovou bází ideálu

〈cp+ (2a− b)q − 2ac, 2cp+ (a− 2b)q − 2ac, 1− u(cp− (a+ b)q)〉

je mno¾ina {1}. V programu Mathemati
a tedy zadáme pøíkaz

GrobnerBasis[{c ∗ p+ (2 ∗ a− b) ∗ q − 2 ∗ a ∗ c, 2 ∗ c ∗ p+ (a− 2 ∗ b) ∗ q − 2 ∗ a ∗ c,
1− u ∗ (c ∗ p− (a+ b) ∗ q)}, {p, q, u}℄;

V pøíkazu jsme oznaèili nejprve mno¾inu generátorù ideálu, jeho¾ redukovanou Gröb-

nerovu bázi 
h
eme urèit, a následnì mno¾inu promìnný
h. Po pøíslu¹ném výpoètu

nám program uká¾e následují
í výstup:

Obrázek 5.1: Automati
ký dùkaz pomo
í software Mathemati
a

Jak mù¾eme vidìt, hledanou redukovanou Gröbnerovou bází na¹eho ideálu je mno¾ina

{1}. Tím jsme ukázali, ¾e prùseèíkem dvou tì¾ni
 pro
hází i tì¾ni
e tøetí, a tedy ¾e

prùnikem v¹e
h tøí tì¾ni
 v trojúhelníku je jediný bod.

Pøíklad 5.2. Jako druhý pøíklad uká¾eme automati
ký dùkaz algoritmu rozdìlení

strany ètver
e na tøetiny viz pøíklad 4.3. Uva¾ujme délku strany ètver
e a. Souøadni
e
bodù viz pøíklad 4.3 jsou tedy A = [0, 0], B = [a, 0], C = [a, a], D = [0, a], E = [0, a

2
].

Úhlopøíèka AC má rovni
i x − y = 0, pøímka daná body B a E pak x + 2y − a = 0.
Bod P má souøadni
e P = [p, 0]. Bod X pak má souøadni
e X = [p, q]. Na¹ím 
ílem je

ukázat, ¾e p = 1
3
a. Po¾adovaný závìr je tedy c : 3p− a = 0.

Vzhledem k tomu, ¾e bod X le¾í na prùseèíku úhlopøíèky AC a pøímky dané body

B,D, musí platit pøedpoklady ve tvaru h1 : p − q = 0 a h2 : p + 2q − a = 0. Ch
eme

tedy urèit redukovanou Gröbnerovu bázi ideálu 〈p− q, p+ 2q − a, 1− u(3p− a)〉.

Pøíslu¹ný výstup programu Mathemati
a je pak následují
í:

Obrázek 5.2: Automati
ký dùkaz úlohy pøíkladu 4.3

Mù¾eme vidìt, ¾e dùkaz probìhl dle oèekávání a bod P tedy le¾í v jedné tøetinì strany

ètver
e AB.
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5.2 E-origami systém

Pøi tvorbì následují
í èásti byly pou¾ity zdroje [19, 20, 21℄.

Pro modelování origami konstruk
í je vhodný E-origami systém (dále Eos). Tento sys-

tém je dílem skupiny Symboli
 Computation Resear
h Group. Jde o doplnìk programu

Mathemati
a, který je k dispozi
i zdarma na webu http://www.i-eos.org:8080/ieos.

Zde je také mo¾né najít návod, jak tento doplnìk spustit a správnì nastavit, informa
e

o tomto doplòku a o jeho autore
h.

Pro na¹e úèely budeme pou¾ívat nastavení:

Inexa
t[℄;

Intera
tion[False℄;

SetOptions[ShowOrigami, ShowFrame → False℄;

$gap = 10; SetSystemA

ura
y[5℄;

Pro zahájení pro
esu skládání origami pou¾ijeme pøíkaz

BeginOrigami[℄;

Tento pøíkaz nám vygeneruje jako vstup ètvere
 ABCD. Jeho lí
 je znázornìn modrou

barvou. Provedeme-li následnì pøehyb, po kterém bude vidìt rubová èást pùvodního

ètver
e, bude tato èást znázornìna zelenou barvou. Vygenerovaný ètvere
 má rozmìry

10 × 10. Máme-li ji vygenerovaný ètvere
, mù¾eme do nìj libovolnì umístit potøebné

body, ze který
h 
h
eme vy
házet, pomo
í pøíkazu

NewPoint["X"→ {a, b}℄;

X je v tomto pøípadì oznaèení nového bodu a èísla a, b jeho souøadni
e. Následnì ji¾

mù¾eme pøejít k samotnému pøehýbání. K tomuto úèelu slou¾í sedm pøíkazù, které

korespondují se sedmi Huzitovými axiomy origami, je¾ jsme zavedli ve ètvrté kapitole.

Pøíkazy jsou následují
í:

HO[Q, Through → {P1, P2}℄;Zobrazení boduX pomo
í pøehybu, pro
házejí
ího body

P1, P2.

HO[P1, P2℄;Pøehyb, který zobrazí bod P1 na bod P2.

HO[ℓ1, ℓ2℄;Pøehyb, který zobrazí pøímku ℓ1 na pøímku ℓ2.
HO[ℓ, Through→ P℄;Pøehyb kolmý na pøímku ℓ pro
házejí
í bodem P .
HO[P1, ℓ, Through→ P2℄;Pøehyb pro
házejí
í bodem P2, který zobrazí bod P1 na

pøímku ℓ.
HO[P1, ℓ1, P2, ℓ2℄;Pøehyb, který zobrazí bod P1 na pøímku ℓ1 a bod P2 na pøímku

ℓ2.
HO[P, ℓ1, ℓ1℄;Pøehyb kolmý na pøímku ℓ2, který pøenese bod P na pøímku ℓ1.

Pøi samotném zadávání pak v¹e
hny body zadáváme v uvozovká
h. V nìkterý
h pøípa-

de
h se mù¾e stát, ¾e je daný pøehyb mo¾né provést ví
e zpùsoby. V takovém pøípadì
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nám Eos zobrazí v¹e
h n mo¾ností oznaèený
h þCase 1ÿ a¾ þCase nÿ. Dále je tøeba si

jednu z tì
hto mo¾ností vybrat, 
o¾ provedeme pøíslu¹ným doplnìním pøíkazu. Pokud

napøíklad pou¾íváme ¹estý axiom a 
h
eme zvolit druhou z nabízený
h mo¾ností, bude

pøíslu¹ný pøíkaz

HO[P1, ℓ1, P2, ℓ2, Case→2℄;

Ch
eme-rozlo¾it poslední slo¾ený (a je¹tì nerozlo¾ený) pøehyb, zadáme pøíkaz

Unfold[℄;

Ch
eme-li rozlo¾it v¹e
hny pøehyby, zadáme pøíkaz

UnfoldAll[℄;

Jako pøíklad si mù¾eme ukázat model Abeho algoritmu pro trisek
i ostrého úhlu (viz pøí-

klad 4.1). Pøíslu¹ná posloupnost pøíkazù je následují
í:

BeginOrigami[℄;

NewPoint["P"→ {3.7, 10}℄;
HO["D", Through→ {”A”, ”P”}℄;
Unfold[℄;

NewPoint["E"→ {0, 5.4}℄;
HO["DA", Through → "E"℄;

Unfold[℄;

HO["A", "E"℄;

Unfold[℄;

HO["A", "IH", "E", "AP", Case →3℄;

HO["A", "E"℄;

UnfoldAll[℄;

HO["D", Through→ {”Q”, ”R”}℄;
Unfold[℄;

HO["AB", "AQ", Case → 1℄;

Unfold[℄;

Výstupem programu je potom gra�
ké znázornìní jednotlivý
h krokù viz obrázky 5.3

a 5.4.

Kromì toho, ¾e je doplnìk Eos vhodným matemati
kým prostøedím k modelování

origami konstruk
í, je také velmi dobrým pomo
níkem pøi automati
kém dokazování.

Jeho velkou výhodou je skuteènost, ¾e doká¾e sám s vyu¾itím provedené konstruk
e

vygenerovat jak mno¾inu pøedpokladù, tak závìr dokazovaného tvrzení, èím¾ nám u¹e-

tøí prá
i pøi matemati
kém popisování pøíslu¹ného matemati
kého problému. Zpùsob,

jakým Eos generuje pøíslu¹né polynomy, je popsán v [20℄.

Ch
eme-li tedy dokázat dané tvrzení, potøebujeme jako vstup pouze provést pøíslu¹nou

origami konstruk
i pomo
í Eos a následnì zadat 
íl, ke kterému 
h
eme dojít. Systém

Eos následnì vygeneruje pøíslu¹né pøedpoklady a závìr a pomo
í Gröbnerový
h bází
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Obrázek 5.3: Trisek
e úhlu pomo
í Eos - èást 1

provede automati
ký dùkaz. Výstupem programu je pak soubor, v nìm¾ jsou popsány

kroky, které Eos provedl a informa
e, zda byl dùkaz s vyu¾itím Gröbnerový
h bází

úspì¹ný.

Jako pøíklad si uká¾eme dùkaz vý¹e sestrojené Abeho trisek
e ostrého úhlu. Po prove-
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Obrázek 5.4: Trisek
e úhlu pomo
í Eos - èást 2

dení konstruk
e v systému Eos je tøeba pøipravit systém na dùkaz. Následují
í pøíkazy

nám pøipraví formát dùkazu:

ProofDo
Format[þProofÿ, þSubse
tionÿ, 1℄;

ProofDo
Format[þGoalÿ, þSubsubse
tionÿ, 1℄;

Nyní ji¾ mù¾eme popsat 
íl (goal) na¹eho dùkazu. Na¹ím 
ílem je ukázat, ¾e platí

rovnosti

|∢BAS| = |∢SAQ| = |∢QAP |.
Vzhledem k tomu, ¾e jde zjevnì o ostré úhly, platí tyto rovnosti právì tehdy, kdy¾ jsou

si rovny tangenty tì
hto úhlù. Tento 
íl pak zadáme pomo
í pøíkazu

Goal[ToTangent[”B”, ”A”, ”S”℄ == ToTangent[”S”, ”A”, ”Q”℄
== ToTangent[”Q”, ”A”, ”P”℄℄;

Po zadání 
íle je je¹tì tøeba zadat þmapuÿ bodù na vstupu. Souøadni
e bodù A,B,C,D
jsou urèeny rozmìry ètver
e na vstupu. Dále bod P má obe
nì souøadni
e [a, 10] a bod
E souøadni
e [b, 0]. Tyto body popí¹eme následovnì:

map = {”A” → {0, 0} , ”B” → {10, 0} , ”C” → {10, 10} , ”D” → {0, 10} , ”P” → {a, 10} ,
”E” → {0, b}};

Následnì ji¾ mù¾eme zadat pøíkaz pro provedení po¾adovaného automati
kého dùkazu.
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Prove["Abeho trisek
e", Mapping → map, GroebnerBasis → {MonomialOrder →
DegreeLexi
ographi
, Coeffi
ientDomain → RationalFun
tions}℄;

Po provedení tohoto posledního kroku je ji¾ výstupem systému po¾adovaný soubor

s dùkazem viz obr. 5.5.

Obrázek 5.5: Dùkaz Abeho trisek
e pomo
í systému Eos

Z tohoto výstupu je patrné, ¾e po¾adovaný dùkaz probìhl úspì¹nì.

Na závìr si je¹tì v¹imnìme, ¾e v pøíkazu pro provedení dùkazu pra
ujeme s polynomy s

ra
ionálními koe�
ienty. Na tuto skuteènost musíme brát ohled pøi zadávání po¾adova-

ného 
íle. Ch
eme-li napøíklad jako 
íl dùkazu vyjádøit vzdálenost dvou bodù, je tøeba

pra
ovat s druhou této vzdálenosti. Pokud by
hom tak neuèinili, zpùsobili by
hom

vzhledem k tomu, ¾e vzdálenost dvou bodù je vyjádøena pomo
í druhé odmo
niny

jistého výrazu a tedy pøíslu¹né vyjádøení není polynomem s ra
ionálními koe�
ienty,

problém, kvùli nìmu¾ by dùkaz neprobìhl správným zpùsobem.
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Kapitola 6

Návrh témati
kého 
elku pro výuku

na støední ¹kole

Origami vzhledem ke své popularitì otevírá pomìrnì zajímavou mo¾nost, jak u ¾ákù

støední
h ¹kol prohloubit a roz¹íøit znalosti v oblasti nejen planimetrie a analyti
ké

geometrie, ale i algebry. Krátký témati
ký 
elek týkají
í se origami by bylo vhodné

zaøadit zejména v matemati
ký
h tøídá
h gymnázií èi v zájmový
h matemati
ký
h

krou¾
í
h. Návrh zpra
ování témati
kého 
elku je následují
í:

Téma: Geometrie origami

Cíle: Seznámení ¾ákù s axiomati
kým zavedením origami, popis souvislosti mezi kon-

struk
emi origami a eukleidovskými konstruk
emi, otevøít novou perspektivu pøi øe¹ení

geometri
ký
h problémù, osvojení základù prá
e se software Mathemati
a, získání

povìdomí o automati
kém dokazování v geometrii, rozvoj analyti
kého my¹lení ¾áka.

Motiva
e: Jako motiva
i pro navození origami geometrie je vhodné seznámit ¾áky

struènì s konstruk
emi s omezenými prostøedky (viz druhá èást úvodní kapitoly).

Zvlá¹tní dùraz pak klademe na eukleidovské konstruk
e, které ¾á
i ji¾ znají z vyu-

èování. Dále popí¹eme tøi klasi
ké problémy starovìku a nastíníme, ¾e pomo
í origami

(narozdíl od eukleidovské konstruovatelnosti) budou nìkteré z ni
h øe¹itelné.

Zpra
ování: Po uvedení tématu je vhodné zaèít základními konstruk
emi origami

(viz tøetí kapitola), pøièem¾ klademe dùraz na to, aby
hom ukázali souvislosti tì
hto

konstruk
í s eukleidovskými konstruk
emi. Poté je ji¾ mo¾né zavést origami pomo
í

Huzitový
h axiomù a ukázat (napøíklad na úloze trisek
e ostrého úhlu) pøínos pøidaný
h

axiomù. Pøi tomto výkladu je dùle¾ité, aby si ¾á
i konstruk
e sami vyzkou¹eli.

Po zavedení geometrie origami a po osvojení konstruk
í pøehýbáním papíru ¾áky je

mo¾né pøejít ke zpra
ování origami s vyu¾itím výpoèetní te
hniky (viz druhá èást

páté kapitoly). Nejprve seznámíme ¾áky s konstruk
emi v systému Eos a pouká¾eme

na koresponden
i s Huzitovými axiomy. Následnì nastíníme problematiku dokazování

v geometrii a popí¹eme základy potøebné k automati
kému dokazování. Výklad dopl-
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níme jednodu
hými pøíklady, je¾ ¾á
i zvládnou vypra
ovat sami s vyu¾itím programu

Mathemati
a a které vyzdvihnou výhody automati
kého dokazování oproti tomu

þruènímuÿ. Nakone
 uká¾eme ¾ákùm zpùsob, jak vyu¾ít systém Eos k automati
kému

dokazování a zdùrazníme, ¾e tento systém za nás sám generuje pøedpoklady a závìr,

èím¾ nám èasto velmi usnadní prá
i. Tento fakt znovu dolo¾íme vhodnými pøíklady.

Nyní si uká¾eme dva pøíklady, které je vhodné bìhem výkladu pou¾ít.

Pøíklad 6.1. Doka¾te ¾e osy stran libovolného trojúhelníku se protínají v jediném

bodì. Porovnejte standardní postup s pøístupem pomo
í origami geometrie.

Tento pøíklad je vhodné zaøadit jako jeden z první
h, jeliko¾ jde o problematiku, kterou

¾á
i z planimetrie dobøe znají. Vhledem k jeho nízké obtí¾nosti se pøíklad hodí k demon-

stra
i jak zpùsobù konstruování, tak k automati
kému dokazování. Nejprve provedeme

fyzi
kou konstruk
i pøíkladu a to jak eukleidovsky, tak pomo
í origami. Zatím
o pøi

eukleidovské konstruk
i osy strany trojúhelníku musíme postupnì sestrojit dvì vhodné

kru¾ni
e a a¾ poté získáme osu strany trojúhelníku vedením pøímky prùseèíky tì
hto

kru¾ni
, pøi origami konstruk
i staèí slo¾it jediný pøehyb, který zobrazí jeden krajní

bod strany trojúhelníku na druhý. Tím uká¾eme, ¾e v nìkterý
h pøípade
h je ry
hlej¹í

konstruovat pomo
í origami.

Dále pøistoupíme ke znázornìní konstruk
e pomo
í systému Eos. Zadání algoritmu pro

konstruk
i os stran trojúhelníku zapí¹eme ve tvaru:

BeginOrigami[℄;

NewPoint[”E” → {6.3, 7.6}℄;
HO[”D”, Through → {”A”, ”E”}℄;
Unfold[℄;

HO[”C”, Through → {”B”, ”E”}℄;
Unfold[℄;

HO[”A”, ”B”℄;
Unfold[℄;

HO[”A”, ”E”℄;
Unfold[℄;

HO[”B”, ”E”℄;
Unfold[℄;

Na obrázku 6.1 jsou postupnì vstupní trojúhelník, bod M jako prùseèík os stran AB
a AE a výsledný trojúhelník se v¹emi osami stran.

Po provedení v¹e
h tøí zpùsobù konstruk
e mù¾eme pøistoupit k demonstra
i automa-

ti
kého dokazování. Zaèneme dùkazem s vyu¾itím redukované Gröbnerovy báze pomo
í

software Mathemati
a.

Nejprve provedeme analyti
ký popis situa
e. Soustavu souøadnou zavedeme tak, aby

vr
holy trojúhelníku △ABC mìly souøadni
e A = [0, 0], B = [2a, 0], C = [2b, 2c].
Rovni
e os stran tohoto trojúhelníku jsou následují
í:

oa : (b− a)x+ cy + a2 − b2 − c2 = 0
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Obrázek 6.1: Prùseèík os stran

ob : bx+ cy − b2 − c2 = 0
oc : x− a = 0

Oznaèíme-li si prùseèík P = [p, q] os ob, oc, pak jistì platí

P ∈ oc : p− a = 0,
P ∈ ob : bp+ cq − b2 − c2 = 0.

Na¹ím 
ílem je ukázat, ¾e P ∈ oa, a tedy ¾e (b − a)p + cq + a2 − b2 − c2 = 0. Ch
eme

tedy urèit redukovanou Gröbnerovu bázi ideálu

〈p− a, bp + cq − b2 − c2, 1− u[(b− a)p + cq + a2 − b2 − c2]〉 . Po zadání adekvátního pøí-
kazu je výstup programu Mathemati
a následují
í:

Obrázek 6.2: Automati
ký dùkaz - prùseèík os stran

Dùkaz tedy probìhl dle oèekávání.

Na následují
ím pøíkladu si uká¾eme jeden z pøínosù origami geometrie a výhodu au-

tomati
kého dokazování pomo
í systému Eos.

Pøíklad 6.2. Demonstrujte a doka¾te pomo
í systému Eos, ¾e je mo¾né na základì

Huzitový
h axiomù origami provést duplika
i kry
hle.

Pro na¹i konstruk
i budeme potøebovat ètvere
 rozdìlený na tøi shodné obdélníky. K

tomu vyu¾ijeme algoritmus z pøíkladu 4.3. Zadáme tedy potøebnou posloupnost pøíkazù

ve tvaru:

BeginOrigami[℄;

HO[”D”, Through → {”A”, ”C”}℄;
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Unfold[℄;

HO[”A”, ”D”℄;
Unfold[℄;

HO[”A”, Through → {”B”, ”F”}℄;
Unfold[℄;

HO[”AD”, Through → ”H”℄;
Unfold[℄;

HO[”D”, ”J”℄;
Unfold[℄;

Dále ji¾ pokraèujeme podle pøíkladu 4.4.

HO[”B”, ”AD”, ”I”, ”LK”℄;
HO[”A”, Through → {”N”, ”B”}℄;
UnfoldAll[℄;

Na obrázku 6.3 je znázornìn ètvere
 rozdìlený na tøi shodné obdélníky a následnì ji¾

samotné znázornìní duplika
e kry
hle.

Obrázek 6.3: Duplika
e kry
hle pomo
í Eos

Cílem na¹eho dùkazu je ukázat, ¾e platí |DU | = 3
√
2|AU |. Vzhledem k tomu, ¾e se

na obou straná
h této rovnosti vyskytují výrazy pod druhou odmo
ninou a na pravé

stranì je i výraz pod tøetí odmo
ninou, je tøeba umo
nit obì strany rovnosti na ¹es-

tou, aby
hom získali výraz s ra
ionálními koe�
ienty. Proto¾e jsou na obou straná
h

jistì nezáporná èísla (jde o vzdálenosti), mù¾eme tuto úpravu provést, ani¾ by
hom se

dopustili nìjaké neekvivalentnosti. Pøíkaz pro provedení dùkazu bude tedy ve tvaru:

ProofDo
Format["Proof", "Subse
tion", 1℄;

ProofDo
Format["Goal", "Subsubse
tion", 1℄;

Goal[Distance[”D”, ”U”]6 == (Distance[”A”, ”U”]6) ∗ 4℄;
map = {”A” → {0, 0} , ”B” → {10, 0} , ”C” → {10, 10} , ”D” → {0, 10}};
Prove[”Duplikacekrychle”,Mapping → map,GroebnerBasis →
{MonomialOrder → DegreeLexicographic, CoefficientDomain → RationalFunctions}℄;
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Výstup programu je pak znázornìn na obrázku 6.4.

Obrázek 6.4: Dùkaz duplika
e kry
hle pomo
í systému Eos

Mù¾eme tedy konstatovat, ¾e dùkaz probìhl úspì¹nì. Zde je tøeba zdùraznit, ¾e za

nás systém Eos provedl analyti
ký popis situa
e, který by pro ¾áky mohl být velmi

nároèný.
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Kapitola 7

Závìr

Úvod prá
e je vìnován struènému popisu histori
kého vývoje origami. Následnì se první

kapitola zamìøuje na konstruk
e s omezenými prostøedky, zejména pak na eukleidov-

ské konstruk
e, které vzhledem k tomu, ¾e jsou pou¾ívané pøi výu
e matematiky na

základní
h i støední
h ¹kolá
h, následnì slou¾í ke srovnávání s konstruk
emi origami.

Druhá kapitola je tvoøena souborem základní
h pojmù, jeji
h¾ znalost je pro zkoumané

téma nezbytná. Tøetí kapitola je ji¾ vìnována základním konstruk
ím origami. Jejím


ílem je ukázat souvislost mezi tìmito konstruk
emi a eukleidovskou geometrií. Ukazuje

se, ¾e základní konstruk
e origami nám neposkytují oproti eukleidovským konstruk
ím

¾ádné nové mo¾nosti. Proto je potøeba tyto základní konstruk
e roz¹íøit.

Právì roz¹íøení konstruk
í origami je vìnována ètvrtá kapitola prá
e. V jejím úvodu

zavádíme origami konstruk
e pomo
í Huzitový
h axiomù, pøièem¾ zejména ¹estý axiom

nám poskytuje nové mo¾nosti konstruování, je¾ ukazujeme ve zbytku této kapitoly, kde

øe¹íme problémy trisek
e úhlu a duplika
e kry
hle.

Pátá kapitola pojednává o mo¾noste
h vyu¾ití výpoèetní te
hniky zejména pro automa-

ti
ké dokazování. Dále zde pøedstavujeme systém Eos, doplnìk programu Mathema-

ti
a, s jeho¾ vyu¾itím následnì provádíme jak samotné konstruk
e pomo
í Huzitový
h

axiomù, tak automati
ké dokazování. Poslední ¹estou kapitolou je pak návrh témati
-

kého 
elku pro výuku na støední ¹kole.

Cílem prá
e bylo popsat mo¾nosti konstruk
í geometri
ký
h pomo
í origami, vytvoøit

pøíklady modelový
h konstruk
í a to jak reálný
h, tak virtuální
h a následnì navrhnout

témati
ký 
elek pro výuku origami geometrie pro výuku na støední ¹kole. Tyto 
íle se

podaøilo splnit. Pøínosem prá
e je zejména skuteènost, ¾e aèkoli je v nìkolika èáste
h

postavena na pomìrnì slo¾ité teorii, neklade pøíli¹ velké nároky na teoreti
ké znalosti

ètenáøe.

Dodejme, ¾e prá
e rozhodnì nevyèerpala v¹e
hny mo¾nosti, které poskytuje zkoumání

origami z matemati
kého hlediska. Jde o obor, který je velmi mladý a velmi ry
hle se

vyvíjí. V souèasnosti je populární zejména poèítaèové modelování origami ve 3D.
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