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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva geometrickymi konstrukcemi pomoci origami. Jsou demon-
strovany a diskutovany typické tlohy, a to jak po strance geometrické, tak algebraické.
Tyto konstrukce srovnavame zejména s eukleidovskymi konstrukcemi a ukazujeme nék-
teré vyhody tohoto typu konstruovani. Cést prace se rovnéz zaméfuje na vhodné vyuziti
CAS matematického software pro modelovani konstrukei origami a pro automatické do-
kazovani. Zavér prace obsahuje navrh tematického celku pro vyuku geometrie origami
na stiedni skole.
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Abstract

This master thesis deals with the geometric constructions using origami. Typical pro-
blems are demonstrated and discussed from the geometric and also algebraic point of
view. We compare these constructions mainly with the Euclidean constructions and
present advantages of the approach based on the origami principle. A part of the thesis
is also devoted to CAS mathematical software which can be suitably used for origami
constructions modelling and for automated proving. The last part of the thesis contains
a proposal of a thematic unit for origami geometry teaching at high schools.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Historie origami

Pfi tvorbé této ¢asti bylo ¢erpano ze zdroji [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Pocatky origami jako prekladani papiru sahaji priblizné do doby pted 2000 lety, nicméné
dodnes neni zcela jasné, kdy presné a kdo jej vynalezl. Predpokladame vsak, Ze origami
piislo bezprostfedné po vynalezu papiru ve starovéké Ciné, nebot méli-li lidé k dispozici
papir, nic jim nebranilo jej prekladat a tim tvorit nové tvary. Jako vynalezce papiru se
nejcastéji udava Ts’ai Lun a vynélez datujeme do roku 105 n. 1. Archeologické objevy
vSak naznacuji, ze k tomuto vynalezu doslo pravdépodobné jesté o néco driive. Z ¢i-
nstiny také pochéazi samotny nazev origami, jenz vznikl spojenim dvou ¢inskych slov
woru“ (skladat) a ,kami“ (papir). Existuje v8ak jen velmi malo dochovanych piikladi,
ze starovéci Ciané pouzivali papir k tvorbé origami. Nejstar§im z nich je ziejmé ,,Yuan
Bao“ (cca 1000 n. 1.) (obrazek 1.1).

Obrazek 1.1: Yuan Bao (vlevo) a Shide (vpravo)

Origami, tak jak ho zname dnes, vSak nejspise vzniklo o néco pozdéji v Japonsku. Zde
zacali papir jako prvni pouzivat v 6. stoleti n. 1. buddhisti¢ti mnisi. Zpocatku byl papir
v Japonsku velmi drahym zbozim, a tak bylo origami vyuzivano pouze k nabozenskym
ritudliim a vyznamnym ceremonialim. Jednim z nejstarsich prikladta prekladani papiru
je ,,Shide“ (obrazek 1.1).



Prvnim prikladem origami v Japonsku, tak jak ho zndme dnes, jsou papirovi motyli,
nazyvani ,Mecho“ a ,Ocho* (obrazek 1.2), ktefi byli umistovani na lahve s vinem
pri tradi¢nich svatbach. Do 16. stoleti je zaznamenano jen velmi malo pripadia pou-
ziti origami béznymi obyvateli, nicméné od 17. stoleti se stalo origami populdrnim.
Lidé si zdobili ¢asto sva kimona papirovymi jetraby. Prvni knihu o prekladani papiru,
, I'sutsumi-no Ki“, napsal v roce 1764 Sadatake Ise. Prvni knihu, vénujici se rekreac-
nimu origami, jejiz ndzev mizeme pielozit jako ,,Skladani jefaba na tisic zptsobu* pak
napsal v roce 1797 Senbazuru Orikata.

Obréazek 1.2: Ocho (vlevo) a Mecho (vpravo)

Vyvoj origami v Evropé probihal podle vétsiny historikli nezavisle na japonském ori-
gami. Hlavnim divodem k tomuto tvrzeni je, zZe podle dochovanych exemplaii byla
narozdil od Japonska pri skladani papiru v Evropé pouzivana vzorova mrtizka. Prv-
nim dokladem evropského origami je pravdépodobné kniha ,,De Sphaera Mundi“, jiz
napsal v roce 1490 Johannes de Sacrobosco. V této knize se nachéazi obrazek papirové
lodi (obrazek 1.3). Néktefi historici nejsou zcela presvédceni, 7e jde opravdu o origami
lod, nicméné pokud ano, jde o diikaz, 7e se origami v Evropé vyvijelo nezavisle na tom
v Japonsku, protoze tou dobou jesté nebyl v Japonsku pouzivan tento typ rekreac-
niho origami. V roce 1623 byla vydana hra ,The Duchess of Malfi“, jejimz autorem
byl John Webster a v niz se mluvi o papirovém vézeni. Jde pravdépodobné o origami
model, ktery dnes zndme pod nazvem ,Water Bomh* (obrézek 1.3). Mnoho prokazatel-
nych dikazt o vyskytu origami v Evropé pochazi z 19. stoleti. Naptiklad v Némeckém
narodnim muzeu maji exemplare papirovych koni s jezdci, u nichz se predpoklada, ze
byly slozeny kolem roku 1810. Kdyz v poloviné 19. stoleti Friedrich Frobel zalozil prvni
mateiskou skolu, jednou z her v jeho vzdélavacim systému bylo pravé skladani origami.

Na konci 19. stoleti, s rozvojem moznosti cestovani, dochéazelo k interakci mezi zapadni
a vychodni kulturou a zacaly se vzajemné ovlivhovat a misit poznatky jak japonského
tak evropského origami. Kolem roku 1950 se zacal pouzivat japonsky nazev origami
i v Evropé. Do té doby se zde mluvilo o prekladani papiru.

Ve 20. stoleti se zacalo rozvijet tzv. moderni origami. Modely jiz nemély anonymni
autory, ale mély uz své tvirce, kteri kromé modelt jako takovych publikovali i navody
jak modely slozit. Prvnim, kdo si nechal své origami modely patentovat, byl Uchiyama
Koko. V 50. a 60. letech 20. stoleti vznikl mezinarodni spolek origami, jehoz c¢leny
byli mimo jiné Oshizawa Akira, Takahama Toshie, Honda Isao, Robert Harbin, Ger-



Obrazek 1.3: Lod z knihy De Sphaera Mundi (vlevo, prejaty z [2]) a Water
Bomb (vpravo)

shon Legman, Lillian Oppenheimer, Samuel Randlett nebo Vicente Solérzano-Sagredo.
Tomuto okruhu se povedlo origami velmi zpopularizovat.

Ve 20. stoleti také prichazi teoretické propojeni origami a matematiky. Vzhledem k moz-
nosti tvorby geometrickych obrazci a prace s pojmy jako jsou bod, primka ¢i thel se
jako prvni nabidlo srovnani origami se vSeobecné nejpouzivanéjsi eukleidovskou geo-
metrii. Prvni vyznamnou osobnosti, ktera si toto propojeni uvédomovala, byl japonsky
ucitel Akira Yoshizawa, ktery vyuzival origami pii vyuce svych studenti.

Fenoménem poslednich let je origami matematicky popsat a umét jej pocitacové zpra-
covavat. Teoreticky zaklad k tomu polozila matematicka Margherita Piazzola Beloch,
kterd v roce 1936 objevila prehyb pojmenovany po ni ,,Beloch fold“, jenz je dnes jednim
z axiomi origami. Axiomy origami jako prvni formuloval Jacques Justin v roce 1989,
nicméné jeho prace se prilis neujala, a tak se axiomy origami dostaly do povédomi
matematické verejnosti az o dva roky pozdéji, kdy je publikoval Humiaki Huzita. Je
vsak tieba dodat, ze Huzika popsal pouze prvnich Sest axiomu. Posledni sedmy axiom
doplnil v roce 2002 Koshiro Hatori. Nemiizeme oponenout také matematika a fyzika,
ktery se zasadil zfejmé nejvyraznéji o rozvoj matematiky origami v poslednich letech.
Je jim Robert J. Lang, ktery se kromé matematického popisu origami zabyva také jeho
pocitacovym zpracovanim. Dodejme jesté, ze matematika origami je velmi mlada dis-
ciplina, ktera se v soucasnosti velmi rychle rozviji (vice v posledni ¢asti této kapitoly).

1.2 Konstrukce s omezenymi prostredky

Tato ¢ast je napsdna zejména s vyuzitim zdroju [7, 8].

Geometrické znalosti potiebuji lidé jiz po tisicileti. Jejich rozvoj prisel s potiebou stavét
obydli ¢i vyrabét nastroje nebo zbrané. Prvnim matematikem, ktery uspotradal nékteré
geometrické poznatky, byl v 6. stoleti pt. n. 1. Thalés z Milétu. Z dalsich vyznam-
nych matematiki, ktefi prispéli k rozvoji geometrie si uvedeme Eukleida z Alexandrie



(4. stoleti pt. n. 1.), jenz ve své knize ,,Zaklady* shrnul do logicky provazané struktury
tehdejsi geometrické poznatky, Archiméda ze Syrakus (3. stoleti pf. n. 1.), ktery se
mimo jiné zabyval problémy vypocetni geometrie (kvadratury, kubatury), ¢i Apollénia
z Pergy, jenz se zabyval kuzeloseckami.

V matematice existuje nékolik riznych moznosti, jak provadét geometrické konstrukce.
Jejich typy souvisi s tim, jaké prosttedky mame k dispozici. Jednim z typia geometric-
kych kontrukei jsou konstrukce origami, jimz je tato prace hlavné vénovana. Pri téchto
konstrukcich mame k dispozici pouze papir. Dalsim zajimavym typem geometrickych
konstrukci je tzv. ,,provazkova geometrie®, kdy mame k dispozici provaz, a body k jeho
uchyceni (napf. kolik v pisku, ¢i napindc¢ek na papife). Déale zname také konstrukce
s vyuzitim pouze pravitka, ¢i s vyuzitim pouze kruzitka. Poslednim typem konstrukeci,
ktery si uvedeme, jsou tzv. ,eukleidovské konstrukce®, které budeme v této praci casto
vyuzivat a odkazovat se na né.

Predmétem naseho zkoumani budou zejména konstrukce sestrojitelné pomoci origami.
Abychom ukézali hlavni prfednosti konstruovani pomoci origami, budeme ¢asto pou-
zivat srovnani s eukleidovkymi konstrukcemi. Eukleidovské konstrukce jsou nejcastéji
pouzivanym prostiedkem pii tvorbé geometrickych konstrukci. Jde o typ konstrukei,
se kterym se hojné setkavaji zaci jak zakladnich, tak stfednich skol. Eukleidovské kon-
strukce mizeme provést vyhradné pomoci kruzitka a pravitka. Je vSak treba zdiraznit,
7e pojmy eukleidovské kruzitko a eukleidovské pravitko se mirné lisi od klasického kru-
zitka a pravitka, na néz jsme zvykli.

Eukleidovské kruzitko lze pouzit pouze k sestrojeni kruznice s danym stredem a prochéa-
zejici danym bodem, ne vSak k prenaseni vzdalenosti. Eukleidovské pravitko pak slouzi
vyhradné ke konstrukei pfimek (tj. ke spojeni dvou libovolné vzdélenych bodi tseckou
a k prodlouzeni, i opakovanému, dané tisecky). Neslouzi v8ak k méfeni ¢i nanaseni délky
ani ke konstrukei kolmic nebo rovnobézek. Lze vSak ukdzat (viz [7, str. 135]), Ze nemu-
sime rozliSovat mezi eukleidovkym a klasickym kruzitkem, protoze pri vhodném pouziti
eukleidovkého kruzitka lze prenaset vzdalenosti. Jednoduse se také miizeme presvédcit,
ze pomoci eukleidovského pravitka a kruzitka mtzeme sestrojit kolmici k dané piimce
prochézejici danym bodem a primku rovnobéznou s danou piimkou a prochazejici da-
nym bodem.

Pro nase srovnavani bude dilezita zejména informace, ktera cisla jsou eukleidovsky
sestrojitelna. U vSech konstrukci, které zde budeme provadét, se budeme pohybovat
v roviné s kartézskou soustavou souradnic. Abychom mohli zacit provadét eukleidovské
konstrukce, musime vychazet z jisté mnoziny alesponn dvou bodii. Bez ijmy na obecnosti
volme body [0,0] a [1,0].

Definice 1.1. Bod nazveme bodem sestrojitelnym pravitkem a kruzitkem, jestlize je
poslednim bodem konec¢né posloupnosti bodi Py, P, ..., P, takové, ze kazdy bod P; je
bud prvkem mnoziny {[0, 0], [1, 0]}, nebo je ziskan jednou z nésledujicich t¥1 konstrukei:

i) jako prusecik dvou piimek, z nichz kazd4 je ddna dvéma body, které se objevuji
v dané posloupnosti jiz drive,

ii) jako priisec¢ik pfimky dané dvéma body, které se objevuji v dané posloupnosti jiz
drive, a kruznice dané stredem a jednim jejim bodem, pricemz oba tyto body se
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taktéz objevuji v dané posloupnosti jiz diive,
iii) jako priisec¢ik dvou kruznic danych stfedem a bodem, pfi¢emz vSechny tyto body
se objevuji v dané posloupnosti jiz drive.

Redlné ¢islo x nazveme cislem sestrojitelnym pomoci pravitka a kruZitka, je-li bod [z, 0]
bodem sestrojitelnym pomoci pravitka a kruzitka.

Snadno se mizeme presvédcit, ze vSechna celd ¢isla z a vSechna d¢isla ve tvaru %, kde
n je prirozené ¢islo, jsou sestrojitelnd pomoci pravitka a kruzitka. Na obrazku 1.4 jsou
znazornény konstrukce ¢isel —2,3 a %

Obrazek 1.4: Cisla —2,3 (vlevo) a 1 (vpravo)

Pomoci téchto dvou postupt pak muzeme konstruovat vSechna racionalni ¢isla. Dale
si ukdzeme, 7Ze jsou-li ¢isla a,b a ¢ (¢ # 0) setrojitelnd pomoci pravitka a kruzitka, pak
icéislaa+b,a—b,a-b,% jsou setrojitelna pomoci pravitka a kruzitka. Konstrukce cisel
a+baa—>bjes vyuzitim moznosti prenaseni délky pomoci eukleidovského kruzitka
trividlni. Na obrazku 1.5 si ukdzeme konstrukei Cisel a - b a 2.

Obrazek 1.5: Konstrukece ¢isel a - b a %

Soustavu souradnou zvolime tak, aby O = [0,0] a A = [a,0]. Pro vzdélenosti bodi
A a X od pocatku O tedy plati |AO| = a a | XO| = z. Déle si ozna¢me vzdalenosti
|BO| = b a |CO| = c¢. Z podobnosti trojihelniki AOXB ~ AOAC plyne rovnost
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% = % Zvolime-li [BO| = 1, potom z = <. Zvolime-li naopak [CO| = 1, pak

z=a-b.

Posledni konstrukci pomoci kruzitka a pravitka, kterou si ukazeme, je konstrukce cisla
Va. Na obrazku 1.6 si ukdzeme konstrukei tsecky o délce v/a, mame-li zadanou tsecku
o délce a.

2\
B

Obréazek 1.6: Konstrukce ¢isla y/a

Pro nasi konstrukei volime body A, B a C na jedné ptimce tak, aby |[AB| =aa |BC| =1
a aby polopfimky — BA a — BC' byly navzajem opacné. Prisecik kolmice k primce
<> AB prochéazejici bodem B a Thaletovy kruznice sestrojené nad tseckou danou
body A a C' si oznac¢me jako bod D. Podle Eukleidovy véty o vysce pak musi platit
|BD| = \/a. Vhodnym prenesenim délky této tisecky pak mizeme sestrojit bod [v/a, 0].
Je-li tedy ¢islo a sestrojitelné pomoci pravitka a kruzitka, pak je i ¢islo \/a sestrojitelné
pomoci pravitka a kruzitka.

Cisla sestrojitelna pomoci pravitka a kruzitka pro nas budou dilezita pro srovnani moz-
nosti eukleidovskych konstrukci a konstrukci pomoci origami. Na zavér této kapitoly
jesté zminime tii klasické problémy starovéku. Jsou jimi duplikace krychle, trisekce
uhlu a kvadratura kruhu. Duplikaci krychle rozumime konstrukci krychle, kterda méa
vzhledem k zadané krychli dvojnasobny objem. Vzhledem k tomu, Ze objem krychle
lze vyjadrit jako treti mocninu délky hrany této krychle, je problém duplikace krychle
problémem nalezeni tisecky, jejiz délka je +/2-krat vétsi, nez délka zadané tsecky. Tri-
sekci thlu rozumime rozdéleni zadaného thlu na tii shodné thly, kvadraturou kruhu
pak sestrojeni ¢tverce o stejném obsahu jaky méa zadany kruh. Jde o konstrukce, jez se
matematici beztispésné pokouseli po tisicileti setrojit pomoci pravitka a kruzitka. Az
s vyuzitim novych matematickych poznatkt se v 19. stoleti podarilo dokazat, ze jejich
snaha byla marna a ze tyto konstrukce nejsou pomoci pravitka a kruzitka sestrojitelné.
Nékteré z nich, jak si ukdzeme, budou vsak sestrojitelné s vyuzitim origami.



1.3 Origami v soucasné skolské matematice

Pi tvorbé této ¢asti ivodni kapitoly bylo ¢erpéano z [9].

Vzhledem k tomu, Ze je matematika origami pomérné mladéa disciplina, nevyskytuje
se témér vibec v soucasné skolské matematice. Jsou ucitelé, kteri origami pouzivaji
k praktickym ukazkam pti vykladu geometrie, nicméné jako tématicky celek zatim
neni matematika origami do soucasného vzdélavani zarazena. Na druhou stranu se
stale rostouci popularitou origami pribyva zajmovych krouzk ¢i kurzi, které se pravé
matematikou origami zabyvaji.

Rozvoji origami a jeho zac¢lenéni do vyucovani v souc¢asnosti pomahaji mezinarodni kon-
ference ,International Meeting on Origami in Science, Mathematics, and Education®.
Dodnes se uskutecnilo 6 téchto konferenci. Viibec prvni se konala ve Ferrate v Italii
roku 1989. Nésledovaly konference v Otsu (Japonsko, 1994), Asilomaru (Kalifornie,
USA, 2001), Pasadené (Kalifornie, USA, 2006), Singapuru (2010) a zatim posledni se
konala v Tokyu (Japonsko, 2014). Nésledujici konference je planovana na rok 2018
a méla by se uskute¢nit v Oxfordu (Velkd Briténie).

1.4 Principy origami v aplikacich a v praxi

Posledni ¢ast Gvodni kapitoly ¢erpa predevsim z [10].

Origami v praxi uz dnes neznamena pouze umeéni. Jde také o prostiedek, ktery pouziva
mnoho védct pti nejnovéjsich vyzkumech. Vzhledem k tomu, zZe je propojeni mezi
origami a védou zalezitosti zejména poslednich nékolika let, prochazi velmi intenzivnim
vyvojem.

Casto se miizeme setkat se situaci, kdy je pro manipulaci s néjakym predmétem vhodné,
aby mél co nejmensi rozméry, ale pti pouzivani tohoto predmétu je tieba, aby mél
rozméry nékolikanasobné vétsi. Prikladem takového pouziti, se kterym se setkdvame
nejcastéji, je airbag v automobilu. Béhem jizdy je tfeba, aby nezabiral prilis mista.
Dilezité vsak je, aby se v pripadé potieby dokazal spravnou rychlosti rozlozit a na-
fouknout tak, aby nikde nedoslo k jeho poskozeni a nafouknuti probéhlo rovnomérné.

Principii origami se také ¢asto vyuziva pii zkoumani vesmiru. Pro nejnovéjsi vesmirné
teleskopy, pohybujici se na nasi obézné draze, jsou typické velmi velké rozméry. Pro
dopravu obrovskych zrcadel ¢i solarnich paneli na obéznou drahu vsak mame jen ome-
zené prostiedky, a je potieba, aby pii prepravé méli mnohem mensi rozméry, nez pri
jejich nasledném pouziti.

V soucasnosti se také vyviji vyuziti origami v lékafstvi. Jednim z jiz vyuzivanych
priklada je lécba ucpanych srdecnich cév, kdy se na prislusné misto v cévé dopravi
Htrubicka®, ktera se zde rozlozi a vytvori zde misto pro volny priitok krve. Model této
trubicky vychézi z modelu ,Water Bomb®, jenz je zminén v prvni ¢asti této kapitoly.



S dal$im vyuzitim principu origami se muzeme setkat naptiklad v architektute, ¢i pfi
vyvoji tzv. ,nanoboti®, tedy robot o miniaturnich rozmérech.

Moznosti vyuziti origami v praxi je tedy jiz v soucasnosti mnoho a protoze origami
otevird ve svété védy nové moznosti, dalsi rychle pribyvaji.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Drtive nez se zacneme zabyvat origami, musime zavést nékolik zakladnich pojmi, které
budeme déle pouzivat a jejichz znalost je predpokladana.

2.1 Teorie grup

V této Casti je Cerpano zejména z [6, 11, 12].

Prvnim pojmem, ktery je tieba definovat, je grupa.

Definice 2.1. Grupou nazveme mnozinu (=, na niz je definovana binarni operace ,,0“
spliujici nasledujici tfi axiomy:

i) Binéarni operace ,,0¢ je asociativni. Plati tedy (aob)oc = ao (boc) pro libovolné
tfi prvky mnoziny G.
ii) Existuje neutrdlni prvek e mnoziny G takovy, 7e pro libovolny prvek a mnoziny
Gplatiaoe=a=ceoa.
iii) Pro kaZzdy prvek a mnoZiny G existuje inverzni prvek a=! mnoZiny G tak, Ze plati

(1,710(1:6:(1,0(171.

Poznamka 2.1. U binarni operace ,,0¢ predpokladame uzavienost na mnoziné G.

Déle definujeme dva specialni pripady grup.

Definice 2.2. Grupu G s binarni operaci ,,0“ nazveme Abelovou grupou, je-li binarni
operace ,,0“ komutativni, tj. plati a o b = bo a pro kazdé dva prvky a,b € G.

Definice 2.3. Mnozinu S, permutaci n prvki {ai,...,a,} nazyvame symetrickou
grupou.

Dalsimi pojmy, které budeme definovat, jsou okruh, téleso a pole.



Definice 2.4. Okruhem R nazveme mnozinu, na niz jsou definovany bindrni operace
)
L, (s¢itani) a x“ (ndsobeni) splijici nasledujici ¢tyfi axiomy:

i) Mnozina R s binarni operaci ,+“ je Abelova grupa.
ii) Pro vSechna a,b,c € Rplatiax (b+c)=a*xb+axca(b+c)*xa=bxa+cx*a
(tj. nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani na mnoziné R).
iii) Existuje neutrdlni prvek j € R takovy, 7ze pro libovolny prvek a mnoziny R plati
axj=a=7jx*a.

Poznamka 2.2. Neutralni prvek vzhledem k operaci ,,4+“ nazyvame nulovym prvkem
(znac¢ime 0), neutralni prvek vzhledem k operaci ,x* nazyvame jednotkovym prvkem
(znacime 1).

Poznamka 2.3. U binarnich operaci s¢itani i nasobeni znovu predpokladame jejich
uzavienost na mnoziné R. Pokud je navic pro vSechna a,b,c € R binarni operace ,x"
asociativni, (tj. (a *b) x ¢ = a * (b * ¢)), nazveme okruh R asociativnim okruhem. Je-1i
v okruhu R binarni operace nésobeni komutativni (tj. pro vSechna a,b,c¢ € R plati
a*xb = bxa), nazyvame jej komutativnim okruhem. Jednim z piikladid okruhu je
mnozina celych c¢isel Z, pricemz nulovym prvkem je zde ¢islo 0 a jednotkovym prvkem
¢islo 1.

Definice 2.5. Okruh, jehoZ podmnozina nenulovych prvkia tvoii spolu s operaci na-
sobeni grupu nazyvame teleso. Je-li navic operace nasobeni komutativni nad timto
télesem, nazyvame jej komutativni téleso, nebo také pole.

Poznamka 2.4. 7 definice pole vyplyva, 7e kazdy nenulovy prvek pole ma inverzni
prvek. Prikladem pole je mnozina racionalnich ¢isel Q spolu s operacemi sc¢itani a na-
sobeni.

Poznamka 2.5. Je mozné ukazat (viz [7, str. 135]), 7Ze mnozina ¢isel sestrojitelnych
pomoci pravitka a kruzitka, tak jak jsme ji popsali v ivodni kapitole, tvori spolu
s operacemi s¢itani a odcitani pole. Vzhledem k tomu, ze je toto pole uzaviené na
operaci druhd odmocnina, znacime jej F 7.

2.2 Polynomy

Nésledujici ¢ast je zpracovana s vyuzitim zdroja [6, 12, 13]

Pro tuto praci budou diilezité také nékteré pojmy tykajici se polynomi.

Definice 2.6. Necht F je pole a ag, ay, .. ., a, jeho prvky. Funkce p : F — F definovana
piedpisem p(z) = apr™ +a1 2" '+ - -+ a,_17+a, se nazyva polynom jedné proménné
nad polem F. Cislo n nazyvame stupném polynomu p. Koeficient ay nazyvame vedoucim
koeficientem polynomu p. Je-li vedouci koeficient polynomu p roven 1, nazyvame tento
polynom monickym polynomem.

Poznamka 2.6. Stupném konstantniho polynomu je 0. Pro nulovy polynom neni stu-
pen definovan.
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Poznamka 2.7. Mnozina polynomi jedné proménné nad I tvoii okruh, ktery budeme
znacit Flz].

Definice 2.7. Cislo k € F se nazyva koren polynomu p(x), jestlize p(k) = 0.

Definice 2.8. Cislo o nazveme algebraickym cislem, je-li kofenem néjakého polynomu
s racionalnimi koeficienty.

Definice 2.9. Minimadalnim polynomem prvku a pole F rozumime monicky polynom
nejmensiho stupné p(x) takovy, ze p(a) = 0.

Definice 2.10. Polynom stupné alespon 1 daného okruhu F[x] je ireducibilni nad
okruhem F|z], pokud je pro kazdy jeho rozklad p(z) = f(z)g(x), kde f,g € Flz],
stupen jednoho z polynomi f, g roven 0.

Piiklad 2.1. Jako ptiklad si uvedeme polynomy

pi(z) =2 -9 = (z+3)(x —3),

s ) ()

Polynom p; je reducibilni nad okruhem polynomi s celo¢iselnymi koeficienty Z[x], pro-
toze oba polynomy x+3 a x—3 jsou polynomy okruhu Z[z]. Naproti tomu polynom ps je
ireducibilni nad okruhem Z[z], ale je reducibilni nad okruhem polynomii s racionalnimi
koeficienty Q[z].

Poznamka 2.8. Libovolné algebraické ¢islo o lze vyjadrit jako kotfen jediného mini-
mélniho polynomu z Q[z]. Tento polynom, znacime jej pa(s), je ireducibilni a déli kazdy
polynom v Q[z], jehoz je ¢islo o kofenem.

Definice 2.11. Vsechny korfeny polynomu p,(x) nazveme ¢isla konjugovand s ¢islem «.
Jsou-li vSechna konjugovana ¢isla s danym algebraickym cislem realna, nazyvame toto
algebraické cislo ¢islem totalne realnym. Mnozinu vSech totalné redlnych ¢isel daného
pole F znac¢ime Frp.

Priklad 2.2. Jako priklad totalné realného ¢isla si uvedeme ¢islo /7 + 3v/3. Jeli-
koz jde o algebraické cislo, mizeme ho vyjadrit jako kofen ireducibilniho polynomu
v Q[z]. Ostatni kofeny tohoto polynomu (tedy ¢isla konjugovana se zadanym ¢islem)

jsou £4/7 £ 3v/3. Tvar tohoto polynomu v Q je tedy

(VT +3v8) (2= VT 43v3) (w4 VT-3v5) (= /1-3v3) -

=z — 142% + 22,

coz je polynom s raciondlnimi koeficienty. Vzhledem k tomu, ze jsou vSechna cisla

konjugovana s ¢islem /7 4 3v/3 realnd, je ¢islo /7 4 3v/3 totalné redlné. Naproti

tomu napiiklad &islo v/2 + /5 neni totalné realné, protoze dvé z jeho konjugovanych

¢isel £4/2 — /5 jsou cisla imaginarni.

Dalsimi ze zakladnich pojmii, které v této ¢asti uvedeme, se budou tykat symetrickych
polynomi.
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Definice 2.12. Necht F je pole a agk,..k,, kde ki, ko, ..., k, jsou pfirozend cisla,
jeho prvky. Funkci p(a1, @9,..., %) = 3. Gy, T 52 - - 2Fn | kde scitame pes
(k1k2--kn)
v8echny usporadané n-tice (kiks - - - k,) nazveme polynom n proménngch nad polem F.
Stupném polynomu o n proménnych nazveme maximum z ¢isel k; + ko + - - - + k,,, pro

kterd je g, gy..k, 7 0. Termem pak nazveme kazdy z vyraztl a, p,.., o0 252 - - xkn.,
Poznamka 2.9. Okruh vSech polynomii n proménnych nad polem F budeme znacit
Flxy, 29, ..., x,]. Kazdy polynom tohoto pole je souc¢tem prislusnych termi.

Pro nasi praci bude také diilezité umét usporadat termy daného polynomu.

Definice 2.13. Uplnym usporidanim termai, zna¢ime <r, na mnoziné termu 7' rozu-
mime uspotradani, jenz pro vSechny termy r, s, t € T spliuje:
i) arlz 2l =a<pt

ii) Je-li s <pt, potomr-s <pr-t.

Uplné uspoiadani termt 1ze zavést mnoha zptisoby. Jednim z nich je tzv. lezikografické
usporadani.
Definice 2.14. Lexikografické uspotradani termi <; definujeme nasledovné:

om:’fla:’z” ceexhn < Ba:lf:vl; - xln pravé tehdy, kdyz existuje m € N tak, 7e k,, < I

a zaroven k; = l; proi € {1,2,...,m — 1}.

Poznamka 2.10. Mame-li piislusné aplné usporadani termi, mizeme najit nejvyssi
term polynomu p vzhledem k danému usporadani. Takovému termu budeme tikat ve-
douci term polynomu p a budeme jej znacit LT (p). Je-li Olefl .- xf vedoucim termem
daného polynomu, pak « nazveme vedoucim koeficientem tohoto polynomu.

Priklad 2.3. Jako pifklad ndm miiZe poslouZit polynom p(x,y) = 3zy® — 22%y* + Tx.
Plati 7o < 3zy® < —22%y? a tedy LT, (p) = —22°y>.

Definice 2.15. Necht R je okruh a tq,...,t, jeho linearné nezavislé prvky. Necht z je
proménnd a GG symetrickd grupa permutaci n prirozenych ¢isel. Necht o je permutace
prvki (tq,...,t,). Pro dany polynom p(ty,...,t,) definujeme

op (tla SR 7tn) = p(ta(l)a - ata(n)) .
Polynom p nazveme symetrickym, pokud plati op = p pro vSechny permutace o € G.

Priklad 2.4. Jako pifklad si uvedeme polynom p(ty,t5) = ¢3 —t3. Tento polynom neni
symetricky, protoze pro permutaci o : t; — to, 0 : to — t; dostavame

ty—ti £ —t, = op#p.

Naopak polynom #3 + £3 je symetricky, protoZze t3 + t3 = 5 + ¢3.

S vyuzitim poznatki o symetrickych polynomech si nyni rozebereme situaci pro poly-
nom
p(x)=(x —t)(x—ty) - (x —t,) = 2" — 512" + - (=1)"s,,
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kde koeficienty s; jsou ve tvaru

So = 1
81:t1+t2+...+tn,
s; = soucet vSech riiznych soucinii o j Cinitelich prvki ¢, ..., t,,

Sp=t1 to- -ty

Polynomy s;(ti,...,t,), kde 1 < j < n, se nazyvaji elementarni symetrické polynomy
prvki tq, ..., t,.

Miuizeme tedy pouzit vyjadieni

n

[[@—t) =D (=1)s;(ts, ... ta)a" .

k=1 Jj=0
Naprtiklad pro polynom (x — t1)(z — t2)(x — t3) dostavame

(x —t1)(z — to)(x — t3) = 2° — (t1 + to + t3)2® + (trto + lots + tits)x — titats,
pricemz vSechny polynomy

S1 :t1—|—t2+t3,
SS9 = tltg + t2t3 + tltg,
S3 = t1t2t3

jsou elementarni symetrické polynomy.

Déle si uvedeme diilezitou vétu, kterd nam udava vztah mezi mezi symetrickymi poly-
nomy a elementarnimi symetrickymi polynomy, podle niz lze kazdy symetricky polynom
vyjadrit pomoci elementarnich symetrickych polynomii.

Vé&ta 2.1. Necht p(ty,to, ..., t,) € Flt1,ts,...,t,] je symetricky polynom stupné k. Pak

existuje polynom q(xy, zo, . .., x,) stupné < k tak, ze q(s1, so,...,8,) = p(t1,ta, ..., tn),
kde s1(t1,ta, ..., ty), Sa(t1,ta, ..y tn), .o, Su(ty, ta, ..., t,) jsou elementarni symetrické
polynomy.

Diikaz. Vétu budeme dokazovat matematickou indukci podle poc¢tu proménnych n.
Snadno ukazeme, Ze je véta splnéna pro n = 1, nebot jisté plati s; = ¢;, a mizZeme
tedy uvazovat pfimo p(t;) = p(sy).

Déle predpokladejme, ze véta jiz plati pro n — 1 proménnych.
Oznac¢me si polynom f(xq1,2o,...,2,) = (x —t1)---(z —t,). Pokud pro tento polynom
polozime t, = 0 a upravime jej, ziskaAme vztah

(ZL‘ — tl) te (l‘ — tn—l) cr =" — Sl(tl, e ,tn_l)l‘n_l —+ -4 (—l)n_lsn_l(tl, e ,tn_l)l‘.

(2.1)
Dale vyuzijeme matematickou indukci podle stupné k. Pro £ = 0 nasSe véta jisté plati,
protoze v takovém pripadé ma polynom p tvar konstanty. Dale uvazujme k > 0 a pted-
pokladejme, ze véta jiz byla dokdzana pro vSechny symetrické polynomy stupné mensiho
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nez k. 7 tohoto predpokladu a z (2.1) plyne, Ze existuje polynom p; stupné < k, pro
ktery plati
pl(Sl, Sy vy Sn—l) == f(tl, tQ, e ,tn_l, O)

Protoze polynom p;(s1, Sa, ..., S,—1) ma stupeil < k, ma i polynom
ql(tl, tg, . ,tn> = p(tl,tQ, . 7tn) — pl(Sl, 59, ..., Snfl)

stupenn < k. Navic jde jisté o symetricky polynom (p, s1, ..., s,_1 jsou symetrické). Na-
vic vime, ze q;(t1,ts,...,t,—1,0) = 0. Tato rovnost vSak mize nastat pouze v piipadé,
ze t, je kofenem ¢y, a tedy t, déli ¢;. Protoze je vSak ¢, symetricky, musiity,...,t,_1
byt jeho koreny.

Plati tedy ¢1 = $nqa(t1,...,tn), kde go musi byt symetricky polynom a jeho stupen
je < k —n a tedy < k. Podle indukéniho predpokladu pak existuje polynom g3 o
n proménnych se stupném < k — n, pro ktery qo(t1,t2,...,t,) = q3(S1,82,...,5,).
Ziskavame tedy

p(t,ta, ... tn) = p1(S1, 82, -+, Sn_1) + Snqs(S1, 82, .-+, Sn)-

Vsechny vyrazy na pravé strané této rovnosti jsou polynomy elementarnich symetric-
kych polynomt a jejich stupen je < k, ¢imz je naSe véta dokazana. 0

Priklad 2.5. Uvazujme nyni polynom
p(r,y,2) = oy(2® + 1) + 22(y® + 1) + yz(z® +1).

Snadno miuzeme ovérit, ze jde o symetricky polynom. Podle véty 2.1 jej tedy lze vyja-
drit pomoci elementarnich symetrickych polynomu

30(3j Y,z )

s1(z,y, 2 )—:L’—i-y—i-z
sa(x,y, 2) = 2y + 22 + Y2,
s3(x,y, 2) = xyz.

Roznasobenim polynomu dostaneme
p(z,y,2) = 2y2® + 2y + 2y’z + vz + 2?yz + yz.
Po upravé a po preusporadani pak dostaneme
p(,y,2) = wy=(z +y + 2) + 2y + 22 + yz = sa(2,5, 2) - 51(8, 9, 2) + $2(2,, 2),

¢imz ziskavame vyjadieni zadaného symetrického polynomu pomoci elementarnich sy-
metrickych polynomii.

2.3 Grobnerovy baze

Tato ¢ast je zpracovana s vyuzitim zdrojt [12, 14, 15, 16, 22].

14



V paté kapitole této prace se budeme zabyvat tzv. automatickymi ditkazy v geometrii.
Pro tyto diikazy je dilezity pojem Grobnerova baze, ktery si nyni postupné nastinime.
Vzhledem k naroc¢nosti a rozsahu této teorie uvedeme v nasi praci pouze jeji zaklady.
Diikladné je pak tato teorie popsana napiiklad v [16]. Nejprve musime zavést pojem
ideal.

Definice 2.16. Podmnozina I okruhu F|xy, 2o, ..., x,] se nazyva idedl, jestlize:

i) 0 el
ii) Jestlize f,g € I, potom f + g € I.
iii) Jestlize f € I a ¢ € Flxy,x9,...,2,], potom cf € I.

Poznamka 2.11. Ideal je tedy mnozina polynomi, jez je uzaviend na operaci s¢itani
a na operaci nasobeni jeho prvki libovolnym prvkem okruhu polynomt o n proménnych
Flay, za, ..., x,].

Déle budeme potiebovat pojem ideal generovany danymi polynomy.

Véta 2.2. Necht pq,...,p, jsou polynomy okruhu F[zq,xs, ..., z,]. Potom mnozina
<p17 cee 7pr>7 kde

p1,-- o) ={ap+ ..+ @D 01, g € Fly, o, ..., 2y}

je ideal. Tento ideal nazyvame idedl generovany polynomy p1, ..., p,.

Diikaz. Vhodnou volbou polynomi gy, ..., g, mizeme snadno ovérit, ze dand mnozina
(p1,...,pr) spliuje definici idedlu 2.2. O
Poznamka 2.12. Ideél [ je konecné generovany, existuji-li v okruhu Flz, zo, . .., x,]

polynomy py,...,p, tak, ze I = (p1,...,p,). Pak fikdme, Ze py,...,p, tvori bdzi ide-
alu 1.

Kazdy z polynomi daného idedlu tedy lze generovat pomoci polynomt lezicich v bazi
tohoto idealu.

Priklad 2.6. Uvazujme nyni cely okruh Flzy, z, . .., x,]. Snadno mizeme nahlédnout,
7e tento okruh splhuje definici idealu. Dle véty 2.2 je

(1) ={g,9 € Flz1,29,...,2,)} = Flz1, 29, ..., 4]

Prvek 1 tedy generuje cely okruh Flxy, 2o, ..., x,].

Baze idedlu vSak neni urcena jednoznac¢né a dany ideal miize mit mnoho riznych bazi.
Jednim specidlnim typem béze je pak jiz v ivodu této ¢asti zminéna Gribnerova baze.

Definice 2.17. Necht <7 je uplné usporadani na mnoziné termt 7' a necht mnozina
I C Flzy, 29, ..., 2, je idedl. Gribnerovou bdzi idedlu I je jeho koneénd podmnozina

G=A{q,...,gn} takova, ze (LT-.(¢1),..., LT (g9n)) = (LT-.(I)).

15



Jednou ze zajimavych vlastnosti Grobnerovych bazi nam ukazuje nasledujici véta.

Véta 2.3. Necht G = {g1,...,gn} je Grobnerova baze idedlu I. Polynom p € I pravé
tehdy, kdyz je zbytek po déleni polynomu p polynomy z GG roven nule.

Diikaz. Dikaz véty miizeme najit v [16]. O

Poznamka 2.13. Délenim polynomu p polynomem ¢ rozumime nalezeni polynomii s, r
tak, ze p = sq-+r, kde stupen polynomu p je mensi, nez stupen polynomu ¢. Polynom p
nazyvame zbytkem po déleni polynomu p polynomem ¢. Pokud je r = 0, fikdme, ze
polynom ¢ déli polynom p. Vice o déleni polynomi lze nalézt napiiklad v [22].

vvvvvv

Definice 2.18. Redukovanou Griobnerovou bdzi G g idealu I rozumime takovou Grob-
nerovu bazi tohoto idealu, ktera spliuje:

i) Kazdy polynom g € Gr mé vedouci koeficient roven 1.
ii) Pro kazdy polynom g € Gy zadny z termi polynomu g nelezi v LT (Gr — {g}).

Véta 2.4. Pro dany ideal I existuje jedind redukovana Grobnerova baze.

Diikaz. Dikaz této véty je uveden v [14]. O

Vice o Grobnerovych béazich lze najit napiiklad v [14] ¢ [16]. Zde je také popsan
tzv. Buchbergeriv algoritmus, ktery umoznuje vypocet Grébnerovy baze idedlu gene-
rovaného danymi polynomy. Tento algoritmus casto vyuzivaji matematické programy.
Jednim z nich je program MATHEMATICA, ktery budeme vyuzivat v paté kapitole nasi
prace. Redukovanou Grobnerovu bézi idedlu generovaného polynomy py,...,p, zde
ur¢ime pomoci prikazu

GroebnerBasis[{pi,...,px; }, {z1,.. ., 2 }]

Druhou mnozinou v tomto prikazu je mnozina proménnych. Piiklady vypoctu reduko-
vané Grobnerovy baze si ukdzeme v paté kapitole.
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Kapitola 3

Zakladni konstrukce origami

Cela tteti kapitola je zpracovina zejména s vyuzitim zdroji [6, 13].

Po zavedeni zdkladnich pojmi se jiz mizeme vénovat konstrukcim pomoci origami.
V této kapitole ukdzeme, jaké kontrukce je mozné sestrojit pomoci tzv. zakladnich
konstrukei origami.

3.1 Origami dvojice

Nejprve uvedeme definici origami dvojice, jejimiz autory jsou D. Auckly a J. Cleveland
(viz [13]).

Definice 3.1. Dvojici {P, L} nazveme origami dvojici, pokud P je jistdA mnozina bodi
v rovind R? a £ je mnozina p¥imek v roviné R? a plati nasledujici podminky:

(i) Prinikem dvou nerovnobéznych piimek z L je bod v P.

(ii) Pro libovolné dva riizné body z P existuje ptimka v £, kterd jimi prochézi.
)
)

(iii
X

1v

Pro libovolné dva rtizné body z P je osa tisecky dané témito body primkou v L.
Pro libovolné dvé ptimky z £ je primka, jejiz vSechny body maji od obou téchto
piimek stejnou vzdalenost, ptimkou v L.

(v) Jsou-li 1 a ly piimky v L, pak existuje piimka ¢3 v L, je7 je obrazem piimky /o
v osové soumeérnosti podle piimky /.

Poznamka 3.1. Vsechny konstrukce, které mizeme sestrojit v souladu s definici 3.1,
budeme nazyvat zdakladnimi konstrukcemi origams.

Abychom ukézali, ze pomoci origami, stejné jako pomoci kruzitka a pravitka, 1ze provést
mnoho riznych konstrukeci, uvedeme si naptiklad nasledujici lemma.
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Obréazek 3.1: Body (i) az (v) definice 3.1

Lemma 3.1. Necht je dana primka ¢ a bod P. Pak je mozné pomoci origami sestrojit
rovnobézku s primkou ¢ prochazejici bodem P.

Rovnobézka P

Obrazek 3.2: Rovnobézka danym bodem

Diikaz. Jsou dany pitimka ¢ a bod P. Na pitimce ¢ zvolime libovolné 2 razné body
Py a P,. Podle definice 3.1(ii) mizeme sestrojit pfimku ¢; prochézejici body P a P
a primku £y prochézejici body P a P,. Podle (v) téze definice miizeme sestrojit piimky
(3 a {, jako obrazy pfimek ¢; a 5 v 0sové soumérnosti podle p¥imky ¢. S vyuzitim (i)
oznac¢ime prisecik primek /3 a ¢4 jako bod Ps. Podle (ii) pak mizeme sestrojit primku 5
prochézejici body Ps a P. Prisec¢ik této pfimky s pfimkou ¢ oznac¢ime podle (i) jako bod
Py. Nésledné s vyuzitim (iii) sestrojime osu £ tse¢ky P P,. Nakonec zobrazenim piimky
¢ v osové soumérnosti podle osy ¢ s vyuzitim (v) ziskAme pozadovanou rovnobézku
s primkou [ prochazejici bodem P. O
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3.2 O-cisla

V této casti tieti kapitoly si ukdzeme cisla, ktera jsou sestrojitelnd pomoci zakladnich
konstrukei origami.

Definice 3.2. PodmnoZina P roviny R? je wuzaviend na konstrukce origami, pokud
existuje mnozina primek L tak, 7e {P, L} tvori origami dvojici.

Definice 3.3. Mnozinu Py, pro kterou plati [0,0],[0,1] € Po a Po je uzaviend na
konstrukce origami, nazyvame mnozinou origams sestrojitelnych bodi.

Definice 3.4. MnoZinou cisel origami je mnozina:
Fo ={a eR; 3 P, P, € Po takové, 7e || je vzdélenost bodi Py, P}.

Poznamka 3.2. Cisla origami budeme déle znacit O-¢isla.

Vzhledem k tomu, Ze miizeme pomoci zakladnich konstrukei origami najit snadno stied

zadané usecky, je ziejmé, ze cisla %, i, é, ... jsou O-c¢isla. O-¢isly jsou navic vSechna
¢isla ve tvaru %, kde n € N. Na obrazku 3.3 je znazornéna konstrukce cisla é pomoci

pfimky prochazejici bodem [0, 1] a rovnobé’né s p¥imkou danou body [0, 2] a [1,0].

Obréazek 3.3: Konstrukce ¢isla %

Déle se ukazuje, ze soucet a rozdil O-¢isel, ¢islo inverzni k O-¢islu a soucin a podil
O-cisel jsou taktéz O-¢isla (viz obr. 3.4).

Zajimavou skutecnosti je, ze jednu ze tiid O-¢isel miizeme popsat s vyuzitim pravotih-
lych trojihelniki. Této tridé se budeme vénovat ve zbytku této kapitoly.

Véta 3.2. Mnozina O-¢isel Fp je pole uzaviené na operaci a — /1 + a2.
(A tedy pokud vezmeme ¢islo a € Fp, pak v/1+ a? je ¢islo @’ € Fp).

Napiiklad pro ¢islo @ = 3 miizeme sestrojit ¢islo v/10. Cislo /10 je tedy O-¢islem.
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Obréazek 3.4: Kostrukee &isel a - b (vlevo) a a™! (vpravo) pomoci origami

Diikaz. K sestrojeni ¢isla v/1 + a? vyuZijeme vlastnosti pravouhlého trojihelniku. Po-
kud sestrojime pravotuhly trojuhelnik, jehoz odvésny budou mit délky 1 a a, pak pte-

pona tohoto trojuhelniku bude mit délku pravé /1 + a2. O
[0, 1]
L 4
[0, 0] [a, 0]

Obrazek 3.5: Konstrukce ¢isla v/1 + a2

Nyni vime, Ze pomoci operace v/1 + a? mizeme konstruovat O-¢isla. Abychom zjistili,
které geometrické tvary lze konstruovat pomoci origami, potfebujeme najit vSechny
zbylé operace, pomoci nichz mizeme konstruovat O-¢isla.

Definice 3.5. Pole F 47—z je nejmensi podpole mnoziny komplexnich ¢isel uzaviené
na operaci a — /1 + a?.

Podle véty 3.2 vime, ze F 702 C Fo. V nasledujici vété si ukdzeme, Ze plati dokonce
F i7az = Fo. To znamend, Ze mnozina O-¢isel je pole, které je uzaviené na operaci
a1+ a2

Véta 3.3. Plati F\/W = Fo.
Diikaz. Jelikoz plati F 42 C Fo, zbyva dokazat, ze Fo C F qi52. Musime tedy
ukazat, ze libovolné O-cislo lze vyjadrit pomoci operaci ,,+“ a ,-“ a operace a +—>

V1 + a?. Existuji pouze 4 zpisoby, jak pomoci axiomu zakladnich konstrukei origami
(viz definice 3.1) sestrojit novy origami bod pomoci jiz sestrojenych bodi a piimek.
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a) Sestrojenim primky prochazeji body P; a P,, ktera protne danou piimku ¢ v bodé
(2, 9).

b) Sestrojenim osy usecky dané body Py a P», jez protne zadanou pfimku £ v bodé
(2, 9).

¢) Sestrojenim piimky ¢35 jako obrazu pfimky fs v osové soumérnosti podle piimky
{1, ktery protne danou piimku ¢ v bodé (x,y).

d) Sestrojenim osy o daného thlu, jejimz prisecikem se zadanou piimkou ¢ je bod

(z,9).

Abychom ukézali, Ze zpisob a) je sestrojitelny pomoci operaci ,+*, ,-“ a a — V1 + a2,
budeme predpokladat, ze bod P; ma soufadnice [z1,y;]. Vzhledem k tomu, Ze mnozina
O-¢isel je uzaviena na sc¢itani, mizeme umistit pocatek soustavy souradnic do bodu
P;. Do pivodniho stavu se mizeme vratit pri¢tenim vektoru (zq,y;). Déle si ozna-
¢me soutadnice bodu P, po tomto posunuti jako [xs,1ys]. Protoze mnozina O-¢isel je
uzaviena na nasobeni a na operaci /1 + a?, mizeme piedpokladat, ze bod P; lezi na
jednotkové kruznici se sttedem v bodé P;. Zpét do predchoziho stavu se muzeme vratit

2
vynasobenim &islem /23 + y3 = |z5|y/1+ (g—z) . Ozname si nyni soufadnice bodu

P, jako [xh,y5]. Nakonec mizeme pomoci rotace umistit bod P, do bodu [1,0]. Zpét
do pfedchoziho stavu se pak dostaneme pomoci rotace, pro niz plati @’ = zix + yhy
ay = —ysxr + xby. Po téchto Gpraviach ma primka prochazejici body P, a P rovnici
y = 0. S danou primkou ¢ o rovnici ax + by + ¢ = 0 méa pak tato primka prisecik o sou-
fadnicich (—i, O). Tento bod umime sestrojit pomoci operace ,,-“. Nasledné s vyuzitim

2
vySe uvedené rotace, vynasobenim ¢islem |z5]4/1 + <Z—z> a pri¢tenim vektoru (z1,y;)

miizeme sestrojit hledany bod.

IE R
,/’/.}// P2

T [l’,y]

Obrazek 3.6: Dikaz véty 3.3 a)

Pro zptisob b) postupujeme obdobnym zptisobem. Ze stejnych divodi jako pii ditkazu
zpisobu a) muzeme predpokladat, 7e bod P; je v pocatku soustavy soutradnic a bod
P, mé soutadnice [1,0]. Osa o tsecky P; P, ma tedy rovnici ve tvaru z = % Prisecik
této osy s primkou ¢ o rovnici ax + by + ¢ = 0 mé tedy soutadnice [%, —202?}. Tento
bod umime sestrojit pomoci operaci ,+“ a ,-“. Hledany bod pak jiz ziskime uzitim
vysSe uvedené rotace, vynasobeni a posunuti.

Pti dikazu pro zpusob c¢) zvolime posunuti, které prifadi priseciku P piimek ¢ a ¢,
bod o soutadnicich [0, 0]. Dale pouzijeme rotaci tak, aby pfimka ¢; méla rovnici y = 0.
Piimka /5 mé tedy rovnici ve tvaru y = ax a primka /3 tudiz rovnici ve tvaru y = —az.
Primku ¢ o rovnici dz + ey + f = 0 pak piimka ¢3 protind v bodé o soutradnicich
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Obréazek 3.7: Dikaz véty 3.3 b)

[ﬁ, df—{le] Tento bod mizeme sestrojit pomoci operaci ,,+* a ,,- a hledany bod pak

pouzitim vhodné rotace a posunuti.

Obrazek 3.8: Dikaz véty 3.3 c)

Nakonec pro diikaz zptisobu d) oznac¢ime piimky, na nichZ lezi ramena daného thlu,
jako primky ¢; a l5, a thel ktery tyto pfimky sviraji jako thel ¢. Vhodnym posunutim
mizeme umistit jejich prisecik P do pocatku soustavy soutadnic. Déle si oznacme
priusecik zadané primky ¢ a primky ¢; jako bod A. Stejné jako pii dikazu zpusobu
a) muzeme zvolit vyndsobeni vhodnym ¢islem a nasledné rotaci tak, aby mél bod A
souradnice [1,0]. Nyni ozna¢me priseéik p¥imek ¢ a ¢, jako bod B o soutfadnicich

/. ’ o b_l . o bg o~ ,
[b1, bo]. Pro ahel ¢ plati cot ¢ = o asing = TR Mizeme tedy psat
tgfz\/l—cosx:\/(1—0081’)2:1—.@05:@’: .1 Ceota —
2 1+ cosx V1 = cos? ¢ sin x sinx

by by by by

:7\/6%4-{)%_@: 1_'_(51)2_51

2
Vyraz 4/1+ (Z—;) — g—; oznacime jako vyraz k. Osa o tthlu ¢ méa tedy rovnici y = kx,

pricemz ¢islo k lze sestrojit pomoci operaci ,+%, .,-“ a a — /1 + a?. Rovnici pfimky
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¢, jez prochazi body A a B, mizeme psat ve tvaru box — (by — 1)y — by = 0. Prisecik

ba bok
bo—b1k+k’ ba—bik+k
44 (14

pomoci operaci ,+“, ,-“ a a — V1 + a? a nasledné pomoci dané rotace, vynasobeni
vhodnym ¢islem a pri¢tenim ptislusného vektoru ziskdme hledany bod.

osy o a primky ¢ ma tedy souradnice }.Tento bod muzeme sestrojit

Obréazek 3.9: Dikaz véty 3.3 d)

3.3 Konstrukce sestrojitelné pomoci zakladnich
konstrukci origami

V této casti kapitoly bude nasim cilem ukézat, ze zakladni konstrukce origami nam jesté
neposkytuji zadnou zasadni vyhodu oproti eukleidovskym konstrukcim a ze k ziskani
takové vyhody je tieba konstrukce origami jesté rozsitrit. K diikazu prvni véty této ¢asti
treti kapitoly budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 3.4. Plati

H ﬁ(:c —a; —bj) =det(z] — A— B) (3.1)
ﬁ ﬁ(:p —a;bj) = det(xl — AB), (3.2)

kde A a B jsou matice typu mn x mn.

V nésledujici vété budeme toto lemma potiebovat béhem dikazu, pficemz a; a b; budou
reprezentovat Cisla. Pro diikaz lemmatu je vSak vhodné uvazovat obecnéjsi pripad, kdy
a; a b; budou nezavislé proménné.

23



Diikaz. Oznacéme jisté polynomy

n

Py(z) = H(:c —a;) = Z(‘l)kb“k(ah O

i=1 k=0
a
m m
-1
Pg(z) = | |(z = b)) E Vsi(by, -+ b)Y,
j=1 =0

kde s; jsou symetrické polynomy. Dale ozna¢me vektor

1
Qy
a;
an~!
bs
a,bg
V;",s - :
a" b,
Hﬁfl
a, b1
nfl.bmfl
a matici A typu n x n ve tvaru
0 1 0o .- 0
0 0 r .- 0
A= : : :
0 0 1
(_1)"+13n(a1’ . ’an) (_l)nsn—l(ala e ’an) e e 31((117 e ’an)

Pomoci matice A muzeme zavést matici A typu mn X mn ve tvaru

A Q e 0
0O A --- 0
A= . .
0O - -.. A

Dosadime-li do polynomu Py(x) ¢islo a,, je ziejmé, e

n

Pu(a,) = H(ar —a;)=0.

=1
Plati tedy
D (=DFsplar, -+ an)ar ™ = (=1)Fsp(ar, -+ an)apF +al =0,
k=0 k=1



a proto

ay Z(—l)k+1sk(a1, e an)amr

k=1

Analogickym zpusobem miizeme zavést matici B a ukazat, ze plati

=) (=) si(by, e )BT

=1

Lze snadno ukazat, ze plati
A‘/r,s = ar‘/r,s

B‘/r,s = bsv;",&

S vyuzitim téchto rovnosti mizeme vyjadrit
(A + B)V;",s - A‘/r,s + B‘/;‘,S - ar‘/r,s + bs‘/r,s = (a'r + bs)‘/r,s-

Vyraz a, + bs je tedy vlastnim c¢islem matice A + B. Protoze jsou a; a b; nezavislé
proménné, mé polynom det(z] — A — B) stupné mn pro vypocet vlastnich ¢isel matice
A+ B mn riiznych feseni ve tvaru a, + by, stejné jako polynom [[, [T72, (v —a; — b)),
jehoz stupen je taktéz mn. Protoze maji navic oba tyto polynomy vedouci koeficient
roven 1, musi platit

n m

HH(ZL‘ —a; —b;) =det(z] — A— B),

i=1 j=1
¢imz je dokdzan vztah (3.1).
Déle miizeme vyjadrit

ABV,, = AbV,, = bAV,y = a,b, Vi,

V tomto piipadé je mn riznych vyrazi ve tvaru a,.bs; vlastnimi hodnotami matice
AB, a tedy kofeny polynomu det(x!/ — AB) stupné mn. Ze stejnych divodu jako
v predchozim pripadé tedy plati

n m

HH(:U — a;b;) = det(zI — AB),
i=1 j=1
¢imz je dokadzana i druhd ¢ast lemmatu. O

Nyni jiz mizeme formulovat vétu, jez ndm udé vztah mezi mnozinami O-¢isel a totalné
realnych cisel.

Véta 3.5. Plati F\/W C FTR-
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Diikaz. Podle definic 3.5 a 2.11 je IF ;77 nejmensi podpole mnoziny komplexnich ¢isel
uzaviené na operaci a — /14 a?> a Frp mnozina algebraickych ¢isel, pro néz jsou
vSechna ¢isla s nimi konjugovana realna. Abychom dokazali platnost této véty, staci
ukézat, Ze pro libovolna ¢isla a,b € Fpp jsou i ¢isla —a,a ', V14 a2,a + b,a - b to-
talné realna. Oznacme {a;}, ¢isla konjugovana s ¢islem a a {b;}7, ¢isla konjugovana
s Cislem b.

K diikazu, ze ¢islo —a je totalné redlné, vyuzijeme polynom

n

q_o(z) = H(SL’ + a;).
i=1
Nasim cilem je ukazat, ze vSechny kotfeny minimalniho polynomu p_,(x) tohoto po-
lynomu (tj. vSechny kofeny minimélniho polynomu, jeho7 kofeny jsou i ¢isla a;) jsou
realné. Roznasobenim polynomu ¢_,(z) dostavame

n n
q-a(x) = H(az +a;) = Z sj(ay, ... a,)z",
i=1 =0
kde s;(a1,...,ay) jsou elementarni symetrické polynomy tvotené ¢leny a, ..., a,. Pro-

toze Cislo a je totalné redlné, je polynom ¢(z) = [[;_,(z — a;) podle definic 2.8 a 2.11
polynom s racionalnimi koeficienty, pfi¢emz tyto koeficienty jsou pro éleny 27 ve tvaru
(—1)sj(ay,...,a,), kde sj(ay,...,a,) jsou elementarni symetrické polynomy tvofené
¢leny aq, ..., a,. Ozna¢me si p(x) minimalni polynom polynomu ¢(z). Protoze koefi-
cienty polynomu ¢(z) ve tvaru (—1)’s;(ai,...,a,) jsou raciondlni, jsou i koeficienty
polynomu ¢_,(x) ve tvaru s;(a,...,a,) nutné raciondlni. Navic je zfejmé, 7Ze Cislo
—a je kofenem polynomu ¢_,(z), a proto polynom p_,(x) déli ¢_,(z). To znamena,
ze viechny kofeny polynomu p_,(z) jsou zaroven koteny polynomu ¢q_,(z). Jelikoz je
¢islo a totalné realné, vsechna ¢isla a; s nim konjugovana jsou realna. Proto i vSechna
¢isla —a;, tedy kofeny polynomu ¢_,(z) jsou redlna ¢isla, a tedy i vSechny koteny
polynomu p_,(z) jsou redlna ¢isla. To znamend, 7e ¢islo —a je totalné redlné.

Diikaz toho, Ze ¢islo a~! je totalné realné, provedeme stejnym zptisobem, pficem? misto
polynomu ¢_,(x) pouzijeme polynom

o (2) = (H - ) (H)

Ozna¢me p,-1(z) minimalni polynom polynomu ¢,-:(x). Vime, ze ¢isla a; jsou redlna
a navic vime, 7e jsou kofeny ireducibilniho polynomu a tudiz jsou nenulova (kdyby
kofenem polynomu bylo ¢islo 0, byl by takovy polynomu délitelny polynomem h(zx) = z,
a tudiz by byl reducibilni). Kofeny polynomu ¢,-:(x), tudiz i polynomu ¢,-:(x), ve
tvaru a; ' jsou tedy jisté redlné. Roznasobenim polynomu g,-1(x) dostavime

a1 (7) = (ﬁ T —a; ) (Haz> = (JZO (—1Ys;(art, ... a, ) (Haz> =

- Z(—l)jsn_j(al, R i
=0
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Stejné jako v predchozim piipadé jsou tedy koeficienty polynomu g,-1(z) racionélni,
¢islo a™! je kofenem polynomu p,-1(z) a viechny kofeny polynomu p,-1(z) jsou realna
¢isla. Cislo a™! je tudiz tot4lné realné.

K dikazu, ze jsou totalné redlna cisla a + b a a - b, vyuzijeme polynomy

Gayb(T) = H H(w —a; — b)
qap(x) = H H(x — a;b;).

Podle vztahi (3.1) a (3.2) lemmatu 3.4 lze oba tyto vztahy vyjadfit pomoci matic
A a B, jejich koeficienty jsou bud ¢isla 0 nebo 1, nebo elementérni symetrické poly-
nomy tvorené navzajem konjugovanymi ¢isly. Ve vSech pripadech jde o ¢isla racionalni.
Polynomy q,.5(z) a gu(z) jsou tedy polynomy s raciondlnimmi koeficienty. Protoze
jsou disla a; a b; redlnd, jsou i kofeny téchto polynomi redlné. Minimdlni polynomy
Pasb(T), papr(x) téchto polynomi jsou tedy polynomy s raciondlnimi koeficienty, jejich
kofeny jsou redlna ¢isla a jednim z kofenti je ¢islo a + b, respektive a - b. Cisla a + b
a a - b jsou tedy totalné realna.

Nakonec je tfeba ukéazat, ze i ¢islo V1 + a? je totalné redlné. Uvazujme polynom

n

dyre(r) = [[(«* =1 - ap).

i=1

Tento polynom je symetricky vzhledem k a;. Podle véty 2.15 je mozné jej vyjadrit
pomoci elementarnich symetrickych polynomi v a;. Jeho minimalni polynom p_/1>(z)
mé tedy racionalni koeficienty. Cislo v/1 + a2 je jeho kofenem a protoze jsou ¢isla a;
redlna, jsou ¢isla 1 + a? kladnd, a tudiz jsou vSechny jeho kofeny ve tvaru /1 + a?
realné. Cislo v/1 + a2 je tedy totalné redlné. O

Nyni jiz miuzeme vyslovit vétu, jez ndm udava vztah mezi zakladnimi origami kostruk-
cemi a eukleidovskymi konstrukcemi.

Véta 3.6. Plati F\/HT = FTR N F\/E

Diikaz. Dikaz véty je uveden v [13]. O

Poznamka 3.3. Vétu je mozné interpretovat tak, ze kazda konstrukee, jiz 1ze sestrojit
pomoci zakladnich konstrukei origami je eukleidovsky sestrojitelna. Obracena implikace
neplati.

Jak je tedy vidét, zakladni konstrukce origami ndm neptinasi oproti eukleidovskym
konstrukcim zadné nové moznosti. Snadno si muzeme napiiklad ukazat, ze pomoci
zakladnich konstrukei origami nelze provést duplikaci krychle. Kdyby to bylo mozné,
muselo by platit /2 € F JIraz- Toto ¢islo je kofenem polynomu 2% — 2. Dal§imi kofeny
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tohoto polynomu (a tedy ¢isly s timto ¢islem konjugovanymi) jsou komplexni ¢isla
/2 <—% + ?z) Cislo /2 tedy neni totalné realné a tudiz ani sestrojitelné pomoci
zakladnich konstrukei origami.
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Kapitola 4

Axiomatické zavedeni origami

Podle posledni véty predchozi kapitoly by se zdalo, ze origami ndm neptinasi zadné nové
moznosti oproti konstruovani pomoci pravitka a kruzitka, nicméné opak je pravdou.
Uvedené zakladni konstrukce totiz nepopisuji vSechny moznosti konstruovani pomoci
origami. Ukazuje se, ze konstrukce origami lze rozsitit jesté o dalsi axiomy, a pravé tyto
axiomy nam prinesou zasadni vyhodu ve srovnani s konstruovanim pomoci pravitka
a kruzitka. Cilem c¢tvrté kapitoly je zavést tyto axiomy a demonstrovat jejich ptinos
na konkrétnich prikladech.

4.1 Huzitovy axiomy origami

Tato ¢ast je zpracovana hlavné dle [6, 13].

Axiomy origami nesou nazev Huzitovy po matematikovi, ktery je formuloval. Jejich
tvar je nasledujici.

HO; Pro dané dva body P;, P, mizeme slozit piehyb (pfimku) protinajici oba tyto
body.

HO, Pro dané dva body P;, P5 lze pielozenim zobrazit bod P, na bod Ps.

HOj3 Jsou-li dany dvé primky /1, {5, mizeme pielozenim zobrazit primku ¢; na primku
ls.

HO,4 Pro dany bod P a primku ¢ lze slozit prehyb kolmy na pifimku ¢ a protinajici
bod P.

HOs Jsou-li dany dva body P, P, a piimka ¢, muzeme slozit piehyb prochazejici bo-
dem P5, ktery zobrazi bod P; na piimku /.

HOg Pro dané dva body P;, P, a dané dvé primy /1, {5 mizeme slozit piehyb, ktery
zobrazi bod P; na primku /; a bod P, na piimku /5.

HO7 Je-li dan bod P a dvé primky £y, {5, lze sestrojit prehyb kolmy na primku /s,
ktery zobrazi bod P na ptimku /¢;.

Posledni tii Huzitovy axiomy jsou znazornény na obrazku 4.1.
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Obrazek 4.1: Axiomatické zavedeni origami (axiomy HOj - HO7)

Poznamka 4.1. Axiom HO, tohoto zavedeni origami popisuje konstrukei osy tsecky
P, P,. Axiom H O3 popisuje kostrukei osy tihlu, ktery sviraji pfimky ¢; a ¢5, pokud jsou
tyto primky riznobézné. V piipadé, Ze jsou tyto primky rovnobézné, popisuje nam
bod HOj3 kostrukci osy rovinného pasu daného témito primkami. Hlavni sila origami
vSak spociva zejména v axiomu HOg, ktery, jak si ukdzeme, nam dovoli jednoduchym
zpiisobem sestrojit konstrukce, které neni mozné sestrojit pomoci zakladnich konstrukeci
origami viz definice 3.1 a dokonce ani pomoci pravitka a kruzitka. Tento Sesty axiom
nese jméno po své objevitelce ,,Beloch fold“.

4.2 Priklady vyuziti Huzitovych axiomu

Druhd ¢ast této kapitoly je zpracovana s vyuzitim [6, 13, 17, 18]

Abychom demonstrovali silu axiomu H Og, ukdzeme nyni nékolik piikladi jeho vyuziti.
Nejprve se budeme zabyvat trisekci thlu. Trisekce thlu je jednim ze tii klasickych
problémii starovéku. Jak jsme jiz uvedli v ivodni kapitole, nelze ji provést s vyuzitim
kruzitka a pravitka. Existuje vSak nékolik algoritmii, jak provést trisekci ithlu pomoci
origami. My si ukdzeme dva z nich. Autorem prvniho z nich je japonsky matematik
Tsune Abe.

Priklad 4.1. (Abeho algoritmus pro trisekci dhlu)
K provedeni algoritmu potfebujeme papir ve tvaru ¢tverce, vrcholy ¢tverce si oznac¢ime

A, B,C, D (viz obr. 4.2).

1) Sestrojime tthel <BAP, ktery budeme chtit rozdélit na 3 shodné uhly.

2) Ptelozenim sestrojime prehyb E'F rovnobézny s tseckou AB.

3) PreloZzenim zobrazime bod A na bod E, ¢imz ziskdme tsecku GH.

4) Slozime piehyb, kterym zobrazime bod A na tsecku GH a bod E na tisecku AP.

Tento prehyb nechédme slozeny a prenesené body oznac¢ime A’, E’. Bod, na ktery
se nam timto prehybem zobrazi bod G oznac¢ime G'.

5) Ptelozenim zobrazime bod E’ na bod A’, ¢imz ziskdme tsecku G'I.

6) Rozlozime papir do pivodniho ¢tverce a isecku G'I prodlouzime na tsecku Al.

7) Dokoné¢ime trisekci ithlu sestrojenim tisecky AJ, kterou ziskame ptrelozenim tisecky
AB na tisecku Al.
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Obrazek 4.2: Abeho trisekce thlu (body 1 - 7)

Diikaz. Usetka AJ je osou tihlu <BAI viz bod 7), a proto |[<BAJ| = |<JAI|. Podle
bodu 3) plati |AG| = |EG]|, a proto plati i |A'G’| = |E'G’|. Usecka G'I je tedy Gasti
osy tsecky A'E’, sestrojené v bodé 5). Prinik této osy s tse¢kou GH si ozna¢me jako
bod K.

Vzhledem k tomu, ze bod K lezi na ose tsecky A'E’, plati |[KA'| = |[KE'| a také
|<A'KG'| = |<FE'KG'|. Velikost ahlu <AK A" mizeme vyjadiit jako

|[KAKA'| = 7 — |[<A'KG'| a velikost ahlu <AKFE' jako |<AKE'| = m — |[<E'K{,
a proto plati TAK A’ =2 <AKE' . Use¢ka AK je stranou trojtihelnikt AAK A’ a AAKE'.
Miuzeme tedy Fict, ze tyto trojihelniky jsou shodné podle véty sus.

7 této shodnosti vyplyva skutecnost, ze |AA’| = |AE'|, a proto bod A jisté lezi na
ose tsecky A'E’, a mizeme tedy ¥ict, 7e bod 6) je zadan korektné. Ze stejné shodnosti
trojuhelnikd navic plyne shodnost uhli <JAI & </ AP. Mame tedy

<QJAI = <IAP = <BAJ, a tedy |[<BAJ| = $|<BAP]. O
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Obrazek 4.3: Ditkaz Abeho algoritmu

Poznamka 4.2. Vyhodou vyse uvedeného algoritmu je jeho jednoduchost. Naopak
jeho nevyhodou je nutnost pouziti ¢tvercového papiru a skutec¢nost, ze jej lze pouzit
pouze na trisekci ostrého ¢i pravého thlu.

Autorem druhého algoritmu, ktery si ukdzeme, je francouzsky matematik Jacques Jus-
tin. Pomoci néj budeme moci provést trisekci tupého thlu (viz obr. 4.4).

Priklad 4.2. (Justiniv algoritmus pro trisekci tupého thlu)

1) Sestrojime tupy tihel <AV B, ktery budeme chtit rozdélit na tii shodné thly.

2) Pielozenim sestrojime piimku p, na niz lezi rameno VA a piimku ¢, na niz lezi
rameno V B.

3) Pielozenim sestrojime piimku r kolmou na piimku p a prochazejici bodem V.

4) Zvlolime bod X na polopfimce VB a bod Y na polopfimce opaéné k této polo-
piimce tak, ze | XV| = |YV].

5) Ptelozenim pieneseme bod X na polopfimku opac¢nou k polopiimce VA a bod YV
na primku r. Takto vzniklou primku pojmenujeme s.

6) Pielozenim sestrojime piimku ¢ kolmou na na p¥imku s a prochézejici bodem V.
Na této p¥{mce zvolime uvniti thlu <AV B bod P. Plati [<AV P| = 3|<AV B.

Diikaz. Ozna¢me si bod X', na ktery se zobrazi v bodé 5) bod X. Déle si ozna¢me
bod V', na ktery se v témze bodé zobrazi bod V, a bod Y’, na ktery se ve stejném
kroku prenese bod Y. Podle bodu 5) je ziejmé, 7e jsou tsecky X X', VV’" a Y'Y’ kolmé
na piimku s, a tedy jsou vSechny rovnobézné. Z téhoz bodu také plyne | XV| = | X'V’|
(osova soumérnost je shodné zobrazeni). Ctyitihelnik XV V'V’ je proto rovnoramennym
lichobéznikem a plati |<X'V'V| = |<V'V X]|.

Uhel <XV A je piimy, a proto |<X'vz| = 7 — |<AV B|. Uhly <AV P a <V'V X’ jsou
vrcholové, a tedy maji stejnou velikost. Mtzeme tedy psat

1<V'VX| = |<AVP| + 7 — |<AVB|.
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Obréazek 4.4: Justinova trisekce tthlu (body 1 - 6)

Obrazek 4.5: Diikaz Justinova algoritmu

Trojthelnik X'VY” je pravouhly s pravym thlem u vrcholu V', viz 3). St¥ed kruznice
opsané tomuto trojiuhelniku lezi na stiedu jeho prepony X'Y”, kterym je bod V’, viz
body 4) a 5). Protoze body V a X’ le7i na téze kruznici se stfedem v bodé V', plati

| X'V'| = |VV]. Trojahelnik X'V'V je tedy rovnoramenny a plati

|<VX'V'| = |[V'VX'| = |AV P|. Proto miizeme vyjadiit |[<X'V'V| =7 — 2|<AV P].

Miuzeme tedy porovnat |<<TAV P|+7—|<AV B| = 71 —2|<AV P| a po jednoduché apravé
dostavame |[<AVP| = 3|<AVB|. O

Poznamka 4.3. Pti Justinovu algoritmu nezalezi na tvaru pouzitého papiru. S vyuzi-
tim obou popsanych algoritmi uz mizeme snadno tesit trisekci libovolného thlu. Pro
trisekci primého thlu miizeme sestrojit jeho osu , ¢imz vzniknou dva pravé thly. Podle
Abeho algoritmu umime sestrojit tthel o velikosti % jednoho z nich, ¢imz ziskdme thel
o velikosti % velikosti pfimého thlu.

Stejnym zpusobem muzeme postupovat u nekonvexniho thlu. Sestrojime-li jeho osu,
ziskdme dva shodné tupé uhly. Sestrojenim uhlu o velikosti % jednoho z nich pak
dokonc¢ime trisekci pivodniho tthlu. Nakonec plny thel miizeme rozdélit libovolnou
primkou prochéazejici jeho vrcholem na dva ptimé thly, u nichz jiz umime sestrojit

33



jejich tietinu. Sestrojime-li t¥etinu jednoho z nich a zobrazime-li jedno rameno takto
vzniklého thlu v osové soumeérnosti podle druhého ramena téhoz tihlu, ziskame thel,
jehoz velikost bude % plného thlu.

Poslednim prikladem, ktery si ukdzeme, bude feseni dalsiho z klasickych problémi
origami, kterym je duplikace krychle. Abychom mohli provést duplikaci krychle o jed-
notkovém objemu, je t¥eba umét sestrojit tsecku o délce v/2. Pro sestrojeni takové
usecky budeme potiebovat ¢tvercovy papir rozdéleny na 3 shodné obdélniky. Drive
nez si ukazeme samotnou duplikaci krychle, ukdzeme si, jak si takovy papir snadno
pripravit.

Obrazek 4.6: Rozdéleni strany ¢tverce na tfetiny (body 1 - 4)

Piiklad 4.3. (Rozdéleni strany ctverce na tietiny)

1) Prelozenim sestrojime thlopticku AC ¢tverce ABCD.

2) Ptelozenim zobrazime bod A na bod D, ¢imz ziskdme osu tisecky AD. Priisecik
této osy s useckou AD oznac¢ime F.

3) Slozime piehyb prochazejici body B a E. Prise¢ik této piimky s ahlopfickou AC
nazveme bodem X.

4) Pielozenim sestrojime kolmici na tsecku AB prochéazejici bodem X. Jeji prisecik
s tiseckou AB nazveme bodem P. Plati |[AP| = 5| AB].

Diikaz. Oznacme si délku a strany ¢tverce ABC'D. Déle ozna¢me x vzdélenost |AP].
Sestrojme kolmici na tisecku AD prochazejici bodem X a bod na jejim priiseciku s tisec-
kou AD nazvéme Y. Ctyitihelnik APXY je obrazem ¢étverce ABCD ve stejnolehlosti

34



e R )
B
Obréazek 4.7: Dikaz rozdéleni strany ¢tverce na tretiny

se stiedem v bodé A a koeficientem podobnosti £ a jde tedy také o ctverec. Plati

tak |AP| = |XP| = |XY| = . Uhel <BAD je shodny s tthlem <BPX (oba jsou
pravé viz 1) a 4)). Vzhledem k tomu, ze tsecky AB a XY jsou rovnobéiné, plati
|<PBX| = |<Y XE| (souhlasné ahly). Mtuzeme tedy ¥ict, ze APBX ~ AYXE. Z po-
dobnosti téchto trojuhelnikt vyplyva rovnost

|[EY|  |XP|
IXY| |PB|’

Dosadime-li |[EY| = § —,|XY| =2,|XP| =z a |PB| = a — z, dostaneme

N

Protoze x # 0 a a # x, miZeme obé strany této rovnosti vynasobit ¢islem z - (a — z)

a po upravé dostaneme

3 a?
—ar = —.
2 2

Vzhledem k tomu, 7e a # 0, mizeme obé strany rovnice ¢islem a vydélit a po upravach
dospéjeme ke vztahu

a
T = .
3
U

Poznamka 4.4. Nasim cilem je rozdélit ¢tverec na t¥i shodné obdélniky. Jeden takovy
nam ze ¢tverce oddéli pfimka sestrojend v bodé 4). Piehyb, ktery nam pfenese bod B
na bod P, rozdéli zbylou ¢ast ¢tverce, ¢imz ziskdme zbylé dva potiebné obdélniky.

Nyni jiz mizeme pristoupit k samotné duplikaci krychle. Postupii jak duplikovat krychli
je nékolik. My si ukdzeme ten nejzndméjsi, jehoz autorem je Peter Messer. Jeho algorit-
mus nam umozni rozdélit stranu ¢tverce na dvé ¢asti v poméru v/2 : 1, ¢éimz ukazeme

sestrojitelnost ¢isla v/2 pomoci origami.
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Obrazek 4.8: Messerova duplikace krychle

Priklad 4.4. (Messeriv algoritmus duplikace krychle)

Ozna¢me si body ¢tverce rozdéleného na t¥i shodné obdélniky A, B,C, D, E, F,G, H
viz obr. 4.8. Slozime piehyb p, kterym zobrazime bod B na tsecku AD a bod F' na
usecku GH. Bod, na ktery se zobrazi pii tomto kroku bod B, nazveme bodem B’. Plati
|DB'| : |AB'| = v/2 : 1.

Obrazek 4.9: Diikaz Messerovy duplikace krychle

Diikaz. Ozna¢me bod, na ktery se nam zobrazi pti konstruovani prehybu p bod F|,
jako bod F’. Déle si ozna¢me priisecik P piimky p s tiseckou AB. Nakonec si ozna¢me
vzdalenosti |DB'| = x, |AB'| =y a |AP| = z. Pak plati |AD| = |AB| = z + y. Protoze
bod B’ je obrazem bodu B v osové soumérnosti podle primky p, plati

|PB'| = |PB| = 2+y—z. Use¢ka B'F’ je obrazem tisecky BF v té7e osové soumérnosti.
Navic jsme pouzili papir rozdéleny na tii shodné obdélniky, a vime tedy

|B'F'| = |BF| = L. Déle plati |GB'| = |DB'| — |DG| = x — &% = 224,

Uhly <PAB’ a <B'GF"’ jsou pravé. Pouzitim Pythagorovy véty v trojihelniku AAPB’
dostavdme y? + 22 = (z + y — 2)%. Po umocnéni vyrazu na pravé strané této rovnosti
a naslednych tipravach mame 2z(z + y) = 2 + 2zy. Vzhledem k tomu, Ze x,y jsou
vzdalenosti, a tedy kladna ¢isla, miizeme obé strany rovnosti vydélit vyrazem 2(x + y)
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a tim ziskame vyjadreni
B % + 2xy
2 +4y)’

Oznacime-li si |[<APB'| = «a, pak ze souctu vnit¥nich thli trojihelniku AAPB’ plyne
|<AB'P| = 7 — a. Z osové soumérnosti podle ptimky p plyne |<PBF|= [PB'F'| = 7.
Protoze uhel <AB’'D je piimy, plati

|<GB'F'| = |<AB'D| — |<AB'P| — |PB'F'| = 7 — (g - a> - g — a.
Mizeme tedy fict, ze NAPB' ~ AGB'F’.

S vyuzitim této podobnosti trojihelniki mizeme psat

|GB'| B |AP|
|\B'F"|  |PB'|
a po dosazeni
22—y 2 +2xy
3 2(z+y)
Tty 24 2zy
Ty Ty = 2(;+y3y

Protoze (z + y) je jisté kladné ¢islo, mizeme tuto rovnost upravit na tvar

20—y % + 2xy
r+y 224 2zy+ 2%

Vzhledem k tomu, ze vyrazy v obou jmenovatelich jsou jisté kladné, miizeme obé strany
rovnosti vynasobit obéma témito jmenovateli. Po naslednych tpravach jiz dostaneme
vztah

% =2y° a tedy z = V/2y.
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Kapitola 5
Pocitacové origami

V této kapitole struc¢né nastinime, jakym zptisobem je mozné vyuzivat vypocetni tech-
niku pii praci s origami konstrukcemi a pti automatickém dokazovani.

5.1 Automatické dokazovani

Tato ¢ast byla napsdna s vyuzitim zdroju [14, 15, 16].

Jak jsme si ukazali ve ¢tvrté kapitole, origami nam piinasi oproti eukleidovskym kon-
strukcim nové moznosti. To s sebou nese také moznost formulovani novych matema-
tickych vét. Dokazovani takovych vét ,ruc¢né“ byva casto velmi slozité. Pro zrychleni
dikazi v geometrii (a nejen v geometrii) lze pouZzit vypocetni techniku a to k tzv. au-
tomatickému dokazovani. Pro naroc¢nost této teorie uvedeme pouze zakladni vlastnosti,
které budeme potirebovat pro demonstraci na prikladech. Podrobné je tato teorie po-
psana v [16].

Abychom mohli provést diikaz daného tvrzeni, je tfeba dany geometricky problém nej-
prve spravné matematicky popsat. K tomu potrebujeme zvolit soustavu souradnou.
Vétsinou volime kartézskou soustavu soutadnou s pocatkem umisténym tak, aby for-
mulace daného problému byla co nejjednodussi. S vyuzitim této soustavy souradné pak
jiz mizeme vyjadrit mnozinu predpokladi dokazovaného tvrzeni {h; =0,..., h, =0}
a zaver tvrzeni ¢ = 0, kde hy = 0,...,h, = 0,c jsou jisté polynomy. Nasim cilem je
pak dokazat tvrzeni ve tvaru:

hl - O
: =c=0 (5.1)
h, =0
Lze ukazat, Ze tvrzeni ve tvaru (5.1) je pravdivé, plati-lic € I = (hy,..., h,). Jinymi

slovy miizeme Tici, ze tvrzeni je pravdivé, pokud lze jeho zavér vygenerovat pomoci jeho
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predpokladii. K rozhodovani, zda je tvrzeni pravdivé, se tedy nabizi naptiklad vyuziti
Grobnerovych bazi, jez jsme popsali v posledni ¢asti druhé kapitoly. Pro nase vypocty
bude zasadni nasledujici véta.

Véta 5.1. Tvrzeni ve tvaru (5.1) je pravdivé pravé tehdy, kdyz redukovanou Grsbne-
rovou bazi idedlu (hq, ..., h,,1 —uc) je mnozina {1}.

Diikaz. Dikaz véty je k dispozici v [16]. O

Poznamka 5.1. Pismenem u v predchozi vété znac¢ime novou formalni proménnou.
Jsou-li tedy polynomy hq, ..., h, prvky okruhu F[zy,..., x|, pak (hy, ..., h,, 1 — uc)
je podmnozinou okruhu F[zy, ..., zx, u]. Podrobnosti lze nalézt v [16].

Pro diikaz daného tvrzeni po formulaci prislusného problému budeme pouzivat software
MATHEMATICA, s jehoz pomoci budeme moci jednoduse urcit prislusnou redukovanou
Grobnerovu bazi. Cely postup si ukdzeme na nasledujicim piikladu.

Priklad 5.1. Dokazte, ze se téznice v libovolném trojihelniku protinaji v jediném
bodé.

Diikaz. Méjme trojuhelnik AABC'. Soustavu souradnou si zavedeme tak, ze vrcholy
trojihelniku budou mit soufadnice A = [0, 0], B = [2a, 0], C' = [2b, 2¢|. Déle si oznac¢ime
body S,, Sy, Sc jako stfedy stran (po fadé) BC, AC, AB trojthelniku. Tyto stfedy maji
soufadnice S, = [a + b, c|, S, = [b, ], S. = [a,0]. Rovnice té/nic trojuhelnika AABC
maji tvar

to:cx—(a+by=0
tp: cx + (2a — b)y —2ac =0
te:2cx + (a —2b)y — 2ac =0

Déle uvazujme bod T o souiadnicich T' = [p, g]. Aby lezel tento bod na téznicich naseho
trojuhelnika, musely by platit rovnosti

Tet,:cp—(a+b)g=0
Tety:ecp+(2a—b)g—2ac=0
Tet.:2cp+ (a—2b)g —2ac=0

Nasim cilem je ukazat, 7e se vSechny tti téznice protinaji v jediném bodé. Predpokla-
dejme tedy, ze bod T je prusecikem téznic t, a t.. Chtéli bychom ukazat, ze v takovém
piipadé jiz jisté plati T € ¢, (a tedy ze prisecikem dvou téznic musi prochazet i tfeti
téznice). Dokazujeme tedy tvrzeni ve tvaru

ep+ (2a —b)g —2ac=0

2cp+ (a —2b)g — 2ac =0 }:>cp—(a+b)q:0
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Podle véty 5.1 tedy potfebujeme ukéazat, ze redukovanou Grobnerovou béazi idedlu
{ep + (2a — b)qg — 2ac,2cp + (a — 2b)q — 2ac, 1 — u(cp — (a + b)q))

je mnozina {1}. V programu MATHEMATICA tedy zaddme piikaz

GrobnerBasis[{c*p+ (2xa—b)*xq—2%xa*xc,2*xc*xp+(a—2%b)*xq—2*xax*c,
L—ux(cxp—(a+tb)xaq)}h{p, ¢ upl;

V piikazu jsme oznacili nejprve mnozinu generatoru idealu, jehoz redukovanou Grob-
nerovu bazi chceme urcit, a nasledné mnozinu promeénnych. Po prislusném vypoctu
nam program ukaze nasledujici vystup:

nlfl= GroebnerBasis[{csp+ (2xa-b)xsg-2xasxc, 2xCcxp+ (a-22b)xg-2xa=xc,
l1-ux(caxp-(a+b)=q)}, {p, g, u}l

outfsl= {1}
Obrazek 5.1: Automaticky dikaz pomoci software MATHEMATICA

Jak mizeme vidét, hledanou redukovanou Grébnerovou bazi naseho idealu je mnozina
{1}. Tim jsme ukazali, Ze prise¢ikem dvou téZnic prochazi i téZnice tieti, a tedy Ze
prinikem vsech tii téznic v trojihelniku je jediny bod. O

Piiklad 5.2. Jako druhy priklad ukdzeme automaticky dikaz algoritmu rozdéleni
strany c¢tverce na tfetiny viz priklad 4.3. Uvazujme délku strany c¢tverce a. Soutadnice
bodi viz piiklad 4.3 jsou tedy A = [0,0], B = [a,0],C = [a,a],D = [0,a], E = [0, 5].
Uhlopiitka AC ma rovnici z — y = 0, piimka dana body B a E pak = + 2y — a = 0.
Bod P mé soufadnice P = [p,0]. Bod X pak ma soufadnice X = [p, ¢|. Nasim cilem je
ukazat, 7e p = %a. Pozadovany zaver je tedy c: 3p —a = 0.

Vzhledem k tomu, ze bod X lezi na priseciku uhlopricky AC a piimky dané body
B, D, musi platit predpoklady ve tvaru hy : p—q¢ =0 a hy : p+ 2¢ — a = 0. Chceme
tedy urcit redukovanou Grobnerovu bazi idedlu (p — ¢,p + 2qg — a, 1 — u(3p — a)).

Prislusny vystup programu MATHEMATICA je pak nasledujici:

In[4]:= GroebnerBasis[{p-d9, P+2xg-a, 1-ux(3xp-a)}, {p, g, u}l
Outl4l= {1}

Obrazek 5.2: Automaticky dikaz tlohy ptikladu 4.3

Miuzeme vidét, ze diikkaz probéhl dle oc¢ekavani a bod P tedy lezi v jedné tretiné strany
¢tverce AB.
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5.2 E-origami systém

Pfi tvorbé nasledujici ¢asti byly pouzity zdroje [19, 20, 21].

Pro modelovani origami konstrukei je vhodny E-origami systém (dale Fos). Tento sys-
tém je dilem skupiny Symbolic Computation Research Group. Jde o doplnék programu
MATHEMATICA, ktery je k dispozici zdarma na webu http://www.i-eos.org:8080/ieos.
Zde je také mozné najit navod, jak tento doplnék spustit a spravné nastavit, informace
o tomto dopliiku a o jeho autorech.

Pro nase ticely budeme pouzivat nastaveni:

Inexact[];

Interaction[False];

SetOptions[ShowOrigami, ShowFrame — False];
$gap = 10; SetSystemAccuracy[5];

Pro zah&ajeni procesu skladani origami pouzijeme piikaz
BeginOrigamil[];

Tento piikaz ndm vygeneruje jako vstup ¢tverec ABC D. Jeho lic je znazornén modrou
barvou. Provedeme-li nasledné prehyb, po kterém bude vidét rubova ¢ast puvodniho
¢tverce, bude tato ¢ast znazornéna zelenou barvou. Vygenerovany ¢tverec ma rozméry
10 x 10. Mame-li ji vygenerovany ctverec, mizeme do néj libovolné umistit potrebné
body, ze kterych chceme vychazet, pomoci prikazu

NewPoint["X"— {a,b}];

X je v tomto pripadé oznaceni nového bodu a cisla a, b jeho souradnice. Nasledné jiz
mizeme prejit k samotnému prehybani. K tomuto ucelu slouzi sedm ptikazi, které
koresponduji se sedmi Huzitovymi axiomy origami, jez jsme zavedli ve ¢tvrté kapitole.
Prikazy jsou nasledujici:

HOLQ, Through — {Pi, P»}]1;Zobrazeni bodu X pomoci piehybu, prochézejiciho body
Pl; P2.

HO[P;, P»] ; Ptehyb, ktery zobrazi bod P; na bod P,.

HO [/, (5] ; Ptehyb, ktery zobrazi primku ¢; na primku /5.

HO[/, Through— PJ;Piehyb kolmy na ptimku ¢ prochazejici bodem P.

HOLP,, ¢, Through— PF5];Piehyb prochéazejici bodem P,, ktery zobrazi bod P, na
primku /.

HO[P,, ¢1, P, (3];Ptehyb, ktery zobrazi bod P; na primku ¢; a bod P, na pifimku
ls.

HO[LP, ¢, ¢];Ptehyb kolmy na piimku /5, ktery prenese bod P na ptimku /;.

Pti samotném zadavani pak vSechny body zadavame v uvozovkach. V nékterych pripa-
dech se mize stat, ze je dany prehyb mozné provést vice zpiisoby. V takovém pripadé
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nam Fos zobrazi vSech n moznosti oznacenych ,,Case 1“ az ,,Case n“. Dale je tieba si
jednu z téchto moznosti vybrat, coz provedeme ptislusnym doplnénim ptikazu. Pokud
napiiklad pouzivame Sesty axiom a chceme zvolit druhou z nabizenych moznosti, bude
prislusny prikaz

HO[P,, ¢y, P,, V5, Case—2];

Chceme-rozlozit posledni sloZeny (a jesté nerozlozeny) prehyb, zaddme piikaz
Unfold[];

Chceme-li rozlozit vSechny prehyby, zadame piikaz

UnfoldAll[];

Jako priklad si mizeme ukazat model Abeho algoritmu pro trisekci ostrého tthlu (viz pii-
klad 4.1). P¥islusna posloupnost piikazi je nasledujici:

BeginOrigamil[];

NewPoint ["P"— {3.7,10}1;
HO["D", Through— {"A”,”P"}1;
Unfold[];

NewPoint ["E"— {0,5.4}1;
HO["DA", Through — "E"I;
Unfold[];

HO["A", "E"];

Unfold[];

HO["A", "IH", "E", "AP", Case —3];
HO["A", "E"];

UnfoldAll[];

HO["D", Through— {"Q",”R"}1;
Unfold[];

HO["AB", "AQ", Case — 11;
Unfold[];

Vystupem programu je potom grafické znazornéni jednotlivych kroki viz obrazky 5.3
a H.4.

Kromé toho, ze je doplnék FEos vhodnym matematickym prostfedim k modelovani
origami konstrukci, je také velmi dobrym pomocnikem pri automatickém dokazovani.
Jeho velkou vyhodou je skutecnost, ze dokadze sam s vyuzitim provedené konstrukce
vygenerovat jak mnozinu predpokladi, tak zavér dokazovaného tvrzeni, ¢imz nam use-
tTi praci pfi matematickém popisovani prislusného matematického problému. Zpisob,
jakym FEos generuje pfislugné polynomy, je popsan v [20].

Chceme-li tedy dokazat dané tvrzeni, potirebujeme jako vstup pouze provést prislusnou

origami konstrukci pomoci Fos a nasledné zadat cil, ke kterému chceme dojit. Systém
Fos nasledné vygeneruje ptislusné predpoklady a zavér a pomoci Grobnerovych bazi
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Obrazek 5.3: Trisekce tthlu pomoci Fos - ¢ast 1

provede automaticky ditkaz. Vystupem programu je pak soubor, v némz jsou popsany
kroky, které Eos provedl a informace, zda byl dikaz s vyuzitim Grobnerovych bazi
uspésny.

Jako priklad si ukdzeme dikaz vyse sestrojené Abeho trisekce ostrého tthlu. Po prove-

43



Obrazek 5.4: Trisekce uhlu pomoci Fos - ¢ast 2

deni konstrukce v systému Fos je treba ptipravit systém na diikaz. Nasledujici prikazy
nam pripravi format dikazu:

ProofDocFormat [, Proof", ,Subsection", 1];
ProofDocFormat[, Goal", ,Subsubsection", 1];

Nyni jiz mizeme popsat cil (goal) naseho dikazu. Nasim cilem je ukézat, ze plati
rovnosti

|<BAS| = |[<SAQ| = |[<QAP].

Vzhledem k tomu, 7e jde zjevné o ostré uhly, plati tyto rovnosti pravé tehdy, kdyz jsou
si rovny tangenty téchto thli. Tento cil pak zadame pomoci prikazu

Goal [TOTangent [77 B” , ” An , ” Sn] - ToTangent [77 Sn , ”A” ’ i Qn]
f— ToTangent [77 Q» ’ ” A” ) 9 P»]] :

Po zadani cile je jesté tieba zadat ,mapu“ bodu na vstupu. Soutadnice bodu A, B, C, D
jsou uréeny rozméry ¢tverce na vstupu. Déale bod P mé obecné soutradnice [a, 10] a bod

E soufadnice [b,0]. Tyto body popiSeme nésledovné:

map = {"A” - {0,0},”B” — {10,0},7C” — {10,10},” D" — {0,10},” P” — {a, 10},
77E77 % {0, b}};

Nésledné jiz mtizeme zadat prikaz pro provedeni pozadovaného automatického dikazu.
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Prove["Abeho trisekce", Mapping — map, GroebnerBasis — {MonomialOrder —
DegreeLexicographic, CoefficientDomain — RationalFunctions}];

Po provedeni tohoto posledniho kroku je jiz vystupem systému pozadovany soubor
s dikazem viz obr. 5.5.

8 ProofDoc - Abeho trisekce - [m]

Proof Document of Abeho
trisekce

« Preamble H

v Program H

+ Geometrical reasoning ”

« Algebraic transformation H

+ Computation of Groebner basis H

‘Goncluson
- [Featy Ereatovas ot shgeens il |

= CPU time used for Groebner basis computation is 1.390625 seconds. 1 ‘

Obrazek 5.5: Ditkaz Abeho trisekce pomoci systému Fos

7 tohoto vystupu je patrné, ze pozadovany ditkaz probéhl tispésné.

Na zaveér si jesté vSimnéme, ze v prikazu pro provedeni dikazu pracujeme s polynomy s
racionalnimi koeficienty. Na tuto skute¢nost musime brat ohled pii zadavani pozadova-
ného cile. Chceme-li naptiklad jako cil dikazu vyjadrit vzdalenost dvou bodi, je tfeba
pracovat s druhou této vzdalenosti. Pokud bychom tak neucinili, zptisobili bychom
vzhledem k tomu, 7Ze vzdalenost dvou bodu je vyjadiena pomoci druhé odmocniny
jistého vyrazu a tedy prislusné vyjadieni neni polynomem s racionalnimi koeficienty,
problém, kviili némuz by diikaz neprobéhl spravnym zptisobem.
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Kapitola 6

Navrh tématického celku pro vyuku
na stredni skole

Origami vzhledem ke své popularité otevira pomérné zajimavou moznost, jak u zaki
stfednich Skol prohloubit a rozsifit znalosti v oblasti nejen planimetrie a analytické
geometrie, ale i algebry. Kratky tématicky celek tykajici se origami by bylo vhodné
zafadit zejména v matematickych tiidach gymnazii ¢i v zadjmovych matematickych
krouzcich. Navrh zpracovani tématického celku je nasledujici:

Téma: Geometrie origami

Cile: Seznameni zaki s axiomatickym zavedenim origami, popis souvislosti mezi kon-
strukcemi origami a eukleidovskymi konstrukcemi, oteviit novou perspektivu pti feSeni
geometrickych problémi, osvojeni zakladu prace se software MATHEMATICA, ziskani
povédomi o automatickém dokazovani v geometrii, rozvoj analytického mysleni zaka.

Motivace: Jako motivaci pro navozeni origami geometrie je vhodné seznamit zaky
struéné s konstrukcemi s omezenymi prostfedky (viz druhd ¢ast tvodni kapitoly).
Zv1astni diaraz pak klademe na eukleidovské konstrukce, které zaci jiz znaji z vyu-
covani. Déle popiseme tii klasické problémy starovéku a nastinime, Ze pomoci origami
(narozdil od eukleidovské konstruovatelnosti) budou nékteré z nich fesitelné.

Zpracovani: Po uvedeni tématu je vhodné zacit zdkladnimi konstrukcemi origami
(viz t¥eti kapitola), pfi¢emz klademe diraz na to, abychom ukazali souvislosti téchto
konstrukei s eukleidovskymi konstrukcemi. Poté je jiz mozné zavést origami pomoci
Huzitovych axiomti a ukdzat (napiiklad na tloze trisekce ostrého tihlu) piinos pridanych
axiomu. Pii tomto vykladu je diilezité, aby si zaci konstrukce sami vyzkouseli.

Po zavedeni geometrie origami a po osvojeni konstrukci prehybanim papiru zaky je
mo7né prejit ke zpracovani origami s vyuzitim vypocetni techniky (viz druhd ¢ast
péaté kapitoly). Nejprve seznamime 7aky s konstrukcemi v systému Fos a poukazeme
na korespondenci s Huzitovymi axiomy. Nasledné nastinime problematiku dokazovani
v geometrii a popiSeme zaklady potiebné k automatickému dokazovani. Vyklad dopl-
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nime jednoduchymi ptiklady, jez zaci zvladnou vypracovat sami s vyuzitim programu
MATHEMATICA a které vyzdvihnou vyhody automatického dokazovani oproti tomu
yruénimu®. Nakonec ukdzeme zakim zptisob, jak vyuzit systém Fos k automatickému
dokazovani a zdiraznime, ze tento systém za nas sadm generuje predpoklady a zavér,
¢imz nam casto velmi usnadni praci. Tento fakt znovu dolozime vhodnymi piiklady.

Nyni si ukdzeme dva ptiklady, které je vhodné béhem vykladu pouzit.

Priklad 6.1. Dokazte Ze osy stran libovolného trojihelniku se protinaji v jediném
bodé. Porovnejte standardni postup s pristupem pomoci origami geometrie.

Tento priklad je vhodné zaradit jako jeden z prvnich, jelikoz jde o problematiku, kterou
zaci z planimetrie dobte znaji. Vhledem k jeho nizké obtiznosti se priklad hodi k demon-
straci jak zptsobu konstruovani, tak k automatickému dokazovani. Nejprve provedeme
fyzickou konstrukei piikladu a to jak eukleidovsky, tak pomoci origami. Zatimco pii
eukleidovské konstrukci osy strany trojuhelniku musime postupné sestrojit dvé vhodné
kruznice a az poté ziskame osu strany trojihelniku vedenim primky pruseciky téchto
kruznic, pri origami konstrukci staci slozit jediny prehyb, ktery zobrazi jeden krajni
bod strany trojihelniku na druhy. Tim ukazeme, ze v nékterych ptipadech je rychlejsi
konstruovat pomoci origami.

Déle pristoupime ke znazornéni konstrukce pomoci systému Fos. Zadani algoritmu pro
konstrukei os stran trojiihelniku zapiseme ve tvaru:

BeginOrigamil[];

NewPoint["E” — {6.3,7.6}1;
HO[" D", Through — {"A”,”E”}1;
Unfold[];

HO["C”, Through — {"B”,”E”}];
Unfold[];

HO["A”,”B”];

Unfold[];

HO [77 A77 , 2 E??] ;

Unfold[];

HO["B”,”E”];

Unfold[];

Na obrazku 6.1 jsou postupné vstupni trojuhelnik, bod M jako prisecik os stran AB
a AE a vysledny trojihelnik se vSemi osami stran.

Po provedeni vsech tii zpiisobli konstrukce miizeme pristoupit k demonstraci automa-
tického dokazovani. Zacneme ditkazem s vyuzitim redukované Grébnerovy baze pomoci
software MATHEMATICA.

Nejprve provedeme analyticky popis situace. Soustavu souradnou zavedeme tak, aby
vrcholy trojihelniku AABC mély souradnice A = [0,0], B = [2a,0],C = [2b,2¢].
Rovnice os stran tohoto trojihelniku jsou nasledujici:

0a:(b—a)r+cy+a®>—b*—c*=0
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Obrazek 6.1: Prusecik os stran

op:br+cy—0—c2=0
O.:x—a=0

Oznacime-li si priusecik P = [p, q] os oy, 0., pak jisté plati

Peo.:p—a=0,
Pcoy:bp+cqg—b —c*=0.

Nasim cilem je ukazat, Ze P € o4, a tedy 7Ze (b — a)p + cq + a®> — b*> — ¢ = 0. Chceme
tedy urcit redukovanou Grobnerovu béazi idedlu
{(p—a,bp+cqg—0"—c*1—u[(b—a)p+cq+ a* —b* — ?]) . Pozadani adekvétniho pri-
kazu je vystup programu MATHEMATICA nasledujici:

In[]= GroebnerBasis[{p-a, bsxp+cxg-b*2-c*2,
1-((b-a)sp+caxg+a®*2-b*2-c*2)}, {p, 9, ull
outfi}= {1}

Obrazek 6.2: Automaticky dikaz - prisecik os stran

Diikaz tedy probéhl dle oc¢ekavani.

Na nasledujicim ptikladu si ukdzeme jeden z prinosi origami geometrie a vyhodu au-
tomatického dokazovani pomoci systému Fos.

Priklad 6.2. Demonstrujte a dokazte pomoci systému Fos, 7e je mozné na zakladé
Huzitovych axiomu origami provést duplikaci krychle.

Pro nasi konstrukci budeme potiebovat ¢tverec rozdéleny na t¥i shodné obdélniky. K
tomu vyuzijeme algoritmus z ptikladu 4.3. Zadame tedy potiebnou posloupnost prikazi

ve tvaru:

BeginOrigamil[];
HO["D”, Through — {"A”,”C”"}1;
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Unfold[];

HO["A”,”D"];

Unfold[];

HO["A”, Through — {"B”,"F"}]1;
Unfold[];

HO["AD”, Through — "H"];
Unfold[];

HO["D”,” J"];

Unfold[];

Dale jiz pokracujeme podle prikladu 4.4.

HD [77 B77 , b AD?) , 2 I?? , b LK??] ;
HO [7? AJ? , Through % {77 N?? , b)) B77 }] ;
UnfoldAl1[];

Na obrazku 6.3 je zndzornén c¢tverec rozdéleny na tii shodné obdélniky a nasledné jiz
samotné znazornéni duplikace krychle.

Obrazek 6.3: Duplikace krychle pomoci Fos

Cilem naseho diikazu je ukazat, 7e plati |[DU| = +/2|AU|. Vzhledem k tomu, Ze se
na obou stranach této rovnosti vyskytuji vyrazy pod druhou odmocninou a na pravé
strané je i vyraz pod treti odmocninou, je tfeba umocnit obé strany rovnosti na Ses-
tou, abychom ziskali vyraz s racionalnimi koeficienty. Protoze jsou na obou stranach
jisté nezdporna ¢isla (jde o vzdalenosti), mizeme tuto ipravu provést, aniz bychom se
dopustili néjaké neekvivalentnosti. Piikaz pro provedeni dikazu bude tedy ve tvaru:

ProofDocFormat ["Proof", "Subsection", 1];

ProofDocFormat["Goal", '"Subsubsection", 1];

Goal[Distance[’D”,”U”]% == (Distance[” A”,”U”]%) % 4] ;

map = {"A” — {0,0},”B” — {10,0},”C” — {10,10},”D” — {0,10}};

Prove[” Duplikacekrychle”, Mapping — map, Groebner Basis —

{MonomialOrder — DegreeLexicographic, Coef ficient Domain — Rational Functions}];
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Vystup programu je pak zndzornén na obrazku 6.4.

% ProofDoc - Duplikace krychle - a X

Proof Document of Duplikace
krychle

» Preamble I
- Program ]
. Geometrical reasoning I
» Algebraic transformation I

+ Computation of Groebner basis M

‘Conclusion
- [/ G et el T

= CPU time used for Groebner basis computation is 0.328125 seconds. ] |

Obréazek 6.4: Dikaz duplikace krychle pomoci systému Fos

Miuizeme tedy konstatovat, ze dikaz probéhl tspésné. Zde je tieba zdiraznit, ze za
nas systém Fos provedl analyticky popis situace, ktery by pro zaky mohl byt velmi
narocny.
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Kapitola 7
Zavér

Uvod préce je vénovan struénému popisu historického vyvoje origami. Nasledné se prvni
kapitola zaméruje na konstrukce s omezenymi prostiedky, zejména pak na eukleidov-
ské konstrukce, které vzhledem k tomu, 7e jsou pouzivané pii vyuce matematiky na
zakladnich i stfednich Skolach, nasledné slouzi ke srovnavani s konstrukcemi origami.

Druha kapitola je tvorena souborem zakladnich pojmi, jejichz znalost je pro zkoumané
téma nezbytna. Tteti kapitola je jiz vénovana zdkladnim konstrukcim origami. Jejim
cilem je ukazat souvislost mezi témito konstrukcemi a eukleidovskou geometrii. Ukazuje
se, ze zakladni konstrukce origami nam neposkytuji oproti eukleidovskym konstrukcim
zadné nové moznosti. Proto je potieba tyto zakladni konstrukce rozsirit.

Pravé rozsireni konstrukei origami je vénovana ¢tvrta kapitola prace. V jejim tvodu
zavadime origami konstrukce pomoci Huzitovych axiomi, pricemz zejména Sesty axiom
nam poskytuje nové moznosti konstruovani, jez ukazujeme ve zbytku této kapitoly, kde
fesime problémy trisekce thlu a duplikace krychle.

Pata kapitola pojednava o moznostech vyuziti vypocetni techniky zejména pro automa-
tické dokazovani. Dale zde predstavujeme systém Fos, doplnék programu MATHEMA-
TICA, s jehoz vyuzitim nasledné provadime jak samotné konstrukce pomoci Huzitovych
axiomi, tak automatické dokazovani. Posledni Sestou kapitolou je pak navrh tématic-
kého celku pro vyuku na stredni skole.

Cilem préce bylo popsat moznosti konstrukci geometrickych pomoci origami, vytvorit
priklady modelovych konstrukei a to jak redlnych, tak virtudlnich a nasledné navrhnout
tématicky celek pro vyuku origami geometrie pro vyuku na stiedni skole. Tyto cile se
podarilo splnit. Pfinosem préce je zejména skutecnost, ze ackoli je v nékolika castech
postavena na pomérné slozité teorii, neklade prilis velké naroky na teoretické znalosti
Ctenare.

Dodejme, 7e prace rozhodné nevycerpala vSsechny moznosti, které poskytuje zkouméani

origami z matematického hlediska. Jde o obor, ktery je velmi mlady a velmi rychle se
vyviji. V soucasnosti je popularni zejména pocitacové modelovani origami ve 3D.
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