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UvoD

V této diplomové praci se budeme zabyvat uziti polynomii nad kone¢nymi télesy. Nejprve
si definujeme konecna télesa a vysvétlime charakteristiku téles. Dalsi diilezitou ¢asti této
prace jsou polynomy nad kone¢nymi télesy. UkaZeme si operace s polynomy v Z[x] a
také i na mnozing.

Vysvétlime si ireducibilitu polynomt, neboli nerozlozitelnost polynomt s celo¢iselnymi
koeficienty. Faktorizace polynomi, nebo chceme-li také feseni polynomialnich rovnic, je
jednim z nejstarSich problémd, kterymi se matematika, respektive algebra, zabyva.
Pivodné §lo vlastné o hledani kofent ¢i kofenovych Einiteld. V této praci si vysvétlime
pojmy ireducibilni a reducibilni mnohoclen a vysvétlime nékteré algoritmy, které se daji
pouzit k zjisténi danych vlastnosti. Pro zjiSténi o nerozlozitelnosti polynomil si ukdZzeme
takeé algoritmus, ktery lze pouzit v Z [x] .

Dalsi kapitolach si vysvétlime minimalni a primitivni polynomy nad konecnymi télesy,
které budeme uplatiiovat pro linearni kddovani. Ukazeme si, na n€kolika ptikladech, jak
vyuzit metodu jejich dekddovani.

V posledni kapitole se zminime se o nékterych samoopravnych kodech a zaroven, kde je

jejich uziti.



1. KONECNA TELESA

V této kapitole budeme pod pojmem téleso mit na mysli vzdy kone¢né komutativni téleso,
tedy mnozinu s dvéma binarnimi operacemi (T, +, ), kde (T, +) je komutativni grupa
s neutralnim prvkem 0, (T —{0}, -) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 1, pii¢emz

nasobeni je distributivni vi¢i s¢itani.

1.1. Charakteristika télesa

Definice 1.1.

Télesem T nazyvame mnozinu (jeji prvky nazyvame prvky télesa) spolu se dvéma
binarnimi operacemi s¢itani + a nasobeni -, které spliuji sadu nasledujicich axiomu:
(Al) a+(b+c)=(a+b)+c prolibovolné a,b,ceT

(A2) a+b=Db+a prolibovolné a,beT

(A3) existuje 0 €T tak, ze pro vSechna aeT platia+0=0+a=a

(A4) pro viechna a e T existuje —aeT tak, ze plati a+(-a) = (-a)+a = 0
(M1) a-(b-c)=(a-b)-c provsechna a,b,ceT

(M2) a-b = b-a provsechna a,b,eT

(M3) existuje 1eT tak, Ze pro vSechna aeTplatil-a = a-1 =a

(M4) pro viechna a =0 existuje a ' eT tak,zeplatia-a' = a'-a = 1

(D) a-(b+c) = a-b+a-c provsechna a,b,ceT (distributivita)

(N) 0 #1 (netrivialita)

Je-li T kone¢na mnozina, pak T je konecné téleso. T¢leso K nazyvame podtélesem télesa
T, pokud K je podmnozinou T a operace s¢itani + a nasobeni - se v télesech K a T
shoduji.

Znacime K <T . Rovnéz fikame, ze T je rozSifeni télesa E .

Definice 1.2.



Necht (T, +, -, 0, 1) je konetné t&leso. Nejmensi pfirozené ¢islo r>0 takové, Ze

1+1+ ...+ 1=0, senazyva charakteristika télesa T . Zna¢ime char T .

r —krat

Charakteristika télesa je vlastné tad prvku 1 v grupé (T, +). Pokud zadné takové r

neexistuje, pak fikame, ze F ma charakteristiku 0.
Tvrzeni: Charakteristika kone¢ného télesa je vzdy prvocislo.
Dtikaz:

Kdyby char T =r bylo slozené ¢islo, r=a-b pro1 < a < b<r, pak by bylo platilo:

b—krat

0=1+1+...+1=(1+1+ ...+ D+ +(1+1+...+1)=

a —krat

r—krét a—krat

(1+1+...+1)-

a—krat

(1+1+...+1)

b —krét

Pfi Gpravach pouzivame toho, Ze séitani je asociativni, je neutralni prvek vici nasobeni a
nasobeni je distributivni vici s¢itani. Protoze téleso nema délitele nuly, musi byt bud’

1+1+...+1=0nebol+1+...+1=0, coz je spor s tim, Ze r je nejmensi
a—kréat b —krét

takové ¢islo. Tudiz r je prvocislo.

1.2. Kongruence modulo p

Definice

Necht p>1 je pfirozené ¢islo. Na mnoziné vSech celych cisel definujeme kongruenci

modulo p predpisem x =y, pokud p déli rozdil x —y. Piseme x=y(mod p).



Kazda z p tiid této ekvivalence je tvofena vSemi Cisly, které pii déleni ¢islem p davaji
tentyz zbytek. Proto se oznacuji jako zbytkové tfidy modulo p . T¥idu obsahujici ¢islo x

mizeme znacit [x]  nebo Z[x] aprvek x je reprezentant této tridy.

1.3. Aritmetické operace modulo p

Definice

Cislo p je pevné déno. Pro tiidy [x] a [y], zadané pomoci svych reprezentantd, je jejich
soucet @ a souc¢in ® definovan predpisy

[xI®[y]=[x+Y]

[xl®[y]=[xy].

Poznamka:

[x]=[x] a [y]=[Y]- To znamena, ze x=xa y=y. x=x=y=Y, z toho plyne
[x+y]=[X+Y], takze hodnota piitazena souctu [x]@®[y] je na volbé nezavisla.

Podobné je tomu u operace ®.

Mnozina Z, ma 5 prvkad, které Ize psét napriklad jako [0]5,[1]5,[2]5,[3]5,[4]5. Pti
poc¢itdni modulo p mazeme pracovat pouze s ¢isly 0,1,2,..., p-1 (s tzv. Uplnou
soustavou zbytkt modulo p ), s tim, Ze vysledek kazdé operace nahradime ptislusnym
zbytkem.

Ukazalo se, ze pokud je p prvocislem, je algebraicka struktura (Zp ,®, ®) télesem, které
mapravé p prvka. Mame tedy k dispozici kone¢na té€lesa majici prvociselny pocet prvki.
Operace v nich budeme nékdy pro zjednoduseni zapisu znacit jen +, e. Napriklad pii
pocitani modulo 5 miizeme psat 3@ 4 = 2 nebo 4 @ 3= 2. Uplnou informaci o aritmetice

modulo 5 dodava tabulka:



®@ 01 2 3 4 ® 01 2 3 4
0 01 2 3 4 0 00O0OO0OTGO
112 3 40 1 012 3 4
2 23 401 2 02 413
33 4012 30314 2
4 4 01 2 3 4 013 21

Ve vektorovych prostorech nad kone¢nymi télesy lze provadét vSechny obvyklé operace

jako v realnych vektorovych prostorech, naptiklad fesit soustavy rovnic, hodnost matice,

atd. Jesté poznamenejme, Ze je mozné zkonstruovat kone¢na télesa majici pravé p"

prvkd, kde p je prvocislo. Tato télesa se asto znaci GF( p"), Galois field, Galoisova
télesa. V této praci budeme vyuzivat jejich specialni ptipad, té€lesa zbytkovych tiid Z p3.
Priklad 1.1.

Vypoctéte soustavu ¢tyt rovnic o péti neznamych nad télesem Z,.

X, + X, +2%; +2X, =0

X + 2%, + X, + %X =2

2X + X, + X, + 2%, =0

X, + X + X, + %X =1

Reseni:

Nejprve soustavu linearnich algebraickych rovnic vyjadiime rozsitenou matici soustavy.
Pomoci fadkovymi Gpravami pievedeme tuto matici do tvaru, ze kterého budou uréené

neznamé. Upravena matice pak odpovida soustavé rovnic, ktera je ekvivalentni s pavodni

soustavou rovnic.

O N - -
= P N -
R O o N
Q
o O o
NN P
N O N
NN = I ORI )
= N P O
P o NN o
Q
o O O
o O B
o O L, N
N DN D DN
o o o
NN N o
Q



112200 112200
011212 011212
“lo00202/7/000 101

Nejprve pricteme dvojnasobek prvniho fadku k druhému fadku a prvniho fadku k téetimu
fadku. Poté k tfetimu fadku pfi¢teme druhy fadek a ke ¢tvrtému fadku piicteme druhy
fadek. Treti fadek se nyni shoduje se ¢tvrtym, proto ¢tvrty fadek mizeme vynechat. Tieti
fadek Ize vynasobit 2. Po téchto Gipravach zjistime, ze existuji feSeni soustavy.
Dostavame: X, =1,

Xy + X3 +2X, + X =2 = X, = 2%, +2Xg,

X + X +2%+2X, =0 = X =1+2X, + X,

Soustava ma nekoneéné mnoho feseni, které zavisi na parametrech.

Reseni této soustavy maji tvar {(l+ 2X; + Xg, 2% + 2%, X5, 1, X5) I %5, % € ZS} .

Piiklad 1.2.

Vypoctéte determinant nad télesem Z, :

w kM P W
N O N W O
A N O M b
P N P O -
N W N w W

ReSeni:

V prvnim kroku provedeme prohozeni prvniho s druhym fadkem, a zaroven nesmime
zapomenout, ze pokud se mezi sebou dva fadky determinantu zaméni, musime pred
determinant zapsat minus. VV druhém kroku provedeme pfic¢teni dvojnasobku prvniho
fadku k druhému tadku, prvniho fadku k tfetimu fadku, ¢tyfnasobku prvniho tadku k
¢tvrtému fadku a dvojnasobku prvniho fadku k patému fadku. Ve tretim kroku pficteme
trojnasobek druhého fadku ke ¢tvrtému fadku a dvojnasobek druhého tadku k fadku

patému. Ve ¢tvrtém kroku provedeme prohozeni tfetiho s patym fadkem (determinant je



kladny). V patém kroku pric¢teme ke tfetimu fadku ¢tvrty a paty fadek. Poslednim Gkolem

je vynasobit mezi sebou prvky na hlavni diagonale.

3 0413 1 3 40 3 1 3 40 3 1 3 403
1 3 40 3 3 0413 01214 01214
4 2012 =-42012 =-00410=-/10041D0 =
1 0 2 2 3 1 02 2 3 023 20 0 0 40 2
32 41 2 32 41 2 0 3 213 0 0131

1 3 40 3 1 3 40 3

01214 01 214
:00131200131—‘2i‘—3—2=1

0 0 40 2 0 00 3 3

0 0410 0 00 41

V tomto textu se také budeme snazit dokumentovat, jak je mozné oveéfit spravnost

vypocti, kterou budeme realizovat v programu Wolfram Mathematica 8.

mes

69 Nod[Det[{(3, 0,4, 1,3}, (1,3, 4,0,3}, {4,2,0,1,2}, {1,0,2,2, 3},
{3,2,4,1,2}}], 5]

Priklad 1.3.

Vypoctéte hodnost matice nad télesem Zs:

1 2 4 1 2 3
A=14 5 2|,B=|7 8 4

7 1 2 4 5 1
ReSeni:

10



1 2 4 1 2 4 1 2 4
A=14 5 2| =0 2 1/ ~|0 2 1| =hod(A)=3
71 2 0 2 4 0 0 3

V prvnim kroku provedeme pficteni prvniho fadku k druhému fadku a trojnasobku
prvniho fadku k tfetimu fadku. V druhém kroku pfi¢teme ¢tyindsobek druhého radku ke
tretimu fadku. Pocet fadku trojuhelnikové matice je 3, proto hodnost matice je rovna 3.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3
41 ~|0 4 3| ~|0 4 3 z(o 4 3j:>h0d(B):2
1 0 2 4 0 0O

B=1|7 8
4 5
V prvnim kroku provedeme pficteni trojnasobku prvniho fadku k druhému fadku a
prvniho fadku k tfetimu fadku. V druhém kroku pii¢teme dvojnasobek druhého adku ke
tietimu fadku. Vidime, Ze tfeti fadek je nulovy, proto ho mizeme vynechat. Pocet fadkt
trojuhelnikové matice je 2, proto hodnost matice je rovna 2.

Nyni ovétime spravnost hodnosti obou matic v programu.

MatrixRank[{{1, 2, 4}, {4, 5, 2}, {7, 1, 2}}.
Modulus —» 5]

MatrixRank[{{1, 2, 3}, {7, 8, 4}, {4, 5, 1}},
Modulus — 5]

2. POLYNOMY NAD KONECNYMI TELESY

Definice

Budiz (T, +, -) nékteré z ¢iselnych komutativnich téles a n piirozené cCislo. Funkci
f(x) definovanou predpisem ax"+a, X" +..+a,x +ax +a,, kde a, =0,

nazyvame polynomem N—t€ho stupné o jedné proménné X nad télesem (T, +, -).

11



Prvky a,, a,,..., 8, &, & z komutativniho tlesa (T, +, -) nazyvame koeficienty

polynomu.
Pod polynomem 0—t€ho stupn& rozumime polynom f(x):ao, kde a, #0. Nulovy
polynom f(x)=0, ktery budeme znadit o(x), nemé stupeti. Polynomy, jinak takeé

mnoho¢leny % Z[x] jsou matematické vyrazy ve tvaru

n
a,X"+a, X"t +.+ax +ax +a, =y ax , kde a,, a,,,..., &, a jsou koeficienty
i=0

polynomu, aplati a,, a, ,,..., &,, 8, €Z a a, # 0, kde n—nejvyssi exponent proménné
X s nenulovym koeficientem znaéi stupenn polynomu.

Piikladem mtize byt polynom f (X) = X" +%° +3x +1, kde miizeme uréit jeho stupeti,
ktery je st(f)=4. Mezi polynomy také patii i konstanty, v tomto ptipadé se jedna totiz
o polynomy nultého stupné (nejvyssi exponent x s nenulovym koeficientem je absolutni
¢len zapsany jako a, =a, - X°).

Je-li polynom p(x) =0, pak budeme mluvit o tzv. nulovém polynomu a jeho stupeni byva

n¢kdy definovan jako st(0)=—1.

Definice
Nenulovy polynom (zapsany v obecném tvaru) f(x)=ax"+a _x""+

+..+a,x* +a,x" +a,, kde koeficienty polynomu a_, a, ,,..., &, a,€Z se nazyva

primitivni polynom, pravé kdyz jeho koeficienty jsou nesoudélné, tj. kdyz nejvétsi
spoleény délitel D ay,4,,...,a, ;,a, = 1.

Pro pochopeni si uvedeme néckteré piiklady primitivnich polynoml napf.
3 —4x* +6x—-12, x*+x*—1. Je ziejmé, e z primitivniho polynomu miizeme

nejvyse vytknout konstantu +1.

12



2.1. Operace s polynomy

Jsou dany polynomy f (x) =>ax', g(x)=>_bx', kde a,, b, #0:
i=0 i—0

|
a) Souctem polynomi f (x) a g(x) je polynom r(x)=f(x)+g(x)=>_(a +b)x",
i=0
I =max (m, n), vznikly sectenim koeficientd u proménnych se stejnymi stupni.

Priklad 2.1

Sectéte polynomy f (X)=5x*+2x*+3x*+ 4 a g(x)=x*-x.

ReSeni:
f(X)+g(x)=0Bx"+ 2+ 3x* + 4)+(x* = %) =5x" + 2 +4x* - x+4

b) Rozdilem polynomii f(X) a g(X) rozumime polynom s(x)=f(x)-g(x)=
I .
= z (a +b)x', I =max(m, n), ktery vznikne odectenim koeficientt se stejnymi indexy.

i=0

c) Sou¢inem polynomu f(x) a 9(x) je polynom

t(x):f(x)-g(x)=2( aj-bi_jj-xi, ktery vznikne vzajemnym vynasobenim
i=0 \_j=0

jednotlivych ¢lent obou polynomt mezi sebou, a jeho vysledny stupen je

st(s)=st(f)+ st(g)=n+m.

Piiklad 2.2

Vypoctste soucin T (X)-g(X), kde f(x)=5x"+2x’+3x"+4 a g(x)=x"-x.

Reseni:
f(x)-g(x)=0Bx"+ 2x°+ 3x*+ 4)-(x* —x) =5x° +2x° +3x" + 4x* =5x° - 2x* —3x° —4x =

=5x° —3x* + x* —3x® +4x* —4x.

13



Dalsi zakladni operaci je d€leni polynomu polynomem, které nelze definovat jako

predeslé operace, proto se budeme podrobnéji touto tématikou vice zabyvat.

Délitelnost polynomii
Obecné nelze definovat podil polynoma. NaSim problémem je vSak zkoumat rozklad
polynomii, a proto si pfipomeneme, jak Ize realizovat déleni polynomu polynomem v

ptipadé, Ze koeficienty obou polynomu, lezi jistém télesu T. Potom bez Gjmy na
obecnosti, mizeme piedpokladat stupné polynomu St( f ) =N St(g) =M. Pak existuji
polynomy Q(x) a R(x), pro které plati f(x)=Q(x)-g(x)+R(x), kde stupen
st(R)<st(g). Pokud je R(x)=0, plati rovnost f(X)=Q(x)-g(X), pak fikame, e
mnohoclen f(X) je délitelny mnohoclenem §(X). Pii pocitani v Z[x] vsak musime
navic sledovat, zda polynomy Q(x) a R(x) maji celo¢iselné koeficienty. Pokud by

nalezené polynomy nemély celogiselné koeficienty, pak polynomy Q(x) a R(x)

nenalezi do oboru Z[x].

Véta 1.1.

Budiz dany polynomy f(x)=0, g(x) z oboru integrity (T[x], + ), kde
st{g(x)]=1. Potom existuji polynomy Q(x), R(x) takové, Zze plati

f(x)=Q(x)-g(x)+R(x), kde R(x)=0 nebo st[R(x)]<st[g(x)]. Tyto polynomy

jsou jednoznacné urcené.

Priklad 2.3

Jsou dany polynomy f(X)=2x"-3x’+4x*+5x+5 a g(X)=x*-3X+2. Naleznéte
polynomy Q(X) a R(X) takové, ze plati f(X)=Q(x)-g(x)+R(x).

Reseni: V tomto ptipadé je ziejmé, ze budeme délit polynom f (X) polynomem ¢ (X)
. Clen s nejvy$si mocninou polynomu f(X) délime ¢lenem s nejvyssi mocninou
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4
polynomu g(x): Zi—2x2, prvni ¢len Q(X) je tedy 2x?. Timto ¢lenem nasobime
X

=
polynom g (X) a  vysledek  odeteme  od f (X) ,  dostaneme
f,(x)=f(x)- 2x2-9 (x)= 3x* +5X+5. Mnohotlen f, (X) nemé stupehi mensi nez

g (X) , tak7e musime pokracovat v déleni. D&lime opét &len s nejvyssi mocninou f; (X)

. : 3x°
¢lenem s nejvyssi mocninou (X): —-=3X, dostdvame druhy ¢len polynomu Q(x),
X

kterym znovu nasobime (X) a vysledek odecteme od fl(X).
Ziskavame polynom f, (x) = fl(x)—3x- g(X). Tento polynom f, (X) ma stejny stupen

jako g(x), tim musime jesté¢ déleni jednou opakovat. Opét délime €len s nejvyssi

9x? e
—2:9, dostavame tieti ¢len

mocninou f,(X) &lenem s nejvyssi mocninou g(X):
polynomu Q(x), kterym znovu vynasobime g (X) a vysledek odesteme od f,(X).
Polynom f;(X)=f,(x)—9-g(X)=23x-13. Tento polynom ma jiz meni stupei, nez
9(X) a tim d&leni miizeme ukongita ;(X)=R(X) je zbytek po déleni. Jelikoz polynom
Q(x)#0, neni polynom f (X) dglitelny g(X).

Tento postup pfedvedeme na schématu, ktery jsme pouzivali na stfednich Skolach.

(2x4—3x3+ 4%% + 5% + 5) : (xz— 3X + 2) = 2%+ 3X + 9
—( 2%t — 6x% + 4x2)

3x*+ 5x + 5
—(3x3— 9x% + 6x)

9%x*— X + 5

15



Zde je Q(X)=2%"+3x+9 a zbytek R(X)=26x-13.

Tedy plati 2x* —3x® +4x% +5x+5 = (x> =3x+2)-(2x* +3x+9) + (26x—13).

Priklad 2.4

Urcete polynomy Q(X), R(X) z oboru integrity polynomu (Z[X]; +, ) , je—li dano
f(x)=x"—2x"—4x> +5%* =5x+25, g(x)=x"-2%" +Xx-5.

ReSeni:

Toto FeSeni je stejné jako v piedchozim piikladu.

5
- oo X y . . <o s . .
Postup je nasledujici: Z = x?, takZe prvni ¢len Q(x) je x’. Zpétnym vynasobenim a

odeétenim dostaneme polynom fl(X) = f (X)—X2 g (X) =—5x*+10x*=5x + 25.
Délime opét Clen s nejvyssi mocninou fl(X) ¢lenem s nejvyssi mocninou g(x):

3
5%25’ coz je druhy c¢len mnohoclenu Q(X). V tomto piipadé je ovSem
X

f,(x)=1f,(x)-5-9(x)=0 a tim mizeme ukongit d&leni, protoze St(f,)<st(g).
Zaroven plati f,(X)=Q(X), zbytek po déleni mnohoclenu mnohoclenem je nulovy,
takze T (X) je délitelny g(X).

Schéma: (X°— 2x'— 4x°+ 5" = 5x + 25) : (x*— 2X+ x = 5) =x*— 5

—( X — 2xt + X3 — 5x2)
—(— 5%+ 10 x> — 5x+ 25)
5% — 10 X* + 5x-25

Muizeme tedy konstatovat, ze f (X) je rozlozitelny a plati f (X) = (X2 -5)-9 (X) .

Zde je Q(X)=x*-5a R(x)=0,
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Plati tedy x*> —2x* —4x® +5x* —=5x+25= (x> —2x* +x—-5)-(x* =5).

2.2. Operace polynomi na mnoZziné
Nésledujici operace sc¢itani a nasobeni si ukdaZeme na mnoziné {0, 1} zname ze Z,.
V pribéhu vypoctu se ukaze, ze pocitani s témito polynomy je vlastné snazsi nez obvyklé
Skolni operace s polynomy, které¢ jsme si ptipomnéli.
Vlastnosti:
na mnoziné {O, 1} zavedeme operaci s¢itani:
H0+0=1+1=0
il+0=0+1=1
na mnoziné {O, 1} zavedeme operaci nasobeni:
(i) 0®0
(i) 1®1

0®1 =1®0 =20
1

Priklad 2.5
Vypoctste f (X)+9(X), kdyz jsou dany polynomy

f(x)=x"+ X+ X" +x+1, g(x)=x"+ X"+ +x* +1.

Reseni:

Pti scitani polynomu f (X) ag (X) budeme psat posloupnosti jejich koeficientu.
Koeficienty polynomu f (X) napiseme jako deviticlennou posloupnost isel 0,1 v poradi
od absolutniho ¢lenu ke koeficientu x°. Stejnym zpiisobem piepiseme polynom { (X)
jako osmiclennou posloupnost gisel 0,1 v poiadi od absolutniho ¢lenu ke koeficientu X’ .

Polynom g (X)tentokrat zarovname vlevo tak, aby absolutni &leny obou polynomi byly

pod sebou.
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110011001 f(x)
10111001 g(x)

011101011=x+xX+xX+xX+x2+x.

Dostavame vysledek polynomu X° + X" +Xx° + x> + x> +X..

Priklad 2.6

Vypoctéte f (X) g(x), kdyz jsou dany polynomy  f(x)=x"+ X'+ x+1,
g(x)=x+ X +1.

Reseni:

Pri nasobeni polynomu f (X)a g(X)budeme opét psat posloupnosti jejich v poradi od
absolutniho ¢lenu ke koeficientu u nejvy$si mocniny. Polynom f (X) tvofi Sesti¢lennou
posloupnost a tuto posloupnost zarovname vlevo tak, aby absolutni ¢leny obou polynomu
byly pod sebou. P#i nésobeni polynomu g(x) (tvofeny ¢tyfélennou posloupnosti)

polynomem f (X) secteme polynom f (x),x*f (x)a X’ (x).

110011 ()
1011 g(x)
110011 (%)

110011 X2 f ()

110011 x*f (x)

11100110 1= xX®+x°+x°+x2+x+1.

Dostavame vysledek polynomu X° +Xx° +x° + x> + X +1.

Piiklad 2.7
vypoctste f(X):g(x), kdyz jsou dany polynomy f (X)=x"+ X" +x°, g(x)=x*+x*,

ReSeni:
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Koeficienty polynomu f (X) napiSeme jako sedmic¢lennou posloupnost ¢isel 0,1 v poradi

od absolutniho ¢lenu ke koeficientu u x°®, obdobné piepiseme i polynom g (), ktery je

&tyrélennou posloupnosti ¢isel 0,1 v poradi od absolutniho ¢lenu ke koeficientu u x*. Pfi
déleni polynomu f (X) polynomem g(X)musime nejprve polynom X°g(x) pricist k

polynomu f (X) , k vzniklému polynomu ptic¢teme g(X).

0001011 f(x)
0011 x*g ()
0001000 f(x)+x°g(x)

0011 g(x)

0 01 0= R(X)=X

Tim dostaneme vysledek polynomu x* +1 a zbytek R(x) =X,

Priklad 2.8
Vypoctste f(X):g(x), kdyz jsou dany polynomy f (X)=x"+ x*+x+1, g(x)=x*+1.

Reseni:
Misto samotnych polynomu f (X) a g(X) budeme opét psat pouze posloupnosti jejich
koeficientu v poradi od absolutniho ¢lenu ke koeficientu u nejvyssi mocniny. Polynom

g (X) zarovname vpravo tak, aby nejvyssi mocniny obou polynomu byly pod sebou. Pfi
deleni polynomu f(X) polynomem g(X) nejprve polynom  X’g(X) pricteme
k polynomu f (X) K vzniklému polynomu pii¢teme Xg (X) Dalsim krokem je pricteni

g (X) . Vpravo od vypoctu jsou zapsany do schématu, jimiz jsme nasobili polynom ( (X)
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11011 f ()
101 x*g(x)

1111 f(x)+x*g(x)
101 xg (X)

101 f(x)+x*g(x)+xg(X)

101 9(x)

0 = R(x)=0

Tim dostaneme vysledek polynomu X* +X+1 a zbytek R(X) =0,
3.1. Ireducibilita polynomi Vv Z x

Eisensteinovo kritérium ireducibility

Ve skolské matematice se nejcastéji zabyvame rozkladem na soucin jistych polynomi
s celodiselnymi koeficienty, napt. x*—9= (x-3) -(x+3), x'-16= (x*+4) -(x—2)-
(x+2), x*+64=(x+4) -(x* —4x+16) . Polynomy X+4, x* —4x+16 jiz nelze rozlozit
V soucin polynomil prvniho stupné s celoCiselnymi koeficienty, jak se snadno zjisti.

Ovsem pro nékteré polynomy Ize obtizn€¢ wurcCit, zda jsou ireducibilni neboli

nerozlozitelné, napt. pro polynom x’ +4x® +12x* +8x—2.

Definice

Bud f(x)e Z[X], f (X) #0, f (X) # 1 polynom, ktery nelze zapsat ani jako soucin
dvou polynomt kladnych stupiit s celoCiselnymi koeficienty, ani ve tvaru
f(x)=k-g(x), k>1, keZ, g(x)eZ[x].

Tak zvang, ze z polynomu f (X) neni ani mozné vytknout konstantu K >1. Pak fikdme,

ze polynom f (X) je nerozlozitelny Cili ireducibilni.
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Ireducibilni polynom je takovy polynom, ktery nelze rozlozit na soucin jednodussich
polynomi. Ireducibilnimi polynomy Z[X] jsou napf. X+1, x*+x+1. V opacném
ptipad¢ mluvime o reducibilnim polynomu.

Ireducibilni prvek v Z[x] mé& pouze nevlastni délitele (jednotky a prvky s nim

asociované). Ireducibilnimi polynomy jsou napt. x+1, x*+1, x*+1, atd.

Véta:

Mnohoélen n—tého stupné f(x)=a,-x"+a,,-X""+..+a-X+a,, f(x)eZ[x], nelze
rozlozit na soucin polynomi kladnych stupni s celo¢iselnymi koeficienty, pokud existuje
takové prvocislo P, pro které plati:

1) P nedéli a,,

i) P déli vsechny koeficienty a,, i=0, 1, 2, ..., n—1,

iii) p® nedéli a,.

Pokud polynom vyhovuje Eisensteinovu kritériu, 1ze z mnohoc¢lenu vytknout maximalné
celociselnou konstantu neboli polynom nultého stupné. Zamétime-li se praveé na vytykani
konstant, uvédomime si, ze v oboru Z [X] existuji praveé dvé ¢isla, ktera miizeme vytknout
z jakéhokoliv polynomu, sice 1 a =1 (vytknutim 1 se polynom nezméni, vytknutim —1

se u v8ech koeficientd polynomu zméni znaménka na opac¢na).

Jednu z podmnozin téchto polynomu dale tvoii mnohocleny, z nichz lze vytknout celé
gislo rizné od +1. Napiiklad f(X)=3x"-27x+9=3(x*- 9x+3). Zjiteni
pozadovaného koeficientu, ktery Ize vytknout, je oproti samotnému rozkladu na soucin
polynomt kladnych stupnd pomérné jednoduchy tkol. Jedné se vlastné jen o zjisténi
nejvetSiho spolecného délitele koeficienti polynomu a,, a, 4, ..., &, 8, tj. vytknuti ¢isla
D(a, a4 - &, 3).

Piiklady 3.1.

a) Polynom f =x"+3x"—6x’+15 je primitivni a spliiuje podminky Eisensteinova

kritéria pro p =3, takZe je ireducibilni v Z[x].
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b) Polynom f,(X)=5x"+14x° —8x" —2x* +4x* -2 je také ireducibilni v Z[x], spliiuje
rovnéz Eisensteinovo kritérium, Ize volit p=2.

¢) Kazdy polynom ve tvaru X"+ p, kde neN a P je prvocislo, je ireducibilni v Z[X].
d) Polynom f,(x)=x"+25 je také ireducibilni v Z[x]. Uvahou to ové&fime. Tento
polynom nema redlné koteny a tim ani kofeny celociselné, proto se v rozkladu polynomu
f, (X) v oboru integrity Z[X] nemuze vyskytnout linearni faktor.

Zbyva nam moznost rozlozit tento polynom na dva kvadratické faktory, tj.
fs(x)z(x2+a x+b)(x2+c x+d), kde a, b, ¢, d € Z. Roznasobenim a porovnanim
koeficientd x°, x', x*, x* dostdvame soustavu &tyf rovnic o &tyfech neznamych
a, b, ¢, d, kterd vSak nema celoCiselné feseni. Ovéfeni tohoto faktu Ize prenechat
Ctenafi. Hledany rozklad 1‘3(X)=(X2 +a X+b)(X2 +C X+d), kde a, b, ¢, d eZ, tedy
neexistuje.

I kdyZ na polynom f, (X) nelze rovnou pouzit Eisensteinovo kritérium, je zde metoda,
kterou je dobré znat. PiSeme - li  X=z+1, dostaneme polynom
F(z)=2"+42°+62°+42+26, ktery je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria,
p=2. Pokud by existoval rozklad f,(x)=g(x)-h(x), kde g(x), h(x)eZ[x],
st(g(x))>0, st(h(x))>0, pak by muselo platit F(z)= f,(z+1)=g(z+1)-h(z+1),
coz je spor. Je tedy tento polynom ireducibilni.

Substituce z=X+k, k€Z mohou rozsiiit oblast pouzitelnosti Eisensteinova kritéria,
které nam jiz poskytly fadu ireducibilnich polynoml. Nyni se budeme zajimat o
algoritmy, kterymi lze ziskat rozklad daného polynomu f(x)eZ[x] v sou¢in
ireducibilnich faktord.

Pokud budeme studovat rozlozitelnost polynomt v Z[X], mohlo by se zdat, ze je pfilis

omezujici. Existuje v8ak uzka souvislost mezi rozloZitelnosti v Z[X] a v oboru integrity
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polynomt s racionalnimi koeficienty Z[X].Jak jiz vime, posta¢i nam zkoumat

faktorizaci primitivnich polynomt.
Véta:

Necht' f(x)eZ[x] je primitivni polynom, st( f (x))>1. Existuji — li dva polynomy
g(x) a h(x)eZ[x] kladnych stupiii tak, ze f(x)=g(x)-h(x), pak existuji téz
polynomy  g,(x), h(x)eZ[x] takové, zef(x)=g,(x)-h(x). Pfitom plati
g(x)=a-g,(x), h(x)=b-h(x), a,bez, a-b=41.

Kroneckeriiv algoritmus

Tento algoritmus je posloupnost nékolika krok:
a) Pii hledant jistého polynomu g () s celogiselnymi koeficienty, stupeti je mensi nebo

</ n n < iy n . ©vus .
roven Cislus = [E} . Zde symbol [E} znaci tzv. celou ¢ast Cisla [E} , tj. nejvetsi celé

- “ n C y ,
¢islo, které je mensi nebo rovno > Je-li naptiklad stupeit N mnohoclenu f (X) roven

deviti, pak je ¢islo s = [%} =4 . Tento horni odhad pro stupenn polynomu ¢ (X) vyplyva

z vlastnosti spjatych se souinem dvou polynomi. Pro stupné ti polynomtl f (x), g,(x)
a 0,(x), kde f(x)=0,(x)-9,(x), plati st(f)=st(g,)+st(g,). Bez Gjmy na
obecnosti miizeme predpokladat, ze st(g,)<st(g,), v opa¢ném piipadé bychom
provedli pre¢islovani. Meznim ptipadem je zde rovnost st(g, ) =st(g,), kdy se rovnice
st(f)=st(g,)+st(g,) da zapsat také jako st(f)=2-st(g,), z &ehoz plyne

st(f)

st(g,)= —,— - Proto je stupefi hledaného mnohotlenu g (x), ktery déli polynom f (x)

,zintervalu 1<st(g)<s, st(g)eZ.
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b) Spo¢itime S+1 funkénich hodnot mnoho¢lenu f (), napt. pro x=0, 1, 2, .., s.
Dostaneme tak s+1 celogiselnych hodnot f(0), f (1), f(2), ..., f(s).

c) Pokud ma hledany polynom g(x) délit zadany mnohoélen f (X), musi jeho funkéni
hodnoty v bodech x=0, 1, ..., s délit piislusné vypogitané funkéni hodnoty f(X).
Presn¢ji g(0) [f(0), g(1)|f(1). .... g(s)|f(s). Zavedeme proto mnoziny
D

toy Digr -+ D déliteli ¢&isel f(O), f(l), ey f(S). To znamend, ze D, je

f(s)
mnozina viech déliteld funkéni hodnoty f (0) . D¢y Je mnoZina vSech déliteld funk¢ni
hodnoty f (1) ,atd., Disy<Z,i=0,1, .., s.Zde se ukazuje, Ze obcas je vhodn&jsi volit
body x pro vypocet funkénich hodnot f (X) tak, aby tyto hodnoty mély co nejméné
délitelt. V prikladu se vSak budeme drzet jiz zavedeného postupu.

Za zminku stoji ptipad, kdy pro n&jaké j€0, 1, ..., s plati f(j)=0.V takovém pipadé
bychom pouhym dosazenim zjistili jeden kofen polynomu f (), mnoho&len g(x) by
byl zapsan g(X)=(X— J) a k dokonéeni ulohy by zbyvalo délit mnohoc¢len f (X)
nalezenym mnohoclenem g (X) . Ziskali bychom tedy rozklad
f(x)=9(x)-h(x)=(x—j)-h(x), kde h(x) € Z[x] a st(h) = st(f)-1.Pokud by pro
zadnou funkéni hodnotu f(j), j=0,1, .., s neplatilo f(j)=0, jsou vsechny
mnoziny D

D; s -+ Dy konecné a pokracujeme dalsim krokem.

f(0)? f(s)

d) Pomoci s+1 vybranych hodnot g(0)e Dy, 9(1)€ Dy, ..., 9(S)€ Dy, urcime
polynom g (x), ktery v bodé X =0 nabyvé vybrané hodnoty g(0), vbodé X =1 hodnoty
g(l) ,..., v bodé X=s hodnoty g(s). Tento mnohoclen g(X) spoéteme postupem
uzivanym pro nalezeni tzv. Newtonova interpola¢niho polynomu. Pfi hledani Newtonova
interpola¢niho polynomu jde v podstaté o nalezeni pfedpisu pro mnohoclen g(x)
kladného stupné s, pfi¢emz zname jeho $+1 funkénich hodnot f (X;), kterych nabyva v
s+1 bodech x=0, 1, .., s. Polynom g(X) zapifeme ve tvaru
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9(X)=A +A(X=X%)+ L (X=%) - (X=X) +.c+  +A(X=X) - (X=Xy).  V¥podet
polynomu g (X) , respektive dopocitani koeficientd 4,, 4, ..., A se pak da zjednodusit
zapsanim do tzv. ,,schématu rozdild*:

Ag(x)=9(x+1)—9g(x)

A*g(x)=Ag(x +1)—Ag(x)

A’g(x)=A%g(x +1)—A%g(x), atd.

Ag(Xo)
9(x) A’g(x,)

Ag(x,) A*g (%)
9(x,) A*g(x,)

Ag(XZ)

Ag (%)

k!

Koeficienty A, pak spocteme dosazenim do vzorce 4, = . Nyni si popsané kroky

ukaZeme na piikladu.
Priklad 3.2
Rozhodnéte o ireducibilité &i reducibilité polynomu f (X) = x® + 3x* + 2x3 +2x2 + 1,

f(x)eZIx].

ReSeni: Stupeii polynomu f (x) je st(f)=5, hledany mnoho¢len g(x) tedy bude mit

stupefi nejvyse st(g)=s= [g} = 2. Nyni spo¢itdme (s+1) (v tomto piipadé je S+1=3
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) funkénich hodnot f (X): f (O) =1, f (1) =9, f (2) =105 a utvofime mnoziny jejich

délitel.

Df(O):{l’ -1},

Diy={1 -13 -39 -9},

Di»=1{1 -1 3 -3 5 -5 7, -7,15, -15, 21, —21, 35, —35, 105, —105}.

Mnozina D, obsahuje 2prvky, D, jich ma 6 a D,, dokonce 16. V nejhorsim
piipadé bychom tedy museli vyzkouset vSech 2-6-16=192 uspofadanych trojic,
abychom mohli konstatovat, Ze polynom f (X) je ireducibilni.

1) zvolime g(0)=g(1)=g(2)=1. Pak ale dostavame polynom g(x)=1, coz je
konstanta nebo téz polynom nultého stupné. Konstanty +1 vsak jdou vytknout z
libovolného mnohoclenu, takze budeme pokracovat v testovani jiné trojice.

2) Vyzkou$ime ¢ (0) =1, 0 (l) =1, ¢ (2) =-1. Zde jiz nebude vysledkem konstanta.

Vytvotime ,,schéma rozdilt*.

1
0
1 -2
-2
-1
. 1
Koeficienty A, pak budou: Ao = o =1,
0
ﬂl = E = O f
-2
===t

a po dosazeni do vzorce g(x)zio+21(x—x0)+ﬂ7(x—xo)(x—x1) dostaneme

g (X) =1+0-(x-0)-1-(x-0)(x-1), «coz po roznasobeni  zavorek  dava
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g(x)=—x"+x+1. Tento polynom g(X) ma sice stupetr St(g)=2 aje iz oboru Z[x],
avsak vydé&lime-li jim mnoho¢len f (X), nedostaneme nulovy zbytek. Polynom g(x)
tedy neni délitelem polynomu f (X).

3) Nyni vyberme hodnoty g(0)=1, g(1)=3, g(2)=7 a opét sestavime schéma.

Koeficienty A, jsou

A, 1.

T
Po dosazeni dostaneme g(x):1+2-(x—0)+2~(x—0)(x—1) a po roznasobeni mame
g(x)=x*+x+1.

Tento mnoho¢len jiz v Z[x] déli polynom f (X) beze zbytku. To znamena, ze jsme
nalezli rozklad polynomu f (X) na dva mnohocleny niz§ich stupnid a mizeme psat
f(x) = X +3x* +2x +2x* +1= (X" + x+1)- (¢ +2x* —=x+1) = g(x)-h(x), kde poly-
nom g(x), h(x) eZ ast(g)>1, st(h)>1, ¢imz jsme tento priklad vyfesili a zjistili, ze
dany polynom je reducibilni.
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3. 2. Ireducibilita polynomi v Z,[x]

Existuje pomérmné snadny zplsob jak rozhodnout, jestli je zadany mnohoclen v
daném Zp [X] rozlozitelny ¢i nikoliv. Samoziejmé je nutné si uvédomit, Ze v kone¢nych
télesech miize existovat jen konecné mnozstvi mnohoclentt daného stupné n.

Nabyva-li tedy stupent polynomu a prvocislo p nizkych hodnot, lze rozlozZitelnost v
takovémto poctu potencialnich faktord, ktery je kone¢ny, rovnou testovat. Je-li polynom
vyss§iho stupné nebo je-li p piilis velké, jde jiz zase o proces, ktery je veelku vypocetné
narocny.

Dutlezitym je nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni

Necht f (x) je polynomv Z[x] a f*(x) e Z_[x] jeho obraz v homomorfnim zobrazeni
it Z[x] = Z,[x]. Je-li polynom f*(x) e Z [x] ireducibilni, potom je i f(x)
ireducibilni v Z[x].

Véta obrécend samoziejmé neplati, takze je-li polynom f*(x) € Z [X] rozlozitelny,

nevypovida to nic o tom, Ze by i jeho vzor f (X) vV Z [X] byl téZ rozlozitelny.

Berlekampiiv algoritmus

Rozklad mnohoclenti v Zp[X] provadime pomoci Berlekampova algoritmu, jehoz

dialezitou soucasti je vyuZiti tzv. Petrovy-Berlekampovy matice (svllj ndzev ziskala po
vyznamném ¢eském matematiku Karlu Petrovi).
Berlekamptiv algoritmus se sklada ze tii kroki, a sice uréeni Petrovy-Berlekampovy

matice, nalezeni baze vlastnich vektort této matice pro vlastni hodnotu 4 =1 (dimenze

baze dim(B) zde urcuje pocet faktoril) a uréeni netrivialniho vlastniho vektoru V(X) a
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spocteni  p nejvétsSich  spole¢nych  délitela D( f (X), V(X) — r) pro vSechny
prvky reZ,.
Nyni se podivame podrobnéji na kroky tohoto algoritmu:
1. Méme zadany polynom f (X)eZ [X], jehoz stupen st( f)=n. Petrova-Berlekampova
matice je ¢tvercova a pocet fadk odpovida stupni polynomu f (X) (jde tedy o
matici nxn). Pomoci kongruence x” =g, +¢; X+ ... +¢;, X" modulo f (x) a
dopocitdme pro vSechna i =0,1, ..., n—1koeficienty mnohoclenti @, +0,X+... +
+qi,n_1xrH , které pak budou tvorit jednotlivé fadky Petrovy-Berlekampovy matice.

n-1

Dostaneme tento tvar matice: g, , +0 X+... +0;, X

Qoo Qos -+ Uona
Q- %o B G
qn—l,O qn—l,l ce qn—l,n—l

2. Ve druhém kroku feSime maticovou rovnost u-Q =u-A4, kde vlastni hodnota A =1 a

vektor uje n-slozkovy. Tato rovnost vede po roznasobeni na soustavu N rovnic o
N neznamych. Po jejim vyfeSeni musime vyjadrit bazi B vektorového podprostoru W,
kam patii vektor u. Dimenze baze podprostoru W ptitom urcuje pocet faktori, na které

Ize polynom f (x) rozlozit.

3. V poslednim kroku algoritmu vybereme jeden netrivialni vektor baze B, jehoz jednotlivé

slozky vy, V,,...,V,, poslouzi jako koeficienty pro zkonstruovani pomocného
polynomu  Vv(X)=V,+V,X+... +V, X" 'a zjistime nejv&tsi spolecné  délitele
D(f(x),v(x)—r) pro viechna r€Z, (tj. pro r=0,1,..., p—1).

Timto postupem bychom méli obdrzet faktory polynomu f (X) Jejich pocet pak

odpovida vyse zminéné dimenzi baze. Je-li t€chto faktorit méné, nez je dimenze baze, je
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nutné posledni krok opakovat s jinym netrividlnim vektorem baze B. Nyni si tento

algoritmus ukazeme na prikladu.

Priklad 3.3

Je dan mnoho¢len f (x) =x*+ 2> +x* +x+ 1, f (X)eZS[X].

ReSeni:

Uréime matici Q, kde pro i=0,1,...,n-1=0,1,2,3,4 postupné dostaneme
kongruence a z nich i fadky matice Q :

pro i=0: x*% = 1mod f (X)—)prvni fadek matice Q je (1,0,0,0,0),

proi=1:x* = 3x° + 4x* + 4x+ 4mod f (x)—>druhy fadek matice Q je
(4,4,4,3,0),

pro i=2:x"? =2x" + 4x° + 4x+ 2mod f (x)—> tieti tadek matice Q je (2,4,0,4,2),

Déleni polynomt budeme pocitat bez formalnich proménnych x :

10

g(x)=x
f(x)=x"+ 2 +x* + x+ 1
0 00O0OOOOOGOTG OI21

1112 01 4x° £ (x)

000 0O044 4300
1112 01 2x°f (x)

000221340
111201 X2 £ (x)

02302360

2 4 0 4 2 0= 2+ 4x+43+2x.

pro i=3:x>° = 3x* +x* + 2x+ 1mod f (x) — &tvrty fadek matice Q je (1,2,1,3,0),
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g(x)=x
f(x)=x"+ 2 +x* + x+1

000O0O0OOOOOOPO

|_\
= o
= o
N o
o o
[EE AN
N~
>
S
—_
—
>
N—

0000302140
111201 X*f (x)

000141410
111201 4x*f (x)

00403440
111201 x f(x)

0101040
1112001 f(x)

12130 0= 1+ 2X+x>+3x°.

pro i=4:x"* = 4x* +3x*> + 2x* +3x+ 4 mod f (x) —>posledni fadek matice Q je

(4,3,2,3,4).
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9(x)=x"
f(x)=x"+ 2 +x>+ x+1

000O0OOOO0O0O

4 4 4 3 00
12 01

1340
2 01

133330
11201

w

0230
2 01

|

0420

[EY
N
(@)
[EEN
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00411110

111201 4x f(x)
0430410
111201 4 (x)

4 3 2 3 4 0= 4+ 3x+2%+3 +4x*.

Dostavame matici v tomto tvaru:

10000
4 4 4 3 0
Q=2 4 0 4 2
12130
4 3 2 3 4

Dale spocteme vlastni vektory, pro 4 =1

dostavame (a,b,c,d,e)- Q= (a+ 4b+ 2c+d+ 4e, 4b+ 4c+ 2d + 3e,4b+d + 2e,

3b+ 4c+ 3d + 3e, 2c+ 4e) = (a,b,c,d,e), coz odpovida soustavé rovnic:

4b+ 2c+d + 4e=0
3b+ 4c+2d+ 3e=0

4b+d + 2e=c
3b+ 4c+ 2d + 3e=0
2c+ 3e=0

Volime-li neznamé b=v a c=w jako parametry, dostaneme d=v+ 4w, e=wa

neznama a je libovolna hodnota z Z, [x] , tedy a =u. Vektorovy prostor je tak mozné
popsat pomoci parametra U,V,W EZS[X] jako W:{(u,v,w,v+ 4W,W)}. Jeho bazi je
napiiklad B= {(1,0,0,0,0), (O,l,O,ZLO), (0,0,1,4,1)}. Mnohoélen f (X) je mozné

Vv Z;[x] rozlozit v soudin ti faktord, protoze dimenze baze dim (B)=3.
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Zvolime-li pro dalsi postup vektor (0,1,0,1,0), dostdvdme pomocny mnohoélen V(X) =
= x® +x apodle postupu uréime pét ( pror=0,1,..., 4) nejvetSich spoleénych délitelt

D(f(x),v(x)-r):

Pro urcovani nejvétSich spolecnych déliteld dvou polynoml vyuzijeme programu
Wolfram Mathematica 8.

r=0:D(f(x),v(x)=0) =D(x* + 2 +x* +x+ Lx° +x) = (3+X)(2+Xx),

¥ WOITam MEENEmca 5. - | 3P 1.0D -ou "

) dpl-1nb* - a %

r=2:D(f(x),v(x)-2) =D(x*+ 2 +x* +x+ 1,x* +x+ 3) =1,
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—
} diphlnb a X
r 54223422241 Hodulus -+ 3
, Modulus - 5]

= 4ex) (2-mex’

r=3:D(f(x),v(x)=3) =D(x*+ 2 +x* +x+ 1,x* +x+ 2) =1,

P WONTAM MENEMIDCE 54 - [P LOD -

1 i
de Edt inset Format Cel Graphics Evaluation Palettes Window Help

—

| diphlab* - o b

== Pactor[z*3+ X+ 2, Modulus - 5]

PolynomialGD[(2+3) (3+3) [Lexex

r=4:D(f(x),v(x)=4) =D(X* + 2¢ +x* +x+ 1L, +x + 1) =X +x+L.

P TOTIEM MENEMZ0CE 0 - [P 10D

o
de Edt Imset Format Cel Graphics Evahmtion Palettes Window Help
—

P a x

3+x*2.x+1, Modulus + 5]

R

Zjidtujeme tii ireducibilni faktory polynomu f (), které pii vzdjemném nésobeni v

Z[x] davaji vysledek (x*+x+ 1)(x+3)(x+2) =x°+ 2x° +x* +x+ 1. Nalezli
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jsme tedy rozklad polynomu f(x) v Zg[x], ktery zapiseme f(x):(x3 X+ 1)

(x+3)(x+2).

4. MINIMALNI A PRIMITIVNI POLYNOMY

Nyni se zamé&fime na hledani minimalnich polynoma prvku télesa. Bud’ € takovy prvek

télesa qu, VA4S {1, 6?,...,6?'“‘1} tvoii bazi qu nad F,. Pokud chceme najit minimalni
polynom f prvku geF , nad F,, vyjadiime mocniny 1, 5, B%..., B pomoci této

baze.

Tedy

p'=>b;6"  pro 0<i<m.
j=0

Necht' f(x)=a,x"+a, X" +...+aX+a,. Pak z podminky f () =0 dostdvame
>ab,=0  pro 0<j<m-1.
i=0

Mame tedy homogenni soustavu m linedrnich rovnic o m+1 neznamych. Rovnice

io1.is- Tudiz se jedna o

zapiSeme do matice A= (aij ) typu mx(m+1) takové, ze (aij ) =b
matici, jejiz i —ty sloupec je tvoien zapisem S'* v dané bazi. Takze je ziejmé, ze jde o
matici na$i soustavy. Ozna¢ime h hodnost matice A. Pak prostor feSeni dané soustavy
ma dimenzi d =m+1-h. Protoze 1<h<m, plati 1<d<m. Nyni lze polozit

a,=a,,=--=a,4,=0a a

m m-1

=1. Ostatni koeficienty polynomu dopocitame ze

m—d+1

soustavy. Nyni pfedvedeme tuto metodu na nasledujicim ptikladu.

Priklad 4.1

Je dan @ e F, koten ireducibilniho polynomu f (x) =x°+x+ 1 vF,[x]. Naleznéte
minimalni polynom prvku =1+ 6°+&° nad F,.

ReSeni:
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Napiseme si nejprve mocniny S vyjadiené v bazi 1, 67, 6°, ..., 6°. Mame
p°=1

p=1 +6°+6°

f= 0 +6°

B =1+0+6"+6°

B = &

p=1+0 +6° +6°

p= 0+6° +6°

Matice A je tedy dana

1101010) (1101010) (1101010
0101001/ |01 01001| 0101001
000o0111| 0101110/ 0000111
0011010/ lo0o11011/l0011010|
0001010/ |0010001/ (0001010
0000010 l0ooo0oo010 (0000010
1101010
0101001
0011011
looo101o0]
0000111
0000010

Hodnost matice je h=6 a d =6+1-6=1. Zvolme tedy a, =1 a dopocteme ostatni
koeficienty. Dostavame a, =0; a, =1; a, =0;a, =1, a, =1; a, =1. Z téchto koeficienttl
jsme ziskali minimalni polynom nad F,. Tento minimalni polynom je tedy
X%+ x* + X% +x+ 1.

Ukéazeme si dal$i metodu na hleddni minimalnich polynomdt, kterd je zaloZena na
nasledujici véte.
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Véta:

Bud o e Fon .Necht' g je minimalni polynom prvku « nad F_, ktery ma stupeii d . Pak
koteny g jsou prvky a, @, ...,% aje g minimalni polynom viech t&chto prvkii nad
F,-

Z této uvedené véty vyplyva, pro nalezeni miniméalniho polynomu f prvku Fyn nad F,

, . d-1 . . vr e y w? row
staéi spo¢itat mocniny 3, 89, ..., B% , kde d je nejmensi piirozené ¢islo takové, ze

B = 3. Potom f (X):(X—,B)(X—ﬂq)...(x_ﬂqd’l)_

Druhym zptisobem je nalezeni primitivniho prvku vhodného télesa a konstrukce jeho
minimalniho polynomu. Piesnéji, pokud chceme sestrojit primitivni polynom stupné m
nad F,, najdeme primitivni prvek télesa Fon @ sestrojime jeho minimalni polynom
nékterou z uvedenych metod. Prvek Fon je primitivni, pravé kdyz ma v grupé Fq*m fad
q"—1. Necht” je q" —1=k ---k, rozklad na soucin po dvou nesoudélnych piirozenych
¢isel. Pro kazdé 1<i <I nalezneme prvek ¢, e Fq*m fadu k. Poté o =, --- ¢, ma téad
q" —1. TudiZ je & primitivni prvek a sestrojenim jeho minimalniho polynomu dostaneme

pozadovany primitivni polynom.

Definice

Bud f nenulovy polynom nad F,. Pokud f(0)=0, definujeme fad polynomu f jako
nejmensi k pfirozené &islo, ze f(x)dé&li x —1.V opacném ptipadé plati f (x) = x'g(x)
, kde 1e N, geF,[x]. Pak rad polynomu f definujeme jako fad g. Rad f znacime
ord(f).

Pfedchozi definice je korektni, protoze pro kazdy polynom f e F, [x], g(0)=0 stupni

m>1 plati, Ze existuje pfirozené &islo k <q™ —1,pro néz f(x)deéli x* —1,
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Nyni si uvedeme zékladni vlastnosti fadu polynomu a také si ukazeme, jak je mozné fad
polynomu spocitat. Nejprve je dobré si uvédomit elementarni vlastnost fadu polynomu,
ktera pfipomina fad prvku.

Pro piirozené &islo k a polynom f e F, [x], f(0)=0 plati: f deli x*—1, pravé kdyz
ord(f) déli k. Dale si vSimneme, jaky vyznam ma fad pro ireducibilni polynomy.
Tvrzeni: Rad ireducibilniho polynomu f stupnd m nad télesem F,» ktery spliuje
f(0)=0, je roven tadu jeho libovolného kofene v grupé Fq*m . Dusledkem je tad
ireducibilniho polynomu f stupné m nad télesem F_, ktery déli g™ —1 . Pro reducibilni

polynomy toto tvrzeni ani jeho dusledek nemusi platit, ale fad reducibilniho polynomu

dokazeme spocitat z fadu jeho ireducibilnich faktorti. To nam ukazi nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni: Pokud f e F,[x] je sou¢inem po dvou nesoudélnych polynomit nad F,, pak

fad f je roven nejmenSimu spoleénému nasobku jejich fadi.

Tvrzeni: Ozna¢me p charakteristiku F, télesa. Necht' g je ireducibilni
polynom nad F_fadu k spliujici g(0) =0 abud f =g", kde me N.Pak ord(f)= kp'
,kde 1 € N U{0} je nejmensi takové, ze p' <m.

Z téchto dvou tvrzeni bezprostiedné vyplyva nasledujici véta pro uréeni fadu polynomu.

Véta:

Oznacéme p charakteristiku télesa F,. Bud® f polynom kladného stupné nad F,
splitujici f(0)=0.Bud f =ag,™-ag,", ae F,» m,...,m € Nrozklad f na soucin

monickych ireducibilnich polynomut. Pak ord(f)=kp', kde k je rovno nejmensimu

spole¢nému nasobku ¢&isel ord(g,),...,ord(g,) a |e Nw{0}je nejmensi takové, ze
p'>max m,..,m, .

S pomoci téchto tvrzeni vypoéteme a dokazeme nékolik ptikladu, které ilustruji
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popsané metody, piipadné popisuji dalsi vlastnosti fddu. Nejprve si ukazeme pouziti této

uvedené véty.

Priklad 4.2

Urcete ¥ad polynomu f(X):(x2+x+1)5(x3+x+1) nad Z,.

Reseni:

Oznacime g(X):(X2+X+1),h(X):(X3+X+1). Snadno se ovéri, ze g,h jsou
ireducibilni polynomy nad F,. Z toho plyne, 7e ord g x dé&li 2°—-1=4-1=3. Je
evidentni, 7ze ord g x >3,tudiz ord g x =3. Obdobné¢ ord h x déli
2°-1=8-1=7 a ord hx >Lltakze ord hx =7. Z véty dostdvame
ord f =kp', kde k=21 p=2;1=3.Tedy ord f =21.-8=168.

Dale se zaméfime na jiné moznosti jak uréit fad polynomu, jedna se o specialni piipady,

kdy v8echny koieny polynomu jsou jednoduché nebo je polynom ireducibilni a podobné.

Definice

Bud’ F téleso charakteristiky p a necht n je pfirozené cislo, p nedéli n. Pak

definujeme n - ty cyklotomicky polynom jako Q, x =1II x—¢ , kde nasobeni probiha

ptes vSechny primitivni n-té odmocniny z jedné. Tento soucin probiha v rozkladovém
nadtélese F urceném polynomem x" —1, v némz existuji primitivni n -té odmocniny z
jedné.

Je zfejmé, ze Q, je mozno ekvivalentné definovat jako Q, X = H1 x—¢&° , kde

¢ je libovolna primitivnin -t odmocnina z jedné.

Polynom stupn€ n z F, x nazveme primitivnim polynomem nad F,, pokud je
minimalnim polynomem nad F, primitivniho prvku télesa Fo-
Naésledujici véta uvadi do souvislosti pojem primitivniho polynomu a fad polynomu.
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Vime, Ze polynom nad F, stupni n ma fdd mensi nebo roven q" —1. Pro primitivni
polynomy plati rovnost.

Polynom f € F, x stupné n je primitivni nad F,, prav€ kdyz f je monicky, f(0)=0
aord(f)=q"—1.

Na nasledujicich prikladech si ukédzeme nékolik zakladnich vlastnosti primitivnich

polynomd, které Ize ovéfit, zda zadany polynom je primitivni.

Méjme polynom f (X) =X+ X+ X2 +X +1, ktery je primitivni polynom nad t&lesem F,.
Tento zadany polynom f (X) =X +X°+%° +X+1, ovéfime velmi snadno. Dosadime
f (0) =0°+0°+0°+0+1%0, z toho vidime, Ze tento polynom je monicky a podle véty
stadi ukazat, ze ord(f)=2° —1=63. Protoze ireducibilni polynomy X+1, X* +X+1,
X+ x+1, x> +x*+1 nedéli f, jef ireducibilni. Dale ord(f)|63 a fad polynomu je
uréité vétsi nebo roven jeho stupni a proto pro polynomy x’ +1, x° +1, x** +1 snadno
oveétime, ze je fnedéli. Tedy ord(f)=63 a z toho plyne, Zze polynom
f(X)=x"+X*+x*+X+1 je primitivni.

Bud' f € F, x monického stupn€ n>1. Dokazte, ze f je primitivninad F,, prave kdyz
f je ireducibilni faktor nad F, cyklotomického polynomu Q, € F, x , kde d =q" —1.

Bud’ naopak f ireducibilni faktor Q,. Necht je « kofen f. Pak je « primitivni
(g ™ —1) -tAodmocnina z jedné, tedy « je primitivni prvek t&lesa F... Polynom f je

monicky a ireducibilni, tudiZz je minimalnim polynomem prvku «, a tedy se jedna o

primitivni polynom.

Priklad 4.3
Urcete pocet primitivnich polynomii stupné m nad F,.

ResSeni:
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Z priikladu plyne, ze sta¢i urcit pocet ireducibilnich faktord polynomu Q,, kde
d=qg" —1. Ozna¢ime ho k. Protoze ¢&isla q,d jsou mnesoudélna, plati

k=p(d)/m=e@" —1)/m.

Priklad 4.4

Ve — 3 z W N W <]
Je dan polynom f(X)=x’+x+1eZ[x]. Plati, 7e mnozina viech polynomi s
koeficienty v Z, stupné rovného nebo mensiho neZ 2 s operacemi séitani a nasobeni

modulo X*+X+1 je t&leso. Nalezn&té inverzni prvek k polynomu p(x) = x + 1.

ReSeni:

Vezméme polynom (X+1). Nejprve nalezneme polynom (X+1) ™ inverzni k (X+1).
Dal$im krokem vyuzijeme rozsifeného Eukleidova algoritmu, a tim nalezneme polynomy
a(x),b(x)€Z, [X]takové, aby platilo a(x)-(x+1)+b(x)- f(x)=1. Nalezli jsme
polynomy x3+x+1:(x+1)-(x2 +x)+1, z toho je patrné vidét inverzni polynom
(X+1) T =Xx*+X. Tento postup pouzijeme vzdy, kdyz nejveétsi spolecny d¢litel

f (x) € F[x]a libovolny nenulovy polynom z F[X] stupné mensiho nez je stupeii f (X)

jeroven 1.

Pro n¢které polynomy tento postup neplati, naptiklad pro polynom
f(X)=x +x=x-(x* +1).

Pro nas ucel se jevi jako pomérn¢ diilezitd ¢ast pocitacové algebry studium faktorizace
polynomti nad tzv. konecnymi télesy. Polynom v oboru Zp [X] kde p je prvocislo,
zapigeme ve tvaru f(X) =a X" +a _ X" +..+a,x’ +ax' +a,. Pfitom koeficienty a,,

8, 1, &, &, 8 €Z,,coz znamena, Ze tyto koeficienty mohou nabyvat jen hodnot

n—.

Z mnoziny {0, 1., p}. Soucty, rozdily, souciny a podily polynomt i jejich derivovani
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jsou provadény podobné jako v Z[x], aviak s rozdilem, Ze koeficienty ziskané¢ho

vysledku opét patii do Z .

5. LINEARNI KODY

Linearni kod je v teorii kodovani typem blokového kodu pouzivanym metodami
pro detekci a opravu chyb. Linearni kody umoziiuji realizaci efektivnéjSich algoritmi pro

kodovani a dekodovani nez jiné kody.

5.1. Elementarni kody

Ukazeme si nékolik ptikladu elementarnich kodu vychazejicich z technickych moznosti
své doby.

Kddy kzn

Kody maji n-mistné znacky. V kazdé znacce je pravé k jednicek. Kontrola ptijatych
znacek spociva ve spocitani jednicek v piijaté znacce.

Priklad 5.2

Kéd2z5

00011
00101
01001
10001
00110
01010
10010
01100
10100
11000

5.2. Jednoduchy paritni kod
Paritni bity se pouzivaji pfi komunikaci po sériové lince. VSechna data uloZena v naSich

pocitacich se skladaji z nul a jednic¢ek. Jsou to informace, které obsahuji jen dvé moznosti
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(jedna-nula, ano-ne, zapnuto-vypnuto). Tyto moznosti maji vzdy velikost jednoho bitu.
Nuly a jedni¢ky skladame do slov. Tato slova mohou mit raznou délku. Slovo, které ma
délku osm bitu, nazyvdme byte. Snadnou metodou pro zjisténi moznosti chyby pfi
pfenosu datového slova je pouziti paritniho bitu. Paritni bit je takovy bit, ktery ptiddme k
datovému slovu. Je to posledni bit v ramci datoveho slova. Ten obsahuje informaci o
poctu jednickovych bitu v naSem slove.

Pokud je v puvodnim slové pocet jedni¢ek sudy, pfidame nulu, v opacném piipadé

jednicku.
Tabulka 1

1. a 111011001010000 7
2. b 011101100101000 7
3. C 100110101111000 8
4. d 001110110010100 7
5. e 110101111000100 8
6. f 010011010111100 8
7. g 101000011101100 7
8. h 000111011001010 7
9. i 111100010011010 8
10. J 011010111100010 8
11. k 100001110110010 7
12. I 001001101011110 8
13. m 110010100001110 7
14. n 010100001110110 7
15. 0 101111000100110 8
16 p 000011101100101 7
17. q 111000100110101 8
18. r 011110001001101 8
19. S 100101000011101 7
20. t 001101011110001 8
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21. u 110110010100001 7
22. Vv 010000111011001 7
23. X 101011110001001 8
24. y 000100110101111 8
25. z 111111111111111 15
26. mezera 011001010000111 7
27. tecka 100010011010111 8
28. , 001010000111011 7
29. : 110001001101011 8
30. ? 010111100010011 8
31. ! 101100101000011 7
32. “ 000000000000000 0

V této tabulce je 32 patnacticlennych posloupnosti slozenych z prvka 0,1. Kazda

patnacti¢lennd posloupnost v této tabulce je kodové slovo. Kod je mnozina kddovych
slov. V prvnim sloupci tabulky je napsano potadi, v druhém sloupci pismena abecedy a
nékterd interpunkéni znaménka, ve tietim sloupci jsou jednotliva kodova slova. Cisla
uvedena ve c¢tvrtém sloupci tabulky udavaji pocet jednicek v jednotlivych kédovych
slovech, ten se nazyva vaha slova.

Soucet dvou kddovych slov je opét kddové slovo,

napt. m+a=|I napt. b+c=a napt.mez+i=s

110010100001110 011101100101000 011001010000111
111011001010000 100110101111000 111100010011010
001001101011110 111011001010000 100101000011101

Linearni blokovy kod je pravidelny n-mistny koéd, kde mnozina vektorti ptifazena
znackam tvoti podprostor vektorového prostoru.
Kéd, ve kterém je soucet dvou kdédovych slov opét kodové slovo, se nazyva linearni

(grupovy). Vzdalenosti dvou slov (nemusi byt kddova) se rozumi vaha jejich souctu.
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Pravidlo pro dekodovani:
Jestlize v prijatém slove jsou nejvyse tfi chyby, nalezneme spravné kodové slovo tak, ze
vezmeme kodové slovo, jehoz vzdalenost od piijatého slova je nejvys rovna tiem. Priklad

vzéjemneho piirazeni vektoru a znacek je zndzornén schématem:

Mnozina vekioru  Kédovaci tabulka
v, =(00000) x, 00000
v, =(10001) x, 10001
v, =(01010) X, 01010
v, =(00111) X, 00111
v, =(11011) X, 11011
Vs =(10110) X, 10110
v, =(01011) x, 01011
v, =(11100) X, 11100

Priklad 5.1

Byla piijata zprava, ktera je tvoiena fadky nasledujici tabulky:
000011101100101

101111000100110

010111111110111

101111000100110

011110001001101

101100101000011.

ReSeni:

Pokud pfi pfenosu zpravy nevznikly zadném kodovém slové vice nez tfi chyby, mizeme
ptijatou zpravu deSifrovat za pomoci tabulky 1 a pravidla dekodovani. Prvni radek
odpovida kédovému slovu p , druhy fadek slovu o , tietimu f&dku neodpovida zadné
kodové slovo z tabulky 1, ¢tvrty fadek opét slovu 0, paty fadek slovu r a Sestému fadku

odpovidéa slovo !. Desifrovany text je PO _OR!.
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Spocitame vzdalenost nerozsifrovaného slova od kddového slova. Zjistime, ze slovo ve
tietim fadku mé od kddoveho slova vzdalenost 3, pfi¢emz k chybam doslona 1., 3. a 12.

misté. Rozsifrovana zprava tudiz zni POZOR!.

5.3. Maticovy popis linearniho kédu

Souradnice vektoru baze prostoru V, zapiSeme do fadku matice. Ziskame tim matici G

kodu.

G:

o O -
=)
= O O
O P O

1
0 | tj. generujici matice kodu.
1

Vektory znacek kodu jsou linearni kombinaci fadku matice G . Prostor vektora V, je

ortogonalni ke vsem vektoram V, . Prostor pojmenovany V, ma generujici matici, kterou

nazveme H.

01110
H :(1 01 0 J je kontrolni matice kodu. Plati-li v-H™ =0, vektor v je vektorem

znacky kodu.

Priklad 5.2

0 1
10
T 0 0 0 0 (O
v,-H :(10001)-1 1l|= = =0
1 + 0+ 0+ 0 + 1) (0
1 0
0 1
0 1
1 0
T 0 1 + 0 + 0 0
v, -H =(01010)~1 1= = =0,
0 + 0 + 0 0
1 0
0 1
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v,-H'=(0 1 1 0 1)

O Rk B L O

1

0
l_0+1+1+O+0_0_0
0_0+O+1+0+1_0_'
1

Kod ma minimalni vzdalenost d . rovnu w v piipadé, ze libovolnd mnozina w—1 a

méné nez w—1 radku matice H' je nezavisla, zatimco alespoii jedna mnozina w fadku

je zavisla.

5.4. Systematicky linearni kdd

Kazdy linearni kod je mozné pievést na systematicky kod se stejnou zabezpecovaci
schopnosti.

Lze pouzit tyto elementarni Upravy:

a) Vzéjemna vymeéna radku - kod se nemeéni.

b) Pri¢teni Fadku Kk jinému - kéd se nemeéni.

c) Vzajemna vymeéna sloupcu - kod se méni na jiny kod se stejnou zabezpecovaci
schopnosti.

V oblasti kddovani je pojem syndrom S velmi dtlezity. Je dan vztahem S=v-H'" . Jeto

vektor s n—k prvky.

5.5. Algebraicka metoda dekodovani
Tato metoda vede k cili celkem rychle i v piipadé kédu vétsi délky a s vice kédovymi
slovy.
Tabulka 2

at=a+1

0{5 = a2 +a

a’=a’+a’

a' =a'+a’=a*+a+1

d=a’+a'=a*+a+a+l=a’+1

d=ab+a’ = +at+at+a=a’+a
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a’=a"+at = +a+l+P+at =’ +a+1
=+’ =’ +l+P+a+l=a*+a’ +a
a?=a’+a’ = +a+a’+l=a*+a’+a+1
a®=a"+a’ =’ +a+l+dP+a=a+a?+1
="+ =+’ +a+at+a+l=a®+1

A= +ar =P+l +a+l+ad+at+a=1

Prvku « a jeho patnacté mocniny, lze snadno zjistit dal$i mocniny prvku « , které jsou
rovny 1. o =1= a* =(a15)2 =a® =(a15)3 =...=1.

Prvnich patnact mocnin prvku o udava vSechny jeho mocniny. Kazdou mocninu prvku
a muzeme pievést na polynom proménné a stupné maximalné 3. Po seéteni nékolika
takovych polynomu dostaneme polynom nulovy nebo polynom nejvyse stupné 3, ktery
bude vzdy odpovidat nékteré mocniné prvku « podle tabulky 2.

Naptiklad:

AP+ +a =1+al+a+l+a’ +1l=a+1.

Tabulka 3
1. 1 17. x*+1
2. X 18. x* +x
3 X+1 10. X'+ x+1
4, x? 20. x* 4+ x2
5 X2 +1 21. X* +x%+1
6 X% + X 22. X* + X% + X
7. X2 +Xx+1 23. X* + X%+ x+1
8. x® 24, x* 4+ %3
9. x3+1 25. X+ x3+1
10. x3+x 26. X +x3 +x
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11.  x3+x+1 27. X+ +x+1

12. xX*+x° 28. x* 4+ x3 4+ x?

13.  xX*+x*+1 29. X+ x3+x2+1
14,  xX3+x*+x 30. X+ +x2+ X
15, xX*+x*+x+1 31. X* 4+ 33+ X%+ x+1
16. x* 32. 0

Vynasobime-li tento polynom f (x)=1+x+X*+x*+ x>+ x* + x* postupn& polynomy
maximaln¢ stupné 4, nesmime zapomenout na nulovy polynom v tabulce 3. Pokud
ptepiseme koeficienty vzniklych polynomu jako patnacti¢lenné posloupnosti ¢isel 0,1,

dostavame se k tabulce 1. To znamené, ze polynom f (x) generuje kod z tabulky 1.

Spravné prijata slova

Slovo délky 15 je kodove slovo v piipade, Ze pfislusny polynom je délitelny polynomem
f (x) Podil urcuje kodové slovo: Je-li podil na k -tém misté tabulky 3, je piislusné slovo
k -tym kodovym slovem v tabulce 1.

Naptiklad:

Kaédové slovo n v tabulce 1 vydélime polynomem f (x)=1+X+Xx* + X" +x° + x° + x*°.

010100001110110 n
11101100101 X*f (x)
0100110101111
11101100101 X*f (x)
011101100101
011101100101 x f(x)
0

Polynom g (x) =x>+x*+x je v tabulce 3 na 14. mist& a prvek n je v tabulce 1 také na

14. misté. Timto postupem jsme si ukézali spravné dekodovani piijatych slov.
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Piijata slova s nejvySe tfemi chybami

Polynom f (X) =1+ X+ X* + X" +x° + x® + X" Ize napsat jako soudin tfi polynoma a to:
f(x)=x"+x+1

fo(x)=x*+x+x* +x+1

fo(X)=x"+x+1

Prijaté slovo ozna¢ime jako g(X).

Postup:

Nejprve spoditame zbytky pii déleni polynomu g(x) polynomy f,(x). Tyto zbytky
ozna¢ime S;(x). Dosadime do S, (x)prvek o' za prvek x. Nyni ndm nic nebrani v tom,
abychom dosadili do kli¢ové rovnice pro opravu chyb daného kdédu, kterd ma tvar
(S7+8,)y°+(S)' +5,S;)y* +(S/S;+S5) y+S; +8'S, +8,5; +85 =0.

Jestlize S?+S,#0 a ', &', &* jsou nenulové koteny klicové rovnice, potom se chyby v

piijatém slové nachazeji na mistech i+1, j+1,k+1, to znamend v koeficientech u

x', x!, x*. Koteny kli¢ové rovnice ziskdme po jednotlivém dosazovani mocnin

La, o, ..., a".

Je nutné si uvédomit, Ze pocet chyb v piijatém slové je roven poétu kotfenu kli¢ové
rovnice.

Tento postup si ukaZeme na piikladech.

Priklad 5.3

Byla ptijata zprava, ktera je tvorena radky nasledujici tabulky:
000011101100101

101111000100110

010111111110111

101111000100110
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011110001001101
101100101000011.

ReSeni:

g(x)=000011101100101

f(X)=1+X+x*+x* +x° +x° +x°

0 000111011001001
11101100101 X“f (x)

Polynom X" je v tabulce 3 na 16. mist& stejné jako prvek p v tabulce 1.

g(x)=101111000100110

f(x):1+x+x"'+x“+x5+x8+x10

101111000100110
11101100101 X f (x)

10100001110
111011001

o -
e
>
N
_—
—_~
>
~

010111
10110010

=
o
— o
=
[
=

[EEN
>
—h

—~
>

~

[EEN
[EEY
[EEN
[EEY

100101
10010 1 f(x)

[EEN
[EEN
[EEN
[EEN

Polynom x>+ Xx*+X+1 je v tabulce 3 na 15. misté stejné jako prvek 0 v tabulce 1.

g (X) =010111111110111
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f(x):1+x+x2+x“+x5+x8+x10

010111111110111
11101100101 X' £ (x)

010100010 010010
11101100101 X*f (x)

010011001 01100
11101100101 x f(x)

001110101110
11101100101 f(x)

11010110010

Ptijaté slovo neni délitelné polynomem f (x)=1+x+x*+x*+x°+x°+x" a proto toto
ptijaté slovo neni kddové slovo. Z toho vyplyva, ze pii pienosu zpravy doslo u tohoto
prvku k chybé. V takovém piipadé polynom g(x) vydelime f,(x)=x"+x+1.

010111111110111
11001

010111111101110

11001

01011111101110
0

0101111 110
01

010111 110
1 01
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O
o
—

N
o
o
[

Dostaneme zbytek 11010 =1+ x+ x> Zbytek S, ziskame po dosazeni prvku o za prvek
x, dle tabulky 2. S, =1+x+X’ =’ +a+l=a'.

Nyni polynom ¢ (X) vydélime polynomem f, (X) =x'+x3+ X +x+1

010111111110111
11111

01011111110100°0
11111

010111100010
111

-

01011101110
1111

0101101000
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1

11100
Dostaneme zbytek 11100 =1+ x+x*, po dosazeni prvku « za prvek x dostaneme S,,
dle tabulky 2. S, =x+X* =’ +a =a’.

Dale polynom g(x) vydélime polynomem f,(x)=x*+x+1.

010111111110

|

010111111110

=

010111111110000
111

01011111000
111

01011000
11

01100
111

100

Dostaneme zbytek 100 =1, tim jsme ziskali S, =1.

Nyni jsme zjistili potiebné zbytky polynomii do kli¢ové rovnice a ptejdeme k vypoctu,
tim Zze dosadime do rovnice (313 + 83) ye+ (814 + 8183) Y2+ (81283 + 55) y+
+S. +83S,+5,S, +SZ =0.

4

3
S +S, :(a7) +a’=a"+a’=a” -’ +a’=1l.-a’+a’ =’ +a’ +a’ +1=a’ +1=a'

4
S} +S,S, =(a7) ta'db=a’®+a® =1l-a®+1=a’+a’ +1+1=a’+a’ =a’
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SZS, +S, :(a7)2 +l=a"a’®+1=1-a' +1=a’+a+1l+l=c’+a=a’

6 3 2
Sf+SfS3+SlSS+S32=(a7) +(a7) a8+a7~1+(a8) =a®+a*a®+a’ +a® =a® +

+ad¥+a’ ra=a+at+ra+l+di+l+dd +a+lra=at +a’ +a+1=a*.

Klicova rovnice je tedy o'y’ +a°y* +a’y+a'* =0.

Rovnici vynasobime « a tedy ziskame oy’ +a'y*+a”y+a®=0= Yy +a’'y’ +

+a"°y +a" = 0. Nyni budeme dosazovat postupné mocniny 1, o, &, ..., &

14

1 1+a" +ad®+a® =1+ +a+l+ad’+a+l+a® +a® +1=0

a.

(24

2.

10 .

1.

12,

13 .

A+’ +adt+a¥ =+ ra+dl+al ra+addra’ +1=1

dtrattatra =’ +a’+al+al+ra+rd’+al+ra+lia’ +a’ +1=0
drat+at+a=a’+a+a+a =’ +a+a’ +a’ +1+a’ +a’ +1+
+al+a’+l1=a’+a+1l=a"

a?+a®+a+a¥ =P+’ +a+1+1+dP +1+ P+t +l=a* +a=a’
a+a +a®+aP =1+a* +1+ B =1+’ +1+ P+t +1=a’ +1=a™
P+ +a®+a = +at+ra+a =P +a+l+a+a’+at +1=a?
at+at+a’ ot =’ +a’+a’+a =l +af+a’ +at+at +ad +at +1=
—af+1=a

a+a+a®+at =+l +d’+at =t +ra+ra’ +l+dl+d’ +at +1=a’ +
ta=a

ad +a”+a+a =+ +at +at =P+t +ra+l+a’ +a+1+a+1+
+a*+at+l=a’+a=a°

@ +a” +a®+a=1l+a’ +a’ +a® =1l+a’ +a’ +a+l+a’ +a+a’+a’ +
+l=a’+1=0"

aB+a®+a?t+a¥ =P+ +ab+aP =P+t +1+ P+t + P +a?+1=0
A+t +a?+d = +a+a' +aP =+l +a+P +a+l+a +at+1=

A +a+aP+ad =+l +at+ad = ra+di+at +1l+ P +at+1=
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—a*+a=a
dt: a?+a+a? +at=d?+at+dl+at =P+l ra+lradl ra+ad ra+

+al+a’+l=a*+a’*+a=a.

Dostavame pro 1 rovnost 1+ a’ +a™ +a® =0, pro a® rovnost a®+a™ +a +a™ =0

apro o™ rovnost &® +a* +a®+a™ =0. Proto klicova rovnice ma koieny 1, a*a o',
tudiz chyby jsou tedy na 1., 3. a 12. misté. Spravné piijaté slovo mélo byt
11111111111112117.

Toto slovo vyd¢lime polynomem f (X) =1+X+X* +x* +x° +X° + x°.

111111111111 111

11101100101 X“f (x)
1111000210011010
111011001001 X f (x)
11101100101000
11101100101 f(x)
0

Polynom x*+x*+1 je v tabulce 3 na 25. misté stejné& jako prvek z v tabulce 1.

g (x) =101111000100110
f(X)=14X+X"+ X" +X°+x° +x°
Tento postup pocitat nebudeme, protoze polynom ¢ (X) je stejny jako v druhém tadku

v zadané tabulce. TudiZ bychom dostali stejny polynom X° + X+ X+1, ktery je v tabulce

3 na 15. misté stejné jako prvek 0 v tabulce 1.

g(x)=011110001001101

f(X)=1+x+x"+x*+x°+x° +x°
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01111000100110°1
11101100101 X' £ (x)

011101100101
11101100101 x f(x)

0

Polynom X*+X je v tabulce 3 na 18. misté stejng jako prvek r v tabulce 1.

g(x)=101100101000011

f(x):1+x+x2+x“+x5+x8+x10

101100101000011

11101100101 X' £ (x)
101111000100 11
11101100101 X*f (x)
1010000111011
11101100101 X*f (x)
100110 1111
11101 101 x f ()
1110110
1110110010 1 f(x)
0

Polynom X*+Xx*+x*+X+1 je v tabulce 3 na 31. misté stejn& jako prvek ! v tabulce 1.

Vysledny text je POZORL.

Priklad 5.4
Ptijali jsme zpravu, ktera je tvoiena fadky nasledujici tabulky:
000011101100101
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101111000100110
000111011001010
101111000100110
010100111001001
100001110110010
110011011010000.

ReSeni:
g X):000011101100101

X) =1+ X+ X2+ X' +X°+%° +x°

0 000111011001001
11101100101 X“f (x)

0

Polynom x* je v tabulce 3 na 16. misté stejng jako prvek p v tabulce 1.

g(x)=101111000100110
f(X)=14X+X"+ X" +X°+x° +x°

101111000100110

11101100101 X f(x)
10100001110 11

111011001 01 x*f (x)
100110101111

1110110010

[EEY
>
—h

—_~
>

~—

11101100101
1110110010 1 f(x)

o

0

Polynom x>+ Xx*+X+1 je v tabulce 3 na 15. misté stejné jako prvek 0 v tabulce 1.
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g(x)=000111011001010

f(x):1+x+x"'+x“+x5+x8+x10

000111011001 010
11101100101

0
Polynom x* je v tabulce 3 na 8. misté stejn& jako prvek h v tabulce 1.

g (X) =101111000100110
f(X)=1+X+X"+ X" +X°+x° +x°
Tento postup pocitat nebudeme, protoze polynom ¢ (X) je stejny jako v druhém tadku

v zadané tabulce. Tudiz bychom dostali stejny polynom X° +X* +X+1, ktery je v tabulce

3 na 15. misté stejné jako prvek 0 v tabulce 1.

g(x)=010000111011001

f(x):1+x+x2+x“+x5+x8+x10

010000111011001

11101100101 X“f (x)
010011010111100
11101100101 X2 £ (x)
0111011001010
11101100101 x f (x)

0
Polynom Xx*+ X%+ X je v tabulce 3 na 22. misté stejné jako prvek V v tabulce 1.

g(x)=100001110110010
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f(x):1+x+x2+x“+x5+x8+x10

1000011101100°10
11101100101 X f (x)
10011010111100
11101100101 x f(x)
111011001010
11101100101 f(x)

0

Polynom X +X+1 je v tabulce 3 na 11. misté stejn& jako prvek k v tabulce 1.

g(x)=110011011010000

f(x):1+x+x2+x“+x5+x8+x10

1100110110100 00
11101100101 x f(x)

00100001000

Pfijaté slovo neni délitelné polynomem f(x)=1+x+x*+x"+x"+x°+x° a prijaté
slovo neni proto kddové slovo. Z toho vyplyva, ze pii pfenosu zpravy doslo u tohoto
prvku k chybé. V takovém piipadé polynom g(x) vydélime f,(x)=x"+x+1.

110011011010000
11001

110011 0100
11001

|

110000 0

1100

P
o

1111000
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Dostaneme zbytek 1111=>1+x+x*+x°. Zbytek S, ziskdme po dosazeni prvku « za
prvek x, dle tabulky 2. S, =1+ X+ X’ +X’' =a’ +a’ +a+1=a”.

Nyni polynom g(x) vydélime polynomem f;(X)=x"+x°+Xx*+x+1,

110011011010000
11111

0
Dostaneme zbytek 00000 = 0. Zbytek S, ziskame po dosazeni prvku o zaprvek x, dle
tabulky 2. S, =0.

Dale polynom g(x) vydélime polynomem f; (x)=x*+x+1.

110011011010000
111

1100110

|

010
11

|

110011 0

o
= o
|

110011
111

[N
[N
o
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11001000

111
11110
1000

Dostaneme zbytek 1000 = 1, tim jsme ziskali S, =1.
Nyni jsme zjistili potfebné zbytky do kli¢ové rovnice a prejdeme k vypoctu, tim ze

dosadime do rovnice ve tvaru:

3 3 4 2 2 6 3 2
(S5+S;)y° +(S) +5,S;)y* +(S7S,+S; )y +S; +8S,+5,S,+5; =0.
53,5 _( 12)3 {15\ 5 6_ 6
L +S,=(a +O—(a ) o =la =a
4 3
Sy +8,8,=(c”) +a”-0=(a"*) &’ +0=0"+0=0a"
525, 45, =(a2) -0+1=g®-0+1=1
13+5—(a)-+—a-+—
6 3 2 4
Sy +578,+8,S,+5; =(a) +(a”) -0+a®-1+(0)" =(a") a® +0+a” +0=a"+a* =0.
Kli¢ova rovnice je tedy a®y® +a’y* +y+0=0.
Rovnici zkratime y vynasobime o® atedy ziskame ay* + a“y+a’ =0= y* +ay +
+a’® =0. Nyni budeme dosazovat postupné mocniny 1, &, &2, ..., ™.
1: 1+ad?+a’ = +a’+a+l+d+a=a’+1=a°
a: d+a+ad’ =t ++dP+l+d+ra=a+l=a"
a’: v+’ =a+l+dP+1+P +a =0
a d+at+ad’ =+t +l+di+ra=at+a+1=a"
at: d+a®+ad’ =t +lra+dlPra=a*+a’+1=0a"
a: d+d "+’ =+t +a’ =’ ra+l+adl +di+ra=a+1=a*
a®: P+ +a’ =P+l +al =+t +ra+l+rd+l+ra=+a’+1=a”
a: M+ +ad’ =a+at+ad’ =P +l+ra+l+adP+a =0
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& P+ +ad’=a+a’+a’=a+af+ra+dP+ra=d*+a*+a=a"

' d®+a?+a’ =+t +’ =P+l + i+l o=+l +a=a™

a: P+ +d’ =’ +a +ad’ =df+a+dlP+ra+l+dl+ra=at+a+1=a"
at: a?+aP+d’ =o'+l +a’ =P +ra+l+at +l+dP+a=a’

a?: d+a+ad’ =+’ +a’=a’

a®: d®+a®+a’ =+ +a’ =+t ra+at+a+l+dlra=a+1l=a"

' a®+a”®+a’=a+at+a’ =+’ +1+ P+’ ra+at+a=at+1=a"
Dostavame pro a” rovnost a* +a™ +a° =0 apro o’ rovnost o™ +a*+a° =0. Proto
klicova rovnice méa kofeny o a o', tudiz chyby jsou na 3. a 8. mist&. Spravné prijaté
slovo mélo byt 111011001010000.

Toto slovo vyd¢lime polynomem f (X)=1+X+X*+x* +x* +X° + x°.

111011001010000
11101100101 f(x)

0
Polynom 1 je v tabulce 3 na 1. misté stejné jako prvek a v tabulce 1. Vysledny text je
POHOVKA

6. HAMMINGUV KOD
Richard W. Hamming

Prvni samoopravné kddy navrhnul americky matematik Richard
W. Hamming kratce po druhé svétové valce. Jeho navrh spocival
v kombinaci nékolika testl na paritu. V roce 1968 R. Hamming
ziskal cenu A. M. Turinga za piinos v oboru informatiky
(numerické metody, systémy automatického kodovani, kody pro

detekci a opravu chyb).
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Tento kdd je binarni, jestlize ma kontrolni matici, jejiz sloupce jsou vSechna nenulova
slova dané délky n—k =r a Zadné z nich se neopakuje. Jedna se o specialni piipad

lineérnich dvojkovych(n, k) kodi. Tyto kody opravuji jednu chybu pfi vzdélenosti
kodovych slovd,;, (b o} ) =3 a v rozsifené varianté d_; (b b, ) =4.

(R (Rl

Algoritmus generovani Hammingova kodu

Vsechny bitové pozice, jejichz ¢islo je rovné druhé mocning jsou pouzity pro paritni bit
(12,4,816,32,...).

VSechny ostatni bitové pozice nalezi kodovanému informacnimu slovu
(3,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17, ...) .

Kazdy paritni bit je vypo¢itan z nékterych bitt informaé¢niho slova. Pozice paritniho bitu
udava sekvenci bitd, které jsou v kodovém slové zjisStovany a nekteré preskoceny. Pro

paritni bit p, (pozice 1) se ve zbylém kddovém slove 1 bit pieskodi, 1 zkontroluje, 1 bit
pteskoci, 1 zkontroluje, atd. Pro paritni bit p, (pozice 2) pfeskoci prvni bit, 2 zkontroluje,

2 pteskoci, 2 zkontroluje, atd. Pro p, (pozice 4) pteskoci prvni 3 bity, 4 zkontroluje, 4

pieskoci, 4 zkontroluje, atd.

Pro kod (7, 4)plati b =(p1(20), pf) a’, pfz), a,as, aj):

p,+a +a,+a, =0 podle bodu 3 sestaveno z (b, b, b, b,),

p,+a,+a,+a,=0 (b, by, by b),

p,+a,+a,+a,=0 (b, b, b b).

Generujici matice G Hammingova kodu (7,4) se sestroji tak, Ze se postupné zakoduje

posloupnost 1000,, 0100,, 0010,, 0001, , aby fadky byly linearné nezavislé a tvorily bazi

prostoru.
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3 5 6 7 1 2 3 45 6 7

1 p P, 1P 000 |y 1111000
G=l2 p, P, O pp 1 00|=|2 1001100
3 P, P, O Py, 010 30101010
4 p, P, O pg, 001 411 01001

Kontrolni matice H kodu (7, 4) se ur¢i nasledovné. Po pfijeti kodového slova b vime,
ze bity by, by, b, b,, obsahuji informacni slovo a zbylé redundantni bity jsou urceny tak,
aby

s, =b,+b,+b;+b, =0, s,=b,+b, +b, +b, =0, s, =b +b,+b,+b,=0=H

=
N = S PN

5 6
11
01
10

R O O
o r O N
o O - P

Vektor s=(s,, s,, ;) se nazyva syndrom a pokud byla informace piijata bezchybné& jeho
hodnota je s=(0, 0, 0).

Rozsifeni bindrntho Hammingova kodu vychazi z toho, Ze pfiddme na zacatek kazdého
kodového slova novy symbol uréeny pro kontrolu parity celého kodového slova. Bit p,
je zvolen tak, aby p,+b, +b, +b, +b, + b, + b, +b, vychazelo jako sudé ¢islo. Rozsifeny

kod dovoluje, tak jako pfedchozi opravit jednu chybu a navic je schopen detekovat dvé

chyby.
Generujici matice G’ rozsifen¢ho kodu(8,4)se sestroji tak, ze se postupn& zakéduje

posloupnost 1000,, 0100,, 0010,, 0001, .

pol pll p21 1 p31 O O O 1 1 1 1 O O O O
11001100
G'= p()2 plz pgz 0 p32 1 0 0|= .
10101010
Po, P, P, O P;, 0 1 O 01101001
pO4 pjl_4 p24 0 p34 0 0 1



Dekodovani a kontrola
Nejprve se po piijeti kodového slova b uréi syndrom s=H -b" . Uvedeme si naptiklad

piijaté slovo b =(1010111)a jeho syndrom je

1

0

00 01111) |1

s=H:-b'={0 1 10 0 11| |0]|=

1010101 |1

1

1
O+ 0+ 0+ 0+ 1+ 1+ 1) (1

=0 + 0+ 1+ 0+ 0 + 1+ 1|=|1].

1 +0+1+ 0+ 1+ 0 + 0

Vidime, Ze syndrom § je nenulovy, tudiz pii pfenosu doslo k chybg. Syndrom, ktery jsme

zjistili s= (1, 1, 0) odpovida Sestému sloupci kontrolni matice H . Z tohoto syndromu Ize

poznat chybu, kterou je tfeba opravit v Sestém bitu kodového slova b, = (10101(_)1) .

Nyni si ukdzeme piipad tohoto kédu, ktery se oznacuje (7, 4, 3). Tento kod mé Ctyti
informacni a tii kontrolni cifry, jeho délka je tedy 7. Kontrolni cifry jsou na prvnim,
druhém a ¢tvrtém misté koédového slova, informaéni cifry jsou na mistech 3,5,6,7.

Nejdiive si mista cifer ve slové vyjadiime ve dvojkové soustavé:
1 = 001
2 = 010
3 = 011
4 = 100
5 = 101
6 = 110
7 = 111

Jsou-li nyni dény informaéni cifry a,, a., a5, a, potfebujeme v kodovém slové
a,, &, 8, &, dopocitat kontrolni cifry a,, a,, a,. Kontrolni cifra a, zajisti, aby byl v

kédovém slové sudy pocet cifer 1 na mistech, kterd maji ve dvojkovém vyjadieni
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jednotku na misté jednotek, tj. vpravo. To znamend, ze a +a, +a, +a, =0, neboli
a, =a, +a; +4a, . Podobn¢ kontrolni cifra a, zajisti, aby byl v kazdém koédovém slové
sudy pocet cifer 1 na mistech, ktera maji ve dvojkovém vyjadieni jednotku namisté
desitek, tj. uprostied. Proto a, +a, +a, +a, =0, neboli a, =a, +a, +a, . A nakonec
dopocitame kontrolni cifru a, tak, aby byl v kazdém slové sudy pocet cifer 1 na mistech,
ktera maji ve dvojkovém vyjadfeni jednotku na misté stovek, tj. vlevo:
a,+a;,+a,+a,=0,neboli a,=a,+a, +a,.

Ve vSech tfech rovnostech je vzdy jedind kontrolni cifra a zbyvajici tfi jsou informacni.
Kazda rovnost tak umoziuje jednoznacné vypocitat kontrolni cifru. Kazdé kédové slovo
a a, a, a, a; a; 8, Hammingova kodu H je tak feSenim nasledujici soustavy tii rovnic
o sedmi neznamych nad dvouprvkovym télesem Z,:

a+a+a +a,=0

a+a+a,+a,=0

a+a +as+a,=0.

A naopak, kazdé feSeni této soustavy je prvkem koédu H . Hamminglv kod tak mizeme

definovat jako mnoZinu vSech feSeni této soustavy.

1 010101
H=/1 10 0110
0001111

Matice této homogenni soustavy ma hodnost 3, protoZze je v redukovaném tfadkoveé
odstupiiovaném tvaru. Nyni si ukazeme, jak lze pomoci Hammingova kédu odhalit a
opravit jednu chybu. Pokud pfijmeme slovo b b, b, b, b, b, b,, dosadime cifry
b,b,,b;,b,, b, by, b, dorovnic definujicich Hammingtv kod a spocitame ¢isla vektoru
S=(5,,5,15;): 51, S,, S, €Z,.

b +b,+b, +b, =5

b, +b, +b, +b, =5,

b, +b, +b, +b, =s,.
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Pokud je s, =s,=s,=0, je slovo b b, b, b, b, b, b, kddovym slovem. Pokud je aspon
jedno z ¢isel s, S,, S, rizné od 0, tak pfi pfenosu doslo k chybé. Je-li s, =1, pak k chybé
doslo na n¢kterém z mist, kterd maji ve vyjadieni ve dvojkové soustavé 1 na misté
jednotek, tj. u jedné z cifer b, b,, b, b,. Je-li rovnéz s, =1, pak je chyba take u jedné z
cifer na mistech, kterd maji ve dvojkové soustavé 1 na misté desitek, tj. u cifer
b,, b;, by, b, . Pokud je naopak s, = 0, tak vime, ze k chybé nedoslo na zadném z mist, ktera
maji ve dvojkové soustavé 1 na misté stovek, tj. chyba musi byt u nékteré z cifer na

mistech, kterd maji cifru 0 na misté stovek, tj. u ne¢které z cifer b,b,,b,. Chybn¢
pfenesend je tedy cifra b,. VSimnéme si, Ze misto 3=s,S, s, =011 pfi vyjadfeni ve
dvojkové soustaveé. Zménime-li cifru b,, bude nové slovo vyhovovat v§em tfem rovnicim

definujicim Hammingtiv kod, bude tedy kodovym slovem.

7. PRIKLADY UZITI SAMOOPRAVNYCH KODU

Teorie kodovani se zabyva tim, jak rychle a spolehlivé ptenaset informace z jednoho
mista na druhé. Mezi jeji aplikace patii naptiklad minimalizace Sumu pii piehravani
kompaktnich disktl, pfenos finanénich informaci po telefonnich linkach, ptenos informaci
mezi dvéma pocitaci, mezi pevnym diskem a operac¢ni paméti v jednom pocitaci, prenos
informaci z telekomunikacnich, meteorologickych nebo SpionaZnich satelitl, pfenos
obrazka vzdalenych planet a jejich mésicii ze sondy Voyager zpatky na Zem, atd.
Fyzikalni prostiedi, ve kterém je informace pfendsena, se nazyva kanal.

Ptikladem kanalti mohou byt atmosféra, telefonni linky, elektromagnetické pole, atd. Pti
pfenosu informace kanalem miZe dojit k jejimu poskozeni kvili poruchdm fyzikéalniho
prostfedi, ve kterém k pienosu dochazi. Obecné jim fikime $um. Sum miZe byt
zpiisobeny napiiklad sluneénimi skvrnami, bleskem, pfehnutim magnetické pasky,
preslechem u telefonnich linek, pieklepy pii psani, Spatnou artikulaci, nedoslychavosti,
poskrabanim kompaktniho disku, atd.

Sum miize zptisobit, Ze piijata zprava se li§i od zpravy vyslané. Teorie kddovani se zabyva
problémem jak odhalit a opravit chyby zpisobené Sumem v komunikacnim kanalu.

Schematicky miiZeme znazornit systém pro pfenos informaci pomoci obrazku.
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zdroj informace

l

kodovaci zafizeni

l

komunikac¢ni kanal «— Sum

!

dekddovaci zatizeni

!

Ptijemce informace

Z naSeho pohledu je nejdillezitéjsi casti diagramu Sum. Bez n¢ho by teorie kodovani
nebyla tfeba. Sum miizeme zmensit pomoci volby vhodného komunikaéniho kanalu a
pouzitim filtrt, které dokaZi Sum minimalizovat. Poté, co jsme uZ z dostupnych mozZnosti
vybrali vhodny komunikac¢ni kanal, miizeme obratit pozornost na konstrukci kodovaciho

a dekddovaciho zafizeni.

Konstrukce kdédovaciho a dekdédovaciho zatizeni sleduje nékolik cilti:
1. rychlé kodovani informace,

2. snadny pifenos zakdodované zpravy,

3. rychlé dekddovani ptijaté zpravy,

4. opravu chyb zpiisobenych Sumem v kanalu béhem pienosu zpravy,

5. maximalizaci mnozstvi informace pfenesené za jednotku casu.

Kazdy pfirozeny jazyk méa v sobé zabudovanu mozZnost opravy chyb zplisobenych

Sumem, kterym mtize byt v tomto piipadé sbijeCka za oknem, Spatnd artikulace,
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nedoslychavost, pieklepy, apod. Tato ochrana ptfed Sumem je tak pfirozena, ze si ji ani
neuvédomujeme. Odolnost ptirozené¢ho jazyka vic¢i Sumu je zalozena na redundanci,
nadbytecnosti pouzivanych hlasek pro ptenos dané informace. VétSin€ Ceskych vét 1ze
rozumét, i kdyz vynechame vSechny samohlasky: zkuste si sami domyslet, co jsem délal
v sobotu vecer: “V sbt v¢r jsm 8l s kmrdm n pv”.

Obvykle se odhaduje, Ze redundance piirozeného jazyka je vice nez 50%. To znamena,

ze stejné mnozstvi informace je mozné sdélit s méné nez polovinou hlasek.

7.1. Cyklicky kod
Definice

Cyklicky kod je linearni kod dimense k adélky n, pokud (&, ,, @, ,...., &, @) je kodové

slovo, tak také cyklicky posun (a,_,,..., &,, &, a,,,) je kédové slovo.

Cyklicky posun

Vektor v=(a,,,a,,,....a,8) chapeme jako polynom v(x)=a, ,-x""+

+a, ,-X"7+...+a-X+3 stupné mensiho nebo rovno n-1 nad Z,. Potom

a,, X"+ X+ ayx+a,, =Xxv(x) v Z,[X]/(x"-1).

Vlastnosti:

- polynomy v =v,,...,V, jsou kédovymi slovy a spolu s libovolnymi prvky «;,..., e,

v Z tvoti linearni kombinaci ayv, +...+ a,V,, ktera je také kodovym slovem.

- v(x) je kédové slovo, p(x) je libovolny polynom v Zp[x]/(xn —1) je sougin
p(x)-v(x) také kédové slovo.

- obsahuje nenulové slovo, obsahuje slovo g(x) stupné n—k, potom kdédova slova

jsou p(x)-g(x), kde p(x) je polynom stupn& mensiho nez k .

Piiklad
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cyklickeho kodu délky n=4

0000 ~ 0 ~0-(1+X)

1100 ~ 1+x —1-(1+x)

1010 =~ 1+%° =(1+x)-(1+x)
1001 ~ 1+x° =(1+x+x%)-(1+x)
0110 ~ x+x° =x-(1+x)

0101 =~ x+x° =(x+x2)-(1+x)
0011 =~ x*+x° =x*-(1+x)

1111 ~ 1+x+x2+x3_(1 ) (1+x)(1+x)

Nenulovy polynom (1+ x)je nejniz§iho stupné a nésledujici polynomy jsou jeho

nasobkem.

Nejzndméjsi cyklické kody jsou BCH kody, pojmenované podle svych objeviteli.
Nejznamgjsim BCH kodem jsou Reed-Solomonovy kody. Ty se pouzivaji pro ochranu
informaci, které jsou ulozeny na CD a DVD, zabezpecuji ptenos dat v technologiich DSL

a WiMAX a pienos televizniho signélu ve formatu DVB a ATSC.

Priklad 7.1
Vytvoite cyklicky kod

f(X)=x"+x"+x*+x+1, g(x)=x*+x>+1
ReSeni:
g(x)=x*+x+1>r=4->x"f (x)=x?+x"+ X+ X"+ x°
(X2 x4+ x!) 1 (X X +1) = x5+ X

_x12 g1l g8

0 +x°+x*

—x°=x'=x
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Zbytkem polynomi je polynom s(x)=x.

Zabezpecené kodové slovo: x*- f (x)+s(X)=x2+x"+x° +x° +x* +X.

7.2. BCH kody

vvvvvv

objevitelt Bose-Chaudhuriho-Hocquegha. U téchto kodu je relativné mala délka slova.

Definice

Necht T je téleso s charakteristikou p. Minimalni polynom prvku aeT je polynom
f (x) nad télesem Z_ minimalniho stupné takovy, ze plati f (a)=0.

Jedna se o cyklické kédy BCH kde q je velikost abecedy, m uréuje délku kddu,

q,m,5 !
ktera je dana vztahem n=q" -1 a & je zadana vzdalenost kddu.

Parametry téchto kodi zapisuje [n, k,d]q, kde n=g"-1, k>q"-m(5-1)-lad>5.

Prvnim fadkem kontrolni matice BCH kodu jsou mocniny generujicich kofeni a',

i=0,1 ..., n-1. Tato ¢isla piedstavuji étvefice binarnich ¢islic. V druhém fadku je zadan

funkcf s argumentem generujici koteny f (a').

7.3. Konvoluéni kody

Konvoluéni kddy jsou efektivni kody, které jsou velmi G€inné, a proto se velmi casto
pouzivaji v technologiich, jsou vynikajici pro opravu jediné bitové chyby a jsou velmi
vyznamnym prostfedkem opravy chyb pfi satelitnim vysilani.

Konvolu¢ni koédy a s kombinaci Reed-Solomonovy kody jsou pouzivany k pienosu
signadlu na Mars. Tyto signdly jsou ruSeny béhem zpateCnich cest prostfednictvim
vesmiru. Komunikace mezi Zemi a vozitkem neni spolehliva. Kodovaci systém
pouzivany v MER zavisi pravé na dvou rtiznych kddech pouzivanych v kombinaci téchto
kodu.
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7.4. Reed-Solomonovy kody
Tyto kdédy jsou pojmenovany podle Irvinga S. Reeda a Gustava Solomona a byly

predstaveny v roce 1960.
Tyto kody jsou tfidou BCH kddu. Pro jejich délku slova plati n=q™ -1=q-1, kde

m=1.

Definice

Generujict polynom g(x) je vyjadien vyrazem (x—g)(x—p°)--(x=B*). B, B*... B*
jsou kotfenové soucinitele, ¥f&d n souciniteld £ je poctem prvku n zmenSenych o
jednicku. Minimalni kédova vzdalenost je d,,, =2t +1.

Pozndmka: Je to vzdy polynom stupné 2t .
Kody se nejéastéji pouzivaji pro zabezpecovani diskovych magnetickych i optickych
paméti. Hlavnim zdrojem chyb na kompaktnich discich jsou nedokonalosti vzniklé pii

vyrobé disku, napft. otisky prstu, Skrabance, prach, povrchova poskozeni.

74



ZAVER

Hlavnim cilem této prace bylo vytvoieni relativné uceleného piehledu zékladu teorie
jednoho wuziti polynomti nad koneénymi télesy, které jsme vyuzili pfi kodovani a
dekodovani.

Tato prace je pro vétsi prehlednost rozdélena do nékolika kapitol. Ukazali jsme si
Kroneckertv algoritmus, ktery je velmi zdlouhavy, a jeho postup je neprakticky, i kdyz

vedl vzdy k rozkladu polynomii. Pokud bychom dany polynom nemohli rozlozit, pak

muzeme pii tomto algoritmu konstatovat, ze polynom je ireducibilni v Z [x] .

Dalsim algoritmem, ktery jsme si podrobné vysvétlili, se nazyvd Berlekampuv
algoritmus, ktery lze vyuzit v Z [x]. K zjisténi nejvétsich spolecnych déliteli jsme
vyuzili Program Mathematica 8.

Algoritmy vzdy dovedly rozklad mnoho¢lenu vypoéitat a dosli jsme k zavéru, Ze rozklad
polynomu existoval.

V nékterych kapitolach se setkavame s praktickymi ukazkami uziti této teorie. Teoreticky
obsah je vhodn¢ dopinén piiklady, které jsou vyhotoveny v programu Mathematica 8.
Tento védecko-technicky nastroj urceny pro modelovani a simulace urychluje préci

S vypocty.
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RESUME

In this thesis, we dealt with one solution of polynomials over the field fields. Kronecker's
algorithm, which is very lengthy, and its process is impractical, even though it always
leads to the decomposition of polynomials. | we can not decompose a given polynomial,
then we can say in this algorithm that the polynomial is irreducible in Z[x].

Berlekamp algorithm that can be used in Z [x]. To find the largest common divisors, we

used Mathematica 8. The scientific-technical tool, intended for modeling and simulation,
speeds up the work with calculations and thanks to visualization may very well be used
for demonstration during the interpretation.

The goal is to create a single use of polynomials over the final fields that we used to

encode and decode the messages.
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