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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá poč́ıtačovým modelováńım rotorových soustav ulože-
ných na kluzných ložiskách. V prvńı části je ukázáno modelováńı rotor̊u pomoćı metody
konečných prvk̊u. Druhá část práce se zabývá kluzným ložiskem, jeho matematickým
popisem a výpočtem tlakového rozložeńı v olejovém filmu, hydrodynamické śıly a dy-
namických vlastnost́ı vrstvy maziva pomoćı numerických metod. Numerické řešeńı je
implementováno do vlastńıho výpočtového programu CALBEAR vytvořeného v pra-
covńım prostřed́ı MATLAB. Základńı úlohy dynamiky rotor̊u s kluznými ložisky jako
je modálńı analýza, stabilita systému a dynamická odezva, jsou řešeny vlastńım progra-
mem CALROT v MATLABu. Na závěr práce je ukázána analýza vybraných rotorových
systémů pomoćı vlastńıch programů. Vybrané výsledky jsou srovnány s komerčńımi
programy.

Kĺıčová slova: rotor, metoda konečných prvk̊u, kluzné ložisko, dynamické vlastnosti,
numerické metody, software

Abstract

This master thesis deals with the computer modelling of rotor systems with journal
bearings. The modelling of shafts via finite element method is derived in the first part
of the thesis. The second part is focused on journal bearings, their mathematical de-
scription and the calculation of the pressure distribution in oil film, hydrodynamic force
and dynamic characteristics of oil film using numerical method. These numerical so-
lutions are implemented into in-house programme called CALBEAR, which was made
in MATLAB. The basic rotordynamic problems like modal analysis, stability and dy-
namic response are solved in the in-house programme CALROT, which is also created
in MATLAB. There is the comparison of the solution of chosen rotor systems from in-
house programs in the end of the thesis. The chosen results are compared to the results
from commercial programs.

Keywords: rotor, finite element method, journal bearing, dynamic characteristics,
numerical methods, software
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5.1 Stavový prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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5.2.3 Modálńı redukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Seznam použitých symbol̊u

A (x) [m2] plocha pr̊uřezu hř́ıdelového prvku
bi,j [N · s ·m−1] koeficienty tlumeńı olejového filmu
c (X) , c [m] tloušt’ka vrstvy olejového filmu při centrické poloze čepu hř́ıdele
d [m] vnitřńı pr̊uměr čepu hř́ıdele
D [m] vněǰśı pr̊uměr čepu hř́ıdele
D(x) [m] deviačńı moment setrvačnosti
Dν [−] ν-tý poměrný útlum
eH [m] excentricita čepu hř́ıdele
E [Pa] Young̊uv modul pružnosti v tahu
G [Pa] modul pružnosti ve smyku
J(x), Jp(x) [kg ·m2] moment setrvačnosti, polárńı moment setrvačnosti
FBy [N] složka hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na lož. pánev ve směru y
FBz [N] složka hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na lož. pánev ve směru z
FHy [N] složka hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele ve směru y
FHz [N] složka hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele ve směru z
h (X) , h [m] tloušt’ka vrstvy olejového filmu
ki,j [N ·m−1] koeficienty tuhosti olejového filmu
l [m] délka hř́ıdelového prvku
L [m] délka ložiska
m [kg] hmotnost
p [Pa] hydrodynamický tlak ve vrstvě olejového filmu
pCAV [Pa] tlak v kavitované oblasti
pL [Pa] tlak na levé straně ložiska
pP [Pa] tlak na pravé straně ložiska
pVST [Pa] tlak oleje přiváděného mazaćı drážkou
R [m] vněǰśı poloměr čepu hř́ıdele
t [s] čas
u [m · s−1] obvodová složka rychlosti prouděńı v olejovém filmu
u1 [m · s−1] obvodová složka rychlosti bodu na vnitřńım povrchu ložiska
u2 [m · s−1] obvodová složka rychlosti bodu na povrchu čepu hř́ıdele
v [m] př́ıčná výchylka kmitáńı ve svislém směru
w [m] př́ıčná výchylka kmitáńı ve vodorovném směru
X [m] obvodová souřadnice
yB [m] y-ová souřadnice středu ložiskové pánve
yH [m] y-ová souřadnice středu čepu hř́ıdele
ẏB [m · s−1] rychlost středu ložiskové pánve ve směru osy y
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Seznam použitých symbol̊u

ẏH [m · s−1] rychlost středu čepu hř́ıdele ve směru osy y
Y [m] radiálńı souřadnice
zB [m] z-ová souřadnice středu ložiskové pánve
zH [m] z-ová souřadnice středu čepu hř́ıdele
żB [m · s−1] rychlost středu ložiskové pánve ve směru osy z
żH [m · s−1] rychlost středu čepu hř́ıdele ve směru osy z
Z [m] axiálńı souřadnice

β [rad] obvodová souřadnice spolurotuj́ıćıho souřadnicového systému
γ [rad] polohový úhel čepu hř́ıdele
εH [−] poměrná excentricita čepu hř́ıdele
η [Pa · s] dynamická viskozita oleje
λ [rad · s−1] vlastńı č́ıslo
ν [−] Poissonovo č́ıslo
% [kg ·m−3] hustota
τi,j [N ·m−2] smyková složka napět́ı
ϕ [rad] obvodová souřadnice
ω, ω0 [rad · s−1] úhlová rychlost otáčeńı čepu hř́ıdele
Ων [rad · s−1] ν-tá vlastńı frekvence
ϑ(x), ψ(x) [rad] Eulerovy úhly natočeńı řezu

A systémová matice
B matice tlumeńı
E jednotková matice
f vektor buzeńı
G,G(e),G(k) matice gyroskopických účink̊u (hř́ıdelového prvku a kotouče)
Ii integrálńı matice
J(x) matice setrvačnosti
K,K(e) matice tuhosti (hř́ıdelového prvku)
M,M(e),M(k) matice hmotnosti (hř́ıdelového prvku a kotouče)
q(t) vektor výchylek
T permutačńı matice
u(t) vektor stavového prostoru
vν ν-tý vlastńı vektor
V modálńı matice
Λ spektrálńı matice

7



1 Úvod

Kluzná ložiska patř́ı ve stroj́ırenstv́ı k nejrozš́ı̌reněǰśım druh̊um ložisek. Nejčastěji se
využ́ıvaj́ı pro ukládáńı rychloběžných rotor̊u. Kluzná ložiska se vyskytuj́ı jak u velkých
generátorových soustav [8] v elektrárnách tak i u malých turbodmychadel [11] v mo-
torech aut. Hlavńım d̊uvodem jejich použit́ı je ńızké třeńı a relativně snadno ovliv-
nitelné dynamické vlastnosti olejového filmu. Samotných konstrukčńıch řešeńı jednot-
livých kluzných ložisek existuje celá řada. Může se jednat o kluzná ložiska s rozd́ılnými
pr̊uřezy ložiskové pánve (např. válcová, citronová, atd.), o ložiska s drážkami nebo
bez. Daľśımi variantami mohou být ložiska s naklápěćımi segmenty nebo ložiska s plo-
voućımi kroužky, které se využ́ıvaj́ı zejména u malých turbodmychadel. Pro správné
fungováńı navrhovaného stroje je potřeba znát jeho chováńı v okoĺı provozńıch otáček,
popř. během rozběhu a doběhu rotoru. Nevhodné chováńı při provozńıch podmı́nkách
i správně navržené rotorové soustavy je často zapř́ıčiněno nepřesnostmi ve výrobě
a může mı́t fatálńı následky pro celou rotorovou soustavu nebo v krajńıch př́ıpadech
i pro celou elektrárnu. Na základě výše zmı́něných skutečnost́ı je u rotorových soustav
uložených na kluzných ložiskách kladen d̊uraz na poč́ıtačové modelováńı dynamické
odezvy na vněǰśı buzeńı.

Poč́ıtačové modelováńı rotorové soustavy s kluznými ložisky je rozděleno do dvou sa-
mostatných úloh. Prvńı úlohou je modelováńı rotuj́ıćıho hř́ıdele. Druhou úlohou je
pak modelováńı samotného kluzného ložiska, resp. ložiskového stojanu. Pro oba sub-
systémy je poté nezbytné zadefinovat jejich vzájemnou vazbu. Vazba mezi subsystémy
může být obecně realizována pomoćı matic dynamických vlastnost́ı nebo pomoćı sil,
kterými mezi sebou systémy navzájem p̊usob́ı.

V dnešńı době neńı problém d́ıky vyspělé výpočetńı technice modelovat rotuj́ıćı hř́ıdele
s dostatečně velkou přesnost́ı, aby chováńı modelu odpov́ıdalo realitě. Nejrozš́ı̌reněǰśı
metodou využ́ıvanou pro modelováńı rotor̊u je metoda konečných prvk̊u. Popis mode-
lováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u je uveden v kapitole 2.

Modelováńı kluzných ložisek je matematicky složitěǰśı problém než modelováńı rotor̊u
a př́ıstup̊u jak je modelovat existuje několik. Pro jednoduchá válcová ložiska se často
využ́ıvá aproximace [13] tzv. krátkým nebo dlouhým ložiskem. Uvažováńım těchto li-
mitńıch př́ıpad̊u a předpoklad̊u s nimi spojených dojde ke zjednodušeńı Reynoldsovy
rovnice, která popisuje tlakové rozložeńı v ložiskové mezeře. Reynoldsova rovnice je
obecně parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu. Analytické řešeńı rovnic tohoto
typu je velmi obt́ıžné a pro některé př́ıpady až nemožné. Důsledkem zjednodušeńı Rey-
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1. Úvod

noldsovy rovnice je pak možnost analyticky vyjádřit tlakové rozložeńı a následně i hyd-
rodynamické śıly, které toto tlakové pole generuje. Pro obecněǰśı ložiska (např. ložiska
s drážkami) se mohou tato zjednodušeńı a aproximace př́ılǐs vzdalovat od přesného
řešeńı a děj̊u, které se v olejovém filmu během provozu vyskytuj́ı. Proto se využ́ıvá
řešeńı pomoćı numerických metod. Jednou z těchto metod je metoda konečných dife-
renćı. Odvozeńı Reynoldsovy rovnice, výpočet hydrodynamické śıly, koeficient̊u tuhosti
a srovnáńı jednotlivých metod jej́ıho řešeńı pro čistě válcová ložiska je detailně zpra-
cováno ve vlastńı bakalářské práci [7]. Dř́ıve źıskané teoretické znalosti a jejich rozš́ı̌reńı
je shrnuto v kapitole 3.

V kapitole 4 je podrobně rozepsána poč́ıtačová implementace modelováńı kluzných
ložisek. Na základě této implementace byl vytvořen v pracovńım prostřed́ı MATLAB
vlastńı výpočtový program CALBEAR, který umožňuje pro ložiska s drážkami nebo
bez vypoč́ıtat tlakové rozložeńı, hydrodynamickou śılu, stanovit rovnovážnou polohu
čepu hř́ıdele a vypoč́ıtat dynamické vlastnosti olejového filmu.

Teoretické základy dynamické analýzy rotorových soustav s kluznými ložisky jsou uve-
deny v kapitole 5. Mezi základńı úlohy dynamiky rotorových soustav patř́ı modálńı
analýza, analýza stability a v neposledńı řadě i dynamická odezva na buzeńı. V druhé
části této kapitoly je ukázána poč́ıtačová implementace úloh dynamiky rotor̊u do vlast-
ńıho výpočtového programu CALROT.

Na závěr této diplomové práce jsou v kapitole 6 ukázány výsledky vlastńıch programů
CALBEAR a CALROT po aplikaci na dva vybrané rotorové systémy. Vybrané výsledky
jsou srovnány s výsledky z komerčńıch programů ARMD a AVL.

Ćıle této diplomové práce lze stručně shrnout do těchto bod̊u:

• odvozeńı matematického modelu rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u,

• odvozeńı matematického modelu kluzných ložisek a jejich dynamických vlast-
nost́ı,

• poč́ıtačová implementace vlastńıho programu pro analýzu kluzných ložisek s dráž-
kami,

• poč́ıtačová implementace vlastńıho programu pro úlohy dynamiky rotor̊u s kluz-
nými ložisky,

• ověřeńı správnosti vytvořených výpočtových programů a srovnáńı výsledk̊u s ko-
merčńım programy.
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2 Modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

Základem všech úloh rotordynamiky je vlastńı rotuj́ıćı hř́ıdel. Podle zadáńı úlohy
a požadavk̊u na řešeńı rozhodneme o zp̊usobu matematického popisu rotoru. U geo-
metricky složitěǰśıch rotorových systémů neńı vhodné systém popisovat matematickým
modelem se soustředěnými parametry, protože bychom se mohli dopustit velké odchylky
od skutečného modelu. Diskrétńı matematický model bychom použili v př́ıpadě kon-
strukčně jednoduchých model̊u, kde by hmotnost tuhého kotouče byla několikanásobně
větš́ı než hmotnost pružného hř́ıdele. Hmota hř́ıdele je v tomto př́ıpadě poté soustředěna
do kotouče. Rotor, kdy je hř́ıdel na svých konćıch uložený na dvou tuhých ložiskách
a uprostřed má nasazený tuhý kotouč, označujeme [10] jako Laval̊uv rotor. Pro přesněǰśı
matematický popis jakéhokoli rotorového systému je výhodné uvažovat spojitě rozlože-
nou hmotu hř́ıdele, na který jsou v libovolných mı́stech nasazeny tuhé kotouče a př́ıpad-
ně připojeny i daľśı členy (např. visko-elastické). Tuhými kotouči můžeme modelovat
např. ventilátory, ozubená kola nebo spojky. Diskretizaci modelu se spojitě i diskrétně
rozloženými parametry provedeme [10] pomoćı metody konečných prvk̊u. Důsledek
metody konečných prvk̊u je nahrazeńı tělesa konečným počtem element̊u a vyč́ısleńı
hledaných parametr̊u prob́ıhá pouze v uzlových bodech. Velikost element̊u muśıme vo-
lit s ohledem na geometrii systému. V následuj́ıćıch podkapitolách je postupně ukázáno
odvozeńı matematického modelu rotoru.

2.1 Hř́ıdelový prvek v pevném nerotuj́ıćım prostoru

Pokud je hř́ıdel rotačně symetrický, je výhodné hř́ıdelový prvek popisovat v pevném
prostoru, tj v nerotuj́ıćım souřadném systému. Pro rotačně symetrický rotor plat́ı
vztahy pro momenty setrvačnosti

J(x) = Jy(x) = Jz(x), Jp(x) = 2J(x), J(x) = diag (Jp(x), J(x), J(x)) . (2.1)

V pevném pravotočivém souřadnicovém systému xyz vyjmeme z hř́ıdele mezi uzly i (A)
a i+1 (B) prvek e o délce l a pr̊uřezu A(x) (obr. 2.1). Současně uvažujeme [10], že hř́ıdel
je př́ıčně nestlačitelné kontinuum. Při popisu pohybu pružného hř́ıdele se omeźıme
pouze na př́ıčné kmitáńı. Podélné a torzńı kmitáńı nebudeme uvažovat. Poloha středu
S diferenciálně malého řezu (obr. 2.1) tloušt’ky dx je poté určena př́ıčnými výchylkami
v(x) a w(x). Natočeńı řezu je definováno Eulerovými úhly ϑ(x) a ψ(x). Rovina řezu
hř́ıdele z̊ustává kolmá k deformované podélné ose (Bernoulli-Navier hypotéza). Úhlovou
rychlost vlastńı rotace označ́ıme jako ω0. Orientace jednotlivých výchylek je detailně
znázorněna na obr. 2.1. Hmotný element řezu koná při kmitáńı hř́ıdele prostorový
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2. Modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

pohyb. Pohyb rozlož́ıme základńım rozkladem ve středu hmotnosti S na pohyb unášivý
posuvný charakterizovaný rychlost́ı

v(x) = [v̇(x), ẇ(x)]T (2.2)

a pohyb relativńı sférický s okamžitou úhlovou rychlost́ı

ω(x) =
[
ω0 + ϑ̇(x) sinψ(x), ϑ̇(x) cosψ(x), ψ̇(x)

]T
. (2.3)

A0
A

u(0)
v(0)

w(0)

u(l)

v(l)

w(l)
S0

S

u(x)

v(x)

w(x)

B0

B

x

y

z

x'

y'

z'

ψ
ϑ

ϑ

ψ

dx

ζ

η

ξ
ω0+φ

x
l

ϑ

ψ

Obr. 2.1: Hř́ıdelový prvek

Při odvozeńı budeme [10] dále předpokládat malé výchylky ϑ(x), ψ(x), a proto můžeme
zavést aproximaci sinψ(x) ≈ ψ(x), cosψ(x) ≈ 1. Kinetická energie elementu hř́ıdele je
s uvážeńım vztah̊u (2.2) a (2.3) rovna

E
(e)
k =

1

2

l∫
0

[
A(x)vT (x)v(x) + ωT (x)J(x)ω(x)

]
%s dx

.
=

.
=

1

2

l∫
0

{
A(x)

[
v̇2(x) + ẇ2(x)

]
+ Jp(x)ω2

0 + 2Jp(x)ϑ̇(x)ψ(x)ω0 +

+ J(x)
[
ϑ̇2(x) + ψ̇2(x)

]}
%s dx,

(2.4)

kde %s je hustota materiálu hř́ıdele a J(x) je matice setrvačnosti (2.1). Před výpočtem
potenciálńı energie vyjádř́ıme posunut́ı bod̊u o souřadnićıch x, y, z s ohledem na obr. 2.1
jako

ux(x) = −yψ(x) + zϑ(x), uy(x) = v(x), uz(x) = w(x), (2.5)

11



2. Modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

kde ψ(x) = ∂v
∂x

= v′(x) a ϑ(x) = −∂w
∂x

= −w′(x). Vektor přetvořeńı má poté tvar

ε(x) = [εx(x), γxy(x), γxz(x)]T =

[
∂ux
∂x

,
∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

,
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

]T
=

= [−yψ′(x) + zϑ′(x), 0, 0]
T
.

(2.6)

Potenciálńı energie hř́ıdelového prvku je rovna

E(e)
p =

l∫
0

∫
A(x)

{
Eεx(x)2 +G

[
γ2xy(x) + γ2xz(x)

]}
dA(x) dx =

=

l∫
0

∫
A(x)

E [−yv′′(x)− zw′′(x)] dA(x) dx,

(2.7)

kde E je Young̊uv modul pružnosti v tahu a G modul pružnosti ve smyku. Při apro-
ximaci př́ıčných výchylek hř́ıdelového prvku kubickým polynomem můžeme jednotlivé
výchylky vyjádřit jako

v(x) = Φ(x)c1, w(x) = Φ(x)c2, (2.8)

kde Φ(x) = [1, x, x2, x3] a c1, c2 jsou vektory koeficient̊u bázových polynomů. Výslednou
konfiguraci hř́ıdelového prvku je možné zapsat pomoćı zobecněných výchylek v uzlu i
pro x = 0 a v uzlu i+ 1 pro x = l ve tvaru

q(e) = [v(0), ψ(0), v(l), ψ(l)︸ ︷︷ ︸
qT
1

, w(0), ϑ(0), w(l), ϑ(l)︸ ︷︷ ︸
qT
2

]T . (2.9)

Pomoćı aproximačńıch vztah̊u (2.8) zaṕı̌seme maticově s využit́ım index̊u vektory zo-
becněných výchylek jako

qj = Sjcj (2.10)

pro j = 1, 2. Matice Sj postupně obsahuj́ı prvky

S1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 l l2 l3

0 1 2l 3l2

 , S2 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
1 l l2 l3

0 −1 −2l −3l2

 . (2.11)

Matematickou úpravou vylouč́ıme vektory koeficient̊u cj a výchylky zaṕı̌seme ve tvaru

v(x) = Φ(x)S−11 q1, w(x) = Φ(x)S−12 q2, (2.12)

ψ(x) = Φ′(x)S−11 q1, ϑ(x) = −Φ′(x)S−12 q2. (2.13)

Charakteristické matice hř́ıdelového prvku e (matice hmotnosti M(e), matice gyrosko-
pických účink̊u G(e) a matice tuhosti K(e)) odvod́ıme z Lagrangeových rovnic II. druhu

d

dt

(
∂E

(e)
k

∂q̇(e)

)
− ∂E

(e)
k

∂q(e)
+
∂E

(e)
p

∂q(e)
= M(e)q̈(e) + ω0G

(e)q̇(e) + K(e)q(e), (2.14)

12



2. Modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

kde jednotlivé matice maj́ı po parciálńıch derivaćıch tvar

M(e) =

[
S−T1 (I1 + I2) S−11 0

0 S−T2 (I1 + I2) S−12

]
,

G(e) =

[
0 2S−T1 I2S

−1
2

−2S−T2 I2S
−1
1 0

]
, (2.15)

K(e) =

[
S−T1 I3S

−1
1 0

0 S−T2 I3S
−1
2

]
.

V matićıch (2.15) jsou pro lepš́ı přehlednost zavedené pomocné integrálńı matice

I1 =

∫ l

0

%A(x)ΦT (x)Φ(x) dx,

I2 =

∫ l

0

%J(x)Φ′T (x)Φ′(x) dx, (2.16)

I3 =

∫ l

0

EJ(x)Φ′′T (x)Φ′′(x) dx.

Pro pomocné matice (2.16) plat́ı I ∈ R4 a charakteristické matice (2.15) jsou řádu
M(e),G(e),K(e) ∈ R8. Pro prizmatický hř́ıdelový prvek obsahuj́ı pomocné integračńı
matice prvky

I1 = %Al


l l

2
l2

3
l3

4

l2

3
l3

4
l4

5

l4

5
l5

6

sym. l6

7

 , I2 = %Jl


0 0 0 0

1 l l2

4
3
l2 3

2
l3

sym. 9
5
l4

 , (2.17)

I3 = EJl


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 6l

0 0 6l 12l2

 .

2.2 Tuhý kotouč v pevném nerotuj́ıćım prostoru

Při modelováńı tuhého kotouče uvažujeme [10], že je kotouč rotačně symetrický a cen-
tricky kolmo nasazený v uzlu i konečnoprvkového modelu hř́ıdele. Nasazeńı kotouče je
znázorněno na obr. 2.2. Kotouč koná při rotaci hř́ıdele prostorový pohyb. Při výpočtu
kinetické energie využijeme základńıho rozkladu ve středu hmotnosti S vzdáleného
od uzlu i o hodnotu a (obr. 2.2). Při odvozeńı budeme stejně jako v podkapitole 2.1
předpokládat pouze př́ıčné kmitáńı, platnost malých výchylek Eulerových úhl̊u a apro-
ximaci (linearizaci) goniometrických funkćı těchto úhl̊u. Rychlost unášivého posuvného
pohybu následně vyjádř́ıme jako

vS
.
=
[
v̇i + aψ̇i, ẇi − aϑ̇i

]T
. (2.18)

13
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i0

i

ui

vi

wi
x

y

z

x'

y'

z'

ψi
ϑi

ϑi

ψi

ζi

ηi

ξiω0+φi
ϑ

ψi

a
S

Obr. 2.2: Rotačně symetrický kotouč

Okamžitá úhlová rychlost relativńıho sférického pohybu tuhého kotouče je formálně
totožná se vztahem (2.3) a po uvážeńı linearizace nabývá tvaru

ωi
.
=
[
ω0 + ϑ̇iψi, ϑ̇i, ψ̇i

]T
. (2.19)

Kinetická energie tuhého kotouče je poté s uvážeńım podmı́nky malých Eulerových
úhl̊u rovna

E
(k)
k =

1

2
vTSmvS +

1

2
ωT

i Iωi
.
=

1

2
m

[(
v̇i + aψ̇i

)2
+
(
ẇi − aϑ̇i

)2]
+

+
1

2

[
I0

(
ω2
0 + 2ω0ϑ̇iψi

)
+ I

(
ϑ̇2
i + ψ̇2

i

)]
,

(2.20)

kde m je hmotnost kotouče a rozložeńı hmotnosti v souřadnicovém systému ξiηiψi je
popsáno matićı setrvačnosti I = diag (I0, I, I). K sestaveńı charakteristických matic
tuhého kotouče opět využijeme Lagrangeovy rovnice II. druhu

d

dt

(
∂E

(k)
k

∂q̇(k)

)
− ∂E

(k)
k

∂q(k)
= M(k)q̈(k) + ω0G

(k)q̇(k), (2.21)

kde q(k) je vektor zobecněných výchylek

q(k) = [vi, ψi, wi, ϑi]
T . (2.22)

Matice M(k), G(k) jsou po řadě matice hmotnosti kotouče a matice gyroskopických
účink̊u a plat́ı M(k),G(k) ∈ R4. Jednotlivé matice obsahuj́ı prvky

M(k) =


m ma 0 0
ma I +ma2 0 0
0 0 m −ma
0 0 −ma I +ma2

 , G(k) =


0 0 0 0
0 0 0 −I0
0 0 0 0
0 I0 0 0

 . (2.23)
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2. Modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

2.3 Matematický model rotorového systému

V prostoru izolovaný rotorový systém rotuj́ıćı s úhlovou rychlost́ı ω0 nahrad́ıme n
hř́ıdelovými prvky a m tuhými kotouči. Rozčleněńım tak celkově vznikne n + 1 uzl̊u.
V podkapitolách 2.1 a 2.2 je detailně popsáno odvozeńı charakteristických matic jednot-
livých hř́ıdelových prvk̊u a tuhých kotouč̊u. Matice hř́ıdelových prvk̊u (2.15) a tuhých
kotouč̊u (2.23) budeme transformovat [10] do vhodněǰśıch konfiguračńıch prostor̊u,
které jsou definovány vektory zobecněných výchylek

q̃(e) = [v(0), w(0), ϑ(0), ψ(0), v(l), w(l), ϑ(l), ψ(l)]T , (2.24)

q̃(k) = [vi, wi, ϑi, ψi]
T . (2.25)

Mezi vektory zobecněných výchylek (2.9) a (2.24), resp. (2.22) a (2.25) plat́ı trans-
formačńı vztahy

q(e) = T(e)q̃(e), q(k) = T(k)q̃(k), (2.26)

kde jednotlivé permutačńı matice maj́ı prvky

T(e) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0


, T(k) =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

 . (2.27)

Transformaci charakteristických matic hř́ıdelových prvk̊u a tuhých kotouč̊u do konfi-
guračńıch prostor̊u provedeme [10] pomoćı vztah̊u

X̃(e) = T(e)TX(e)T(e), X̃(k) = T(k)TX(k)T(k), (2.28)

kde za X(e), resp. X(k) postupně dosazujeme M(e),G(e),K(e), resp. M(k),G(k). Pro roto-
rový systém zavedeme globálńı vektor zobecněných výchylek uzl̊u s pořadovým označe-
ńım i = 1, 2, . . . , n koresponduj́ıćı s konfiguračńım prostorem (2.24) a (2.25)

q(t) = [. . . , qi−1(t), qi(t), qi+1(t), . . .]
T = [. . . , vi(t), wi(t), ϑi(t), ψi(t), . . .]

T . (2.29)

Charakteristické matice celé rotorové soustavy v matematickém modelu volného kmitáńı

Mq̈(t) + (B + ω0G) q̇(t) + Kq(t) = 0 (2.30)

źıskáme
”
sečteńım matic od jednotlivých prvk̊u ve smyslu MKP“. Proces sestavováńı

globálńıch matic z blokových matice je zjednodušeně naznačen na obr. 2.3. Za blokové
matice nemuśı být uvažovány pouze charakteristické matice element̊u (2.15) a (2.23),
ale např. uložeńı rotoru nebo daľśı připojená tělesa pomoćı pružně-viskózńıch vazeb
v uzlu i s uvážeńım pořad́ı výchylek z vektoru (2.25). Matice B označuje vnitřńı tlumeńı
a je nejčastěji vyjádřena v proporcionálńım tvaru

B = αM + βK, (2.31)

kde α a β jsou koeficienty proporcionálńıho tlumeńı.
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qi q(e)~

Obr. 2.3: Struktura globálńıch matic matematického modelu

2.4 Buzeńı

V podkapitole 2.3 je uveden obecný matematický model pro volné kmitáńı. I při obou
nulových počátečńıch podmı́nkách je však možné rotorovou soustavu uvést do pohybu
pomoćı tzv. budićıch sil. V tomto př́ıpadě mluv́ıme o vynuceném kmitáńı a od volného
kmitáńı (2.30) se model odlǐsuje nenulovou pravou stranou. Buzeńı má obecně ne-
lineárńı charakter. Matematický model vynuceného kmitáńı poté zaṕı̌seme ve tvaru

Mq̈(t) + (B + ω0G) q̇(t) + Kq(t) = f (q, q̇, ω0, t) . (2.32)

ei

z

y

Δmi

φi

ω0 x

(Δme)iω0
2

Obr. 2.4: Statický nevývažek v uzlu i

Vektor buzeńı se může skládat z několika složek. Mezi základńı patř́ı buzeńı od nevývahy
fnev (obr. 2.4) a od vlastńı t́ıhy ftiha, pokud neuvažujeme výchylky z rovnovážné po-
lohy, ale v̊uči počátku globálńıho souřadnicového systému. Zat́ıžeńı od vlastńı t́ıhy
hř́ıdelových prvk̊u f

(e)
tiha a tuhých kotouč̊u f

(k)
tiha zjednodušeně rozpoč́ıtáme do př́ıslušej́ı-

ćıch uzl̊u. Daľśı typy buzeńı, které se mohou ve vektoru objevit, jsou śıly od vazeb
a kontakt̊u, např. přid́ıráńı (v anglické literatuře označováno jako rubbing). V našem
př́ıpadě se zaměř́ıme hlavně na uložeńı rotorových systémů v kluzných ložiskách. Vlivem
zat́ıžeńı kluzných ložisek vzniká v olejovém filmu hydrodynamický tlak, který generuje
śılu v ložisku floz označovanou jako śılu hydrodynamickou. Velikost a směr śıly plyne

16
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z principu akce a reakce. Postup výpočtu hydrodynamického tlaku a hydrodynamické
śıly je popsán v následuj́ıćıch kapitolách. Výsledný vektor buzeńı v uzlu i zaṕı̌seme
obecně ve tvaru

f i (q, q̇, ω0, t) =


F i
y

F i
z

M i
y

M i
z

 =


(∆me)i ω

2
0 cosϕi

(∆me)i ω
2
0 sinϕi

0

0


︸ ︷︷ ︸

f inev

+


−m

(e)
L +m

(e)
P

2
g

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

f
i (e)
tiha

+

+


−m(k)g

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

f
i (k)
tiha

+


FHy

FHz

0

0


︸ ︷︷ ︸

f iloz

,

(2.33)

kde (∆me)i je statický nevývažek, ω0 je okamžitá úhlová rychlost, ϕ je natočeńı pr̊uřezu

hř́ıdele, m
(e)
L resp. m

(e)
P je hmotnost hř́ıdelového prvku vlevo resp. vpravo od uzlu i,

m(k) je hmotnost kotouče nasazeného na hř́ıdel v mı́stě uzlu i a FHy, FHz jsou složky
hydrodynamické śıly olejového filmu v uzlu i. Složky hydrodynamické śıly jsou silně
nelineárńı a záviśı na poloze čepu q, jeho rychlosti q̇ a také na rychlosti otáčeńı ω0.
V uzlech i, kde se nenacháźı nevývažky, ložiska, nebo nedocháźı ke kontaktu čepu rotoru
a ložiskové pánve, jsou př́ıslušné vektory nulové.
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3 Modelováńı kluzných ložisek

Pro ukládáńı rychloběžných rotor̊u se použ́ıvaj́ı kluzná ložiska. Důvodem je jejich kon-
strukčńı jednoduchost, velká únosnost a jejich dynamické vlastnosti, které lze snadno
ovlivnit a které maj́ı velký vliv na chováńı rotoru. Pro správné fungováńı kluzných
ložisek muśı být vyvolán jev hydrodynamického mazáńı. Tento jev nastane v př́ıpadě,
že je zajǐstěna velká rychlost pohybu povrch̊u, mezi nimiž se olejový film nacháźı. Daľśı
podmı́nkou pro vznik tohoto potřebného jevu je nerovnoběžnost povrch̊u a vytvořeńı
tzv. kĺınové mezery [7]. V této kapitole se seznámı́me s teoretickými základy potřebnými
pro popis chováńı ložisek a stanoveńı charakteristických vlastnost́ı hydrodynamických
ložisek.

3.1 Tlakové rozložeńı v ložiskové mezeře

Pro popis tlakového rozložeńı v olejovém filmu je nutné znát nejprve geometrický
popis ložiskové mezery. Zavedeme [13] proto kartézský souřadnicový systém XYZ
odlǐsný od globálńıho systému xyz. Osu X ztotožńıme s obvodovým směrem, osu Y se
směrem radiálńım a osu Z se směrem axiálńım. Počátek tohoto souřadnicového systému
umı́st́ıme na povrch ložiskové pánve do středu jej́ı délky (obr. 3.1).

x BZ

y

ot or

y

z

H

B

X X

Y

H

z xY
Z

Obr. 3.1: Zavedeńı souřadnicového systému XYZ
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Obr. 3.2: Př́ıčný řez ložiskem

Na obr. 3.2 je znázorněn př́ıčný řez ložiskem. Tloušt’ka olejového filmu h je obecně
funkćı obvodové souřadnice X a axiálńı souřadnice Z. Poloha středu čepu hř́ıdele je
v ložiskové pánvi jednoznačně určena polohovým úhlem γ a poměrnou excentricitou

εH =
eH
c
, (3.1)

kde c je radiálńı ložisková v̊ule při centrické poloze čepu hř́ıdele a eH je vzdálenost
středu čepu hř́ıdele od středu ložiskové pánve. Tloušt’ka olejového filmu tak v každém
př́ıčném řezu záviśı pouze na tvaru ložiskové pánve, poměrné excentricitě a polohovém
úhlu. Na základě detailńıho odvozeńı [7], [13] je pro ložisko válcového tvaru tloušt’ka
olejového filmu v daném př́ıčném řezu zapsána jako

h (X) = c

[
1− εH cos

(
X

R
− γ
)]

. (3.2)

Prouděńı oleje v kluzném radiálńım ložisku popsal v roce 1886 irský fyzik Osborne
Reynolds. Při odvozeńı Reynoldsovy rovnice uvažujeme [13] předpoklady klasické teorie
hydrodynamického mazáńı:

• čep hř́ıdele a ložisková pánev jsou absolutně tuhé,

• jejich povrchy jsou dokonale hladké,

• čep hř́ıdele je válcový,

• př́ıčný pr̊uřez ložiskové pánve má obecný tvar,
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3. Modelováńı kluzných ložisek

• tvar ložiskové pánve se v axiálńım směru neměńı,

• š́ı̌rka ložiskové mezery je velmi malá vzhledem k poloměru čepu hř́ıdele (R ≈ RB),

• mazivo je Newtonovská tekutina,

• prouděńı v ložiskové mezeře je laminárńı a izotermické,

• tlak maziva se v radiálńım směru neměńı, protože mazivo v tomto směru ne-
proud́ı,

• zanedbáváme setrvačné účinky maziva kv̊uli jejich malým hodnotám,

• vliv zakřiveńı olejového filmu je zanedbatelný.

Uvažováńım výše uvedených předpoklad̊u dojde ke zjednodušeńı při popisu rychlost́ı
a tlakového rozložeńı. Na základě rovnováhy sil ve vyjmutém elementu z ložiskové me-
zery a rovnice kontinuity je detailně odvozena [7] Reynoldosova rovnice do výsledného
tvaru

∂

∂X

(
%h3

η

∂p

∂X

)
+

∂

∂Z

(
%h3

η

∂p

∂Z

)
= 6

∂

∂X
[%h (u1 + u2)] + 12

∂

∂t
(h%) , (3.3)

kde p je hydrodynamický tlak, h je tloušt’ka olejového filmu, η je dynamická viskozita
oleje, % je hustota oleje, u1, u2 jsou obvodové rychlosti pánve, resp. čepu, X je obvodová
a Z axiálńı prostorová souřadnice. Obvodovou rychlost bodu C na vnitřńım povrchu
ložiskové pánve lze vyjádřit ze složek rychlosti bodu B ve směru y a z jako

u1 = −żB sin
X

R
+ ẏB cos

X

R
−Rω1, (3.4)

kde ω1 je úhlová rychlost ložiskové pánve. Analogicky zaṕı̌seme obvodovou rychlost
bodu D na povrchu čepu hř́ıdele s využit́ım složek rychlosti bodu H a úhlové rychlosti
ω2 čepu hř́ıdele jako

u2 = −żH sin
X

R
+ ẏH cos

X

R
−Rω2. (3.5)

Squeeze člen ∂h
∂t

, neboli změna tloušt’ky olejového filmu v čase, má pro úlohy ro-
tordynamiky velký význam. Při chodu rotor̊u totiž docháźı k neustálým vibraćım,
a proto po vypuštěńı tohoto členu z Reynoldsovy rovnice by byla aktuálńı poloha čepu
v ložiskové pánvi zohledněna pouze v členech parciálńıch derivaćıch tloušt’ky podle
prostorových proměnných X a Z a omezili bychom se pouze na stacionárńı řešeńı.
Za předpokladu, že kluzné ložisko je kruhového pr̊uřezu, pak časová derivace tloušt’ky
olejového filmu (3.2) je

∂h

∂t
= −c

[
ε̇ cos

(
X

R
− γ
)

+ εγ̇ sin

(
X

R
− γ
)]

, (3.6)

kde ε̇ a γ̇ je rychlost změny poměrné excentricity a polohového úhlu v čase.
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3. Modelováńı kluzných ložisek

3.2 Hydrodynamická śıla

Po zat́ıžeńı kluzného ložiska se vytvoř́ı nosná olejová vrstva p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele
a ložiskovou pánev silou, kterou nazýváme [13] hydrodynamickou silou. Výsledná hyd-
rodynamická śıla je zp̊usobena normálovým tlakem a smykovou složkou napět́ı vyvola-
nou přiĺınáńım oleje na povrch čepu a ložiskové pánve (obr. 3.3).

B z

y

X
R=

φ

H

p
p

τBX

τHX

X

Y

dX
 R=

dφ

Z
x

Obr. 3.3: Rozložeńı tlaku a smykových složek napět́ı v ložiskové mezeře
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(a) Čep hř́ıdele

p

τBX

X
R=

φ

y'

z'y

z
x

(b) Ložisková pánev

Obr. 3.4: Směry p̊usobeńı tlaku a smykových složek napět́ı

Při výpočtu hydrodynamické śıly budeme obecně uvažovat, že v ložisku dojde ke kavi-
taci. Ke kavitaci docháźı v části ložiskové mezery, kde se nevytvář́ı nosný olejový film.
V kavitované oblasti je mazivo tvořeno směśı kapaliny a plynu. Důsledek tohoto jevu
je pokles tlaku v této oblasti. Při uvážeńı kavitace je [13] rozložeńı smykových složek
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3. Modelováńı kluzných ložisek

napět́ı a tlaku následuj́ıćı

τdHX = τHX , τdHZ = τHZ , pd = p pro p ≥ pCAV , (3.7)

τdBX = τBX , τdBZ = τBZ , pd = p pro p ≥ pCAV , (3.8)

τdHX = τHXC , τdHZ = 0, pd = pCAV pro p < pCAV , (3.9)

τdBX = τBXC , τdBZ = 0, pd = pCAV pro p < pCAV , (3.10)

kde p je hydrodynamický tlak jako řešeńı Reynoldsovy rovnice (3.3) a složky τ jsou
složky smykových napět́ı v olejovém filmu. Složky smykových napět́ı s indexem C
a normálový tlak pCAV jsou pak hodnoty v kavitované oblasti. Výpočet jednotlivých
složek smykových napět́ı v ložiskové mezeře je detailně popsán v [7], [13]. Normálový
tlak pd v olejovém filmu je [13] mnohonásobně větš́ı než smyková napět́ı, a proto je
můžeme zanedbat, aniž bychom se dopustili výrazné odchylky. Při uvážeńı elementárńı
plochy

dS = dXdZ, (3.11)

lze s ohledem na rozložeńı tlaku podle obr. 3.3 (matematicky (3.7) až (3.10)) vyjádřit
složky hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele FH a pánev FB v pevném souřadni-
covém systému yz pomoćı plošných integrál̊u

FHy = −

L
2∫

−L
2

2πR∫
0

pd sin
X

R
dXdZ, (3.12)

FHz = −

L
2∫

−L
2

2πR∫
0

pd cos
X

R
dXdZ, (3.13)

FBy =

L
2∫

−L
2

2πR∫
0

pd sin
X

R
dXdZ, (3.14)

FBz =

L
2∫

−L
2

2πR∫
0

pd cos
X

R
dXdZ. (3.15)

3.3 Dynamické vlastnosti olejového filmu

Jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u aplikace kluzných ložisek v rychloběžných rotorových sou-
stavách jsou jejich dynamické vlastnosti. Mezi ně patř́ı tuhost a tlumeńı olejového
filmu. Tuhost olejového filmu velmi ovlivňuje vlastńı frekvence celé rotorové soustavy.
Jednotlivé koeficienty tuhosti je možné do matice tuhosti ložiska zapsat [9] jako

K =

[
kyy kyz

kzy kzz

]
=

[
∂FHy

∂y

∂FHy

∂z

∂FHz

∂y
∂FHz

∂z

]
. (3.16)
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3. Modelováńı kluzných ložisek

Olejový film má d́ıky svému velkému poměrnému útlumu pozitivńı vliv na chováńı ro-
toru při přej́ıžděńı kritických otáček. Jednotlivé koeficienty tlumeńı lze v matici tlumeńı
vyjádřit [9] jako

B =

[
byy byz

bzy bzz

]
=

[
∂FHy

∂ẏ

∂FHy

∂ż

∂FHz

∂ẏ
∂FHz

∂ż

]
. (3.17)

Při zanedbáńı setrvačných účink̊u maziva je možné p̊usob́ıćı śılu na čep rozepsat [9],
[2] jako[

Fy
Fz

]
=

[
byy byz
bzy bzz

] [
∆ẏH
∆żH

]
+

[
kyy kyz
kzy kzz

] [
∆yH
∆zH

]
. (3.18)

Z uvedeného vztahu (3.18) plyne, že pokud budeme při znalosti všech koeficient̊u tu-
hosti a tlumeńı p̊usobit na čep silou o složkách Fy a Fz, vychýĺıme ho ze statické
rovnovážné polohy o neznámý př́ır̊ustek ∆yH a ∆zH s př́ır̊ustkem rychlosti ∆ẏH a ∆żH .
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4 Poč́ıtačová implementace mode-
lováńı kluzných ložisek

V této kapitole je pro uvedené teoretické základy a vztahy z kapitoly 3 postupně
ukázána poč́ıtačová implementace modelováńı kluzných ložisek. Na závěr kapitoly je
stručně popsán vlastńı program zpracovaný v pracovńım prostřed́ı MATLAB.

4.1 Tlakové rozložeńı v ložiskové mezeře

Obecná Reynoldsova rovnice (3.3) je parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu. Tento
typ rovnice je výhodné řešit pomoćı numerických metod. Jednou z těchto metod je [6]
metoda konečných diferenćı. Princip této metody je založen na pokryt́ı ložiskové mezery
śıt́ı uzl̊u a nahrazeńı parciálńıch derivaćı konečnými diferencemi. Rozděleńım ložiskové
mezery [13] v obvodovém směru na M a v axiálńım směru na N − 1 stejně velkých
úsek̊u vznikne dvourozměrná śıt’ ekvidistantńıch uzl̊u s krokem ∆X v obvodovém a ∆Z
v axiálńım směru (obr. 4.1). Jednotlivé parciálńı derivace nahrad́ıme [6] vztahy

∂p

∂X
=

pi+1,j − pi−1,j
2∆X

, (4.1)

∂2p

∂X2
=

pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j
∆X2

, (4.2)

∂p

∂Z
=

pi,j+1 − pi,j−1
2∆Z

, (4.3)

∂2p

∂Z2
=

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1
∆Z2

, (4.4)

kde pi,j je tlak v uzlu i, j vnitřńı śıtě i = 1, 2, 3, . . . ,M , j = 2, 3, . . . , N − 1. Po do-
sazeńı vztah̊u (4.1) až (4.4) do rovnice (3.3) můžeme tuto rovnici pro př́ıslušný uzel
i, j vyjádřit jako lineárńı kombinaci tlak̊u v uzlových bodech pomoćı pětibodového
schématu (obr. 4.1)

ai,j pi+1,j + bi,j pi−1,j + ci,j pi,j + di,j pi,j+1 + ei,j pi,j−1 = fi,j, (4.5)

kde ai,j až fi,j jsou př́ıslušné lineárńı koeficienty [7]. Po sestaveńı rovnice (4.5) pro
všechny vnitřńı uzly śıtě dostáváme soustavu algebraických rovnic, kterou lze maticově
zapsat jako

Ap = f , (4.6)

kde matice A ∈ RM(N−2),M(N−2) a vektory p, f ∈ RM(N−2).
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Obr. 4.1: Pokryt́ı ložiskové mezery śıt́ı uzl̊u

Řešeńı soustavy rovnic (4.6) muśı vyhovovat [13] okrajovým podmı́nkám:

• na stranách ložiska z obr. 3.1 předpokládáme rozd́ılné tlaky pL a pP ,

pi,1 = pP , (4.7)

pi,N = pL, (4.8)

• v obvodovém směru je tlakové rozložeńı periodické (pro prvńı hladinu je v pětibo-
dovém schématu potřeba nultá hladina, pro M -tou hladinu je potřeba hladina
M + 1),

p0,j = pM,j, (4.9)

pM+1,j = p1,j, (4.10)

• uzl̊um, které odpov́ıdaj́ı př́ıvod̊um oleje, předepisujeme hodnotu tlaku pVST od-
pov́ıdaj́ıćı tlaku přiváděného oleje

pi,j = pVST . (4.11)

Rovnice (4.5) pro uzly i, j odpov́ıdaj́ıćı známým uzl̊um z okrajových podmı́nek (4.7)
až (4.11) při sestavováńı výsledné soustavy rovnic (4.6) vynecháváme. Hodnoty tla-
kových okrajových podmı́nek se vyskytuj́ı ve vektoru pravé strany (4.13).
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4. Poč́ıtačová implementace modelováńı kluzných ložisek

Maticovou rovnici (4.6) můžeme dále rozepsat pomoćı submatic

C1 A1 B1

B2 C2 A2

. . . . . . . . .

Bi Ci Ai

. . . . . . . . .

BM−1 CM−1 AM−1
AM BM CM





p1

p2
...

pi
...

pM−1
pM


=



f1
f2
...
fi
...

fM−1
fM


, (4.12)

kde jednotlivé submatice maj́ı pro př́ıslušný řez i v obvodovém směru (obr. 4.1) s ohle-
dem na okrajové podmı́nky (4.7) a (4.10) tvar

Ai = diag (ai) ∈ RN−2,N−2,

Bi = diag (bi) ∈ RN−2,N−2,

Ci =


ci di
ei ci di

. . . . . . . . .

ei ci di
ei ci

 ∈ RN−2,N−2,

pi =



pi,2
pi,3
...
pi,j
...

pi,N−2
pi,N−1


∈ RN−2, fi =



fi − ei pP
fi
...
fi
...
fi

fi − di pL


∈ RN−2.

(4.13)

4.1.1 Př́ıvod oleje drážkou

Kluzná ložiska můžeme rozdělit podle druhu mazáńı do dvou hlavńıch skupin:

• ložiska samomazná – pouzdro je nasyceno mazivem, které se během chodu po-
stupně uvolňuje,

• ložiska s vněǰśım mazáńım – tento druh ložisek obsahuje drážky a otvory, kterými
je mazivo o známém tlaku přiváděno.

V této podkapitole je ukázáno, jak poč́ıtačově modelovat př́ıvod oleje do ložiskové
mezery pomoćı drážky. V praxi se nejčastěji vyskytuj́ı tyto mazaćı drážky:

• axiálńı drážka po celé délce ložiska,

• mazaćı otvor ve tvaru kružnice nebo elipsy,

• čtvercový nebo obdélńıkový mazaćı otvor.
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4. Poč́ıtačová implementace modelováńı kluzných ložisek

Jednotlivé typy drážek jsou spolu s jejich geometrickým popisem znázorněny na obr. 4.2.
Na obr. 4.3 jsou pro ilustraci zaneseny drážky do rozvinuté śıtě z obr. 4.1. Při zaneseńı
drážky do śıtě zanedbáváme konstrukčńı realizaci, tj. neuvažujeme zakřiveńı pouzdra a
drážky přesně odpov́ıdaj́ı svému matematickému popisu v rovině. Každá drážka je poté
reprezentována uzly, které zahrnuje, a v těchto uzlech je předepsán tlak oleje (4.11).
Pokud bude drážka zasahovat do uzl̊u na stranách ložiska, budeme v těchto bodech
předepisovat tlaky z drážky (4.11) mı́sto tlak̊u z okrajových podmı́nek (4.7) a (4.8).
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Obr. 4.2: Geometrický popis drážek
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Obr. 4.3: Śıt’ uzl̊u a drážky
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Jak je patrné z vektoru tlak̊u p (4.12), resp. pi (4.13), jsou jednotlivé uzly vnitřńı
śıtě postupně řazeny (č́ıslovány) po řádćıch. V tomto vektoru jsou současně obsaženy
nejen neznámé (hledané) tlaky ale i tlaky s předepsanou hodnotou na vstupu drážky.
Tyto známé tlaky je potřeba převést na pravou stranu rovnice. Nevýhodou je, že uzly
reprezentuj́ıćı drážku nemaj́ı obecně pravidelnou strukturu, kterou by bylo snadné blo-
kově vyjádřit a následně převést na pravou stranu. Proto si seřad́ıme celkový vektor
p do vhodněǰśı struktury. K tomuto seřazeńı využijeme předpokladu, že přesně známe
indexy (pořad́ı) známých uzl̊u, a provedeme transformaci

p = Tp̃, (4.14)

kde p je vektor tlak̊u v p̊uvodńım pořad́ı (4.13), T je permutačńı matice a vektor p̃ je
složen ze dvou subvektor̊u známých tlak̊u pZ a neznámých tlak̊u pN v pořad́ı

p̃ = [pZ ,pN ]T . (4.15)

Vztah (4.14) dosad́ıme do (4.6), celou rovnici zleva přenásob́ıme TT a dostáváme vztahy
pro

Ã = TTAT, (4.16)

f̃ = TT f (4.17)

a po blokovém zápisu dostáváme[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
︸ ︷︷ ︸

Ã

[
pZ
pN

]
︸ ︷︷ ︸

p̃

= f̃ . (4.18)

Po matematické úpravě dostáváme přeurčenou soustavu rovnic[
Ã12

Ã22

]
︸ ︷︷ ︸

Â

pN = f̃ −
[

Ã11

Ã21

]
pZ︸ ︷︷ ︸

b̂

, (4.19)

která je úlohou minimalizace rezidua a řešeńı vyjádř́ıme pomoćı pseudoinverzńı matice
A+ [3] ve tvaru

pN = A+b̂ =
(
ÂT Â

)−1
ÂT b̂. (4.20)

Výsledkem (4.20) jsou hodnoty neznámých tlak̊u mimo drážky a strany ložiska.
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4.2 Hydrodynamická śıla a rovnovážná poloha

Po numerickém výpočtu (4.6) tlakového rozložeńı z Reynoldsovy rovnice známe diskrét-
ńı hodnoty tlak̊u v jednotlivých uzlech śıtě pokrývaj́ıćı ložiskovou mezeru. Tyto hod-
noty ale neńı možné použ́ıt ve vztaźıch (3.12) až (3.13), kde se vyskytuje spojité
rozložeńı hydrodynamického tlaku p. Uvedené dvojné integrály přeṕı̌seme na dvojnásob-
nou sumaci na základě obr. 4.1, kde předpokládáme, že tlak v uzlu i, j p̊usob́ı pouze
na své okoĺı o velikosti ∆X ×∆Z. Po přepsáńı jsou výsledné vztahy

FHy = −
M∑
i=1

N∑
j=1

pi,j ∆X∆Z sin
Xi

R
, (4.21)

FHz = −
M∑
i=1

N∑
j=1

pi,j ∆X∆Z cos
Xi

R
. (4.22)

Při numerickém výpočtu složek hydrodynamické śıly uvažujeme pouze hodnoty tlak̊u
v uzlech, kde plat́ı pi,j > 0. Hydrodynamická śıla je obecně funkćı poměrné excent-
ricity εH a polohového úhlu γ a vzniká v olejovém filmu jako d̊usledek zátěžné śıly
o složkách Fy a Fz. Z tohoto plyne, že rovnováha těchto sil nastane pouze v jednom
daném mı́stě určeném poměrnou excentricitou εrH a polohovým úhlem γr. Toto mı́sto
budeme označovat jako rovnovážnou polohu (dále RP) nebo jako pracovńı bod. Mate-
maticky vyjádř́ıme výše uvedenou slovńı podmı́nku jako

Fy + FHy (εrH , γ
r) = 0, (4.23)

Fz + FHz (εrH , γ
r) = 0. (4.24)

4.3 Numerický výpočet dynamických vlastnost́ı ole-

jového filmu

Přestože vazba kluzným ložiskem je vazbou nelineárńı, vycháźıme při numerickém
výpočtu koeficient̊u tuhosti a tlumeńı z předpokladu, že v bĺızkém okoĺı pracovńıho
bodu (RP) ji lze za vhodných podmı́nek nahradit lineárńı pružně-viskózńı vazbou.
Pracovńı poloha čepu je jednoznačně určena poměrnou excentricitou εrH a polohovým
úhlem γr. Jedná se o ustálenou rovnovážnou polohu čepu, kdy zátěžná śıla a hydro-
dynamická śıla p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele jsou v rovnováze. V ustálené poloze nedocháźı
ke stlačeńı olejového filmu v čase a v rovnici (3.3) tak vynecháme squeeze člen ∂h

∂t

(3.6). Jediný pohyb (3.5), který čep v ustálené poloze koná, je rotačńı pohyb s úhlovou
rychlost́ı ω. Nyńı se zaměř́ıme na výpočet koeficient̊u tuhosti pružně-viskózńı náhrady.
Po malém vychýleńı čepu hř́ıdele z pracovńı polohy ve směru y o poměrnou velikost
∆εy, resp. ve směru z o velikost ∆εz, urč́ıme novou polohu čepu danou εyH a γy, resp.
εzH a γz. Princip vychýleńı čepu hř́ıdele z rovnovážné polohy je zřejmý z obr. 4.4.
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Matematicky vyjádř́ıme novou polohu jako

εyH =
√
εrH

2 + 2εrH∆εy sin γr + ∆ε2y, (4.25)

εzH =
√
εrH

2 + 2εrH∆εz cos γr + ∆ε2z, (4.26)

γy = arccos
εrH cos γ

εyH
, pro γr < π, (4.27)

γy = 2π − arccos
εrH cos γ

εyH
, pro γr > π, (4.28)

γz = arccos
εrH cos γ

εzH
, pro γr < π, (4.29)

γz = 2π − arccos
εrH cos γ

εzH
, pro γr > π. (4.30)

Δεy

γr

εH
y

rεH

γy

z

y

x

(a) Směr osy y

Δεz

γr
εH
z

rεH
γz

z

y

x

(b) Směr osy z

Obr. 4.4: Vychýleńı čepu hř́ıdele z rovnovážné polohy

Poměrné vychýleńı ve směru osy y a z odpov́ıdá rozměrovému vychýleńı

∆y = c∆εy, ∆z = c∆εz. (4.31)

V nové pracovńı poloze (4.25) až (4.30) vypoč́ıtáme velikost složek hydrodynamické
śıly FHy (εyH , γ

y) , FHz (εyH , γ
y), resp. FHy (εzH , γ

z) , FHz (εzH , γ
z). Jednotlivé koeficienty

tuhosti se poté s ohledem na (3.16) vypoč́ıtaj́ı jako

kyy = −FHy (εyH , γ
y)− FHy (εrH , γ

r)

∆y
, (4.32)

kyz = −FHy (εzH , γ
z)− FHy (εrH , γ

r)

∆z
, (4.33)

kzy = −FHz (εyH , γ
y)− FHz (εrH , γ

r)

∆y
, (4.34)

kzz = −FHz (εzH , γ
z)− FHz (εrH , γ

r)

∆z
. (4.35)

Postup výpočtu koeficient̊u tlumeńı je velmi podobný výpočtu koeficient̊u tuhosti.
V tomto př́ıpadě ale nedocháźı k vychýleńı čepu hř́ıdele ze své rovnovážné polohy,
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ale udělujeme mu pouze rychlost v jednotlivých směrech, protože tlumeńı je obecně
závislé na rychlosti (3.17). Rychlost čepu hř́ıdele je obsažena ve squeeze členu ∂h

∂t

(3.6) a ve vztaźıch pro obvodovou rychlost (3.5). Zvoĺıme tedy bezrozměrnou rych-
lost stlačeńı olejového filmu ve směru osy y jako ε̇y, resp. ve směru osy z jako ε̇z,
ze které po přenásobeńı radiálńı v̊uĺı c dostáváme rychlost čepu hř́ıdele v rozměrovém
tvaru

ẏyH = c ε̇y, żzH = c ε̇z. (4.36)

Souřadnice středu čepu hř́ıdele jsou v souřadném systému yz vyjádřeny jako

yrH = c εrH sin γr, zrH = c εrH cos γr. (4.37)

Poměrná excentricita εH je obecně vzdálenost středu čepu hř́ıdele od počátku

εH =

√
y2H + z2H
c

. (4.38)

Po derivaci rovnice (4.38) podle času dostáváme

ε̇H =
yH ẏH + zH żH

c
√
y2H + z2H

. (4.39)

Podobně postupujeme i u polohového úhlu γ a jeho derivace podle času

γ = arccos
zH
c εH

, pro γr < π, (4.40)

γ = 2π − arccos
zH
c εH

, pro γr > π, (4.41)

γ̇ = − żH εH − zH ε̇H

c ε2H

√
1−

(
zH
c εH

)2 , pro γr < π, (4.42)

γ̇ =
żH εH − zH ε̇H

c ε2H

√
1−

(
zH
c εH

)2 , pro γr > π. (4.43)

Do obecných vztah̊u (4.39) a (4.42), popř. (4.43), nyńı dosad́ıme pro uděleńı rychlosti ve
směru osy y rychlosti ẏH = ẏyH a żH = 0 a dostáváme tak rychlost poměrné excentricity
označenou jako ε̇yH a rychlost polohového úhlu jako γ̇yH . Pro zjǐstěńı rychlost́ı ε̇zH a
γ̇zH po uděleńı rychlosti ve směru osy z dosazujeme ẏH = 0 a żH = żzH . S takto
pozměněnou pravou stranou Reynoldsovy rovnice (3.3) vypoč́ıtáme jednotlivé složky
hydrodynamické śıly a koeficienty tlumeńı ložiska poté můžeme vyjádřit ve tvaru

byy = −FHy (εrH , γ
r, ε̇yH , γ̇

y, ẏH , 0)− FHy (εrH , γ
r)

ẏyH
, (4.44)

byz = −FHy (εrH , γ
r, ε̇zH , γ̇

z, 0, żH)− FHy (εrH , γ
r)

żzH
, (4.45)

bzy = −FHz (εrH , γ
r, ε̇yH , γ̇

y, ẏH , 0)− FHz (εrH , γ
r)

ẏyH
, (4.46)

bzz = −FHz (εrH , γ
r, ε̇zH , γ̇

z, 0, żH)− FHz (εrH , γ
r)

żzH
. (4.47)
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4.4 Výpočtový program pro modelováńı kluzných

ložisek

Na základě źıskaných znalost́ı o hydrodynamických ložiskách, popsaných v kapitole 3
a jejich následné numerické interpretaci z podkapitol 4.1 až 4.3, byl v pracovńım
prostřed́ı MATLAB zpracován vlastńı výpočtový program s názvem CALBEAR, který
je zaměřen na výpočet tlakového rozložeńı v ložisku, určeńı rovnovážné polohy čepu
hř́ıdele, analýzu dynamických vlastnost́ı olejového filmu a popis základńıch charakteris-
tických vlastnost́ı. Výsledný program se skládá z několika samostatných výpočtových
modul̊u, které jsou ńıže stručně popsány.

Před veškerými výpočty je potřeba provést diskretizaci ložiskové mezery. Daľśım d̊uleži-
tým krokem je zjǐstěńı index̊u uzl̊u, kterými je přiváděn olej drážkami. Ze známých
index̊u je následně vytvořena permutačńı matice. K těmto úkon̊um slouž́ı moduly
CALBEAR diskretizace a CALBEAR drazka.

Základńım a nejpouž́ıvaněǰśım modulem je CALBEAR tlak, který poč́ıtá tlakové rozložeńı
v ložiskové mezeře. U tohoto modulu bylo d̊uležité sńıžit výpočtový čas na minimum
z d̊uvod̊u, které budou zřejměǰśı z podkapitol 5.3.1 a 5.3.2. Nejproblematičtěǰśı mı́sto
programu je sestaveńı matic A a f (4.13) a následně samotné řešeńı soustavy rovnic
(4.6). Výpočtový čas zmı́něné části modulu byl testován na velikosti śıtě 90 x 20 uzl̊u
bez drážek. Postupně byly prověřeny tyto varianty kódu:

1. př́ımá metoda řešeńı s plnou matićı A – o nejvhodněǰśı použité metodě pro řešeńı
rozhoduje MATLAB ve svém vnitřńım algoritmu,

2. př́ımá metoda řešeńı s tzv. ř́ıdkou matićı A (angl. označována jako sparse),

3. iteračńı řešeńı [12] s nulovými počátečńımi podmı́nkami,

4. iteračńı řešeńı [12] s nenulovými počátečńımi podmı́nkami – počátečńı podmı́nkou
bylo zvoleno analytické řešeńı tlakového rozložeńı po aproximaci ložiska krátkým
ložiskem [7].

Výsledky časového vyt́ıžeńı procesoru jsou pro jednotlivé úpravy kódu uvedeny v tab. 4.1.
Výpočty byly provedeny ve verzi MATLAB 2015b na poč́ıtači s operačńı pamět́ı 8 GB
a procesorem Intel i5-6200U o taktu 2,3 GHz.

varianta ω = 150 ot/min ω = 1000 ot/min ω = 5000 ot/min

1 0,0951 s 0,0965 s 0,0955 s

2 0,0161 s 0,0164 s 0,0160 s

3 0,1883 s 0,1847 s 0,1867 s

4 0,1936 s 0,1941 s 0,1863 s

Tab. 4.1: Výpočtový čas
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Z výsledk̊u je patrné, že nejrychleji źıskáme řešeńı při implementaci pomoćı ř́ıdkých
matic. Při sestavováńı ř́ıdké matice A je využ́ıván vnitřńı MATLAB př́ıkaz spdiags.

Po vyřešeńı tlakového rozložeńı je možné vypoč́ıtat hydrodynamickou śılu o složkách y
(4.21) a z (4.22), kterou p̊usob́ı olejový film na čep hř́ıdele. Tento modul nese označeńı
CALBEAR sila.

Daľśım d̊uležitým modulem je CALBEAR poloha. Výstupem tohoto modulu je rov-
novážná poloha určená polohovým úhlem γr a poměrnou excentricitou εrH . Tento model
využ́ıvá modul̊u CALBEAR tlak a CALBEAR sila. Rovnovážná poloha plyne z řešeńı ne-
lineárńıch rovnic (4.23) a (4.24). K vyřešeńı této soustavy rovnic je použ́ıvána funkce
fsolve z optimalizačńıho baĺıčku programu MATLAB.

Zbývaj́ıćımi moduly jsou moduly CALBEAR tuhost a CALBEAR tlumeni. Struktura těch-
to modul̊u a postup výpočt̊u je detailněji popsán v podkapitole 4.3. Během výpočtu
jsou volány moduly CALBEAR tlak a CALBEAR sila.
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5 Základńı úlohy rotordynamiky a
jejich poč́ıtačová implementace

Tato kapitola postupně propojuje všechny poznatky a využ́ıvá odvozeńı a vztahy
z předcházej́ıćıch kapitol. Jej́ım ćılem je analýza rotorové soustavy s kluznými ložisky
a jej́ıho chováńı jako celku. Vlastńı výpočtový program zabývaj́ıćı se těmito problémy
je popsán na závěr této kapitoly.

5.1 Stavový prostor

V kapitole 2 je postupně odvozen matematický model pro vynucené kmitáńı roto-
rové soustavy (2.32). Matematický model (2.32) je tvořen n obyčejnými diferenciálńımi
rovnicemi druhého řádu. Zejména z d̊uvodu př́ıtomnosti antisymetrické matice gyro-
skopických účink̊u G je nezbytné kmitáńı rotorových soustav vyšetřovat ve stavovém
prostoru [2]

u (t) =

[
q̇ (t)
q (t)

]
∈ R2n. (5.1)

Daľśım d̊uvodem zavedeńı stavového prostoru (5.1) mohou být nesymetrické globálńı
charakteristické matice tuhosti a tlumeńı, které vzniknou tak, že na př́ıslušné po-
zice odpov́ıdaj́ıćı ložiskovým vazbám přičteme charakteristické matice tuhosti (3.16)
a tlumeńı (3.17) ložisek. T́ım nahrad́ıme ložiskovou vazbu z vektoru buzeńı (2.33)
popsanou hydrodynamickou silou. Takto vzniklé globálńı charakteristické matice ob-
sahuj́ıćı koeficienty tuhosti a tlumeńı ložisek budeme dále označovat jako B∗ a K∗.
Nyńı předpokládejme, že ložisková vazba je zavedena ve vektoru buzeńı f (q, q̇, ω0, t).
Rovnici (2.32) rozš́ı̌ŕıme [2] o identitu

Mq̇ (t)−Mq̇ (t) = 0, (5.2)

a výslednou soustavu 2n obyčejných diferenciálńıch rovnic zaṕı̌seme v maticovém tvaru

Nu̇ (t) + Pu (t) = p (q, q̇, ω0, t) , (5.3)

č́ımž sńıž́ıme řád soustavy 2n obyčejných diferenciálńıch rovnic. Jednotlivé matice
a vektor v (5.3) maj́ı tvar

N =

[
0 M
M B + ω0G

]
, P =

[
−M 0

0 K

]
, p =

[
0

f (q, q̇, ω0, t)

]
. (5.4)
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5. Základńı úlohy rotordynamiky a jejich poč́ıtačová implementace

Maticovou soustavu rovnic (5.3) lze přepsat do tvaru

u̇ (t) = Au (t) + b, (5.5)

kde matici A označ́ıme jako systémovou matici a vektor b jako vektor pravé strany
o složkách

A = −N−1P =

[
−M−1 (B + ω0G) −M−1K

E 0

]
, (5.6)

b = N−1p =

[
M−1f (q, q̇, ω0, t)

0

]
, (5.7)

kde E je jednotková matice. Po dodefinováńı počátečńıch podmı́nek

u0 = u (0) =

[
q̇0

q0

]
=

[
q̇ (0)
q (0)

]
∈ R2n (5.8)

dokážeme vyřešit maticovou rovnici (5.5) a popsat tak chováńı rotorové soustavy v čase.
Jedná se o diferenciálńı soustavu rovnic prvńıho řádu, kterou je z hlediska velkého počtu
rovnic a silné nelinearity vektoru buzeńı výhodné řešit pomoćı metod př́ımé numerické
integrace.

5.2 Modálńı analýza a nestabilita

V této podkapitole je postupně zmı́něna problematika vlastńıch č́ısel soustavy, modálńı
redukce a na závěr analýza stability.

5.2.1 Problém vlastńıch hodnot

Problém vlastńıch hodnot rotorové soustavy popsané matematickým modelem (2.32)
je řešen na nebuzené soustavě, tj. bez pravé strany f (q, q̇, t). Předpokládáme tedy, že
uložeńı rotoru na kluzných ložiskách je zohledněno v globálńıch matićıch tuhosti K∗

a tlumeńı B∗ (kap. 5.1), protože by se jinak jednalo o problém vlastńıch č́ısel volného
(izolovaného) rotoru. Poté převedeme soustavu rovnic do stavového prostoru popsaného
maticemi N a P, které obsahuj́ı matice B∗ a K∗ na př́ıslušných pozićıch podle (5.4).
Protože jsou matice B∗ a K∗ z d̊uvodu př́ıtomnosti koeficient̊u tuhosti a tlumeńı ložisek
nesymetrické, muśıme sestavit [2] modely adjungované s transponovanými maticemi
NT a PT . Dostáváme tedy dvě maticové rovnice

Nu̇ (t) + Pu (t) = 0, NT ẇ (t) + PTw (t) = 0, (5.9)

kde u(t), resp. w(t) označuje stavový prostor pro neadjungovaný resp. adjungovaný
model. Maticové rovnice (5.9) muśı vyhovovat [2] řešeńı u(t) = ueλt, resp. w(t) = weλt.
Po matematické úpravě dostáváme dvě charakteristické rovnice úlohy vlastńıch hodnot

(λN + P) u = 0,
(
λNT + PT

)
w = 0. (5.10)
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Kořeny obou rovnic (5.10) maj́ı [2] totožná vlastńı č́ısla λν . Každému vlastńımu č́ıslu λν
pak př́ısluš́ı pro neadjungonaý model pravostranný vektor uν a pro adjungovaný model
levostranný vektor wν . Jednotlivá vlastńı č́ısla mohou být [2] komplexně sdružená

λν = αν + iβν , λν+m = λ∗ν = αν − iβν , ν = 1, 2, . . . ,m, (5.11)

nebo reálná

λν = αν , ν = 2m+ 1, 2m+ 2, . . . , 2n. (5.12)

Předpokládáme, že komplexńı vlastńı č́ısla jsou seřazena vzestupně podle imaginárńıch
část́ı β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βm. Imaginárńı části vlastńıch č́ısel maj́ı význam vlastńıch
frekvenćı systému v jednotkách rad/s. Pro levostranné a pravostranné vlastńı vektory
plat́ı [2] podmı́nky biortonormality

wT
i Nuj = δi,j, wT

i Puj = −λi,jδi,j, (5.13)

kde δi,j je Kronecker̊uv symbol. Vztahy (5.13) můžeme obecně zapsat pro pravostranné
U a levostranné W modálńı matice, jejichž sloupce jsou tvořeny př́ıslušnými vlastńımi
vektory, a dostáváme

WTNU = E, WTPU = −Λ, (5.14)

kde Λ = diag (λν) ∈ R2n je spektrálńı matice a E ∈ R2n je diagonálńı jednotková
matice.

5.2.2 Analýza nestability

O stabilitě nebo nestabilitě rotorového systému budeme rozhodovat na základě výsledk̊u
úlohy vlastńıch hodnot, tj. vlastńıch č́ısel (5.11) a (5.12). Konkrétně budeme zkoumat
[2] reálnou část těchto č́ısel a rozlǐsovat tři druhy stability/nestability rotorové soustavy:

• asymptoticky stabilńı – všechna komplexně sdružená vlastńı č́ısla λν (5.11) lež́ı
v záporné komplexńı polorovině (αν < 0) a reálná vlastńı č́ısla λν (5.12) jsou
záporná (αν < 0),

• nestabilita typu flutter – alespoň jeden pár komplexně sdružených č́ısel λν (5.11)
lež́ı v kladné komplexńı polorovině (αν > 0),

• nestabilita typu divergence – alespoň jedno reálné vlastńı č́ıslo λν (5.11) je kladné
(αν > 0).

O stabilitě/nestabilitě můžeme také rozhodnout [11] pomoćı hodnot poměrného modál-
ńıho útlumu pro ν-tý vlastńı tvar

Dν = − αν
|λν |

, (5.15)

kde u komplexně sdružených č́ısel můžeme z d̊uvodu děleńı velikost́ı vlastńıho č́ısla |λν |
vybrat např. pouze vlastńı č́ısla s kladnou imaginárńı část́ı βν > 0. Pokud dodrž́ıme
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znaménkovou konvenci (5.11), (5.12) a (5.15), pak nestabilita systému nastane pro vlast-
ńı č́ıslo λν pokud Dν < 0.

Vzhledem k tomu, že jsme schopni určit dynamické vlastnosti rotoru a kluzných ložisek
relativně přesně, můžeme touto analýzou odhalit pásma, kde se studovaná soustava
chová nestabilně, a v tomto daném frekvenčńım rozsahu se zaměřit na jej́ı detailńı
zkoumáńı. Můžeme tak objevit např́ıklad nestability, které jsou vyvolány nesprávným
návrhem kluzného ložiska, resp. charakteristik jeho olejového filmu. V kluzném ložisku
vzniká nestabilita s názvem v́ı̌reńı oleje (angl. oil whirl), která se může rozvinout do ne-
stability nazývané tlučeńı oleje (angl. oil whip). Důvodem vzniku nestability v́ı̌reńı oleje
může být [14]:

• malé zat́ıžeńı ložiskového čepu a vysoké otáčky čepu rotoru,

• velká ložisková v̊ule,

• změny v olejovém tlaku,

• velká dynamická viskozita, změna fyzikálńıch vlastnost́ı maziva,

• velké gyroskopické účinky od část́ı rotoru na jeho převislých konćıch, nevyváženost
rotoru a mnoho daľśıch.

Tato nestabilita se objevuje [1] v subsynchronńı oblasti v rozmeźı 0, 4− 0, 48 násobku
prvńı harmonické (otáčkové) složky. Důsledkem je vznik subsynchronńı precesńı složky,
při které koná čep rotoru krouživý pohyb se stále se zvětšuj́ıćı poměrnou excentricitou
ale s menš́ı frekvenćı kroužeńı, než je frekvence otáčeńı.

Nestabilita typu tlučeńı se může objevit [1] tehdy, pokud se frekvence v́ı̌reńı rovná
některé z vlastńıch frekvenćı. Tato nestabilita pak vyvolá př́ıčné subharmonické vibrace.
Tento typ nestability se zvyšováńım otáček neodezńıvá. Naopak z̊ustává

”
uzamčena“

na vlastńı frekvenci a lze ji ve frekvenčńım spektru rozpoznat tak, že se téměř neměńı
s otáčkami rotoru.

5.2.3 Modálńı redukce

Po konečnoprvkové diskretizaci kontinua rotorového systému vznikne systém s velkým
počtem stupň̊u volnosti, který lze matematicky zapsat jako

Mq̈(t) + (B + ω0G) q̇(t) + Kq(t) = f (q, q̇, ω0, t) . (5.16)

Převedeńım úlohy do stavového prostoru se počet stupň̊u volnosti ještě zdvojnásob́ı.
To má za d̊usledek významné prodloužeńı výpočtu úloh v časové oblasti. Zrychleńı
výpočtu je možné provést např. pomoćı tzv. modálńı redukce [2], kdy využ́ıváme pouze
omezeného počtu vlastńıch vektor̊u charakterizuj́ıćıch dynamickou odezvu soustavy
a model převád́ıme z prostoru zobecněných souřadnic do prostoru modálńıch souřadnic.
K matematickému modelu (5.16) přidruž́ıme [5] nerotuj́ıćı konzervativńı soustavu

Mq̈(t) + Kq(t) = 0, (5.17)
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na které provedeme [3] modálńı analýzu(
K− Ω2

νM
)
vν = 0 ⇔ Λ = diag

(
Ω2
ν

)
, V = [. . . ,vν−1,vν ,vν+1, . . .] . (5.18)

Pro modálńı matici V a spektrálńı matici Λ plat́ı podmı́nky biortonormality

VTMV = E, VTKV = Λ. (5.19)

Vybereme [5] m vlastńıch frekvenćı, od kterých požadujeme, aby si je redukovaný
model zachoval a k nim vybereme odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Vybraný frekvenčńı
rozsah voĺıme zejména s ohledem na frekvence buzeńı. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory
představuj́ı matici Vm ∈ Rn,m a provedeme modálńı transformaci souřadnic

q(t) = Vmxm(t). (5.20)

Vztah (5.20) dosad́ıme do (5.16), zleva přenásob́ıme VT
m, využijeme podmı́nek biorto-

normality (5.19) a dostáváme

Emẍm(t) + VT
m (B + ω0G) Vmẋm(t) + Λmxm(t) = VT

mf (q, q̇, ω0, t) . (5.21)

Model (5.21) rozš́ı̌ŕıme o identitu

ẋm (t)− ẋm (t) = 0 (5.22)

a soustavu převedeme do stavového prostoru se systémovou matićı[
ẍm(t)
ẋm(t)

]
=

[
−VT

m (B + ω0G) Vm −Λm

Em 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ared

[
ẋm(t)
xm(t)

]
+

[
VT
mf (q, q̇, ω0, t)

0

]
︸ ︷︷ ︸

bred

. (5.23)

Takto jsme sńıžili počet stupň̊u volnosti ve stavovém prostoru (5.5) o velikosti R2n

na velikost R2m (5.23). Modálńı redukćı muśı samozřejmě proj́ıt i počátečńı podmı́nky
(5.8) u (0) = Vmx0, pro které po úpravě plat́ı x0 = x (0) = V−1m u0 = VT

mMu0.

5.3 Poč́ıtačová implementace úloh rotordynamiky

V pracovńım prostřed́ı MATLAB byl vytvořen výpočtový program s názvem CALROT,
který se zabývá analýzou základńıch úloh rotordynamiky detailněji popsaných výše
v kapitole 5. Program je rozdělen na tři hlavńı moduly

• vytvořeńı MKP modelu rotorové soustavy (kap. 2),

• problém vlastńıch hodnot (podkap. 5.2),

• chováńı rotorové soustavy v čase (podkap. 5.1).

Struktura modulu CALROT MKP pro vytvářeńı MKP modelu a postup výpočtu je na-
značen v kapitole 2 během odvozováńı. Zbývaj́ıćı části programu využ́ıvaj́ı vybrané
moduly programu CALBEAR (podkap. 4.4) na analýzu kluzných ložisek. Struktura
programu a postup výpočtu je postupně popsán v podkapitolách 5.3.1 a 5.3.2.
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5.3.1 Poč́ıtačová implementace problému vlastńıch

hodnot

Ćılem modulu CALROT Campbell je vykresleńı Campbellova diagramu a diagramu pro
určeńı celkové stability rotorové soustavy. Campbell̊uv diagram se využ́ıvá k zaneseńı
vlastńıch frekvenćı v závislosti na úhlových rychlostech rotorové soustavy. Z Camp-
bellova diagramu můžeme následně vyč́ıst kritické otáčky, při nichž může doj́ıt k rezo-
nanci. Postup řešeńı problému vlastńıch hodnot je zjednodušeně zanesen ve vývojovém
diagramu na obr. 5.1. Pro lepš́ı přehlednost jsou v diagramu použity názvy modul̊u
z podkapitoly 4.4 a využ́ıvané veličiny. Jejich význam a vysvětleńı je rozepsáno v tab. 5.1.
Vektor statických sil v jednotlivých ložiskách je možné přibližně źıskat jako záporně
vzaté reakce podepřeného rotoru (analogie k podepřenému nosńıku). Pro jednotlivé
zatěžuj́ıćı śıly existuje pro konkrétńı úhlovou rychlost pouze jedna rovnovážná po-
loha, která je charakterizována maticemi dynamických vlastnost́ı ložiska. K samotnému
výpočtu vlastńıch hodnot ve stavovém prostoru systému využ́ıvá program knihovńı
funkci MATLABu eig.

M,B,G,K charakteristické matice rotorového systému

Fy,Fz vektor zatěžuj́ıćıch sil v jednotlivých ložiskách

ωrot vektor úhlových rychlost́ı sledovaného rozsahu

uzlyloz vektor uzl̊u, ve kterých se nacháźı ložiska

diskretloz soubor informaćı o diskretizaci ložisek a drážkách

εH , γ poměrná excentricita a polohový úhel

K(j),B(j) matice dynamických vlastnost́ı jednotlivých ložisek

λν ,vν vlastńı č́ıslo a k němu př́ıslušný vlastńı vektor

Dν poměrný modálńı útlum ν-tého vlastńıho č́ısla

Tab. 5.1: Vysvětlivky vývojového diagramu implementace problému vlastńıch hodnot
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M, B, G, K, Fy, Fz, ωrot, uzlyloz, diskretloz

 for i = 1 : ωrot

 for j = 1 : uzlyloz

[εH, γ] = CALBEAR_poloha(Fy(j), Fz(j), ω(i), diskretloz(j))

K(j) = CALBEAR_tuhost(εH, γ, ω(i), diskretloz(j))

Kloz(uzlyloz(j)) = K(j)

K* = K + Kloz

(P + λυN)vυ = 0

Dυ(λυ)

Campbellův diagram

Stabilitní diagram

B(j) = CALBEAR_tlumeni(εH, γ, ω(i), diskretloz(j))

B* = B + Bloz

0 M
M B*+ωrot(i)G

N = -M 0
0 K*

P =

Kloz = Bloz = 0

Bloz(uzlyloz(j)) = B(j)

Obr. 5.1: Vývojový diagram implementace problému vlastńıch hodnot
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5.3.2 Poč́ıtačová implementace chováńı rotorové sou-

stavy v čase

Výsledky modálńı analýzy (podkap. 5.3.1) a z nich sestavený Campbell̊uv a stabilitńı
diagram nám dávaj́ı informaci o mı́stech zvýšeného zájmu. Pro podrobněǰśı analýzu
v těchto mı́stech je potřeba provést simulaci v čase, ze které následně zanalyzujeme
chováńı soustavy při zkoumaném provozńım stavu. K této analýze slouž́ı vytvořený
modul CALROT dynamika, který řeš́ı pohybovou rovnici pomoćı metod př́ımé numerické
integrace. Kv̊uli velkému počtu stupň̊u volnosti a silné nelinearitě z d̊uvodu př́ıtomnosti
vazby kluzným ložiskem ve vektoru buzeńı f (q, q̇, ω0, t), která prodlužuje výpočet,
využ́ıváme pro urychleńı výpočtu modálńı redukci a řeš́ıme tak dynamickou odezvu
na matematickém modelu (5.23) s počátečńımi podmı́nkami

y0 = VT
mM

[
q̇0

q0

]
. (5.24)

Samotné řešeńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu (5.23) je prováděno pomoćı vlastńıch
MATLAB řešič̊u ze skupiny ode pro obyčejné diferenciálńı rovnice. Na obr. 5.2 a obr. 5.3
je vykreslen vývojový diagram numerického řešeńı rovnice v čase spolu s potřebnými
kroky před samotnou časovou integraćı. Vývojový diagram je sepsán schématicky a po-
drobněǰśı vysvětleńı jednotlivých zkratek a veličin je uvedeno v tab. 5.2. Jako nenulové
počátečńı podmı́nky úlohy voĺıme pouze statický pr̊uhyb od vlastńı t́ıhy rotoru, který
je uložen na ložiskách o dané tuhosti př́ıslušej́ıćı počátečńı úhlové rychlosti ω0.

Výsledky modálńı analýzy přidružené nerotuj́ıćı konzervativńı soustavy využijeme k mo-
dálńı redukci matematického modelu. Systém převedeme do stavového prostoru a zave-
deme strukturu ř́ıdkých matic (zejména u systémové matice A) za pomoci MATLAB
př́ıkazu sparse. Vývojový diagram na obr. 5.3 nepopisuje přesně jednotlivé kroky
integrace zvoleného ode řešiče, protože vnitřńı ode algoritmy využ́ıvaj́ı proměnlivý
časový krok a kritéria pro lepš́ı konvergenci řešeńı. Diagram znázorňuje pouze vyč́ısleńı
pravé strany rovnice (5.5) v každém časovém kroku integračńı cyklu. Z obr. 5.3 je
zřejmé, že modul CALBEAR tlak je využ́ıván v každém časovém kroku řešeńı, a proto
byl kladen d̊uraz na zrychleńı výpočtu tlakového rozložeńı, které je podrobněji ro-
zepsáno v podkapitole 4.4. Výpočet odstředivých sil nevývažk̊u je rozepsán v podka-
pitole 2.4. Pro výpočet poloh střed̊u čep̊u hř́ıdele a rychlost́ı využ́ıváme vztahy (4.38)
až (4.43). Výsledkem řešeńı diferenciálńı rovnice je matice Y složená z vektor̊u y (ti),
které odpov́ıdaj́ı v dané časovém kroku stavovému vektoru obsahuj́ıćı polohy a rych-
losti v modálńıch souřadnićıch. Pro zpětné źıskáńı poloh a rychlost́ı v zobecněných
souřadnićıch muśıme vektor y (ti) přenásobit redukovanou modálńı matićı

u (ti) =

[
q̇(ti)
q(ti)

]
= Vmy (ti) . (5.25)
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M,B,G,K charakteristické matice rotorového systému

fg vektor t́ıhových sil p̊usob́ıćıch v jednotlivých uzlech

Fy,Fz vektor zatěžuj́ıćıch sil v jednotlivých ložiskách

ω0, αrot počátečńı úhlová rychlost a úhlové zrychleńı rotoru

t vektor času

uzlyme vektor uzl̊u statických nevývažk̊u

uzlyloz vektor uzl̊u, ve kterých se nacháźı ložiska

diskretloz soubor informaćı o diskretizaci ložisek a drážkách

εH , γ, ε̇H , γ̇ poměrná excentricita, polohový úhel a jejich rychlosti

K(j) matice dynamické tuhosti jednotlivých ložisek

Ων ,vν vlastńı frekvence a k ńı př́ıslušný vlastńı vektor

Λ,V spektrálńı a modálńı matice

m počet souřadnic kondenzace

Λm,Vm redukovaná spektrálńı a modálńı matice

Tab. 5.2: Vysvětlivky vývojového diagramu výpočtu dynamické odezvy
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Em

M, B, G, K, fg, Fy, Fz, ω0, αrot, t, m, uzlyme, uzlyloz, diskretloz

 for j = 1 : uzlyloz

[εH, γ] = CALBEAR_poloha(Fy(j), Fz(j), ω0, diskretloz(j))

K(j) = CALBEAR_tuhost(εH, γ, ω0, diskretloz(j))

Kloz(uzlyloz(j)) = K(j)

Kloz = 0

K* = K + Kloz

q0 = (K*)-1fg      q0 = 0 

(K + ΩυM)vυ = 0

Λm = Λ(1:m,1:m), Vm = V(:,1:m)

x0 = VmMu0
T

0

T-VmBVmA =
TVmfg

0
b =-Λm

a

2

Obr. 5.2: Vývojový diagram výpočtu dynamické odezvy – 1. část
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a

 for j = 1 : t

ω = ω0 + αrott(i)

 for i = 1 : uzlyme

výpočet odstředivých sil nevývažků fnev
i

uj = Vmyj-1

 for i = 1 : uzlyloz

výpočet εH, γ, εH, γ ze souřadnic a rychlostí středu čepu z vektoru uj

p = CALBEAR_tlak(εH, γ, εH, γ, ω, diskretloz(i))

floz = CALBEAR_sila(p, diskretloz(i))
i

floz(uzlyloz(i)) = f loz
i

f = fnev + floz

fnev = floz = 0

TA(1:m,1:m) = A(1:m,1:m) - ωVmGVm,     b(1:m,1) = b(1:m,1)  + VmfT

yj = Ayj-1 + b

vyčíslení pravé strany 
pro ode řešič

Y(t)

fnev(uzlyme(i)) = f nev
i

Obr. 5.3: Vývojový diagram výpočtu dynamické odezvy – 2. část
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6 Výsledky

V předcházej́ıćıch kapitolách je postupně uvedeno, jak matematicky modelovat rych-
loběžné rotory uložené na kluzných ložiskách spolu s následnou poč́ıtačovou imple-
mentaćı do vlastńıch výpočtových programů CALBEAR a CALROT. V této kapi-
tole jsou ukázány výsledky analýz z uvedených programů. Pro ověřeńı správnosti vy-
tvořených programů byl zvolen jednoduchý rotorový systém se soustředěnými para-
metry. Výsledky vybraných simulaćı tohoto systému jsou uvedeny v podkapitole 6.1.
Výsledky dynamické odezvy pro složitěǰśı rotorový systém jsou uvedeny v podkapitole
6.2. Vybrané výsledky jsou srovnány s výsledky výpočt̊u v komerčńıch programech
AVL a ARMD, které provedl Ing. Luboš Smoĺık. Program ARMD je specializovaný
program zabývaj́ıćı se výpočty charakteristických vlastnost́ı kluzných ložisek. Řešeńı
Reynoldsovy rovnice je v programu ARMD založeno na metodě konečných diferenćı.
AVL je komplexńı multibody program zaměřený na řešeńı úloh pohonných ústroj́ı
a Reynoldsovu rovnici řeš́ı pomoćı metody konečných prvk̊u.

6.1 Laval̊uv rotor

Pro základńı otestováńı programu byl zvolen modifikovaný Laval̊uv rotor [4] na obr. 6.1
o dvou stupńıch volnosti, tj. př́ıčných výchylkách ve směru osy y a z. Rotor uvažujeme
jako dokonale tuhý bez tlumeńı. Matematický model takto zvoleného systému je

Mq̈ (t) = f (q, q̇, ω, t) , (6.1)

kde M = diag (m,m) je matice hmotnosti, q = [y, z]T je vektor zobecněných výchylek
a f je vektor buzeńı obecně se složkami odstředivé śıly nevývažku, t́ıhové a hydrody-
namické śıly

f (q, q̇, ω, t) =

[
FHy −mg + ∆meω2 cos

(
ϕ0 + ωt+ 1

2
αt2
)

FHz + ∆meω2 sin
(
ϕ0 + ωt+ 1

2
αt2
) ]

. (6.2)

Ve vektoru buzeńı je α úhlové zrychleńı rotoru, ω je okamžitá úhlová rychlost, t je
čas a ϕ0 je počátečńı natočeńı rotoru. Pro vybranou rotorovou soustavu s válcovým
kluzným ložiskem bez drážky byly zvoleny parametry uvedené v tab. 6.1. Mazivo
v ložisku uvažujeme jako dokonale nestlačitelné a teplotně nezávislé.
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x B

y y

z

H

B

H

z
x

Obr. 6.1: Laval̊uv rotor

hmotnost rotoru m 50 kg

t́ıhové zrychleńı g 9,81 m · s−2

pr̊uměr čepu D 38 mm

délka ložiska L 20 mm

radiálńı v̊ule c 50 µm

dynamická viskozita η 10 mPa · s
tlak na levé straně ložiska pL 1 · 105 Pa

tlak na pravé straně ložiska pP 1 · 105 Pa

počet uzl̊u v axiálńım směru 20

počet uzl̊u v obvodovém směru 90

Tab. 6.1: Parametry Lavalova rotoru a kluzného ložiska

Pro čistě válcové kluzné ložisko o parametrech z tab. 6.1 zat́ıžené pouze hydrodynamic-
kou silou a t́ıhovou silou rotoru jsou na obr. 6.2 vykresleny rovnovážné polohy (RP)
rotoru pro zvyšuj́ıćı se otáčky. Rovnovážné polohy jsou napoč́ıtány v rozsahu 250 –
14000 ot/min s krokem 250 ot/min. Se zvyšuj́ıćımi se otáčkami střed rotoru postupně
vyplavává [4] zespodu pánve směrem ke středu ložiska. Na obr. 6.3 a obr. 6.4 jsou
pro jednotlivé rovnovážné polohy vykresleny závislosti koeficient̊u tuhosti a tlumeńı
na jmenovitých otáčkách rotoru. Pro lepš́ı přehlednost grafu závislost́ı koeficient̊u tlu-
meńı na otáčkách jsou koeficienty shora omezeny hranićı 1 · 106 Ns/m.
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Obr. 6.2: Rovnovážné polohy Lavalova rotoru
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Obr. 6.3: Závislost koeficient̊u tuhosti olejového filmu na otáčkách
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Obr. 6.4: Závislost koeficient̊u tlumeńı olejového filmu na otáčkách

Na základě těchto známých koeficient̊u v rovnovážných polohách (RP) můžeme sestavit
Campbell̊uv (obr. 6.5) a stabilitńı (obr. 6.6) diagram. Z výsledk̊u stabilitńıho diagramu
je patrné, že po překročeńı úhlové rychlosti přibližně 10000 ot/min se rotorový systém
stává nestabilńım. Pro podrobněǰśı analýzu chováńı rotoru byl proveden rozběh doko-
nale vyváženého rotoru z 250 ot/min na 14000 ot/min. Počátečńı podmı́nka simulace
byla zvolena jako dř́ıve vypoč́ıtaná rovnovážná poloha rotoru pro 250 ot/min a nulová
počátečńı rychlost. Pro numerickou simulaci rozběhu byl použit MATLAB řešič ode113.

Trajektorie čepu rozb́ıhaj́ıćıho se rotoru je vykreslena na obr. 6.7. Pro srovnáńı byly
do grafu přidány výsledky výpočtu rovnovážných poloh čepu dř́ıve vykreslených na
obr. 6.2. Z výsledk̊u je zřejmé, že do určitého času čep rotoru téměř přesně sleduje
rovnovážné polohy. Poté se u něj rozvine nestabilita charakterizována v́ı̌reńım oleje.
Závislost jednotlivých výchylek ve směru y a z na otáčkách je vykreslena na obr. 6.8.
Pro srovnáńı jsou na obr. 6.9 vykresleny jednotlivé výchylky źıskané z programu AVL.
Porovnáńım výsledk̊u zjist́ıme, že při řešeńı programem CALROT dojde k rozvoji ne-
stability s nepatrně vyšš́ımi otáčkami ale s téměř totožnou amplitudou.

Př́ıčinu vzniku nestability systému je možné určit z kaskádového diagramu [1] źıskaného
z Fourierovy analýzy časového pr̊uběhu jednotlivých výchylek rotoru. Na diagramech
na obr. 6.10 a obr. 6.11 se pro zkoumaný rozsah otáček objevuje dominantńı frekvence
v okoĺı 0,45X prvńı harmonické složky, o které je známo, že př́ısluš́ı [1] nestabilitě
v́ı̌reńı oleje. Diagramy jsou doplněny o náběžné př́ımky odpov́ıdaj́ıćı prvńı a 0,5X har-
monické složce. Velikosti amplitud v kaskádových diagramech jsou v̊uči př́ıslušným
amplitudám z obr. 6.8 zkresleny kv̊uli normalizovanému Hannovu oknu, které bylo
použito k zabráněńı chybě únikem [1].
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Obr. 6.5: Campbell̊uv diagram Lavalova rotoru
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Obr. 6.6: Stabilitńı diagram Lavalova rotoru
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Obr. 6.7: Srovnáńı rozběhu Lavalova rotoru a rovnovážných poloh
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Obr. 6.8: Jednotlivé složky výchylek rotoru při rozběhu – CALROT
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Obr. 6.9: Jednotlivé složky výchylek rotoru při rozběhu – AVL

Obr. 6.10: Kaskádový diagram – vodorovná výchylka z (CALROT)
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6. Výsledky

Obr. 6.11: Kaskádový diagram – svislá výchylka y (CALROT)

6.2 Čerpadlo

V této podkapitole je ukázáno použit́ı vlastńıch výpočtových programů na složitěǰśı
rotorové soustavě. Pro výpočty byl vybrán rotor šestistupňového čerpadla (obr. 6.12)
podepřený dvěma identickými kluznými ložisky. Rotor na obr. 6.12 se skládá z pod-
dajného hř́ıdele (šedé oblasti), šesti oběžných kol a setrvačńıku na převislém konci (b́ılé
kruhy). Oběžná kola a setrvačńık budeme modelovat jako tuhé kotouče. Použitá radiálńı
ložiska jsou kruhového pr̊uřezu se dvěma axiálńımi drážkami. Parametry ložisek jsou
uvedeny v tab. 6.2. Mazivo uvažujeme jako dokonale nestlačitelné a teplotně nezávislé.

Obr. 6.12: Geometrie čerpadla
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pr̊uměr čepu D 101,6 mm

délka ložiska L 63,5 mm

radiálńı v̊ule c 88,9 µm

dynamická viskozita η 19,4 mPa · s
axiálńı drážka 1 170 – 190 deg

axiálńı drážka 2 350 – 370 deg

tlak v drážce 1 pVST 1 · 105 Pa

tlak v drážce 2 pVST 1 · 105 Pa

tlak na levé straně ložiska pL 0 Pa

tlak na pravé straně ložiska pP 0 Pa

počet uzl̊u v axiálńım směru 20

počet uzl̊u v obvodovém směru 90

Tab. 6.2: Parametry ložisek čerpadla

Tuhé kotouče jsou charakterizovány hmotnost́ı m, momentem setrvačnosti k ose otáčeńı
Jp, k př́ıčné ose momentem J a deviačńım momentem D. Souhrnné parametry všech
tuhých kotouč̊u jsou uvedeny v tab. 6.3. K diskretizaci spojitého kontinua využijeme
metodu konečných prvk̊u. Při diskretizaci muśıme zohlednit mı́sta uložeńı rotoru na lo-
žiskách a připojeńı tuhých kotouč̊u. Střed hmotnosti každého kotouče je vzhledem
k uzlu, ke kterému je připojen, vzdálen o parametr a z tab. 6.3. Hř́ıdel byl rozdělen
na 25 prvk̊u každý o délce l, vněǰśım pr̊uměru D a vnitřńım pr̊uměru d. V tab. 6.4 jsou
uvedeny rozměry a materiálové vlastnosti jednotlivých element̊u hř́ıdele o hustotě %,
Youngově modulu pružnosti E a Poissonově č́ısle ν.

uzel m [kg] a [mm] Jp [kg ·m2] J [kg ·m2] D [kg ·m2]

7 22,68 0 0,23408 0,11704 0

9 22,68 0 0,23408 0,11704 0

11 22,68 0 0,23408 0,11704 0

13 22,68 0 0,23408 0,11704 0

15 22,68 0 0,23408 0,11704 0

17 22,68 0 0,23408 0,11704 0

25 113,40 0 0,73150 0,36575 0

Tab. 6.3: Tuhé kotouče čerpadla
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element l [mm] D [mm] d [mm] % [kg/m3] E [MPa] ν [-]

1 127,00 101,60 0 7833 199948 0,397

2 127,00 101,60 0 7833 199948 0,397

3 127,00 107,95 0 7833 199948 0,397

4 127,0 107,95 0 7833 199948 0,397

5 63,50 133,35 0 7833 199948 0,397

6 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

7 127,00 133,35 0 7833 199948 0,397

8 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

9 127,00 133,35 0 7833 199948 0,397

10 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

11 127,00 133,35 0 7833 199948 0,397

12 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

13 127,00 133,35 0 7833 199948 0,397

14 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

15 31,75 133,35 0 7833 199948 0,397

16 25,40 196,85 0 7833 199948 0,397

17 6,35 133,35 0 7833 199948 0,397

18 127,00 107,95 0 7833 199948 0,397

19 127,00 107,95 0 7833 199948 0,397

20 127,00 101,60 0 7833 199948 0,397

21 127,00 101,60 0 7833 199948 0,397

22 88,90 101,60 0 7833 199948 0,397

23 88,90 101,60 0 7833 199948 0,397

24 25,40 152,40 0 7833 199948 0,397

25 76,20 101,60 50,8 7833 199948 0,397

Tab. 6.4: Hř́ıdelové prvky čerpadla

Metodou konečných prvk̊u sestav́ıme globálńı charakteristické matice rotorového systé-
mu bez ložisek. Vnitřńı tlumeńı materiálu nebudeme uvažovat. Matematický model
kmitaj́ıćıho rotoru vyjádř́ıme ve tvaru

Mq̈(t) + ω0Gq̇(t) + Kq(t) = f (q, q̇, ω0, t) . (6.3)

Vazba mezi rotorem a kluznými ložisky je realizována hydrodynamickou silou ve vek-
toru pravé strany f (q, q̇, ω0, t). Vektor buzeńı současně obsahuje t́ıhovou śılu a jeho
součást́ı může být i harmonické buzeńı od nevývažku. Struktura vektoru buzeńı v kaž-
dém uzlu je zřejmá z rovnice (2.33). Soustavu rovnic (6.3) převedeme do stavového
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prostoru (5.1). Rotorová soustava z obr. 6.12 je diskretizována 25 prvky, tzn. všechny
parametry jsou soustředěny do 26 uzl̊u. Každý uzel má 4 stupně volnosti. Matematický
model kmitaj́ıćı soustavy (6.3) je tvořen celkem 104 diferenciálńımi rovnicemi druhého
řádu. Po převodu do stavového prostoru tak dostáváme soustavu rovnic č́ıtaj́ıćıch
208 rovnic. Kv̊uli velkému počtu rovnic a hlavně silné nelinearitě systému zp̊usobené
př́ıtomnost́ı vazeb kluznými ložisky je tento problém výpočetně velmi náročný. Proto
využijeme modálńı redukce (kap. 5.2.3) a plný model nahrad́ıme jednodušš́ım mode-
lem. Pro tento výpočet byla zvolena redukce systému na 12 stupň̊u volnosti.

Polohu těžǐstě rotorové soustavy vypočteme ze známého vztahu pro rovnost statických
moment̊u jednotlivých část́ı a celku. Jako počátek souřadnicového systému uvažujeme
levý konec rotoru na obr. 6.12. Po rozepsáńı této rovnosti a vyděleńım hmotnost́ı m
celého rotoru dostáváme vztah

xT =

25∑
i=1

x
(i)
T m

(e)
i +

7∑
j=1

x
(j)
T m

(k)
j

m
, (6.4)

kde m
(e)
i ,m

(k)
j je hmotnost jednotlivých hř́ıdelových prvk̊u, resp. kotouč̊u se středem

hmotnosti vzdáleným od levého konce rotoru o hodnotu x
(i)
T , resp. x

(j)
T . Nyńı známe

celkovou hmotnost rotoru a polohu jeho těžǐstě. Na základě těchto veličin a známé geo-
metrie rotoru snadno urč́ıme velikost statických reakćı FL a FP v mı́stech ložiskových
vazeb na levé, resp. pravé straně rotoru (analogie podepřeného nosńıku zat́ıženého
pouze t́ıhovou silou). Velikosti těchto reakćı jsou FL = 1307 N a FP = 3006,8 N.

Na obr. 6.13 je vykreslena vygenerovaná śıt’ uzl̊u pokrývaj́ıćı ložiskovou mezeru. Do śıtě
jsou zaneseny axiálńı drážky spolu s předepsaným tlakem v uzlech, které se nacháźı
v mı́stech těchto drážek. Mimo drážky jsou zobrazeny záporné hodnoty tlaku, které
maj́ı pouze informačńı charakter pro lepš́ı barevné rozlǐseńı. Uzly na obr. 6.13, které
jsou označeny záporným tlakem, jsou uzly, ve kterých řeš́ıme neznámé tlakové rozložeńı.

Z principu akce a reakce plyne, že na ložiska p̊usob́ı dř́ıve vypoč́ıtané záporně vzaté re-
akce FL (levé ložisko) a FP (pravé ložisko). Pro tyto śıly a ložisko s parametry z tab. 6.2
a geometríı na obr. 6.13 byly pro srovnáńı vypoč́ıtány rovnovážné polohy ve vlastńım
programu CALBEAR a komerčńım programu ARMD. Pro výpočty byl uvažován roz-
sah otáček 1000 – 7000 ot/min. Na obr. 6.14 a obr. 6.15 je vykreslena trajektorie
vyplaváváńı čepu pro levé a pravé ložisko. Pro tyto rovnovážné polohy odpov́ıdaj́ıćı
danému statickému zat́ıžeńı a otáčkám rotoru je na obr. 6.16 až obr. 6.19 vykresleno
srovnáńı závislost́ı koeficient̊u tuhosti a tlumeńı olejového filmu na otáčkách rotoru
vypoč́ıtaných pomoćı obou programů. Po srovnáńı jednotlivých výsledk̊u můžeme ř́ıci,
že shoda obou programů je na velmi dobré úrovni a vzniklé větš́ı odchylky u koeficient̊u
tuhosti a tlumeńı jsou převážně u mimodiagonálńıch prvk̊u.
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Obr. 6.13: Vykresleńı poloh a tvar̊u drážek spolu s hodnotami vstupńıch tlak̊u
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Obr. 6.14: Rovnovážné polohy čepu rotoru v levém ložisku
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Obr. 6.15: Rovnovážné polohy čepu rotoru v pravém ložisku
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Obr. 6.16: Závislost koeficient̊u tuhosti na otáčkách – levé ložisko
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Obr. 6.17: Závislost koeficient̊u tuhosti na otáčkách – pravé ložisko
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Obr. 6.18: Závislost koeficient̊u tlumeńı na otáčkách – levé ložisko
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Obr. 6.19: Závislost koeficient̊u tlumeńı na otáčkách – pravé ložisko

K sestaveńı Campbellova a stabilitńıho diagramu využijeme koeficienty tuhosti a tlu-
meńı z obr. 6.16 až obr. 6.19. Na obr. 6.20 je vykreslen Campbell̊uv diagram (shora
omezen hranićı 750 Hz) spolu s náběžnou př́ımkou. V Campbellově diagramu je také
patrné štěpeńı vlastńıch frekvenćı v oblasti 125 Hz a 575 Hz jako d̊usledek gyrosko-
pických účink̊u. Stabilitńı diagram je znázorněn na obr. 6.21. Rotorový systém se stává
nestabilńım po překročeńı přibližně 4600 ot/min, což je mnohem dř́ıve, než je prvńı
vlastńı frekvence při 7000 ot/min charakterizovaná protiběžnou synchronńı preceśı [2].

Pro ověřeńı rozvoje nestability provedeme simulaci rozběhu rotoru z 4000 ot/min na
5200 ot/min. Z počátečńıch podmı́nek při výpočtu rozběhu v programu CALROT
uvažujeme pouze statickou výchylku nepohybuj́ıćıho se hř́ıdele uloženého na ložiskách
charakterizovaných maticemi tuhosti pro 4000 ot/min a zat́ıženého pouze t́ıhovou silou
(2.33). Takto zvolená počátečńı výchylka by měla přibližně odpov́ıdat pr̊uhybu rotoru
při počátečńı úhlové rychlosti a částečně t́ım eliminujeme přechodové kmitáńı rotorové
soustavy. K řešeńı byl použit řešič ode15s. Na obr. 6.22 a obr. 6.23 jsou znázorněny
trajektorie čepu v levém a pravém ložisku. Složky výchylek pro jednotlivá ložiska jsou
na obr. 6.24 a obr. 6.26. Výchylky čepu rotoru v levém a pravém ložisku źıskané z pro-
gramu AVL jsou pro srovnáńı uvedeny na obr. 6.25 a obr. 6.27. Z výsledk̊u je patrné,
že přibližně při 4900 ot/min dojde k rozvoji nestability. Daľśım d̊ukazem tohoto jevu
jsou i kaskádové diagramy na obr. 6.28 až obr. 6.31 źıskané z Fourierovy analýzy jed-
notlivých složek časového signálu. Kaskádové diagramy obsahuj́ı náběžné př́ımky od-
pov́ıdaj́ıćı prvńı a 0,5X harmonické složce. Na základě uvedených výsledk̊u můžeme
potvrdit, že vzniklá nestabilita rotorového systému je zp̊usobená v́ı̌reńım oleje.
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Obr. 6.20: Campbell̊uv diagram čerpadla
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Obr. 6.21: Stabilitńı diagram čerpadla
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Obr. 6.22: Trajektorie čepu rotoru v levém ložisku při rozběhu – CALROT
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Obr. 6.23: Trajektorie čepu rotoru v pravém ložisku při rozběhu – CALROT
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Obr. 6.24: Jednotlivé složky výchylek v levém ložisku při rozběhu – CALROT
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Obr. 6.25: Jednotlivé složky výchylek v levém ložisku při rozběhu – AVL
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Obr. 6.26: Jednotlivé složky výchylek v pravém ložisku při rozběhu – CALROT
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Obr. 6.27: Jednotlivé složky výchylek v pravém ložisku při rozběhu – AVL
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Obr. 6.28: Kaskádový diagram – vodorovná výchylka z v levém ložisku (CALROT)

Obr. 6.29: Kaskádový diagram – svislá výchylka y v levém ložisku (CALROT)
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Obr. 6.30: Kaskádový diagram – vodorovná výchylka z v pravém ložisku (CALROT)

Obr. 6.31: Kaskádový diagram – svislá výchylka y v pravém ložisku (CALROT)
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7 Závěr

V úvodu diplomové práce bylo v kapitole 1 stanoveno několik ćıl̊u. V této závěrečné
části jsou jednotlivé body postupně shrnuty.

Matematický model rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u

Zp̊usoby modelováńı rotuj́ıćıch hř́ıdel̊u jsou stručně naznačeny na začátku kapitoly 2.
Nejpřesněǰśı a současně i nejpouž́ıvaněǰśı je metoda konečných prvk̊u. Rotor je na-
hrazen poddajnými hř́ıdelovými prvky a tuhými kotouči. Za tuhé kotouče se obvykle
považuj́ı ozubená kola, setrvačńıky apod. V kapitole jsou postupně odvozeny charak-
teristické matice (podkap. 2.1 a 2.2) jednotlivých prvk̊u rotuj́ıćıho systému. Odvozeńı
matic hmotnosti, tuhosti a gyroskopických účink̊u je provedeno pomoćı Lagrangeových
rovnic druhého druhu. Celkové charakteristické matice jsou poté složeny z jednot-
livých matic (podkap. 2.3). Matice vnitřńıho tlumeńı je nejčastěji vyjádřena v pro-
porcionálńım tvaru. Vektor buzeńı (podkap. 2.4) se skládá z t́ıhových sil hř́ıdelových
prvk̊u rozpoč́ıtaných do jednotlivých uzl̊u, t́ıhových sil tuhých kotouč̊u, odstředivých
sil nevývažk̊u a hydrodynamických sil reprezentuj́ıćıch vazby mezi rotorem a kluznými
ložiskem v daných uzlech.

Matematický model kluzných ložisek

Tlakové rozložeńı v ložiskové mezeře je popsáno Reynoldsovo rovnićı. Odvozeńı Rey-
noldsovy rovnice je založeno na rovnováze sil ve vyjmutém elementu maziva z olejové
vrstvy. Podrobné odvozeńı je detailně ukázáno ve vlastńı bakalářské práci [7]. V pod-
kapitole 3.1 jsou kromě uvedené Reynoldsovy rovnice a vysvětleńı jejich člen̊u shrnuty
také základńı předpoklady pro jej́ı odvozeńı a zavedeńı souřadnicového systému, který
v ložisku uvažujeme. Tlakové pole generuje v olejovém filmu śılu, kterou nazýváme
hydrodynamickou. Jej́ı výpočet je uveden v podkapitole 3.2. Vlastnosti olejového filmu
je možné charakterizovat pomoćı matic tuhosti a tlumeńı. Tyto matice maj́ı úzkou sou-
vislost právě s hydrodynamickou silou. Jejich struktura je naznačena v podkapitole 3.3.
Vazbu mezi rotorem a kluznými ložisky je možné popisovat pomoćı hydrodynamické
śıly nebo maticemi dynamických vlastnost́ı.
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Poč́ıtačová implementace modelováńı kluzných ložisek

Reynoldsova rovnice je parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu. Analytické řešeńı
této rovnice je velmi obt́ıžné a v literatuře je uváděno pouze pro idealizované př́ıpady
válcových kluzných ložisek. U rotorových soustav se však velmi často vyskytuj́ı ložiska
s odlǐsným pr̊uřezem ložiskové pánve (např. citronová ložiska) a ložisková pouzdra
obsahuj́ıćı drážky pro přiváděńı oleje. Pokud bychom aproximovali tyto ložiska ideali-
zovanými př́ıpady, mohlo by docházet k velmi odlǐsným výsledk̊um. Z tohoto d̊uvodu
se využ́ıvá řešeńı numerickými metodami. V podkapitole 4.1 je uveden postup výpočtu
pomoćı metody konečných diferenćı. Implementace drážek do výpočtu je realizována
pomoćı okrajových podmı́nek. Typy běžně použ́ıvaných drážek a postup výpočtu je ro-
zepsán v podkapitole 4.1.1. Ze známého tlakového rozložeńı je možné následně vypoč́ıtat
hydrodynamickou śılu (podkap. 4.2) a koeficienty dynamických vlastnost́ı (podkap. 4.3).
Pro poč́ıtačové modelováńı kluzných ložisek byl v pracovńım prostřed́ı MATLAB zpra-
cován vlastńı výpočtový program CALBEAR. Jeho popis a struktura je v podkapi-
tole 4.4 .

Poč́ıtačová implementace základńıch úloh dynamiky rotor̊u

Matematický model rotorového systému s kluznými ložisky se kv̊uli antisymetrické
matici gyroskopických účink̊u a silné nelinearitě ložiskové vazby převád́ı do stavového
prostoru (podkap. 5.1). Na tomto matematickém modelu je v podkapitole 5.2 ukázána
modálńı analýza. Z výsledk̊u modálńı analýzy je možné následně rozhodnout o stabilitě
rotorového systému (podkap. 5.2.2) nebo určit kritické úhlové rychlosti. Výpočet dy-
namické odezvy v čase je u model̊u s velkým počtem stupň̊u volnosti a silné nelinearitě
zp̊usobené vazbou kluzným ložiskem výpočetně náročný problém. Ke zrychleńı výpočtu
se často využ́ıvá modálńı redukce popsaná v podkapitole 5.2.2. Pro výpočet základńıch
úloh dynamiky rotor̊u byl v pracovńım prostřed́ı MATLAB vytvořen výpočtový pro-
gram CALROT, který k vlastńım výpočt̊um využ́ıvá i vybrané moduly programu
CALROT. V podkapitole 5.3 je program CALROT stručně shrnut a popsán pomoćı
vývojového diagramu.

Analýza výsledk̊u a ověřeńı správnosti výpočtových programů

Vytvořené vlastńı výpočtové programy pro analýzu ložisek a kompletńıch rotorových
systémů byly otestovány na dvou př́ıkladech. Prvńım př́ıkladem je Laval̊uv rotor (pod-
kap. 6.1) se dvěma stupni volnosti. Tento jednoduchý systém byl zvolen pro ověřeńı
správnosti sepsaných kód̊u. Pro zvolené ložisko byly vypoč́ıtány rovnovážné polohy
čepu rotoru a koeficienty tuhosti a tlumeńı. Na základě těchto simulaćı byla pro-
vedena modálńı analýza. Z těchto výsledk̊u byl zjǐstěn fakt, že rotorová soustava se
stane nestabilńı po překročeńı úhlové rychlosti o velikosti přibližně 10000 ot/min. Tyto
předpoklady byly následně ověřeny rozběhem rotoru. Při rozběhu rotoru čep téměř
přesně koṕıruje výpočet statických rovnovážných poloh. Po překročeńı úhlové rych-
losti odpov́ıdaj́ıćı mezi stability se u něj rozvine nestabilita. Výpočet rozběhu rotoru
v programu CALROT byl srovnán s výsledky z komerčńıho programu AVL. Srovnané
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výsledky vykazuj́ı dobrou shodu. Typ nestability byl určen na základě kaskádových
diagramů sestavených z výsledk̊u Fourierovy analýzy. Dominantńı kmitáńı se obje-
vuje v oblasti 0,5X prvńı harmonické složky, která odpov́ıdá nestabilitě v́ı̌reńı oleje.
Na základě výsledk̊u programů CALBEAR a CALROT a srovnáńı s komerčńım pro-
gramem AVL můžeme považovat poč́ıtačovou implementaci za správnou pro zvolenou
úlohu.

Ověřené programy CALBEAR a CALROT byly následně použity pro analýzu složitěǰśı
rotorové soustavy čerpadla. Výsledky analýzy jsou sepsány v podkapitole 6.2. Pro sou-
stavu byla nejprve napoč́ıtána statická zat́ıžeńı ložisek, ze kterých byly určeny rov-
novážné polohy čep̊u rotoru a závislosti koeficient̊u tuhosti a tlumeńı. Ložiska byla
současně napoč́ıtána specializovaným programem ARMD. Rozd́ıly po srovnáńı jed-
notlivých výsledk̊u jsou zanedbatelné a nebo se pohybuj́ı v přijatelných toleranćıch.
Z výsledk̊u modálńı analýzy byl stanoven rozsah zájmových otáček, ve kterém byla
provedena simulace rozběhu rotoru. Výsledky rozběhu rotoru byly opět porovnány
s téměř totožnými výsledky z programu AVL. Vybuzená nestabilita rotorové soustavy
je zp̊usobena v́ı̌reńım oleje v ložiskách. Provozováńı čerpadla v rozsahu těchto otáček
neńı vhodné. Potvrzeńım tohoto faktu je dominantńı kmitáńı rotoru v oblasti 0,5X
prvńı harmonické složky.

7.1 Rozš́ı̌reńı diplomové práce

Př́ıpadným rozš́ı̌reńım a zpřesněńım výpočtu tlakového rozložeńı v olejovém filmu je
zavedeńı teplotńı závislosti vlastnost́ı olejového filmu a popis drsnosti povrchu ložiskové
pánve. Daľśı možnost́ı rozš́ı̌reńı je pak zkoumáńı olejového filmu v mı́stech, kde dojde
ke kavitaci. Uvedenou metodiku modelováńı kluzných ložisek lze rozš́ı̌rit i na ložiska
s plovoućım kroužkem, kde tak vzniknou dva olejové filmy.

Současný matematický model v diplomové práci popisuj́ıćı pohyb rotorové soustavy
je možné rozš́ı̌rit o model kontaktu, ke kterému může doj́ıt např. při dotyku čepu ro-
toru a ložiskové pánve. Vazba mezi kluzným ložiskem a rotorem by se dala zpřesnit
zavedeńım třeńı, které uložeńım rotor̊u na kluzná ložiska minimalizujeme, ale přesto
stále existuje. Pro ověřeńı přesnosti sestaveného matematického modelu by bylo vhodné
ověřit numerické simulace pohybu rotorové soustavy v čase experimentálńım měřeńım
na modelovém př́ıkladě a citlivostńı analýzou zjistit vliv výše uvedených parametr̊u
na výsledek simulace.
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[2] BYRTUS, Miroslav, Michal Hajžman a Vladimı́r Zeman, 2010. Dynamika ro-
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