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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva zaklady matematického modelovani turbulentniho proudéni.
Je uvazovan model stlacitelné vazké tekutiny popsany systémem Navierovych-Stokesovych
rovnic, z néhoz je odvozen systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Fa-
vra. Ten se uzavira modely turbulence, nejpouzivanéjsi z nich jsou popsany v této praci. Pro
numerické feSeni stfedovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic na strukturované
¢tyruhelnikové siti je pouzita metoda kone¢nych objemu, nevazké numerické toky na sténach
kontrolnich objemu jsou aproximovany AUSM schématem. Za ucelem zvyseni jeho fadu
presnosti v prostorové proménné je pouzita linearni rekonstrukce s minmod limiterem. Vazké
numerické toky sténami kontrolnich objemu jsou aproximovany centralné s pomoci dualnich
bunék. V praci je také detailné popsan zpusob aproximace rovnic modelu turbulence k-e.
Na zvolené testovaci tiloze proudéni v dvourozmérném tizkém kandlu jsou provedeny nume-
rické simulace turbulentniho proudéni s pomoci algebraického modelu turbulence Baldwina
a Lomaxe a dvourovnicového modelu turbulence k-e.

Klicova slova: stiedovani podle Favra, systém stredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic, algebraicky model turbulence Baldwina a Lomaxe, dvourovnicovy model turbu-
lence k-¢, metoda koneénych objemu, AUSM schéma, linearni rekonstrukce, dudlni bunka,
ctytstupnova Rungeova-Kuttova metoda

Abstract

This work deals with basics of mathematical modelling of turbulent flows. We consider mo-
del of compressible viscid fluid described by the system of Navier-Stokes equations, from
which the system of Favre averaged Navier-Stokes equations is derived. The system is closed
by turbulence model, some of the most important of them are described in this work. The
nonlinear system of averaged Navier-Stokes equations is solved by the finite volume method
on a structured grid, inviscid numerical fluxes on the interface of control volumes are com-
puted using AUSM scheme. Linear reconstruction with minmod limiter was implemented in
order to improve its accuracy in space. Viscid numerical fluxes on the interface of control
volumes are approximated using dual cells. Approximation of the equations of turbulence mo-
del k-€ is also described in detail. Numerical simulations of turbulent flow through a narrow
channel using Baldwin-Lomax algebraic turbulence model and k-e¢ two-equation turbulence
model were performed.

Keywords: Favre averaging, system of averaged Navier-Stokes equations, algebraic
Baldwin-Lomax turbulence model, two-equation k-¢ turbulence model, finite volume method,
AUSM scheme, linear reconstruction, dual cell, four-step Runge-Kutta scheme
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Uvod

Naprostda vétsina proudéni v technickych zarizenich i v pfirodé je turbulentni. Piestoze se lze
v nékterych pripadech bez velké chyby omezit na proudéni laminarni, z hlediska praktického
pouziti je nutné proudéni tekutin brat jako turbulentni, umét ho modelovat a vyuzivat tak
pro vypocty v technické praxi.

Tato diplomovéa prace se vénuje zakladum matematického modelovani turbulentniho
proudéni tekutin. Cilem je odvodit systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic,
prehledné popsat vybrané modely turbulence, implementovat je do vlastniho programu pro
numerické feseni turbulentniho proudéni a provést numerické simulace na zvolené testovaci
uloze.

Préce je rozdélena do ¢tytech kapitol. V prvni kapitole je uveden nelinearni systém Navie-
rovych-Stokesovych rovnic jako matematicky model proudéni tekutin, je popsano stredovani
podle Reynoldse a podle Favra a pomoci néj odvozen systém stiedovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic podle Favra, pouzivany pro modelovani turbulentniho proudéni. V zavéru
prvni kapitoly je popsan zpusob uzavieni systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic.

Druhé kapitola je vénovana reSersi modelu turbulence, které se pouzivaji pro vypocet
turbulentni vazkosti a tedy uzavieni systému stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic.
Jsou uvedeny nejcastéji vyuzivané modely turbulence, ze skupiny algebraickych model Ce-
beciho a Smithe a model Baldwina a Lomaxe, jako zdstupci jednorovnicovych pak model
a nejlépe vyuzitelnych dvourovnicovych modelu turbulence je odvozena transportni rovnice
pro turbulentni kinetickou energii a popsany modely k-¢, k-w a kombinovany model k-¢/k-w,
véetné nékterych uprav.

Treti kapitola uvadi metody pouzité pro numerickou simulaci turbulentniho proudéni
ve 2D. Vychazi ze systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra, po-
pisuje metodu konec¢nych objemu pro prostorovou diskretizaci systému sttedovanych Navie-
rovych-Stokesovych rovnic a metodu jeho ¢asové integrace. Déle je popsano AUSM schéma
zalozené na metodé stépeni toku, pomoci néhoz je aproximovan nevazky numericky tok
hranici kontrolniho objemu, a také metoda linearni rekonstrukce urcéend pro zvySeni fadu
presnosti tohoto schématu v prostorové proménné. V zavéru tieti kapitoly je uvedena apro-
ximace vazkého numerického toku hranici kontrolniho objemu pomoci dudlnich bunék a na-
konec detailné popsan zpusob aproximace dvourovnicového modelu turbulence k-e.

Ctvrta kapitola je vénovana aplikaci dvou vybranych modelt turbulence na testovaci
uloze turbulentniho proudéni stlacitelné vazké tekutiny v tzkém dvourozmérném kanalu.
Je zminéno stanoveni okrajovych podminek zvolené tlohy a popsany nékteré detaily im-
plementace vybranych modelu turbulence v ramci vlastniho programu pro numerické feseni
turbulentniho proudéni. Ve druhé ¢ésti ctvrté kapitoly jsou uvedeny dosazené vysledky pro
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oba modely turbulence, jejich porovnani s vysledky dostupnymi v literature a navzajem. Vy-
tvofené programy pro numerickou simulaci turbulentniho proudéni jsou napsany v systému

Matlab, klicové ¢asti pro urychleni vypoctu v jazyce C++.



Kapitola 1

Matematické modelovani
turbulentniho proudéni

Proudéni stlacitelné vazké newtonské tekutiny popisujeme nelinearnim systémem Navie-
rovych-Stokesovych rovnic. Ten je tvofen rovnicemi odvozenymi ze zakonu zachovani hmot-
nosti, hybnosti a celkové energie. Konzervativni systém Navierovych-Stokesovych rovnic v di-
ferencidlnim tvaru, popisujici proudéni v oblasti Q C R?, je pii zanedbdni objemovych sil
pusobicich na tekutinu vyjadien vztahy, [18],

dp  9(pv;)
i — 1.1
o oy (11)
8(pvl) 8(pvivj + p(SU) 8tij X
— =1.2 1.2
at + ay] ay] b Z b ) 37 < )
d(pe)  O(pev;+pv;)  O(tijvi — q;)
= 1.
ot oy, oy, (13)

kde y;, © = 1,2, 3, jsou kartézské slozky vektoru prostorovych soutadnic, v;, ¢+ = 1,2, 3, jsou
kartézské slozky vektoru rychlosti, p je hustota tekutiny, ¢t € (0,00) je cas, p je tlak a d;;
je Kroneckerovo delta. Pro celkovou mérnou energii e systému plati e = € + %Uﬂ}i, kde €
je mérna vnitini energie. Pro j-tou slozku tepelného toku g; plati podle Fourierova zakona
qj = —k g—;, kde T je termodynamicka teplota a k soucinitel tepelné vodivosti tekutiny.
Tenzor vazkych napéti ¢;; je pro newtonskou tekutinu za piedpokladu platnosti Stokesova

vztahu dén ¢;; = p (g—; + %) — %ug—;’:@j, kde p je soucinitel dynamické vazkosti tekutiny.
Stlacitelnd tekutina ptredstavuje termodynamicky systém. Soustava rovnic (1.1) - (1.3),
ktera ho popisuje, obsahuje vice proménnych nez rovnic, proto je potieba ji doplnit stavovou
rovnici p = p(p,T). V této praci uvazujeme idedlni plyn, pro ktery plati stavovd rovnice

ve tvaru
p=prT, (1.4)

kde r je mérné plynova konstanta.
Uvedeny systém rovnic vychéazi z fyzikalnich zakont zachovéani, popisuje proto jak la-
minarni tak i turbulentni proudéni vazké stlacitelné tekutiny.
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1.1 Stredovani systému Navierovych-Stokesovych rov-
nic

Pokud bychom chtéli numericky fesit piimo systém Navierovych-Stokesovych rovnic (1.1) -
(1.3) doplnény stavovou rovnici (1.4) v piipadé turbulentniho proudéni, museli bychom vo-
lit velmi maly ¢asovy krok a velmi jemnou vypocetni sit, abychom zachytili i ty nejmensi
zmeény velicin proudového pole, které jsou pravé pro turbulentni proudéni charakteristické.
Tato takzvana pfiméd numerickd simulace (DNS - Direct Numerical Simulation) je proto ve-
lice ¢asové narocnd a soucasna vypocetni technika zatim neumozinuje jeji bézné vyuziti pro
technické aplikace ve 3D. Piimou numerickou simulaci se ale zabyvaji mnozi autoii, napiiklad
[10], [15], a jeji vysledky maji velky vyznam pii rozboru struktury turbulentniho proudént,
protoze simulace umoznuje urcit i parametry turbulentniho proudéni, které nelze ziskat
z experimentu. Pro usnadnéni feSeni systému Navierovych-Stokesovych rovnic v pripadé
turbulentniho proudéni je vSak mozné rozlozit okamzité hodnoty veli¢cin proudového pole
na casovou stredni hodnotu a fluktuaci, rovnice sttedovat v ¢ase a pak je Tesit pro sttedni hod-
noty. To vede na metodu vyuzivajici soustavu casové stredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic (RANS - Reynolds Averaged Navier-Stokes equations nebo FANS - Favre Averaged
Navier-Stokes equations). Jistym kompromisem mezi piimou numerickou simulaci a meto-
dami zalozenymi na stfedovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic je simulace pohybu
velkych viru (LES - Large Eddy Simulation), napiiklad [3], [5]. Tato prace se vénuje mode-
lovani turbulentniho proudéni pomoci systému ¢asove stiredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic. Pouzivaji se dva typy stfedovani, a to sttedovani podle Reynoldse a stredovani podle
Favra.

1.1.1 Stredovani podle Reynoldse

Uvazujme velicinu proudového pole f = f(y,t), y = [y1, y2, y3]7 € Q. Pii stfedovani podle
Reynoldse, [14], rozlozime jeji okamzitou hodnotu na ¢asovou stredni hodnotu f a fluktuaci f’

fly,t) = fly.t)+ f'(y. 1),

kde stiedni hodnota f(y,t) na ¢asovém intervalu At je definovéna vztahem

t+At
==, [ ftde (1.5

t

Casovy interval At musi byt podstatné vétsi nez perioda zmény fluktuaci AT, a zdroven
mensi nez perioda zmény stfedni hodnoty AT;, tedy AT; < At < AT;.

Uvazujme nyni dvé veliciny proudového pole f(y,t) a g(y,t). Pokud nebude uvedeno
jinak, predpokldadame v néasledujicich vztazich zavislost okamzitych hodnot, sttednich hodnot
i fluktuaci uvedenych veli¢in na poloze a casu. Okamzité hodnoty rozlozime podle Reynoldse

f=r+f
9 = g+4d.
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Potom muzeme pomoci defini¢niho vztahu pro stfedni hodnotu (1.5) odvodit nésledujici
pravidla pro pocitani

1 t+At 1 t+At t+At
af+bg = A t/(af:l:bg)dt: A t/ fdtibAt/gdt:afibg, (1.6)
B 1 t+At 1 t+AL
7 = 5 | Fdt = E/dt frt+at—1) =7 (1.7)
1 t+At 1 t+At 1 t+At
F =5 t/(f—f)dtzAt / fdt—Att/fdtzf—fz(), (18)
L 1 t+At 1 t+AL 1
To = [ foa=fig / dt = f g (t+At—1) = fg. (1.9)
1 t+At 1 t+At 1 t+At
re = 5 t/ f(g—g)dt=fAtt/gdt—ngt / dt = (1.10)
= fg—fg=0,
_ 1 t+At7 - 1 t+At -
f9 = & / fodt=f~+ t/ gdt=fg, (1.11)
o _ v or o 17Atfdt _of (112)
0y, At 8y] dy; | At J dy;’ .
e t+At
af 1 D0
o Azft/&f(f+f)dt_
1 /
e [f(y,tJrAt) + f'(y. t+ At) = fy, t) — [y, t)] = (1.13)
At ] At i
o flyt+ A = f(y,t) o fly t A = fi(y,t)  Of
= At + Jim At ~ ot

—0

kde konstanty a,b € R. Pii odvozeni bylo vyuzito skutecnosti, ze pro At < AT, jsou stiedni
hodnoty f a g v ¢asovém intervalu At konstantni. Pii tpravé prvniho zlomku ve vztahu
(1.13) obsahujictho rozdil sttednich hodnot piejdeme k uvedené limité, protoze pro At < ATy
muzeme uvazovat At — 0. Podobné pro druhy zlomek obsahujici rozdil fluktuaci lze vzhledem
k At > AT; uvazovat At — oco. S vyuzitim uvedenych pravidel muzeme psat

fg = (f+@+g)=Ffag+fog+Fa+Fgd=Ffg+Fyg, (1.14)
fgd = (f+/g=Ffg+7gd=Fg#0. (1.15)

Pomoci stiedovani podle Reynoldse upravime rovnici zachovani hmotnosti (1.1). Nejdfive
rozepiseme okamzité hodnoty velic¢in na stfedni hodnoty a fluktuace, tedy p = p+ o/, v; =
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_ , ,
vj + v}, a upravime

dp  Ipv;)

8t+ 8y] _O’

a,_ 0 . _ /

a(ﬂ+ﬁ)+yyj[(ﬂ+ﬁ)(“j+%)] =0,

9, 0 - .y /— /o

ar P )+ 5 (PU + puy+ U+ p) =0,
J

Stfedovanim celé rovnice podle Reynoldse a vyuzitim pravidel (1.6) - (1.13) dostaneme

a n —— — —

P+ @(P% + pvj + PV + p'vj) =0,
J

T 8 — — —

P+ @(P% + pvj + PV + p'vj) =0,
J

0517 0 o =7 = o

g PP+ 5 (0T 4P+ 0 4 ) =0,
J

dp 0

at oy, (P2 + p'vj) = 0. (1.16)

Podobné je mozné odvodit i stfedované rovnice zachovani hybnosti a celkové energie ze vztahu
(1.2) a (1.3). Jejich pfipojenim k rovnici (1.16) dostaneme systém stfedovanych Reynold-
sovych Navierovych-Stokesovych rovnic (RANS) pro stlacitelné proudéni. Tyto rovnice obsa-
huji vyrazy tvorené stfednimi hodnotami, které maji formalné stejny tvar jako odpovidajici
vyrazy v puvodnich nestfedovan}'fch pohybovych rovnicich, ale také vyrazy s korelacemi fluk-
tuaci (vyrazy typu vjv}, p'v} %), které vyjadiuji vliv turbulence na proudéni. Redeni tohoto
systému stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Reynoldse nejvice komplikuji
vyrazy s fluktuacemi hustoty, jako naptiklad ¢len ,0’7'03 vystupujici v rovnici (1.16), ktery
nemé analogii v laminarnim popisu a je obtizné ho vhodné aproximovat.

Stredovani podle Reynoldse tedy neni uplné vhodné pro stlacitelné proudéni, je ale
mozné dobfe ho vyuzit pro piipad turbulentniho proudéni nestlacitelné kapaliny, [16], kdy se
ve stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnicich ¢leny s fluktuacemi hustoty nevyskytuji.

1.1.2 Stredovani podle Favra

Pouzijeme-li pro upravu systému Navierovych-Stokesovych rovnic pro stlacitelné turbulentni
proudéni hmotnostné podminéné stredovani podle Favra, [4], misto konvenéniho stiedovéni
podle Reynoldse, problematické vyrazy s fluktuacemi hustoty se ve stfedovanych rovnicich
neobjevi.

Okamzitou hodnotu veliciny f = f(y,t) proudového pole rozlozime na stfedni hodnotu
f vztazenou na jednotku hmotnosti definovanou vztahem

1 1 t+AL

oy, t) At / p(y,t) fly,t)dt =

t

p(y.t) f(y,t)
ply,t)

fly.t) = (1.17)

a na fluktuaci f”, tedy .
fy,t) = fly, )+ f(y. 1),
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p je stfedni hodnota hustoty odpovidajici Reynoldsovu stredovéani.

Opét budeme predpokldadat v nasledujicich vztazich zavislost okamzitych hodnot,
stfednich hodnot i fluktuaci uvedenych veli¢in na poloze a casu. Defini¢ni vztah (1.17) lze
prepsat jako

pf=nf (1.18)
a vyuzitim (1.14) dostaneme . -
pf=pf+pf. (1.19)
Pro stfedovani podle Favra plati pf” = 0, coz lze jednoduse ukdzat s vyuzitim vztahu
(1.18), tedy
f=F+f"
pf=pf+of",
pf=pf+pf"=pf+pf"=pf+pf",
pf"=pf—pf=0.
Daéle plati f” # 0, protoze s vyuzitim vztahi (1.19) a (1.15) mtzeme psit
f=r+1r,

ﬂ—f—f—f—<f+ﬁf»
(”)
D
T

Hlavni rozdil mezi konvenénim sti"edovamm podle Reynoldse a hmotnostné podminénym
sttedovanim podle Favra je tedy v nasledujicich vztazich

Reynolds : /=0, pf' #0,
Favre : frm#0, pf"=0.

Hmotnostné podminéné stredovani vyuzijeme nyni pro stfedovani konzervativniho
systému Navierovych-Stokesovych rovnic pro stlacitelné turbulentni proudéni (1.1) - (1.3).
Stfedovanou rovnici zachovani hmotnosti ziskdme ihned dosazenim vztahu (1.19) do rovnice
kontinuity pro stlacitelné proudéni stfedované podle Reynoldse (1.16), tedy

dp | 9(pvy)

- T

ot 8yj
Pro odvozeni stfedovanych rovnic zachovani hybnosti a celkové energie rozlozime okamzité
hodnoty slozek rychlosti, celkové energie, termodynamické teploty a tenzoru vazkych napéti
podle Favra a okamzité hodnoty tlaku a hustoty podle Reynoldse, tedy

=F—F-
f

(1.20)

— 0. (1.21)

’Uj = ’Z?j—i-?);-/,
e = ée+¢é,
T = T+T",
tij — tl] +t”,
b = p+pa

p = pt+p.
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StFedovanou rovnici zachovani hybnosti potom ziskdme tipravou (1.2) nasledujicim zpusobem

d(pv;) N A(pviv; + pdij) Oty

ot dy; Oy’
9 INERETEAA) 9 ~ (7 1" 5. = 9 tN !
§[p(v¢ + )] + aTJj[P(Ui + ) (05 + vf) + pdis] = 873/]-( ij 7)),
9 L AT 9 ~ = ~ " o = 9 - -
5 (PUi + pi) + aTJj(PUz‘Uj + poiv§ + pui'v; + puivi + poij) = afyj(tij + ),
o __ a . P
57 (PUi) + o, (pU:0; + Poij) = aT/j(tz’j + 15 — pvi'vg). (1.22)

Stejnym zpusobem odvodime i stfedovanou rovnici zachovani celkové energie z vychozi rov-
nice (1.3), tedy

A(pe) | O(pev; +pv;)  O(tijvi — q5)
Gt = (1.23)

Upravime postupné jednotlivé ¢leny této rovnice.

pe = p(é+e") = pe+ pe = pe,
pev; +pu; = p(é+e”)(v; + vé’) + p(0; + vg»’) = pev; + pevy + pe'v; + pe'vi + po; +17§' =

= ﬁé’ljj + ]517] + p@”’U;-/ + W,

kde pro upravu posledniho s¢itance vyuzijeme stavové rovnice p = pr1T a vztahu pro celkovou
energii e = € + %vwi, tedy

1
p=prT = p(c, — c,)T = pc,T — pc, T = pe, T — pe = pc, T — pe + 5PV,

kde ¢, (¢,) je mérna tepelna kapacita pii konstantnim tlaku (objemu). Dostaneme

1
pev; +pu; = pev; + puj + pe’vi + pe,Tvi — pevy + Epvivifug’ =

1
= Pl +pi; + pe"vi + peyTvf — p(&+ e")vf + S p(@i + o) (T + vf Joj =

1 1
= pevj + po; + pe"vy + pc, Tvj — pevi — pe'vi + 5/)@@1}3’ + ip@ivl’-’v}’ +

1 1
+§ pvf U0 + 5 poivivy =

1,1 1 o000\

= pevj + po; + pe, Tvi + v pvivy + SPUIVIS

Déle upravime prvni ¢len na pravé strané rovnice (1.23)

.

ijUi = tz](f)z + Ug/> = twﬁz + tij’Ugl = (tNU + t;/j)’ﬁl + tijvg’ == L:z]@z + %@1 + tij’Ugl.

Pro upravu stredovaného tepelného toku g; vyuzijeme bezrozmérné Prandtlovo ¢islo Pr = %
a dostaneme

IT e 0

L A o WO VLA G
0y; Pr@yj< +17)

Qj:



1.1 Stredovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic 15

Stiedovanou rovnici zachovani celkové energie (1.23) ziskdvdme po uvedenych tpravach

ve tvaru

o o ,_ .
a(ﬁe) + @(ﬁevj + 05 + cppTV] + Oipvf v + - pvfvfvf) = (1.24)
j

—i(f‘v + 0 + o] + - — + 2= )

Ty Y i T Lij , -
Fluktuace mérné tepelné kapacity c, a soucinitele dynamické vazkosti y neuvazujeme. Dale
zanedbdme v rovnicich (1.22) a (1.24) eleny obsahujici ¢; a T” a dostaneme tak konzervativni
systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra (FANS) pro stlacitelné
turbulentni proudéni ve tvaru

dp  O(pv;
a—f+ g;?) —0, (1.25)
J
a,_ . a .. 0 -
57 (PUi) + @(Pvivj + Pij) = i =t — puiv)), (1.26)
J J
a, . o, .
a( €) + @(Pevj + pvj) = (1.27)
J
a -~ . — w OT 1
= %(tijvi — 0;pvi Vi + % 87 — cppTvj + tiv] — §PU£' vivy).
Tento systém rovnic doplnime stfedovanou stavovou rovnici pro idealni plyn
p=pT,
= rp(T +1T"),
D= rpT +rpT”,
p=rpl. (1.28)

Pro stiedovanou celkovou mérnou energii € plati

1
pe = pe + 5PV,

1
p(é+e€") = pé+¢€') + 5/)(?71 + v (0; + v}),

. | 1
pé + pe’ = pé + pe + gpf)iﬁi + pvvy + 2pv§’ (R

pE = pE + 1pvv + 1,01)”2/’
2 Y 2 7 71"

Definujeme-li turbulentni kinetickou energii vztahem

1 oM
L (1.29)
2 p
muzeme psat
1
pe = p(é + E@iﬁi + k). (1.30)
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1.2 Uzavreni systému stredovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic

Abychom uzavteli uvedeny systém Navierovych-Stokesovych rovnic sttedovanych podle Fa-
vra, popisujici turbulentni proudéni, je potieba vhodné aproximovat neznamé c¢leny, které se
v ném vyskytuji.
Porovnanim s vychozimi rovnicemi pro okamzité hodnoty veli¢in proudového pole (1.1)
- (1.3) vidime, ze kromé nahrazeni okamzitych hodnot stfednimi obsahuje stiedovand rov-
nice zachovani hybnosti (1.26) navic ¢len W Ten vyjadiuje vliv turbulentnich fluktuaci
na prenos hybnosti v tekutiné a nazyva se tenzor Reynoldsovych turbulentnich napéti nebo
také tenzor turbulentnich smykovych napéti, zkracené Reynoldsovo napéti, [8], [13]. Znadi se

T //

pu;v

Ve stiedované rovnici zachovani celkové energie (1.27) se navic vyskytuje opét clen obsahujici
tenzor Reynoldsovych napéti 7;; a ddle pak cleny —c,pTvj, t;;v] zpv;’ vjvy. Vyraz cppTv
predstavuje turbulentni pfenos tepla a aproximuje se analogicky k molekuldrnimu prenosu

tepla vyrazem, [16],

—_— oty OT

c,pTV! = — 22 ——

PPEYs ~ Pry dy;’
kde Pr; je turbulentni Prandtlovo ¢islo definované jako Pry = £ kde i, je turbulentni
dynamické vazkost a k; je soucinitel turbulentni tepelné vodivosti tekutlny Pro mezni vrstvu
se obvykle pouziva hodnota turbulentniho Prandtlova ¢isla Pr, = 0,9. Vyraz t,jv) — 3 pv{’ Fof

se casto zanedbava, lze ale pro néj pouzit napiiklad aproximaci, [16]

1 ot ok
ti; A7 S 7 R, < >
vy 2pvl U; V5 o+ 6yj

kde k je turbulentni kinetickd energie a o} je konstanta.

Dosadime uvedené aproximace do systému stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic
podle Favra (1.25) - (1.27) a dpravime ¢leny obsahujici sttedni hodnotu teploty pomoci
stiedované stavové rovnice (1.28) a znamého vztahu z termodynamiky ¢, = %7, kde & je
Poissonova adiabaticka konstanta, pro vzduch x = 1, 4. Ziskdme tak systém rovnic ve tvaru

op  O(pv

ai + (ap;?) —0, (1.31)
J

g, . o ,__ . o -

5 (PUi) + 87%(’0%% + poij) = @(tij +7ij), (1.32)

0, . o . . 0 | K 1 we\ 0 (p

500+ ity ) = o+ o+ L () (2] s

Tenzor vazkych napéti ur¢ime pomoci sttedovanych hodnot rychlosti vztahem

b (9 00 2 Otk
By oy ) 3oy
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a analogicky k nému definujeme podle tzv. Bussinesqovy hypotézy, [13], [16], tenzor Reynold-
sovych turbulentnich napéti 7;;, tedy

o5, 9%\ 2 00 2.
= ALY T 1.34
Tij et <ayj + ay2> 3Mt8yk J 3p J ( )

kdy posledni ¢len na pravé strané se v nékterych ptripadech zanedbava. Pomineme-li tento
¢len, zbyva pro uzavieni systému stfedovanych rovnic (1.31) - (1.33) urcit pouze turbulentni

dynamickou vazkost p;. K tomu se vyuzivaji modely turbulence, o nichz pojednava nasledujici
kapitola.



Kapitola 2

Modely turbulence

Modely turbulence jsou castecné empirické rovnice urcujici vztahy mezi strednimi hodnotami
veli¢in proudového pole a korelacemi jejich fluktuaci a tedy uzavirajici systém stredovanych
Navierovych-Stokesovych rovnic. Obsahuji velké mnozstvi konstant vyplyvajicich z experi-
mentu a proto muze byt jejich vyuziti ¢asto limitovano konkrétnim typem tlohy, pro kterou
byly navrzeny a které odpovidaji uvedené konstanty.

Modely turbulence délime na dvé zédkladni skupiny. Prvni tvoii modely zalozené na analo-
gii mezi molekuldrnim a turbulentnim pfenosem hybnosti, takzvané Bussinesqové hypotéze,
[16]. Podle ni se tenzor Reynoldsovych turbulentnich napéti 7;; vyjadii analogicky k ten-
zoru vazkych napéti zavedenim turbulentni vazkosti p;, jak jiz bylo uvedeno v odstavci 1.4.
Problém uzavieni systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic se tedy v podstaté
prevede na otazku urceni turbulentni vazkosti ;. Pokud pro urceni turbulentni vazkosti
vyuzivame pouze algebraické vztahy, jedna se o algebraické nebo nularovnicové modely. Jed-
norovnicové modely jsou kromé algebraickych vztahu tvoreny jednou parcialni diferencialni
rovnici a dvourovnicové modely dvéma parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, z nichz jedna
je zpravidla transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii. Obecné plati, ze dvou-
rovnicové modely umoznuji presnéji modelovat turbulentni proudéni a je mozné je aplikovat
algebraické nebo jednorovnicové modely davaji dobré vysledky pouze v ptripadé jednodussich
typu proudéni. Na prvni skupinu modelu, vychézejici z Bussinesqovy hypotézy, je zamérena
tato prace.

Druha skupina je tvorena modely turbulence zalozenymi na feSeni transportnich rovnic
piimo pro slozky tenzoru Reynoldsovych napéti. Jedna se o modely RSM (Reynolds Stress
Models) a jejich zjednoduseni ARSM (Algebraic Reynolds Stress Models), vyuzivajici alge-
braické vztahy pro slozky tenzoru Reynoldsovych napéti.

2.1 Algebraické modely turbulence

Algebraické nebo také nularovnicové modely turbulence urcuji zavislost mezi korelacemi fluk-
tuaci a stfednimi hodnotami veli¢in proudového pole pomoci algebraickych vztahu. Na rozdil
od ostatnich modelui neobsahuji zadnou transportni rovnici a nezohlednuji tudiz historii
proudéni. Jsou ale matematicky jednoduché a lze je pomérné snadno implementovat do pro-
gramu pro numericky vypocet turbulentniho proudéni. Nejsou ovsem vhodné pro zachyceni
slozitéjsich jevu typu réazovych vin nebo odtrzeni proudu.

18
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Algebraické modely turbulence vyuzivaji Prandtlovu hypotézu o smésovaci délce (mi-
xing length), [8], [13], [16]. Ta vychézi z predstavy zjednoduseného modelu turbulentniho
proudéni, v némz se shluky ¢astic tekutiny pohybuji jako celek. V néasledujicim textu budeme
uvazovat dvourozmérné stlacitelné proudéni okolo pevné stény ve sméru osy = v kartézském
souradnicovém systému, y bude vzdalenost od stény v kolmém sméru. Smésovaci délka [,,
pak vyjadiuje vzdalenost ve sméru y, kterou shluky c¢astic tekutiny urazi, nez diky disipaci
zaniknou. Podle Prandtlovy hypotézy je turbulentni vazkost dana vztahem

oU
=pl2 — 2.1
He =Pl g (2.1)

kde % je gradient stfedni hodnoty rychlosti.
Prandtl dale predpokladal, ze smésovaci délka je imérnd vzdalenosti od stény, tedy

lm =RY,

kde k ~ 0,41 je Karmanova konstanta. To ale plati pouze ve stfedni ¢asti mezni vrstvy,
v logaritmické oblasti. Pro oblast nejblize u stény, vazkou podvrstvu, zavedl Van Driest
na zakladé experimentu tlumici funkci a vztah pro smésovaci délku tak upravil do podoby

yt
lm = KY (1 - e_A+> , (2.2)

kde konstanta AT = 26. Bezrozmérna normalové vzddlenost od obtékané stény y* je defino-
vana jako

R

+ tY
= = 2.3
Y o (2.3)

kde v = % je soucinitel kinematické vazkosti a u; = ﬁ je takzvand tiecf rychlost, t,, znaci
smykové napéti na sténé. V uvedenych vztazich samoziejmé vystupuji sttedované hodnoty
veli¢in.
Pro vnéjsi oblast mezni vrstvy (defect layer) urcil Clauser vztah pro turbulentni vazkost
ve tvaru
My = ﬁaﬂe 6*7 (24)

kde konstanta a = 0, 0168, 1, je stifedovana rychlost vnéjsiho proudu, tedy vné mezni vrstvy,
a §* je kinematicka posinovaci nebo také odtlacovaci tloustka (displacement thickness), defi-
novand pro stlacitelné proudeéni, [12],

kde p. je sttedovana hustota vnéjstho proudu.
Presnost algebraickych modelt ve vnéjsi ¢asti mezni vrstvy dale zlepsuje vyuziti Kleba-
noffovy empirické funkce, [16],

-1

Frew = [1 +5,5 (gﬂ , (2.5)
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kde § je tloustka mezni vrstvy. Touto funkei se ndsobi turbulentni vazkost dané Clauserovym
vztahem (2.4). Duvodem pro zavedeni Klebanoffovy funkce je stiidavy charakter proudéni
v oblasti, kde plné turbulentni proudéni prechazi v laminarni.

Mezi nejvyznamnéjsi algebraické modely turbulence patii model Cebeciho a Smithe a mo-
del Baldwina a Lomaxe. Oba vyuzivaji uvedenou Van Driestovu, Clauserovu a Klebanoffovu
modifikaci vychoziho Prandtlova vztahu (2.1).

2.1.1 Model Cebeciho a Smithe

Algebraicky model Cebeciho a Smithe, [13], [16], uréuje turbulentni vazkost odlisné ve dvou
vrstvach, a to ve vnitini vrstvé (pu,), zahrnujici vazkou podvrstvu a logaritmickou oblast
mezni vrstvy, a ve vnéjsi vrstveé (p, ), tvorené vngjsi vrstvou mezni vrstvy a volnym prou-
dem. Oznacime-li v, nejmensi kolmou vzdalenost od obtékané stény, kde p;, = g, , bude
turbulentni vazkost dana

_ { K, Y S Yms

e =
Htos Y > Ym-

Hodnota turbulentni vazkosti i, ve vnitini vrstvé je urcena vztahem odpovidajicim Prand-
tlové hypotéze o smésovaci délce (2.1), tedy

- @ 2+ @ 2
M, = Pl 8y or )

kde smésovaci délka je ddna vztahem s Van Driestovou tlumici funkei (2.2)

+

ln = K Y (1—efi+), k=0,41, A" =26.

Koeficient AT muze byt pro vétsi presnost modelu vypocitan pomoci tlakového gradientu
podle vzorce

_1
dp/ dx] 2
pui |

Hodnota turbulentni vazkosti y;, ve vnéjsi vrstvé vychdzi z Clauserova vztahu (2.4) a Kle-
banoffovy funkce (2.5), tedy

AT =26 l1+y

Ht, = ﬁO[lNLE 5; FKleba

kde o = 0,0168. Na rozdil od puvodniho Clauserova vztahu je zde 9; definovdano pro
stlacitelné i nestlacitelné proudéni

a oznacovano jako velocity thickness. Pro nestlacitelné proudéni plati 6* = 9;. Model Cebe-
ciho a Smithe je pomérné jednoduchy, ale vyzaduje znalost tloustky mezni vrstvy 6.
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2.1.2 Model Baldwina a Lomaxe

Algebraicky model turbulence Baldwina a Lomaxe, [1], je stejné jako model Cebeciho a Smi-
the formulovan odlisné ve dvou vrstvach, tedy

) oy Y S Ym,
e =
,uto? Yy > Ym,

kde y,,, je nejmensi hodnota y, pro kterou p, = ji;,. Turbulentni vazkost p;, ve vnitini vrstvé
je urcena na zékladé Prandtlovy hypotézy vztahem

Ht; = ﬁlgn |w|’

kde |w| je velikost vektoru vitivosti w, pro uvazované dvourozmérné proudéni plati w = %— g—;.

Smeésovaci délka je opét urcena vztahem (2.2)

+

L = K Y (1—e‘ii+>, k=0,41, A" =26,

a Smithe, ale nevyzaduje jiz znalost parametri mezni vrstvy. Tedy

M, = po Ccp Fwake FKleba a = O, 0186, Cc = 1, 6,
AU)?
Fwake = min {ymam Gmaxa ka Ymaz (G)} ) ka - ]-7

1
Gma;r = E Hlan(lm |(,d|),

kde AU je pro piipad obtékani stény maximalni hodnota rychlosti podle y, tedy

AU = (Vi +3)
a Ymae je hodnota y, pro kterou vyraz [, |w| nabyvd svého maxima. Tloustka mezni vrstvy
d v Klebanoffove funkei (2.5) je nahrazena pomérem y,,q./Crien, kde konstanta Cre, = 0, 3.
Tedy
—1

FKleb =

Ckiep ?J) ‘

ymax

1455 (

Mozny zpusob implementace modelu Baldwina a Lomaxe je podrobné popsan ve tieti kapi-
tole.

Pri aplikaci uvedenych algebraickych modelu na jednoduché tulohy, naptiklad proudéni
mezi dvéma rovnobéznymi deskami, je mozné upustit od stanoveni rozhrani vnitini a vnéjsi
vIstvy Y. Diky prubéhu uy, a py, podle y, [16], 1ze turbulentni vazkost stanovit jako

fe = min{ gy, , iz, }-

U slozitéjsich uloh by toto zjednoduseni mohlo vést k chybe.
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2.2 Jednorovnicové modely turbulence

Jednorovnicové modely turbulence jsou tvoreny jednou transportni rovnici doplnénou alge-
braickymi vztahy. Transportni rovnice je nejcastéji rovnici pro turbulentni kinetickou energii
k, definovanou vztahem (1.29), nebo je z ni odvozena. Obecné je pak turbulentni vazkost

déna vztahem, [8],
Mt = [)\/El)

kde turbulentni kinetickd energie k je urcena z transportni rovnice a délkové métitko [
se vypocita pomoci zminénych algebraickych vztah.

Jednorovnicové modely jsou diky transportni rovnici presnéjsi nez modely nularovnicové,
jejich nevyhodou jsou ale algebraické vztahy pro délkové meéritko [. Je mozné je pouzit
v kombinaci s dvourovnicovymi modely, kdy v uvazovaném ptipadé obtékani pevné stény
je jednorovnicovy model aplikovan pouze v tzké oblasti u stény a dale pak navazuje model
dvourovnicovy.

Zndmymi jednorovnicovymi modely turbulence jsou model Baldwina a Barthe a model
Spalarta a Allmarase.

2.2.1 Model Baldwina a Barthe

Jednorovnicovy model Baldwina a Barthe, [2], je odvozen z dvourovnicového modelu k-€ ,
ktery bude uveden v nasledujicich odstavcich. Rovnice modelu k-€ jsou zkombinovany tak, ze
vznikne jedna transportni rovnice pro turbulentni Reynoldsovo ¢islo Re; = l"j—z, kde v = % je
soucinitel kinematické vazkosti a € je rychlost disipace turbulentni energie. Pro lepsi presnost
modelu v blizkosti obtékané stény je turbulentni Reynoldsovo ¢islo rozdéleno na dvé ¢asti
Re; = Rey f(Rey), kde f je tlumici funkee, zajistujici, Ze Re; ~ Re; pro velké hodnoty Re;.
Transportni rovnice pro turbulentni Reynoldsovo ¢islo ma tvar

ot, — 0 = Vy 82(Vﬁt) 1 014 a(VEt)
—(vRey) + — (vv;Re;) = <V+> - —
( t) ( ’ t) 0y Oyg o Oy, Oyp

+(C€2f2 - 051) \/ VEtP, (26)

ov;  0v;\ 05, 2 [0\
pP— ) 7 i 4 Y%k
v <81/j " 8%) oy, 3" (8%)

se nazyva produkce. Turbulentni kinematickéd vazkost je ddna vztahem

Oc

kde ¢len

Vy = CMI/EtDlDQ, (27)

kde Dy a D5 jsou tlumici funkce zavedené opét kvili oblasti v tésné blizkosti obtékané stény
a plati pro né

_yt
D1:1—€ At

y+

_ A
Dg—l—e 2,
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kde A* = 26, A7 = 10 a bezrozmérnd normélovd vzdalenost od stény y* je definovdna
vztahem (2.3). Dalsi konstanty a funkce vyskytujici se v rovnicich (2.6) a (2.7) jsou

Cy
K2’

1
Ca=12 Cu=20, C,=0,09, —=(Cqy—Cq)

Cel Cel 1 y+ D2 _yt D1 _%
= 1-— —+ DD DD — | —fe at 4+ —¢ 4 )
fo Co + ( C€2> (/ﬁgﬁ + D 2) [ 1o + DD, A+e AT A;e 2

2.2.2 Model Spalarta a Allmarase

k=0,41,

Jednorovnicovy model turbulence Spalarta a Allmarase, [16], je tvofen transportni rovnici
pro proménnou 7, ktera souvisi s turbulentni kinematickou vazkosti vztahem

Vy = val- (28)

Transportni rovnice je odvozena ve tvaru

_ _ —\ 2
(0;7) = CpySv — Cot fuo (;)2 + Clﬂ;zk [(v + v)aV] ;G (ay> . (29)

00, 0.
Konstanty a funkce v rovnicich (2.8) a (2.9) jsou

3

X
foo = "5,
X3+ C
X
=l
f2 1+va1
1
I 1+C8,1°
v v - v
X:;, g:T‘i‘CwQ(TG—T), T:m, S:S:W'fvg,

C 14+
Cyp = 0,1355, Cp =0,622, C, = 71721 + M’
K o

2
Cw220a37 Cw3:27 C’Ul :7717 o= g; /{:O,41,

d je vzdalenost od nejblizsi stény a .S je velikost vektoru vitivosti, pro uvazované dvourozmeérné
eni § — |98 _ du
proudéni S = ’ o — oy ’

2.3 Dvourovnicové modely turbulence

vvvvvv

nejpouzivanéjsimi modely turbulence ze skupiny modelu zalozenych na Bussinesqové hy-
potéze. Jsou tvoreny dvéma transportnimi rovnicemi, nejcastéji jednou rovnici pro turbu-
lentni kinetickou energii £ a druhou rovnici pro rychlost disipace turbulentni energie ¢ nebo
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pro specifickou rychlost disipace w. Tyto veli¢iny jsou definovany pomoci fluktuaci rychlosti
nasledujicim zpusobem

1 ool
ko= 5@, (2.10)
p
c = P %, (2.11)
p
€
w = (2.12)

Diky transportnim rovnicim zohlediiuji tyto modely i historii proudéni a umoznuji presnéjsi
vypocty nez modely algebraické a jednorovnicové.

Naprostym zakladem dvourovnicovych modelu je tedy transportni rovnice pro turbulentni
kinetickou energii k, kterou lze odvodit, [8], [13], z rovnic zachovani hybnosti (1.2)

d(pv;) N dpvvp)  Op " Oty

= — 2.13
ot Yk dyi Oy (2.13)
a stfedovanych rovnic zachovéni hybnosti podle Favra (1.26)
0 0 op 0 S
950 + -2 (5w = — L (Fn — polol 2.14

Nejdiive secteme stfedovanou rovnici (2.14) pro i vyndsobenou ¥; se stfedovanou rovnici
(2.14) pro j vynésobenou ¥;

5, 2 (00 + 5 2 (py) + ;2 (p0i) + s 2 (i) =
]atpz zatpj jakpzk zaykpjk—

~ aﬁ ~ ap 8 ", -~ 8 ",
:_Uj@_vza +Uya (zk_PUUk)+Uiaiyk(tjk_pvvk)

a Cleny na levé strané po dvou secteme

0, .. g ,__ .
&(pvivj) + a—yk(pijvk) = (2.15)
N/ ap 9 N .0 T
= —0; (9yi (9y- + 05— o0 (tix — pojvy)) + i 5~ Dur (tjk — PYj pujvy).

Totéz provedeme s rovnicemi zachovani hybnosti (2.13), tedy rovnici pro ¢ vyndsobenou v;
seCteme s rovnici pro j vynasobenou v;
Apvi) | 9(pvy) 9(pvjvy) N d(pvjug) — Op Op Otir N Otk

+ v; +vj———— F; = -0 — V5 TV v;
ot ot T Oy Y 7 Oy dy; 7 Oy Y

Uj

a levou stranu upravime

I(pvv;)  O(pvivjur) Op dp Ot Otk
T T T T TR




2.3 Dvourovnicové modely turbulence 25

Tuto rovnici stfedujeme podle Favra ipravami podobnymi jako v odstavci 1.1.2, tedy

9 ~ Y 7 9 ~ Y mn(s "
1P+ i) (05 + )] + T%[p(vi +07) (05 + ) (0 + 0f)] =

op B
Dy

9
dy;

- ot; _ ot
+ (0 +v)) Y (4 ) 22

lNJi + ’Ug’ -,
( ) Y Y

= —<1~1j -+ U;!)

— g,
it 1,1 Praiiadiiad ot ",,11 o 1,5, =~ 1",,1 o
—(p0;0; + pv[ V) + =—(pU;0; 0k, + Vs v vy + U pvfvi + Dppvi V] + pvivivy)

ot Oy
~op  ,0p _9p  ,0p

B R .7 2.16)
’ Dy ! 0y, ayj ayj
_ Otix Oti. . Ot Ot i1
+0; + v =+ 0=+ v 2
POy 7 Oy, Oy Oy

Odecteme-li nyni rovnici (2.15) od rovnice (2.16), dostaneme

0
1,1 i ", i 15,0 =~ 1,,1 oo
poiv) + S (Tipv i + i pvi vy 4+ Dppv VY + pvivivy) =

Oy
8]7 y (9p i ”atik i {,8t]~k -

pr

o o
=~ () + By (o).
k

: vy = +U; U; + v,
7 0y dy; 7 Oyw Oy Ok

Cleny pieskupime a provedeme nékolik tprav. Secteme nasledujici dvojice

o —— 0 0v;
D U;/U” _ s 1)2,1}” — UZ,-/U” J ,
_ 0 N ~ 0 N dv;
Ui e (ij v;) By (Ulpvj vy) = PU; Vg, ET

upravime soucet ¢lenu obsahujicich tlak, [13],

—v

dp dp 0 ol o
l/ _U/'/i — [ 6 U/-/—i_é' /U/'/ + / Tt + J
Yoy~ oy, = oyl sl F oI\ G,
a soucet clenu obsahujicich tenzor vazkych napéti upravime dosazenim za i, t;, a za-
nedbanim nékterych ¢lenu, [13], tedy

Otye 0ty O (0 —r o o’
VG o = @ <m%ﬂ—m“l%-
Oy, Oy Oyr \ p Oy Oyr, Oy,

Tim dostavdme transportni rovnici pro tenzor Reynoldsovych napéti 7;; ve tvaru

0 I

PO + o T) =

Oy
ov E— T} 0

o D
= —pUvy Tyi — PUj UL oo T%(pvé’vé’vfg’) - aT/k[P' (0k07 + 0x05)] +

+7/ <av;' + av;.’) + (“ i (W)) _ 9, 20
P dy; Oy Oy \ P Oy PO M(?yk oYy

5
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Transportni rovnici pro turbulentni kinetickou energii z ni ziskame polozenim i = j, tedy

_— 0
pU;/U”) + 7(1} pv” //) _

OYr,
o,  ——0v; o ———— 0
= el — = o () — 5 Bl B+

o (au;f +au;f> L9 (u 0 (W>> 0o
b dy; Oy, Oye \ p ot ”8% oy

0t(

Sé¢itaci index k preznacime na j, secteme stejné cleny a celou rovnici vydélime dvéma

9 1ﬁ 9 l—— "1
7 (5P z)+@(v]2pvzvz) =
_Wf)@. G, ( 1pv”v”>—a(§--W)+
C 0y, 8yj T oy~
L0 [u 9 (1pv>] e
Ay dy; [ pOy; o dy; Ay,

Clen p/ giyg_/ déle zanedbdme, protoze nepfispivé k bilanci turbulentni energie, [13]. Dosazenim
defini¢nich vztahu pro k£ (2.10) a € (2.11) dostaneme

0 9, on o (T N oo [ ok)
at (pk) + aiy]( k’) = Tijayj ay] ( = pPU; v + (Sz]pU > + a ( 8y]> PE,

kde ¢len P, = 7 g”; je produkce turbulentni energie, ¢len —8%]_ ( v S pvf vl 4 0ip' v”)
predstavuje turbulentnl difusi, tedy transport turbulentni energie vlivem fluktuaci rychlosti

a tlaku, a clen 52 (u By, ) vyjadiuje vazkou difusi, tedy transport turbulentni energie vlivem

vazkosti. Turbulentm difuse se aproximuje analogicky k vazké difusi

0 < 11)””—{-5 U”>_ 0 (Mtak>
y; P P 0y, \ ox 0y;

kde p; je turbulentni vazkost a o} konstanta specifikovand v konkrétnim modelu. Vysledny
tvar transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii po zavedeni aproximace turbu-
lentni difuse, pouzivany ve dvourovnicovych modelech, je

9 9 9
pk) + —— [( + B
Ok

. ok -
S0+ (k) = o ) o]+ pu e (217

Nejpouzivanéjsimi dvourovnicovymi modely jsou k-¢, k-w a kombinovany k-€/k-w.

2.3.1 Model k-¢

Zakladni verze

Dvourovnicovy model k-¢, [8], [16], je v zdkladni podobé tvofen modelovou transportni rovnici
pro turbulentni kinetickou energii & (2.17)

0 o 0 pe\ Ok ]
51 PR) + 5 ) = [(mgk)ayj]m e 2.15)
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a transportni rovnici pro rychlost disipace turbulentni energie €. Tu je mozné piesné odvodit
podobné jako rovnici pro turbulentni energii. Protoze ale obsahuje mnoho neznamych korelaci
fluktuaci, které je obtizné aproximovat, pouziva se misto ni modelova transportni rovnice
navrzena analogicky k rovnici pro turbulentni energii, tedy

0 0 0 Oe €
—(p —(pvje) = — CaPF, Cep—, 2.19
3t0%)+-ayﬁpvﬁ) ayj[<“*_a;>ayj +Ca kk 2P~ (2.19)
kde P, = TZJ a L je jiz zminéna produkce turbulentni energie. Turbulentni vazkost je déna
vztahem
k2
pe = Cup—. (2.20)

Konstanty vyskytujici se v rovnicich (2.18) - (2.20) jsou urc¢eny empiricky na zdkladé jedno-
duchych ptipadu proudéni a prevazné se pouzivaji hodnoty o, = 1,0, 0. = 1,3, Cqy = 1,44,
Ceo=1,92aC, =0,09.

Zéakladni verze modelu k-€ neni vhodna k vypocétu turbulentniho proudéni v tésné blizkosti
obtékané stény, protoze modelové rovnice nerespektuji dostateéné vliv stény na proudeéni, [8].
Tento problém lze fesit nékolika zpusoby. Jednou moznosti je pouzit tzv. sténové funkce,
to ale neni vhodné napiiklad pro proudéni s odtrzenim, [8]. Druhou moznosti je aplikovat
na oblast v tésné blizkosti stény vcetné logaritmické oblasti model k-w a ve vnéjsich oblastech
model k-e. To vede na kombinovany model k-¢/k-w, ktery je uveden déle. Tteti moznosti je
vyuzit tzv. modifikaci modelu pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla, coz umozni provést
vypocet pomoci modelu k- v celé vypoctové oblasti az k obtékané sténé.

ijrava pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢éisla

Do transportnich rovnic pro turbulentni energii £ a rychlost disipace € a do vztahu pro turbu-
lentni vazkost i, se zavedou tlumici funkce, jejichz funkéni hodnota se s rostouci vzdélenosti
od stény blizi k jedné, a pridavné c¢leny, jejichz hodnota se s rostouci vzdélenosti od stény
blizi k nule. Tim je dosazeno potfebné upravy modelu blizko obtékané stény, jinde zustava
model v zakladni podobé. V tpravé pro nizkd turbulentni Reynoldsova cisla tedy bude mit
model k-¢ tvar, [8],

0 a, ... 0 e\ Ok _
Eﬂ%)a%mwyWMl(+%>®J+a pe+ L, (2.21)
0 g, . . 0 e\ Oe € €2
8t( ) + 87%( '6) = 87y] [(M + 06) ayj] + Celflpk% - 062f2ﬂz + L, (2-22)
k2
= Cufur (2.23)

Existuje nékolik takovych tprav, které se lisi definici funkei fi, fo, f, a €lent Ly a L.. Jednou
z moznosti je iprava podle Jonese a Laundera, [8], [16], ktef{ stanovili

fl = 1,0,
fa=1-0,3e" 7,

—2,5
— 140,02 Re
fu =€ ty
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p\ 9y
0%a\’
LE = 2 # a o )
p* \0oy?
kde Re; = ff—i je turbulentni Reynoldsovo ¢islo a v = % je soucinitel kinematické vazkosti.
Protoze p; ~ ﬁk—:, vy = % ~ %, udava turbulentni Reynoldsovo ¢islo v podstaté pomér

vazkosti Re; ~ %

2.3.2 Model k-w

Z3akladni verze

Zakladni verze dvourovnicového modelu k-w, [8], je tvofena opét transportni rovnici pro
turbulentni kinetickou energii k (2.17), ale v upraveném tvaru

0 0 0 ok

—(pk) + —(pu;k) = — ) =— | + Py — B pk 2.24
R+ o isk) = 2 o) g |+ P = 220
a transportni rovnici pro specifickou rychlost disipace w, navrzenou na zakladé podstaty
fyzikalni déju v proudéni a rozmérové analyzy ve tvaru

0 0 0 ow w
—(p —(prjw) = — — P,— — Bpw?* 2.25
)+ ) = o (o) 52| +an = (2.25)
kde P, = 7;; gzi_ je produkce turbulentni energie. Turbulentni vazkost je uréena vztahem
Lk
fre ="p—. (2.26)
w

Empirické konstanty v rovnicich (2.24) - (2.26) se nejcastéji pouzivaji s hodnotami o* = %,

o= %, g = 1%0, o= %, b= % a v* = 1. Tato zakladni verze muze byt narozdil od zdkladni
podoby modelu k-¢ bez potizi aplikovana az ke sténé.

Model k-w v uvedené podobé je lepsi nez model k-e v tésné blizkosti obtékané stény, tedy
ve vazké podvrstvé a logaritmické oblasti mezni vrstvy. Naopak ve vnéjsi vrstveé se lépe chova
model k-€. Na zékladé této skutecnosti je tedy vyhodné vytvorit kombinovany model k-€/k-w,
abychom pfi pouziti dvourovnicovych modelu turbulence dosahli co nejlepsich vysledku.

2.3.3 Kombinovany model k-¢/k-w

Kombinovany dvourovnicovy model k-¢/k-w je dvouvrstvy model, [8], ktery pouzivé ve vazké
podvrstvé a logaritmické oblasti mezni vrstvy model k-w. Vné této oblasti na néj pak navazuje
model k-e v uvedené zakladni podobé, tedy bez tpravy pro nizka turbulentni Reynoldsova
¢isla. Pro jednodussi zapis i implementaci v programu je transportni rovnice pro € prepsana
v proménné w. Oba modely jsou pak slouc¢eny do jednoho pomoci spojovaci funkce Fi, ktera je
definovéna tak, aby nabyvala hodnoty 1 ve vnitini vrstvé (uplatni se model k-w) a hodnoty 0
ve vnéjsi vrstve (uplatni se model k-¢).
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Ptepis transpotni rovnice pro € do proménné w se provede pomoci vztahu
€ = Brwk,
kde 5* = 0,09 je jiz uvedend konstanta z odstavce 2.3.2. Vyjdeme z rovnice (2.19)
2

J g, . . 0 e\ Oe € €
&(pe)—kg—yj(pvje) = ay; [( +Ue) 8%1 —l—C'dek C’egpk,

do které dosadime transformac¢ni vztah (2.27) a dostaneme

D iire Do 0 [ w OGN Bk
5y (PR) + g (T ak) = 5 [(wae) 5y |+ CaB "~ Cap

Pteznacime Gi = 0,9, rovnici vydélime konstantou S* a ¢astecné upravime derivace
€

B 9 o o
at(ﬂk) +k8t( )+Waiyj(/)”jk) +kaTJj(PUjW) =
wi (e + ouwaptt) =— Ok + ki (n+o O +
By, H w2 fbt dy; dy,; H w2t A
Ok Ow

+2 (,u + O'MQ,U/t) 8787 + C 1Pkw — Cegﬁﬂ*uﬂk.

Déle potfebujeme upravit transportni rovnici pro k (2.18) modelu k-e. Pieznacime i

a do posledniho ¢lenu dosadime transformacni vztah (2.27), tedy

0 0 0

ok
55, IV 4 P~ pBrwk.
SR+ k) = G+ ) | + P = g

Celou rovnici vynasobime w

0 0 0 ok
k — k) =w— — Pyw — pB* k.
g PR) 4 o) =G+ ) | + P = g

Nyni od rovnice (2.28) odec¢teme rovnici (2.30) a ziskdme

0 0 0 Oow
— = k— — 1 Pw —
k@t( w) + kayj( Jw) k@yj [(M + Ouaftt) ayj] + (Ca ) Prw
ok Ow

— — 1)pB*w’k + 2 —
(Coo — 1)pB* wk + 2 (1 + 0uapie) 9y, 0y,

(2.27)

(5 wk)”

(2.28)

= Ok2

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Predpokladali jsme, ze 0,0 & 0ke, jinak by v rovnici (2.31) zustal jesté jeden ¢len navic. Ten
je ale velmi maly a neovliviiuje pfilis feseni, takze ho muzeme zanedbat, [8]. Déle v rovnici
(2.31) preznacime Coy — 1 = g, *(Ceoa — 1) = B3 a v poslednim ¢lenu na pravé strané rovnice
upravime zdavorku pomoci vztahu pro turbulentni vazkost (2.26) nésledujicim zpusobem, [§],

_k _k
A Owaflt = [+ Ouap— = Ow2p—.
w w
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Nakonec celou rovnici (2.31) vydélime k a dostaneme

0 0 0 Ow
Y (55 _ pY _
8t( w) + ayj( Ujw) 8y] [(H+Uw2ﬂt) 83@] + g LS Bopw?® +
1 0k Ow
+200p—— . 2.32
2P ayj ay] ( )

Rovnice (2.29) a (2.32) predstavuji model k-e formulovany v podobé modelu k-w.
Nyni tedy mame dvouvrstvy model zapsany pomoci k a w, pro oblast v tésné blizkosti
obtékané stény rovnicemi

5, 0 0 Ok

. P.— B*p 2.
57 (Pk) + ayj< pijk) = ay; [(uwmut) o ] + Py — B phw, (2.33)
5, 0, 0

Ow
w) = P — 2.34
pojw) = 8y] [(M+leﬂt> Dy, ] + oy s Brpw?, (2.34)

J

a(ﬁw) +87yj<

kde jsou oproti rovnicim modelu k-w (2.24) a (2.25) pouze pieznaceny konstanty o* = oy,
0= 0,1, a=ajaf =/ Provngjsioblast plati rovnice preformulovaného modelu k-¢ (2.29)
a (2.32)

0 0 0 Ok
- P. — pB* 2.
5 (PR) + ayj(pvjk) oy [(wokzm) ayj]+ y — PO wk, (2.35)
Q(, )+i(ff ) = (2.36)
ot T gy, ) '
0 Ow 1 0k Ow
oy, [(uwwaut) ayJ] + s Py p Bapw? + Ouw2p oy, Dy,

Turbulentni vazkost je pro obé vrstvy modelu dana vztahem
k
He = p—,
w
ktery je totozny s (2.26), kde v* = 1. Dosazenim (2.27) do (2.20) je ihned vidét, ze je splnén
i tento vztah, protoze C), = 8* = 0, 09.
Rovnice pro obé vrstvy modelu slou¢ime pomoci spojovaci funkce F} navrzené tak, aby

se limitné blizila k jedné v tésné blizkosti stény a k nule ve vétsi vzdalenosti od stény.
Kombinovany model k-¢/k-w tedy zapiseme

3 0 a 3l€
— (D — P.— 3*p
0, _ o . 0 Ow
a(ﬂw) + %(pvjw) = By [(M + Oufit) 8%1 + osz— — Bp’ +
1201 — ) 1 0k Ow

Uwzpa@@,

kde konstanta o = Fiop + (1 — F1)oge, takze se opét podle hodnoty funkce F uplatni
hodnota oy, ogo nebo jejich kombinace. Pro konstanty o, o a 3 plati analogické vztahy jako
pro o.
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Transformaci modelu k-e do podoby modelu k-w vznikl na pravé strané rovnice (2.36)
vyznamny ¢len zavisejici na gradientu k i w, ktery se nazyva pricna difuse (cross diffusion).
Nekdy je pfiddvan i do samotného modelu k-w, [16], coz se ukazuje vhodné pro obtékani
stény, méné uz pro volné smykové vrstvy. VIiv piicné difuse na schopnost dvourovnicovych
modelu dobie zachycovat turbulentni proudéni je zkouman mnohymi autory, [16].

Pouzivaji se dvé varianty kombinovaného modelu k-¢/k-w, a to tzv. BSL model a SST
model, [8], [13], které se od sebe lisi definici turbulentni vazkosti u; a uré¢enim konstant.

BSL model (Baseline model)

Turbulentni vazkost je pro BSL model déna jiz uvedenym vztahem

k
e = p—-
w
Konstanty piislusné modelu k-w jsou o1 = 0,5, 0,1 = 0,5, a; = 0,56, 81 = 0,075, * = 0,09
a konstanty prislusné modelu k-e jsou o = 1, 0,0 = 0,856, g = 0,44, 5, = 0,0828
a /*=0,09.
Spojovaci funkce Iy zajistujici hladky prechod mezi modely je definovdna nasledujicim
zpusobem
F, = tgh(arg]),

: { ( VEk 5001/) 4p0w2k}
arglzmln max ) s

0,09wy” wy? )’ Croy?
kde y je opét kolmé vzdalenost od obtékané stény a hodnota Cj,, se urci z tzv. piicné difuse,
tedy z posledniho ¢lenu v rovnici (2.36).

kde

Ckw - 20&;25*77,

pokud je tento vyraz kladny, jinak Cf, = 0.

SST model (Shear-stress transport model)

Nazev modelu je odvozen ze skutecnosti, ze diky upravené definici turbulentni vazkosti u; bere
na rozdil od BSL modelu v dvahu vliv transportu turbulentntho napéti, [13]. Vychdzi totiz
z tzv. Bradshawovy hypotézy, ktera je zalozena na experimentech a fika, ze Reynoldsovo
turbulentni napéti je v prevazné ¢asti mezni vrstvy zhruba imérné turbulentni kinetické
energii. Na zdkladé toho je pak turbulentni vazkost dana vztahem, [8], [13],

pk aipk }

ILLt —= mln{w, F2|Q|

kde konstanta a; = 0, 31, || je absolutni hodnota vifivosti, pro dvourozmérné proudéni plati
o5 _ i

or oy

, a funkce

k500
F, = tgh(arg}), arg, = max {2 vk V} :

0,090y’ wy?

S vyjimkou o1 = 0,85 jsou vSechny konstanty a predpis spojovaci funkce Fj stejné jako
v BSL modelu.



Kapitola 3

Numerické reSeni turbulentniho
proudéni stlacitelné vazké tekutiny

3.1 Matematicky model

Pro modelovéani turbulentniho proudéni stlacitelné vazké newtonské tekutiny je v této praci
vyuzit systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra, jak je uvedeno
v prvni kapitole. Po zavedeni tenzoru Reynoldsovych turbulentnich napéti a aproximaci ¢lenu
predstavujictho turbulentni pfenos tepla byl odvozen systém rovnic (1.31) - (1.33) ve tvaru

dp  0(pv;)

o oy Y

0 (500 (i + B8) = (g +7)
ot 7 p) ; iUj ij P ; i i7)s
0

ot T gy, P TP =y K —1

J
kde tenzor vazkych napéti je ddn vztahem

N AN RN
EAE dy; Oy 3'uayk

a tenzor Reynoldsovych turbulentnich napéti

I AN
1] T Lt ay] ayz Slut ayk YR

~ 5 K il
l(tij + Tij)Ui + — (P?” +

(3.1)

(3.2)

pe\ O (P
b)) oy m 3:3)
(3.4)

(3.5)

Posledni ¢len ve vztahu pro Reynoldsovo napéti (1.34) neuvazujeme. Oznaceni vSech veli¢in

vystupujicich v rovnicich (3.1) - (3.5) odpovida zna¢eni zavedenému v prvni kapitole. Uvedeny

systém rovnic, uzavieny konkrétnim modelem turbulence, bude vychozi pro dalsi tvahy.
Pro uvazované dvourozmérné proudéni rozepiSseme soustavu rovnic (3.1) - (3.3)

v kartézském souradnicovém systému do tvaru

o olpi) | Op0)
ot ox dy

32
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o, 0 o 0 -~ 0 -
at( pii) + ai(puu +p) + Fy(puv) = %(tw + Tow) + @(txy + Txy)7
o 0 o . _ o - 0 -
It —(pv) + or ——(poa) + %(pvv+p) = aix(tyx"FTyw) + @(tyy+7yy)a

J, 0
57 (P8) + 5 -(pei + pu) + y(ﬂev +p0) =

[ Loz + Tun u+(93y+7—$y>v+1(f/j,r+;;>

N N

kSR

N——— ~~—
- -

SIS

0 ~ K H et
&y[ Loy + Tay)U + (yy+7yy)v+n—1<Pr+Prt>

kde pro soucet slozek tenzoru vazkych a turbulentnich napéti plati

30x 30y
Loy + Ty = (1 + 1) (0214_817) =ty + 7,
T x ay o yx 723
200 400
tyy + Tyy = (104 p1e) <_3(‘9x + 38y>
y = [zy]7T € Q Q C R?% u a v jsou kartézké slozky vektoru rychlosti ve smérech
soutadnicovych os x a y. Vyjadiime-li tento systém rovnic v kompaktni vektorové forme,
dostaneme ow  Ofi(w) ogl(w) OfV(w) og¥(w)
— + + = + : (3.6)
ot ox dy ox dy

kde w = w(y,t), w € R%, je vektor konzervativnich proménnych, f/(w) a gf(w) jsou slozky
nevazkého konzervativniho toku a fV(w) a g¥(w) slozky vazkého konzervativniho toku, de-

finované jako

p ﬁﬂ pu
| pa iy pu +p Tion puv.
pé (pé + p) (pé + p)v
0 .
fm + Toz
fV(W) — Ezy 4 Toy , (37)
- o (p
(tmm + Txiﬂ)u + (twy + T y>U + 71 (PT‘ + Il;;t) oz (%) .
~ O ]
tyy + T
1% ry
w) = 7 . 3.8
g'w) = | i » (338)
(txy + Txy)u + (tyy + Tyy)v + ﬁ (PLT‘ _'_ PL”?‘,) % (%) J

Systém rovnic (3.6) fesime numericky metodou koneénych objemu na strukturované
¢tytuhelnikové siti a turbulentni vazkost ur¢ujeme podle konkrétniho modelu turbulence.
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3.2 Metoda koneénych objemtu

Pro prostorovou diskretizaci systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic (3.6)
pouzijeme metodu koneénych objemu aplikovanou na strukturovanou c¢étyiuhelnikovou
sit, [18].

Vypoétovou oblast Q C R? rozdélime na koneény pocet malych navzdjem disjunktnich
podoblasti 2, C €, ¢ = 1,2,..., N takovych, ze ), = Uévzl Q,, kde €2, je aproximace
vypoctové oblasti 2 pomoci uzavienych konvexnich ¢tyriuhelniku. To znamend, ze hranice
0%}, je tvorena konec¢nym poctem usecek.

V pripadé strukturované sité lze zavést dvé mnoziny indexu I = 1,2,...,N; a J =
1,2,..., Ny tak, Ze pii oznaceni Q, = Q;;, i € I, j € J plati N = N; x Nj. Ctyfihelnikovy
element 2;; se nazyva kontrolni objem nebo také buiika sité. N udava tedy celkovy pocet
bunék strukturované ctytihelnikové sité na €2, jejiz vyfez je zndzornén na obr. 3.1.

Resenf systému rovnic (3.6) hleddme na kontrolnim objemu §2;; ve tvaru konstantni funkce
w;j, kterd je aproximaci pfesného feSeni w na 2;;. Pro kontrolni objem €2;; je tedy wy;
integralnim prumeérem vektoru konzervativnich proménnych w

1
wislt) =t / w(y,t)ds (3.9)

ij

a je tudiz na ném konstantni. |€2;;| znaci obsah ¢tyiihelnikové bunky €;;, obr 3.1.
Rovnici (3.6) integrujeme pies kazdy kontrolni objem (2;; a dostavame

dS /(W )dS /(‘W ag(;j‘“) dS=0.  (3.10)

Pomoci vztahu (3.9) pro integrélni prumér upravime prvni integral na levé strané rovnice
(3.10) do tvaru

ow dww
Z — = Q
rds = = /wdS 1,1,

%] QL]

Obrazek 3.1: Strukturovana ¢tyiihelnikova sit
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Pouzitim Greenovy véty prevedeme plosné integrély v rovnici (3.10) na kiivkové

/ (af;iw) + ag;(ym) 5= 7{ (" £ (w) +ny; g (w)) dl,

ij ij

/ (afgiw) i 8gzvaéw>) as = (g 7 (w) +my g7 (w) i

Qj 0

takze z rovnice (3.10) dostaneme

5 0,1+ f g 1 (w) oy W) Al = (g £ (w) 4o g (W), (810

Q45 0

kde 0€2; je hranice kontrolnfho objemu Q;; a n;; = ["n;;,Yn;]7 je jednotkovy vektor vnéjsi
normdly k hranici 0€2;; kontrolniho objemu €2;;. Numerické feseni hleddme ve stfedech kont-
rolnich objemu €;;.

Kiivkové integraly v rovnici (3.11) vyjadiuji celkovy vazky a nevazky tok veliciny w
hranici 0€2;; kontrolniho objemu €;; v ¢ase ¢. Tento integral aproximujeme souctem vazkych
a nevazkych numerickych toku jednotlivymi stranami /,,, m = 1,...,4, tvoricimi hranici
042;; kontrolniho objemu €2;;, obr. 3.2,

dw;;(t) v
= - F, 12
t yQ”\ Z i (3.12)

kde FI (F)) je nevazky (vazky) numericky tok stranou [,, kontrolntho objemu €2;; ve sméru
n;; a |lm| je délka m-té strany kontrolniho objemu €2;;. Pro kazdou stranu nejdiive vypocitame

A3=[‘X3,Ys]
Ax=[x2,y2]

S5

S

As=[X4,ya]
S,

X

Obrézek 3.2: Kontrolni objem €2;;
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jejl rozmeéry
Ax,, = Tpmi1— T,
Aym = Ym+1 — Ym,

m=1,23,4aprom=4je Tpi1 = T1, Ymi1 = y1. Pro normalovy vektor S,, = [S%, S¥]7
a velikost m-té strany [, plati

Sy = 10 |ln] = [Aym, —Az,)7,

e = \/Az2 + A2,

Jednotkovy vektor vnéjsi normaly k m-té strané [, kontrolniho objemu €2;; je pak

A Az, 1"
Y ‘T’”] (3.13)

— T _
e

3.3 Metoda casové integrace

Oznac¢ime-li pravou stranu rovnice (3.12) funkei R(w;;(t)), kde R je operator prostorové
diskretizace, zapiSeme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic ve tvaru

dw;; (%)

Eran R(wi;(t)), (3.14)

kterou vyfesime pii dané pocatetni podmince w,

% = wi;(0) = @ J w(y,0)dS pomoci
o

Q5] 5

]
explicitni ¢tyistupiiové Rungeovy-Kuttovy metody, [20]. Necht 0 = tg < t; <to < ... < T je
déleni ¢asového intervalu (0,7) a At = t,,1 — t,, je ¢asovy krok mezi casovymi hladinami ¢,
a tpi1. Oznacme wi; jako aproximaci funkce w;;(t,) v Case t,. Nejdiive vypocitame hodnotu

pravé strany rovnice (3.14) v case t,,

k1 :R(Wn)

]

a dale hodnoty pravé strany s upravenymi argumenty
1
1

V case t,41 potom dostaneme hodnotu numerického feseni na kontrolnim objemu §2;; jako

1
W:‘]ﬁ‘l = WZ + 6 At (kl + 2k2 + 2k3 + k4),

kde ¢asovy krok At je uréen nutnou CFL podminkou stability ve tvaru, [17],

At <min ( CFL ),

ij \ IMAG)Imaz + ABij)|maz
Awmij Ayij
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kde [A(Aij)lmae = || + @ij a [A(Bij)|maz = |0ij] + @;; jsou maximélni absolutni hodnoty
vlastnich ¢fsel Jacobiovych matic nevazkych konzervativnich toku f/(w) a g’(w), @;; a 0;;
jsou stfedni hodnoty rychlosti proudu ve smérech 7 a j, a;; je stfedni hodnota lokalni rychlosti
zvuku, CFL = 0.7 a Az;; a Ay;; jsou aproximace délek kontrolniho objemu €2;; ve smérech
iaj.

3.4 Aproximace nevazkého numerického toku

Pro aproximaci nevazkého numerického toku F! m-tou stranou konrolniho objemu €2;; vystu-
pujictho v rovnici (3.12) pouzijeme AUSM schéma (Advection Upstream Splitting Method),
[11], zalozené na stépeni toku. To je zobecnénim takzvanych upwind schémat, [7].

3.4.1 AUSM schéma

Vyjdeme z toho, ze nevazky numericky tok F! libovolnou stranou kontrolnfho objemu €2;;
Ize rozdélit na dvé fyzikalné odlisné ¢dsti, a to na konvektivni ¢ast F(9 numerického toku
a tlakovou ¢éast F/® numerického toku, [11],

[ pa 0
V| pua s
I _ =z 1 Yoy .. . r — - 7) v —
F' ="ng; - +Yn;; - g = i | poa +p n,,
phoa 0
pa 0
_ x| pua | g 10) | I
= M, i +p . F'“+F
phoa 0

kde V = @ ““ni; + v -Yng; je stiedni hodnota konvektivni normélové rychlosti majici smér
jednotkového vektoru vngjsi normély n;; = ["n;;,Yn;]7 k odpovidajici strané [ kontrolniho
objemu €2;;, a je stfedni hodnota lokédlni rychlosti zvuku definovand jako

a= \/%, (3.15)

M, je sttedni hodnota normalového Machova ¢isla a hy = h+ S @+ +k=¢+ % + 3 (@ +
%) +k = é—i—% je sttedni hodnota mérné stagnacni (klidové) enthalpie, & je turbulentni energie
(1.29) a pro stfedni hodnoty celkové mérné a mérné vnitini energie plati vztah (1.30). Mérna
enthalpie h je definovana podle [9] vztahem h = € + %, kde € je mérna vnitini energie,
analogicky vztah plati pro stiedni hodnoty uvedenych velicin, tedy h = € + 2. Pro piipad
idealniho plynu plati

D3

€= Cy T,
kde ¢y je mérné tepelnd kapacita pii konstantnim objemu a T je stiedn{ hodnota termody-
namické teploty tekutiny (idedlniho plynu). x je Poissonova adiabaticka konstanta.

Uvazujme dva sousedni kontrolni objemy strukturované ¢tyitihelnikové sité, obr. 3.3. Hod-
noty vektoru konzervativnich proménnych v levé a pravé buice oznac¢ime jako w; a wg.
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Obrazek 3.3: Nevazky numericky tok spolecnou stranou dvou sousednich kontrolnich objemu

Chceme urcit nevazky numericky tok jejich spole¢nou stranou. Nejdiive vypocitame stredni
hodnotu normalového Machova c¢isla pro levou a pravou bunku

ST ¥ / ST v

_ vy -n V] _ ver-n V]
L _ YL R _ VR
MnL: — = —_, MnR: — = _,
ary, ay, ar ar

kde V7, a Vg jsou stfedni hodnoty konvektivnich normélovych rychlosti v levé a pravé buiice,
arp a ag jsou stredni hodnoty lokalni rychlosti zvuku dané vztahem (3.15) v levé a pravé
bunce a n je jednotkovy normalovy vektor k jejich spolecné strané, obr. 3.3. Machovo ¢cislo
na spole¢né strané dvou sousednich kontrolnich objemu urcéime jako

Mpg = /Vﬁ(MnL) + Mi(MnR)a

kde MT a M~ jsou tzv. rozkladajici (splitting) funkce. Existuji ruzné tvary téchto funkef,
zde pouzijeme funkce ve tvaru, [6],

1
I (M £ M) pro | M| > 1,
ME(M) —{ LM 12+ L(M?— 1) jinak.

Tlak na spoletném rozhrani dvou sousednich bunék je uréen vztahem

prr =Pt (M) - pr. + P~ (Mur) - Pr,

kde pr, pr jsou stiedni hodnoty tlaku v levé a pravé bunce a splitting funkce pro tlak jsou
definovéany podle [11] jako

1
o ) a(ME|M))/M  pro|M|>1,
P (M>{ LM £12(2F M) jinak.

Celkovy nevazky numericky tok spole¢nou stranou [, dvou sousednich kontrolnich objemu
L (levého) a R (pravého), obr. 3.3, je potom dan vztahem, [11],

0

m

m c = mnz
an = F7In<WiLj7wﬁi-1j’ nij) = Fé(R) +DLRr ynrfz ;
ij
0
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ktery z duvodu snazsi algoritmizace lze prepsat do tvaru

0

m I - I(c I(c L - I(c I(e D xn;n

0

(3.16)
kde

pa
I(c) ﬁﬂd
Frr = | pia
phod

3.4.2 Linearni rekonstrukce

AUSM schéma je pouze prvniho fadu presnosti v prostorové proménné. Pro vypocet ne-
vazkého numerického toku hranici kontrolnich objemu jsme pouzili hodnoty vektoru konzer-
vativnich proménnych ze sttedu bunék. Linedrni rekonstrukei téchto hodnot, zalozenou na Ta-
ylorové rozvoji, ale muzeme rad presnosti AUSM schématu zvysit na druhy. Rekonstrukci
provadime zvlast v obou smérech z a y nezévisle na sobé. Abychom zabranili nezddoucim
oscilacim v feSeni, pouzijeme navic jesté takzvany minmod limiter. Ten ze dvou hodnot b a ¢
vybere tu mensi z nich, pokud jsou stejného znaménka, nebo nulu, pokud maji znaménko
opacné. Tim je zajisténo, ze nebudou vznikat nové extrémy. Nasledujici vztah definuje min-
mod limiter pro libovolné dvé skalarni hodnoty b a ¢ (v ptipadé vektoru se pocita po slozkach)

b, pokud |b| <|c|] a b-c>0,
minmod(b,¢) = ¢ ¢, pokud |b] >|c| a b-c>0,
0, pokud b-¢<0.

Pro kazdou slozku ws, s = 1,. .., 4 vektoru konzervativnich proménnych w € R* vypocitame
v kazdém smeéru nasledujici diferenéni podily, [19],

upwind _ (ws)ij—(ws)i—1j

(Us)x - Ax. 1. )
i—5J

(0_ )downwind _ (ws)it1j—(ws)iy

s/x - Ax. 1. )
z+§j

(O’ )upwind — (WS)ij*(ws)ij—l

5y Ay 1 ’

(O' )downwind _ (w5)ij+1_€ws)ij

sly o Ay. .

Yij+d

Pouzitim minmod limiteru uréime veli¢iny

(O,S)Ixninmod — minmod ( (O_S);lpwind7 (O_s>gownwind) 7

(O.S);ninmod = minmod ((O.S);lpWind7 (O.S)gownwind)’ 5 — 1’ o 74’

pomoci nichz rekonstruujeme hodnoty numerického feseni w;; na stranach kontrolniho ob-

jemu €;; ndsledujicim zpusobem

AI‘ 1
t+3J _minmod
2 v ’

Wipl; = Wi+
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Ax, 1.
_ ~3J _minmod
Wilj = Wij— 5 0 )
Ay 1
— tJ+3 _minmod
Wijel = Wij T o0,
Ay, 1
W.. 1 = Wi — y”_i minmod
-y 7Y 2 y
Poznamenejme Ze (O.S)mlnmod a (O.S)mlnmod’ s = 1’ 4JSOU SlOZky vektoru o.mlnmod a o.mlnrnod.

Potom pro vypocet celkového nevazkého numerickeho toku stranou [, spolecnou pro levy
kontrolni objem Qi; a pravy kontrolnl' objem 2;14;, obr. 3.3, pouzijeme ve vztahu (3.16)
hodnoty W -z buiiky €2;; a W -z builky €245, tedy

I _ 1l L R m

3.5 Aproximace vazkého numerického toku

Vazky numericky tok FY m-tou stranou kontrolnftho objemu €2;;, vystupujici ve schématu
pro metodu kone¢nych objemu (3.12), budeme aproximovat centrédlné s pomoci takzvanych
dudlnich bunek, [17], [18].

Uvazujme kontrolni objem €2;;, tvofeny ctyithelnikem P, P, P3Py, obr. 3.4. Chceme-li apro-
ximovat slozky vazkého numerického toku f¥(w) a g"(w) sténou P, P, kontrolntho objemu

S . , . Coe 1 . on ou 96 95 0 (B
i, pottebujeme urcit na této sténé, tedy v bodé (i + 3,7), derivace 7, 8—’;, o a—z, B ( ),

a% (g) a slozky rychlosti u a o.
Pro vypocet derivaci v bodé (i+ %, 7), ktery se nachdzi uvnitt vypoctové oblasti, zavedeme

dudlni c¢tyiihelnikovou bunku €2, 1 115, tvofenou ¢tytuhelnikem DDy D3 Dy, obr. 3.4, pro ktery

Dy = Py, Dy = P> a vrcholy D; a D3 odpovidaji stfedum kontrolnich objemu €2;; a €2;11;.
Slozky rychlosti @ a © v bodé (i+ 2 5»J) stanovime jako primeér ze slozek rychlosti v buitkéch

prilehlych ke sténé P, P, tedy

_ Ujj + Uit
" Uij + Vi1,
Derivace 9% a %Z v bodé (i + 1, ) aproximujeme vztahy, [17],
ot 1
b ~ ZukAyk, (3.17)
Ox 7;_;,_%]' |QZ+
ou
dy i+1j |Qz+1 =

kde |Qi+%j| znaci obsah dudlni bunky Qz‘+§j> ktery uréime podle vztahu

JOA! J| = *!(@”mj - xij)(yi—i-%j—i-% - yi—i—%j—%) — (Wiv1j — yij)(mi—i-%j—i-% - $i+%j—%)|'
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Rozmeéry stén dudlni buniky vypocitdme podobné jako pro bunku primarni, tedy
Axy = Ty — T,
AYk = Yr+1 — Yk,

k=1,2,3,4aprok =4jexr1 = T1, Yer1 = Y1, Tk & Y jsou souradnice vrcholu dualni bunky
Dy, k = 1,2,3,4. Rychlosti ug, k = 1,2, 3,4 na sténach dudlni bunky uréime nasledujicim
zpusobem

in = 5 (B + gy 1)

N 1/

Uy = 5 (uH%j_% +U2+1g) )

. /. .

us =3 (Ui+1j + Ui+ly+§> ,
1

kde rychlosti @;, 1. 1 a u;, 1., 1 vypocCitame jako prumeér z hodnot @ ve stfedech okolnich
. BEL 2 vt J+2 . o
¢tytech prlmérnic% kontrolnich objem.

Pro vypocet derivaci v bodé (i + %, J), ktery lezi na hranici vypoctové oblasti, pouzijeme
pouze polovinu dudlni bunky, danou trojuhelnikem DDyDy, obr. 3.4. Sumy ve vztazich
(3.17) a (3.18) tedy obsahujf pouze tfi s¢itance a hodnoty g, Azy, Ayy, k = 1,2, 3 urcujeme
na sténach DDy, DyDy a DyD;. Derivace 0 a £ v bodé (7 + %, J) vypocitdme analogicky
k uvedenym derivacim .

NS

i+4,j-Vs

Obrazek 3.4: Primédrni ¢tyithelnikova bunka €2;; a dudlni ctyfihelnikova buiika €, 1
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Vyuzitim uvedenych vztahtt vypocitdme hodnoty sloZek vazkého numerického toku £V (w)
a g¥(w) sténou PP, kontrolniho objemu €2;; podle (3.7) a (3.8), pricemz predpokladdme,
ze turbulentni vazkost jiz méame vypoctenou pomoci zvoleného modelu turbulence. Slozky
vazkych numericky’ch toku ostatnimi sténami kontrolniho objemu €;;, tedy v bodech (i— %, 7),
(1,7 + ;) (1,7 — ) urc¢ime podobnym zpusobem.

Normalovy Vazky numericky tok FY m-tou stranou kontrolniho objemu €;;, vystupujict
ve vztahu (3.12), nakonec ur¢ime pomoci normaly k m-té strané kontrolniho objemu nj} =
[ on?]", (3.13), jako

YR

F, =f"(w)™n +g"(w) "% (3.19)

)

3.6 Aproximace rovnic modelu turbulence k-¢

Dvourovnicovy model turbulence k-€ s ipravou pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla podle
Jonese a Laundera je tvofen dvéma parcialnimi diferencialnimi rovnicemi a radou dalSich
vztahu, jak je popsdno v odstavci 2.3.1, tedy

0 0 0 ok
pU; k) = — P.—p L 2
G0+ (k) = [(u + ) el pemper p (3.20)
0 0 0 (9 € €2
(5 — (pDs€) = — =) = P.— — o0— + L 21
at (pﬁ) + ay] (p?)jﬁ) ay] [ a ‘| elfl kk 062f2p L + € (3 )
2
He = Cufuﬁ?7 (3 22)
0v;

P. = 7 —" 2

k Tij ayja (3 3)
fl = 17()’ (324)
f2_1_073e Ret? (325)

pk?
Re, = —, (3.26)
e
fy = eTosin (3.27)
M 8\/_> .
Ly=-2- : =1,2, 3.28
( ay] / ( )

L_2MMt 0%\ (3.29)

TP \o?) '

konstanty v nich obsazené jsou uvedeny v odstavci 2.3.1. Pro feSeni téchto rovnic na dané
vypoctové oblasti Q C R? diskretizované strukturovanou ¢tyiihelnikovou siti odvodime ex-
plicitni diferenéni schéma, [8]. Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce vynechdme pro prehlednéjsi
zapis znaceni stfedovanych velicin vinkou a pruhem, mame ale samoziejmé stdle na mysli
sttedni hodnoty prislusnych veli¢in.

Pro odvozeni explicitniho schématu pro transportni rovnici (3.20) pro turbulentni kine-
tickou energii k tuto rovnici nejprve upravime ¢astecnou derivaci ¢lenu na levé strané, tedy

ok k@p ok +k8(pvj) 0 KIH“M) Ok

ot Vo Ty T oy T oy [T o) ay,

1+Pk—p€+Lk
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Odecteme od ni stfedovanou rovnici kontinuity (3.1) vyndsobenou k

=0
8t 8y]
a dostaneme o o 5 o
Mt
— — = — — ) — P. — L.
P +,0vj8yj o0, [( + 0k> Oyj] + b — pe+ Ly

Vyraz v kulaté zavorce na pravé strané pro prehlednéjsi zapis oznacime A, = u + ;‘—;, tedy
ok n ok 0 A, ok

Por "y~ oy o

Tuto rovnici rozepiseme v kartézském souradnicovém systému pro j = 1,2 do tvaru

ok ok Ok a( 8k> a( Ok
Apo-

Par TP TPy T an \ oz ) T oy \“ray

kde

Ly =—

(a(;é_+aa\;_>7 (3.31)

P, 2ty Ou Ov O Ou (9090 9V (339
E= o gy T Tavg, T Ty T Twg, = Teegy T T gy T g ) T Twgy,

Slozky symetrického tenzoru Reynoldsovych turbulentnich napéti 7;; (1.34) v kartézském
soufadnicovém systému jsou

4 Ou 2 Ov 2

Tex = gﬂt% - gﬁbta* - gﬂka (3.33)
ou Jv
Tay = = Ut—— ay + 'uta (334)
2 8u 4 ov 2
Tyy = “3Mt g, 3/“87 T3 (3.35)

Rovnice (3.30) - (3.35) je potieba transformovat tak, abychom je mohli fesit v souradnicovém
systému &7, na ¢tverci o délce strany jedna s rovnomérnym délenim os. To provedeme pomoci
vztahu, [8],

6:0 = Jym
fy = _J:L‘n7
N = _Jy£7
Ny = J{L’g,
kde J = m je Jacobidn uvedeného zobrazeni x = x(§,n), y = y(&, n). Parcidlni derivace
potom transformujeme podle
0 0 0
— =+ Ny, 3.36
5 = & o6 o (3.36)
0 0 0
i 3.37
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Touto transformaci se tedy dand ctyfihelnikovd sit pfevede na ortogondlni sit s ekvi-
1

distantnim délenim os, ve sméru osy = s krokem A& = 7; @ Ve Sméru osy y s krokem
An = N%, kde Ny, Nj jsou pocty kontrolnich objemu sité ve smérech x, y. Na této siti pak
provedeme prostorovou diskretizaci rovnic modelu turbulence k-¢ (3.30) - (3.35).
Konvektivni ¢leny pu2k d a pvk d aproximujeme upwind schématem prvniho fadu presnosti
a ostatni ¢leny centralnimi d1ferencn1m1 formulemi druhého rddu presnosti, [8]. Aproximaci
je mozné provést bud ve stiedech kontrolnich objemt nebo v uzlech sité, v této praci byla

zvolena druhd moznost. S vyuzitim vztahu (3.36) a (3.37) prepiseme rovnici (3.30) do tvaru

ok ok ok ok ok
pa""/}u gx €+7h —i—pv éyag'i_nya
0k 6l~c 0 ak; ak
= A — A

Aproximaci ¢lenu Py, a Lj zatim ponechame stranou. Konvektivni cleny upravime zavedenim
vztahu, [8],

U = &u+ &,
V = ngu+ nyv

a prevedeme je na pravou stranu rovnice. Dostaneme

8k ok ok
S——
I 17
o [ ok Ok \ | 8 8k
117 v
o [ ok ok \ ] 8 8k 8k
\% VI

Nyni aproximujeme oznacené ¢leny pomoci upwind schématu (cleny I a II) a centrélnich
diferenc¢nich formuli (¢leny III-VI). Diskretizaci provedeme v uzlu sité (i, j).

- A R AN R VI SO & N A VAL
Ug |, = 30+ W ™5™ (U = 10) =

okl 1 kis — ki1 1 K1 — ki

I - A R VA VA A AL S VAN O D S

0 Ok ok
g (s g o) =
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Akz—l— 57 (gwag + nwan) i+1j A]“—*J (gwaé T nngl)

A

_ kit ¢ 1,ki+1j—’fz‘j+ ‘ 1’ki+%j+%_’%+éj—% B
= Af Tit5] Af nxz+§j AU

Aki—%j f o kzg — ki—lj o .ki—%j—l—% - ki—%j—%
=357

Ag

0 ok ok

Apiys 1 (51185 +77yan) i+1j A,“,,] (’53465 +ny@n)

Aﬁ
B Aki—i—%j Kig1j — kij ki g+§ - kH— 1j-1
- N fyl”rzj A& + Myivij
Ay £ hij —kicag 'k@'*%an
A€ Yi—35J AE nyz—gj

0 ok ok
Vi— A &= T =
[ (S + 8?7>L-
Ok ok ok
B kl]—i— (Sxag +77x%>ij+% _Ak:ij—% (Ezygﬂtnx%)“_% B
= A =
. 14lm]+l <€ kiJr%jJr% - ki*éj‘i’% o ) klj+1 kl_] .
= An zij+i Af zij+5 A77
_ Ak’z]—% ¢ i+ij-1— kz—%g—é I kij — kij—1
A/r] xl]—a Aé‘ $7,]—7 An )
0 ok ok
VI:.— |A — — =
Z [ ' (gy@f +ny0n>]ij
B Apijel (5985 + 77?1817) — Apij-1 (5985 + 779877) B
An
B Akij+2 k1+23+2 - ki—%ﬁ% Kijr1 — kij
- An 5yz‘j+2 A§ + 77yu+§ An B
B Apij-1 £ k:i-i-gj—% - kz—%y—é T kij — kij1
Ag \MisT A Wi Ay )

Dosazenim uvedenych aproximaci do (3.38) a vydélenim celé rovnice hustotou p ziskame

ok . 1 kij — k’iflj 1 kiJrlj — kij
at B - 2(U'L.7 _I_ |UZ]|) A€ 2( ] |U'L.7|) Ag
ij
1 kij —kij—1 1 Kijy1 — ki
1 Aki+§‘
e { (Tg)gj(kiﬂj — ki) (Coijairts + &yislyirs) +
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A

+ Akginj (/fi+%j+% - ki+%jf%)(£mijnmi+%j + £yijnyi+%j) _
Aki—%j
_ (A (kij = kim1j)(€oisaiz1j + &yis€yim1j) —
_ Aki—§j(k.1,1_hl,l)(§ v Gy 1)
AEAy ViTaIFs M /AT gy SVl i3
+ i’fggg (Fivaior = ko150 1) (Meii€eijs +Myidyies) +
+ ?Z;J)rz; (Fijr1 = Kig) (M ijNa s b + Myiglyige1) —
ek Oy ) -
AEAp Vitaimy T Vimgimg /NI Swi—g TSy
- ?Z;;Zé (Kij = Kij1) (e igh iy + Myigtyij-3) 3+ ]i” — € + L,:ZLU

(3.39)

Clen produkce P v uzlu (i, ) aproximujeme s vyuzitim vztaht (3.36) a (3.37) nésledujicim

zpusobem
P _ U ou ov v B
iy = Taely oz o Taulg Ay 7 oxl.. + Tyl oyl
v iJ i ij
| (f Ou - Ou ) T
ij J J
91y |y
ou ou ov v
+ Tmy|ij Syis aig ”+77yij 8777 ”+§zz’j 875 ”+77m;j 6777 ) +
K v 1] ij
ov ov
+ Tyy‘i]’ gyij 87 +77yij 67 =
ij U ij
ou o
B <Tm‘” Soij + Tayl fy"j) ¢ * (T”’ij Mwij + Tayly; inj) anl T
ij nl;;
v ov
+ <T$y|ij Saij + Tyy|ij 5y"j) (’)75 + (Txy|ij Neij + Tyy|zj nyij) 877 )
ij ij
kde
| 4 ¢ ou n ou 2 ¢ ov n ov 2 i
Taxliy = qHtij | Swij o7 ij o — S Htij ij A ii = — S PijKij,
ij = gHtis 7 B¢ y n ]anij gHtij | Syis afij Ty ij anij 3Pk

ou
Txylz‘j = Tye = Mtij | Syij 875

y Ty ij 877 y Mt 45 T ij 85 y N ij 677

y 3,utm Vil He y Ty i a1

) 2
73
ij

ou

2 ou
Tyy‘ij R <€xij o ij e on

pijkij
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a
% _ Uit1j — Ui—1j
¢ |, NI
@ _ Uij41 — Ugj—1
on|,; 2An ’
@ _ Vit1j — Vi-1j
€|, INE
@ _ Vij4+1 — Vij—1
on|,; 2An

Clen Ly, tykajici se ipravy pro nizké turbulentni Reynoldsova éfsla v uzlu (1, 7) aproximujeme

2
g O\/kij O/ ki O/ ki
Lk’ij = _2’[;%]' (fzmj + N ij 877 +€yij 85] +77yij 877]> =
ij
2
k.oi.— . /k 1. k...1— . /k. 1
Mij \/ it3J \/ i—3J \/ iJtg \/ Y3
= —2— [(&xij +&yij + (Nwij + Myij
pis (€ i+ &y J) AE (n i T Ty ]) A7

Pravou stranu rovnice (3.39) ozna¢ime RH S, a derivaci k podle ¢asu na levé strané aproxi-
mujeme doprednou diferencni formuli prvniho fadu presnosti, [8]. Dostaneme

ok
—| =RHS
8t y ks
Ertl _ pn
Y _ RHS
Atk "
klﬂ]ﬂrl — kZ + Atlok . RHSk, (340)

kde hodnoty vSech veli¢in vystupujicich ve vyrazu RH Sy uvazujeme v n-té ¢asové hladiné.

Explicitni schéma pro transportni rovnici pro rychlost disipace € (3.21) je mozné odvodit
analogickym zpusobem jako schéma pro transportni rovnici pro turbulentni energii k. Clen
L. tykajici se ipravy pro nizkd turbulentni Reynoldsova ¢éisla v uzlu (4, j) aproximujeme

2 2
L. o= ol 0w\
I 33/2

2
Wij Pt ou ou
L€|Z.j = 92 aztj <§y ny877>‘|.4:
L 1)

Pij ¢

r 2

_ gt | O Ou Du) O ( Ou Ou

Hij /lt i i+57
2 J J gy i 2
pz]
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kde

7 — e Wity = Wij 1 Uipljpl = Uiy lj 1
i3 T Svivzim Ag  vitdd An ’

A — ¢ Uij — Ui—1; n U 141 —U 15 1
=3 T Svimzim A vicgd An ’

7 _ ¢ Upp ljpl — U 1541 n Ujj+1 — Ujj
i+ T Syij+i A& Myij+i AT )

7 _ ¢ Yitgi-y — Micgicg [ Uij — Uij—1
-3 T Syii—3 AL Ti-3T A

Analogicky k rovnici (3.39) tedy muzeme pro € psat

1 €ii — €i—14 1 €i+15 — €5
RHS. = —=(Uy; +|U;)—521 _ Z(y,. — U, i Gy
1 €7 — €ii—1 1 €ij+1 — €ij
—— (V5 W.A_,V;A_Vi, J J
1 Ae?ﬂr%j
o { (A6)? (€15 — €i) (Eij€irty + Syiibyints) +
i
Aei-i-%j
+ @(%%j*% - €i+%j—§)(§m‘j77m+%j + fyijnyi+§j) -
Aeif%j
- W(Ezj —€i-1j) (&oij€oioij + SyisSyi-1;) —
Aeif%j
- AEAD (Ei—%j-i-% - Ei—%j—%xfzijnm—%j + gyijnyi—%j) +
AeijJr%
+ AEAT (6i+%j+% - Qf%ﬂ%)mxijfmﬂ% + injfyiﬂ%) + (3.41)
Aeij—i—%
+ W(Eml =€) (MeijMaijel + Myijlyije1) —
Aeij—%
- AEAY <€i+%jf% - Eif%jf%)(nxijgzpijf% + injfyijfé) -
Aeij—%
- Tane (€ij = €ij—1) (MwijMaij—1 + Myijhys-1) b+
) 2 Le|,;
€ € ¢
+  Cafiij Pel,; —2 — Cafoiy—= + —2,
i Pl pijkij Tkij Py
kde
Ae = /"L + &7
o
k2.
R€t|1] — p] 74]’
Hij€ij
fii; = 1,0
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Analogicky ke vztahu (3.40) plati pro e

it = € + At - RHS,, (3.42)
kde hodnoty vSech veli¢in vystupujicich ve vyrazu RHS. uvazujeme v n-té ¢asové hladiné.

Hodnotu turbulentni vazkosti p; v ¢asové hladiné n + 1 v uzlu (i, 7) potom vypocitdme
podle (3.22) jako

(kn<+1)2
n+1l __ n+1l n 1)
iy = Culiiy Py (3.43)
kde
—25
n+l 1+O,02Re;ﬂ;;1

pij
Je ziejmé, ze abychom mohli uvedenym zpusobem fesit rovnice modelu turbulence k-e,
potfebujeme predepsat pocateéni a okrajové podminky pro turbulentni kinetickou energii k,
rychlost disipace € a turbulentni vazkost p;. Hodnoty pouzité v této praci a jejich stanoveni
je uvedeno v nasledujici kapitole.



Kapitola 4

Modelovani turbulentniho proudéni
v uzkém kanalu

Soucasti této prace je algoritmizace dvou vybranych modelu turbulence v ramci vlastniho
programu pro numericky vypocet proudéni, a to modelu Baldwina a Lomaxe a modelu k-e
s upravou pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla. Model Baldwina a Lomaxe byl zvolen jako
zastupce skupiny algebraickych modelu turbulence. Pii jeho pouziti neni nutné fesit zadné
parcialni diferencidlni rovnice a lze pomérné snadno pocitat turbulentni vazkost u; primo
ze vztahu uvedenych v odstaveci 2.1.2. Model k-€ byl vybran jako zastupce dvourovnicovych

VVVVVV

N

nez implementace modelu algebraického, nékteré detaily jsou uvedeny v této kapitole.

Oba modely turbulence jsou aplikovany na tloze ustdleného dvourozmérného turbu-
lentniho proudéni stlacitelné vazké tekutiny v tizkém obdélnikovém kanalu uréeném dvéma
rovnobéznymi pevnymi nepropustnymi sténami. Volba této tlohy vyplyva ze skutecénosti, ze
na katedte mechaniky Fakulty aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni je proudéni
tekutin v tésnicich mezerdch ruzného typu a minikanalech dlouhodobé feseno a diky 1izké spo-
lupréci s Ustavem termomechaniky Akademie véd Ceské republiky je mozné nékteré vysledky
vlastnich numerickych simulaci porovnat s experimentalnimi vysledky ziskanymi v Aerodyna-
mické laboratori UT AV CR v Novém Kniné a také s vysledky vypoétenymi v profesiondlnim
vypoctovém systému ANSYS Fluent.

4.1 Formulace tulohy

Zabyvame se turbulentnim proudénim tekutiny v tzkém dvourozmérném kandlu, ktery
predstavuje vypoctovou oblast  C R?2, obr. 4.1, uréenou hranici 9Q = 9, U 09Q; U 05,.
Cést hranice 99, piedstavuje pevnou nepropustnou sténu, 0€); je ¢ést hranice, kterou teku-
tina vstupuje do vypoctové oblasti a 0€), je ¢ast hranice, kterou tekutina vypoc¢tovou oblast
opousti. Vyska kandlu je h = 2 mm a délka 1 = 100 mm.

Dvourozmérné turbulentni proudéni stlacitelné vazké tekutiny na uvedené vypoctové ob-
lasti € popisujeme systémem stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra (3.1)
- (3.5) doplnénym bud algebraickym modelem turbulence Baldwina a Lomaxe nebo dvou-
rovnicovym modelem turbulence k-€ , a to s ipravou pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla
podle Jonese a Laundera, nebot se jednd o obtékani stény. Dale piedpokldddme, Ze dyna-

20
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mické vazkost tekutiny g a Prandtlovo ¢islo Pr je konstantni. Uvazujeme proudéni vzduchu
pti béznych teplotdch, s dynamickou vazkosti g = 1,879 - 107°Pa - s a Prandtlovym ¢islem
Pr = 0,72. Pro obtékani stény se standardné pouziva turbulentni Prandtlovo ¢islo Pry; = 0, 9.
Ulohu fesfme v rozmérovém tvaru.

9Qy,

9Qy,

Obrézek 4.1: Geometrie vypoctové oblasti Q C R?

4.2 Okrajové podminky

Okrajové podminky jsou zadany tak, aby co nejvice odpovidaly uloze, kterda byla experi-
mentélné méfena v Aerodynamické laboratori UT AV CR v Novém Kniné a modelovéna
ve vypoctovém systému ANSYS Fluent, coz umoznuje srovnani dosazenych vysledku. Pti
zadavani okrajovych podminek méme samoziejmé stale na mysli stfedni hodnoty veli¢in
proudového pole, nikoliv jejich okamzité hodnoty.

Na vstupu do vypoctové oblasti, tedy na ¢asti hranice 0§2;, predepiSeme nésledujici okrajové
podminky:

— stagnacni tlak: pgqy = 101325Pa,

stagnacni teplotu: Tsmg =294, 15K,

thel nabéhu proudu: a = 0°,

derivaci termodynamické teploty ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k hra-

nici 0€;: %Z: =0,

okrajovou podminku typu (f;; + 7;)n; =0, i=1,2.

Nejdiive extrapolujeme hodnotu statického tlaku p;,; z proudového pole, tedy z vektoru kon-
zervativnich proménnych w = [wy, wy, w3, wy]? v pifslusném kontrolnim objemu sousedicim
s hranici 0€);, podle vztahu

2 2
pinl:(l{_l)<w4_w>a 52174a
2’LU1
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s vyuzitim pfedepsaného stagnacniho tlaku pg,e vypocitdme Machovo ¢islo na vstupu

r—1
Minl = 2 |:<p_stag> K - 1]7
k—1 Pini

dédle pomoci piedepsané stagnaéni teploty 7. stag Urcime teplotu na vstupu

- - k—1_-.\!
Enl - Tstag <1 + 2M12nl>

a hodnotu hustoty ze stavové rovnice

_ Dinl
Pinl = —=—, 1 = 287.
r CZjinl
Stanovime velikost rychlosti |0;,]
N - Dini
|Uz'nl| - Minl K jn
inl
a celkovou mérnou energii na vstupu
~ ﬁinl 1 ~ 2
Cinl = ———— + =|Usi]”.
inl ﬁinl (l-’i — 1) 2| znl|

Vektor konzervativnich proménnych na vstupu potom bude s ohledem na nulovy 1hel nabéhu
proudu dan

ﬁinl
Dint |Vini
W,Lnl — pln (’) wm |
ﬁinl éinl
Okrajové podminky g—i =0a (t; +75)n; =0, i=1,2, vedou na nulovy normalovy vazky

numericky tok pfislusnou stranou kontrolniho objemu, kterd lezi na vstupni hranici 0€;, [17].
Numerické vazké toky (3.19) na vstupu tedy neni vubec potieba pocitat.

Na vystupu z vypoctové oblasti, tedy na ¢asti hranice 052, predepisujeme
— staticky tlak: py,; = 37693 Pa,

— derivaci termodynamické teploty ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k hra-
nici 0€2,: g—:np =0,
— okrajovou podminku typu (f;; + 7;;)n; =0, i=1,2.

Z vektoru konzervativnich proménnych w = [wy, wy, w3, wy)? v kontrolnim objemu sousedicim
s hranici 012, extrapolujeme hodnotu hustoty p,.: a slozky vektoru rychlosti @y,; a Uy, tedy
%) ~ w3

pout = Wh, Uout = —, Vout = —,
w1y wy
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a pomoci predepsaného statického tlaku uréime celkovou mérnou energii na vystupu

~ pout 1 ~9 ~2
out = —— <~ T = Upy + Vout) -
t pout (l‘f _ 1) 2( t t)

Vektor konzervativnich proménnych na vystupu pak bude dan

pout
pout aout
[)out {)out
ﬁinl éout

Wout =

Okrajové podminky g—z; =0a (t;j +7;)n; =0, i=1,2, stejné jako na vstupu opét vedou

na nulovy normélovy vazky numericky tok tou stranou ptislusného kontrolniho objemu, kterd
lezi na vystupni hranici 0f2,.

Na pevné nepropustné sténé, tedy na ¢asti hranice 052, predepiseme

— nulové slozky rychlosti: « = 0, v = 0.

Jako pocateéni podminky muzeme v celé vypoctové oblasti 2 pouzit hodnoty vektoru kon-
zervativnich proménnych na vstupu wy,;. Dale je potifeba predepsat okrajové a pocatecni
podminky tykajici se pouzitych modelu turbulence. Jejich konkrétni podoba je popsana
v nasledujicich odstavcich.

4.3 Implementace modelu turbulence Baldwina a Lo-
maxe

Aplikace algebraického modelu turbulence Baldwina a Lomaxe nevyzaduje zadné dalsi
Upravy, pouzijeme piimo vztahy uvedené v odstavci 2.1.2, pomoci kterych vypocitame
ve stfedech vsech kontrolnich objemu turbulentni vazkost p;, a p;, a ur¢ime y; jako minimum
z téchto dvou hodnot. Pouze je potieba si uvédomit, ze v dolni poloviné kanalu predstavuje
proménnd y kolmou vzdélenost od dolni stény a v horni poloviné kanélu kolmou vzdéalenost
od horni stény, tedy ze y neodpovida druhé kartézské souradnici stfedu kontrolnich objemu.
Turbulentni vazkost na sténé predpokladame nulovou.

4.4 Implementace modelu turbulence k-¢

Obecné existuji dva zpusoby, jak zahrnout dvourovnicovy model turbulence do kédu pro nu-
merické feseni systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic. Jednou moznosti je
resit systém Navierovych-Stokesovych rovnic a rovnice modelu turbulence oddélené, v pod-
staté jako v lamindrnim pifpadé, kdy se k vazkosti y, respektive podilu £, pouze pricitd
turbulentni vazkost p;, respektive podil P“—;t, jak je vidét ze vztahu v odstavci 3.1. Hod-
noty turbulentni vazkosti u; se pouzivaji vzdy z predchozi ¢asové hladiny. Tento zpusob je
popsany a aplikovany v této praci. Druhou moznosti je fesit systém stiedovanych Navie-
rovych-Stokesovych rovnic a rovnice modelu turbulence soucasné.
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Pti praktické implementaci dvourovnicového modelu k-¢ je potieba vytesit nékolik proble-
matickych otazek, které nemusi byt na prvni pohled ziejmé. Jednd se predevsim o stanoveni
okrajovych a pocatecnich podminek pro k, € a p;, dale o volbu ¢asového kroku pro feseni
transportnich rovnic pro k a €, vystupujiciho ve vztazich (3.40) a (3.42), a také o celko-
vou strukturu programu pro vypocet turbulentniho proudéni, predevsim zaclenéni modelu
turbulence.

Pocatecni a okrajové podminky

Model turbulence k-¢€ je tvofen dvéma parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi, pro jejichz reseni
je nutné znat pocateéni a okrajové podminky pro k a e. To je obecné problém, protoze
na rozdil od klasickych okrajovych podminek jako je tlak nebo teplota, o kterych mame jasnou
fyzikalni predstavu a muzeme je v realné technické aplikaci primo zmérit nebo nastavit, uréit
okrajové podminky pro turbulentni veliciny k, € a u; je obtizné.

Urcity navod, jak tyto okrajové podminky nastavit, davé [8]. Hodnotu turbulentni kine-
tické energie kg na vstupu do vypocétové oblasti 9€2; uréime pomoci vztahu

kO = 17 5 (ﬂ U0)27

kde T; je intenzita turbulence a voli se v rozmezi T; = 0,0001 — 0, 1, v této praci T; = 0,0001.
Uy je zvoleno jako stfedni rychlost proudu v kanalu. Hodnotu rychlosti disipace ¢y na vstupu
0%); vypocitame podle )
€ =p Cuﬁ
ot
kde p je hustota tekutiny na vstupu, konstanta C),, = 0,09 a p, se voli v rozmezi p,, =
(0,1 — 100) u, zde byla s ohledem na hodnoty turbulentni vazkosti vypoctené modelem
Baldwina a Lomaxe stanovena hodnota j;, = 0,1 = 1,879 - 107*Pa - s. Pomoci uvedenych
vztaht byly tedy stanoveny nasledujici okrajové podminky na vstupu: kg = 12,52m?s™2, ¢y =
8,848 - 10* m?s~3. Tyto hodnoty jsou zaroveii vyuzity jako pocateéni pro celou vypoétovou
oblast.

Okrajové hodnoty v uzlech na vystupni hranici 02, extrapolujeme s prvnim fadem
presnosti, tedy kopirujeme hodnoty z uzlu sousedicich s vystupni hranici.

Na pevné sténé 0f€), predepiSeme nulové derivace k a € ve sméru normdly k obtékané
sténeé, tedy

on on
Jinou moznosti je pouzit nulové hodnoty £ i €, nebo nulovou hodnotu k a zvolenou nenulovou
hodnotu e, [8].

Vypocet je realizovén tak, ze pomoci vztahu (3.40) a (3.42) pocitame hodnoty k a € pouze
ve vnitinich uzlech sité, na vstupu predepisujeme stanovené hodnoty kg a €y a na sténach
a vystupu extrapolujeme s prvnim fadem presnosti. Ve vsech uzlech sité kromeé uzlu na sténé
pak poc¢itdme p; podle vztahu (3.43) a na sténé predepisujeme p; = 0.

Casovy krok a struktura programu

Systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic feSime pomoci c¢tyrstupnové
Rungeovy-Kuttovy metody s ¢asovym krokem At stanovenym nutnou CFL podminkou sta-
bility, jak je popsano v odstavci 3.3. Nastava otazka, s jakym ¢asovym krokem fesit rovnice
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modelu k-€ a jak je vhodné provéazat se ¢tyistupnovou Rungeovou-Kuttovou metodou ¢asové
integrace. V této préci byla vyzkousena nasledujici moznost.

Predpokladejme, ze se nachazime v n-té casové hladiné vypoctu. Zname vektor konzer-
vativnich proménnych w™ a hodnoty turbulentnich velicin k", €* a u}* v kazdé bunce (uzlu)
sité. (Dusledkem toho, ze diskretizaci systému Navierovych-Stokesovych rovnic providime
ve stfedech kontrolnich objemu a diskretizaci rovnic modelu k-e¢ v uzlech sité, je samoziejmé
nutnost podle potteby prepocitdvat hodnoty z uzlu do stiedu bunék a naopak.) Podle odstavce
3.3 realizujeme prvni, druhy a tfeti krok Rungeovy-Kuttovy metody, pricemz pouzivame stéle
hodnoty ' z n-té casové hladiny. Po tfetim kroku Rungeovy-Kuttovy metody uplatnime mo-
del turbulence k-¢ tak, ze stanovime lokalni ¢asovy krok At = %, napiiklad NT = 15,
a s timto krokem NT-krat fesime rovnice (3.40), (3.42) a (3.43), pficemz jako pocatecni hod-
noty pouzijeme k", €” a u. Po NT krocich tak ziskdme nové hodnoty k"1, e"*! a pup*t, které
vyuzijeme ve ¢tvrtém kroku Rungeovy-Kuttovy metody. Situaci schématicky znazornime:

n n o o.n n
Wak7€7ut

U

nutnd CFL podminka stability = At
k; =R (Wi, py')

1

n 1 n
At
NT
k=K, € =€, p =
proiod 1 do NT
Bt = &k + Aty - RHSE
€s+1 =¢ + Atlok . RHSS
s+1 _C fs+1 n( s+1)2
He = Cpfy P ot
ks = k,s+17 e = Eerl’ ,Uf — ,uerl
1=1+1
kn+1 — ]{fs, En—i-l — ES, ,LL?—H — Mf
k4 = R(WZ + Atkg, M?Jrl)

Aty =

n n 1
Wi]%l =wj + G At (ky + 2k + 2ks + ky)
I3
Wn+17 kn+17 En+17 M?H
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4.5 Numerické vysledky

V tomto odstavci jsou prezentovany numerické vysledky ziskané vypoctem turbulentniho
proudéni stlacitelné vazké tekutiny v uzkém kandlu, jehoz geometrie je podrobné popsana
v sekci 4.1. Vsechny uvedené vypocty jsou provedeny pomoci metod popsanych v této praci
a s okrajovymi podminkami uvedenymi v odstavci 4.2. Vypoéty jsou realizovany na velmi
jemné strukturované siti o poctu kontrolnich objemu 40 x 222 se zahusténim v blizkosti stén.
Pti simulacich turbulentniho proudéni je vyzadovano, aby pro prvni uzel sité u stény platilo
piiblizné y* <1 (2.3).

Je potieba si uvédomit, ze ziskané vysledky jsou pouze stfednimi hodnotami veli¢in prou-
dového pole, nikoliv hodnotami okamzitymi. To je dusledkem pouzité metody pro modelovani
turbulentniho proudéni, tedy stfedovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic.

Jsou prezentovany jednak vysledky pti pouziti algebraického modelu turbulence Baldwina
a Lomaxe a jednak vysledky pti pouziti dvourovnicového modelu turbulence k-e s tipravou
pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla podle Jonese a Laundera.

Konvergenci numerickych metod v této praci mérime hodnotou rezidua, definovaného

vztahem
nt+l = 2
Q| Pij P
ij At

> 1] ’

kde [€2;;] je velikost kontrolntho objemu Q;;, g7 a ﬁ?jﬂ je stiedni hodnota hustoty ve stiedu

2

reziduum =

logireziduurn)

pocet iteraci w10

Obrézek 4.2: Konvergence numerické metody pii vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (¢erné)
a k-e (Cerveneé)
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kontrolnfho objemu €2;; v €asech t" a t"*!. Vypocet zastavime, kdyz hodnota rezidua spln{
podminku reziduum < ¢, kde € je mala, predem zvolena hodnota. Pti praktickych vypoctech
povazujeme TeSeni za ustalené, pokud reziduum dosahlo urcité hodnoty a dale se jiz neméni,
obr. 4.2. Prubéh konvergence zobrazujeme jako zavislost logaritmu rezidua na poctu iteraci
numerického vypoctu. Na obrazku 4.2 je znazornén prubéh konvergence pro vypocty s obéma
modely turbulence. Pti srovnani vysledku jsou vzdy hodnoty tykajici se modelu Baldwina
a Lomaxe zobrazeny c¢erné a hodnoty tykajici se modelu k-e ¢ervené. Vypocty jsou diky
modelu turbulence k-e. Z ¢asovych duvodu bylo nutné vypocet pomoci modelu k-e¢ ukonéit
po 7-10° provedenych iteraci. Disledkem toho je, Ze zde uvedené vysledky nejsou jesté zcela
dokonvergované. To je vidét predevsim u profilu stfedni hodnoty slozky rychlosti @, obr. 4.8.
Predpokladame, ze pii pokracovani vypoctu dojde k vyhlazeni profilu rychlosti a dosazeni
priblizné stejné maximalni hodnoty rychlosti ve sttedu kanalu jako v pripadé vypocétu pomoci
modelu turbulence Baldwina a Lomaxe, obr. 4.8.

Obréazky 4.3, 4.4 a 4.5 ukazuji izoc¢ary stfedni hodnoty hustoty p, termodynamické teploty
T a Machova &isla Ma = 7”2;”32, kde stfedni hodnota rychlosti zvuku a = \/?%, pro oba
modely turbulence.

12 ) > \\(
U.UU_ 0.01 0.02 0.03 EI.IEM : ‘ : : //[
.

n

in

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

¥ 10°
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151
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0.55 0B 0.65 07 0.7s 0.8 0.85 09 085 1 1.05
0 0.04 0.05 0.06 0.ov

o

0B 085 07 0.7a 08 085 0sg 0.9a 1 1.058

1

Obrézek 4.3: Izocary stiedni hodnoty hustoty pii vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (nahote)
a k-€ (dole)
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Obrézek 4.4: Izocary stredni hodnoty teploty pii vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (nahote)

a k-€ (dole)
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Obrézek 4.5: Izocary sttedni hodnoty Machova ¢isla pfi vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe
(nahote) a k-¢ (dole)
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Na obrazku 4.6 je znazornén prubéh stfedni hodnoty statického tlaku podél osy kandlu
pouze s malym rozdilem mezi vysledky obou modelu. Déle zobrazime pomér stfedni hodnoty
statického a stagnacniho tlaku podle vztahu

p—<1+'€;1Ma2>M

Po
podél osy kandlu, vztazeno na délku kanalu [, obr. 4.7 vlevo.

ot

Baldwin-Lomax
k-g

3 1 Il 1 Il 1 1 Il 1 Il
0 0.0 0.0z 0.03 0.04 0.0 0.06 n.o7 0.08 0.0 0.1
3 [m]

Obrézek 4.6: Prubéh stiedni hodnoty statického tlaku podél osy kandlu pri vyuziti modelu
Baldwina a Lomaxe (¢erné) a k-¢ (¢ervené)

¢ vypolet
05 31— = experiment

O o 02 03 o as 2% a7 a3 a3 1 045 + | INRERL R LR 4 [ S i LR e LA T e
! G2 g 02 om 06 OB 3 4l
x/L[1]

Obréazek 4.7: Vlevo prubéh poméru stiedni hodnoty statického a stagnacniho tlaku podél
osy kanélu pfi vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (¢erné) a k-e¢ (Cervené), vpravo vysledky
poskytnuté Ustavem termomechaniky AV CR
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To umoznuje srovnani ziskanych vysledku s daty poskytnutymi Ustavem termomechaniky
AV CR. Na obrazku 4.7 vlevo jsou zobrazeny vlastni vysledky a vpravo vysledky poskyt-
nuté UT AV CR. Témi jsou experimentalné namérené hodnoty a také vysledky z vypoctu
v systému ANSY'S Fluent pomoci jednorovnicového modelu turbulence Spalarta a Allmarase.
Z obrazku je vidét dobra shoda vysledku ziskanych vlastni simulaci a vypoctem v softwaru
ANSYS Fluent.

Obréazek 4.8 porovnand profily stfedni hodnoty slozky rychlosti @ ziskané vypoctem po-
moci obou modelu turbulence podél vysky kanalu, a to v fezu x = 90 mm, tedy témér
na konci kandlu. Ve stejném fezu je vykreslen prubéh zdvislosti bezrozmérné rychlosti u*
na bezrozmérné kolmé vzdélenosti od stény y* v dolni poloviné kandlu. Bezrozmérné rych-
lost je definovand jako

ut ==,
Uy
kde u; je tieci rychlost stejné jako v definiénim vztahu pro y* (2.3). Zavislost u™*(y™) pro
oba modely turbulence je znazornéna na obr. 4.9 vlevo, obrazek 4.9 vpravo ukazuje vysledky
uvedené v literatute, [16], a to pro ulohu obtékani rovné desky. Vysledky tedy muzeme po-
rovnat pouze kvalitativné. V ptipadé vlastniho vypoctu pomoci modelu Baldwina a Lomaxe
je vidét velmi podobny charakter kiivky u™t(y™) jako v literature.

¥ 10°
2 T T T T T
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o L + 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 250 300 340

u
u [m5'1]

Obrézek 4.8: Profil sttedni hodnoty rychlosti o v fezu x = 90 mm pfti vyuziti modelu Baldwina
a Lomaxe (Cerné) a k-¢ (Cervené)

Velkou vypovidajici hodnotu o modelech turbulence mé priubéh turbulentnich veli¢in, tedy
turbulentni kinetické energie k, rychlosti disipace € a predevsim turbulentni vazkosti p;. Ma-
ximélni hodnoty turbulentni vazkosti se pro oba modely pohybuji v fadu 10~#. Uvédomime-li

vev s

si, ze tuto hodnotu pricitame k souciniteli dynamické vazkosti u, ktery je fddu 107°, je ziejmé,
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Obrézek 4.9: Vlevo zavislost bezrozmérné rychlosti u™ na bezrozmérné vzddlenosti od stény
yT v fezu x = 90 mm v doln{ poloviné kandlu pti vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (éerné)
a k-€ (Cervené), vpravo vysledky uvedené v literatute, [16]

ze model turbulence proudéni znacéné ovlivni. Na sténé je turbulentni vazkost nulova, smérem
od stény velmi rychle roste a ve stfedu kandlu opét klesd. Na obrazku 4.10 je znazornéno
rozlozeni turbulentni vazkosti podél vysky kandlu vypoctené pomoci modelu Baldwina a Lo-
maxe a modelu k-¢, opét v fezu x = 90 mm. Pokud bychom pocitali turbulentni proudéni
v §irsim kanalu, turbulentni vazkost by i v piipadé vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe klesala
ve stfedu kandlu az k nule. To bylo ovéfeno vypoctem v kandlu o vySce h = 5 mm, vysledky
zde nejsou z duvodu velkého rozsahu prace jiz uvedeny. Vysoké hodnoty turbulentni vazkosti
ve stfedu kanalu vypoctené pomoci modelu turbulence Baldwina a Lomaxe pri¢itame tedy
pravé velmi malé vysce kandlu.

0 —t— T I T

3
Wy [Pa -]

Obrazek 4.10: Prubeh turbulentni vazkosti pfi vyuziti modelu Baldwina a Lomaxe (Cerné)
a k-€ (Cervené) v fezu x = 90 mm
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Model Baldwina a Lomaxe vypocitava po celé délce kanalu kvalitativné stejny prubéh
turbulentni vazkosti, mirné se méni pouze jeji velikost. V ptripadé modelu turbulence k-
a rychlosti disipace € se v jednotlivych fezech podél kanalu znacné lisi. Obrazky 4.11, 4.12
a 4.13 ukazuji prubéhy téchto turbulentnich veli¢in v fezech x = 20 mm, x = 50 mm, x = 70
mm a X = 90 mm.
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Obrazek 4.11: Prubéh turbulentni vazkosti vypoctené modelem k-e ve svislych fezech



4.5 Numerické vysledky 63

Na obr. 4.12 a 4.13 je pro vétsi nazornost pouzito odlisné métitko pro horni a dolni dva
grafy.
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Obrazek 4.12: Prubéh turbulentni kinetické energie vypoctené modelem k-€ ve svislych fezech
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Obrazek 4.13: Prubéh rychlosti disipace vypoc¢tené modelem k-e ve svislych fezech
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Velka zména ve velikosti i prubéhu turbulentnich veli¢in podél kanalu vypoctenych mo-
delem turbulence k-¢ je pravdépodobné dana tim, ze k vyvinuti turbulentniho proudéni ne-
dochézi hned na zacatku kandlu, ale az v jeho druhé poloviné, kde se charakter prubéhu
turbulentnich veli¢in pravé zac¢ind zna¢né meénit.

Muzeme také zobrazit zavislost bezrozmérné turbulentni kinetické energie k™ = u% na bez-
rozmérné kolmé vzddlenosti od stény y*. Na obrdzku 4.14 vlevo je zndzornéna zavislost
kT (y™) vypoéitand pomoci modelu turbulence k-¢ na Fesené tiloze a vpravo jsou vysledky uve-
dené v literatute, [13], pro dvourozmérné proudéni rovnym kandlem, ale s odlisnymi rozméry
a okrajovymi podminkami. Kvalitativni srovnani charakteru zobrazenych ktivek je za danych
podminek uspokojivé.

4 T T T T T T T 5 T T 4 T g u T
35tk
4 L J
3
0%o\0
° =]
25F
3 |
prLp s\ 8
L af e . NG
<]
15l 2 - 2 g . i
: P
1} ~ A < <
A
tr B
05
i} 1 I 1 I I 1 L 0 1 1 L 1 I
i 50 100 150 200 2450 300 350 400 0 30 60 ap 120 150 180
e

Obrazek 4.14: Porovnani charakteru zavislosti k™ (y*) v fezu x = 90 mm, vlastni vypocet
(vlevo) a vysledky uvedené v literatufe, [13], (vpravo)

Z obréazku 4.10 je zrejmé, ze prubéh turbulentni vazkosti u; vypocitané modelem turbu-
lence Baldwina a Lomaxe a modelem turbulence k-¢ se lisi, a to pfedevsim ve stfedu kandlu.
Dusledkem toho jsou samoziejmeé i odlisnosti ve vypoctenych strednich hodnotach ostatnich
veli¢in proudového pole, jako naptiklad hustoty, teploty nebo slozky rychlosti @, jak je vidét
na obrazcich 4.3 - 4.8. Princip a implementace obou porovnavanych modelu turbulence jsou
natolik odlisné, ze ani nelze oc¢ekdvat shodné vysledky.



Zaver

Predkladana diplomova prace piinasi vhled do zakladu matematického modelovani tur-
bulentniho proudéni. Systematicky postupuje od popisu zakladnich vztahu pres odvozeni
systému stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic, prehled vyznamnych modelu turbu-
lence a zpusob jejich algoritmizace az k praktické implementaci dvou vybranych modelt
turbulence v programu pro numericky vypocet turbulentniho proudéni.

Cilem této prace neni prinést nové poznatky v oboru, ale polozit zaklady matema-
tického modelovani turbulentniho proudéni na katedfe mechaniky Fakulty aplikovanych véd
Zapadoceské univerzity v Plzni, protoze na uvedeném pracovisti nebyla tato problematika do-
sud systematicky feSena a rozvijena. Piinosem této prace je i usnadnéni studia turbulentniho
proudéni dalsim studentum, a to predevsim diky detailnimu popisu algoritmizace vybranych
modelt turbulence, ktera neni v dostupné literature vzdy uvedena.

V systému Matlab a Castecné v programovacim jazyce C++ byl vytvoren vlastni nume-
ricky Tesi¢ pro turbulentni proudéni stlacitelné vazké tekutiny ve 2D, do néhoz byl implemen-
tovan algebraicky model turbulence Baldwina a Lomaxe a dvourovnicovy model turbulence
k-€e s ipravou pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla podle Jonese a Laundera. Jako testovaci
uloha bylo zvoleno turbulentniho proudéni v tizkém dvourozmérném kanalu. Na této tloze
byly provedeny numerické vypocty pomoci obou vybranych modelu turbulence a vysledky
byly porovnany vzajemné i s vysledky dostupnymi v literatute.

Zavérem je mozné konstatovat, ze cile zadané diplomové prace byly splnény. Tato prace
je kvuli obtiznosti a rozsahu problematiky pouze uvodem do matematického modelovani
turbulentniho proudéni a predpokladd se navazani dalsim studiem a prohloubenim znalosti
o modelovani turbulentniho proudéni tak, aby ho bylo mozné vyuzivat pro realné aplikace.
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