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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva problémem pemidsazké tekutiny prostorem pidw poddajné
matrici. Pozadim problému je perfuze krve jatekaini. Tato perfuze je ve skdtesti velmi
slozity proces s velkou variabilitou visledku mnoha faktdr které ji ovliviiuji. Problém
prokrveni m¢kké tkaré proto bylo nutno vyrazn zjednoduSit pomoci matematického
modelovani siléy heterogennich materiak dirazem na interakci vazké tekutiny a poddajné
matrice porézniho meédia. VyuzZivdmedi pom metody homogenizace aplikované na
dvouskalovy popis daného fyzikalniho problému. plainové praciieSime nejprve Glohu
Stokesova proughi a dale rovnice statické rovnovéhy, kterédstavuji tzv. Biatv model
pro popis linearniho chovani poroelastickych materiUvedeny linearni model je poté
zpresren pomoci nastrdj citlivostni analyzy, ficemz vysledkem je model nelinearni.
Souasti prace je i affeni teoretickych poznaikna jednoduché testovaci uloze.

Kli ¢ové slova:
Stokesovo proughi, homogenizace, tenzor permeability, porézni omédiporoelasticita,
citlivostni analyza

Vypracovani diplomové prace bylo podpno grantovymi projekty SGS-2010-046,
GACR 106/09/0740 a IGA MZ CR 13326

Abstract

This diploma thesis is concerned with viscid fluildw through a porous space of
a deformable matrix. The background is the bloadusen through human liver tissue. The
perfusion is, in fact, a very complex process wiigh variability due to many factors.

Therefore the problem of blood flow through sofistie had to be simplified by using
mathematical modeling of strongly heterogeneouseris$ with emphasis on interaction
between viscid fluid and deformable matrix of a quq® medium. A method of

homogenization was employed on a two-scale desmmipif given physical problem. This

thesis uses the Stokes fluid flow model along i equations of static equilibrium, which
are used by the so called Biot model. Within treefe of this work a test was carried out
to confirm the theoretical findings of this thedisnally, a nonlinear, more accurate model,
which makes use of sensitivity analysis, was pregand tested.
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Stokes fluid flow, homogenization, permeability $en porous medium, poroelasticity,
sensitivity analysis
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Uvod

Moderni medicina vyuziva Sfiové diagnostické a zobrazovactigiroje pro stanoveni
pacientova stavu. Existuji i dalSi, neraéofistikované fistroje, které asistuji Iék#m piimo
béhem zakroku. Saiasny vyvoj ukazuje, Ze velkym pomocnikem k&ka jejich praci mohou
byt aplikované poznatky biomechaniky.

Biomechanika je oddtvi mechaniky, zabyvajici se mechanickymi vliastmogdtiologickych
materiati, tkani (jako nap stanoveni materidlovych konstant tk&timaka), riznych latek
(nag. tokové vlastnosti a modelovani préod krve, viz [24]) a déle také dynamikou
biologickych systérin (nag. svalova prac®, pripadré simulacemi interakce biologickych
materiah a systém s nezivymi (nap simulace setuclovéka s automobilem).

Tato diplomova prace se zabyva perfuzi, jinskeno pitokem, tekutiny poréznim
materialem s vyhledem na pouziti modelu pro simyacfuze krve jaterni tkani. Tématu se
vénuje rekolik zahranénich publikaci, viz nap [3], [6], [26]. Matematickou metodou
homogenizace se podrabmabyvaji autti publikaci [1], [2], [5] a [23]. Homogenizaci coby
nastroj aplikovany na nejzrejSi problémy biomechaniky uplaiji autdi clanka [4], [14],
[15], [17], [19] a cel&ady dalSich. Snahou autora této prace je blizezagamit s metodami
modelovani perfuze tekutiny poréznim modelem aattzjednoduseny, stacionarni model
tohoto jevu s vyuzitim f@dchoziho vyzkumu Katedry mechaniky Fakulty aplé&koych d
ZCU v Plzni a softwaru vyvinutého tamtéZ s vidinouzmého pouziti pré/na modelovani
perfuze krve jatry. V Zadnéntipadt se nejedna o praci komplexni, dopodrobna se zgibiva
systémovym modelem fioku krve jatry se zohle@dnim vesSkerych fyziologickych wBich

i vnittnich dynamickych procéskteré tento systém permanentwvlivivji, neba@ prokrveni
jater zavisi n&ad faktori (denni doba, pohybova aktivita jedincéijem potravy, zdravotni
stav jedince a dalsi).

1.1 Pracovni postup

1. Formulace pedpoklad matematického modelovani perfuze v jatrech.

2. Seznameni s matematickou metodou homogenizacelpdrygporéznich meédii.

3. Aplikace metody homogenizace na problém Stokesowadni nestlgitelné vazké
tekutiny pory absoluth tuného skeletu — Darcyho zakon. &sni na pikladu
s jednoduchou testovaci geometrii.

4. Seznameni s optimaliziai metodou citlivostni analyzy. Aplikace metody tegzor
permeability. O¥ieni na testovaci Uloze za pouZiti tzv. spline boxu.

5. Vycet vztali pro homogenizovany model poroelastického médidqrrdai Darcyho
zakona do modelu poroelastického média — nelinedadel. O¥ieni na pikladu
s jednoduchou testovaci geometrii.

! http://www.kme.zcu.cz/download/predmety/pmfb/praske-13.pdf
2VALDMANNOVA, L. Kosterr svalova rovnovaha horni keetiny [diplomova prace]. ZU v Plzni, 2011.
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1.2 Pouzity software

Vysledky, prezentované v této diplomové préaci, jseystupem vypéta provedenych
v softwaruSfePy volné dostupném kodu preeseni linearnich i nelinearnich mechanickych
systéni, popsanych parcialnimi diferencialnimi rovnicemi diskretizovanych pomoci
metody koneénych prviki. SoftwareSfePy(Simple finite elements in PytHoje vysledkem
nékolikaletého Usili akademickych pracovaigCU Ing. Roberta Cimrmana a Ph.D., Ing.
Vladimira LukeSe, Ph.D. Jako open source kéd, mppmovany pevazi vjazyce C
a Python, je softwar&fePypredmétem neustalého vyvoje, vylepSovani a ria&ni nejen
rukou svych turci, ale také progednictvim aktivnichélena jeho uZivatelské zakladny.
Vizualizace vysledk veSkerych vypé&ta, provedenych vesfePy je realizovana igvazi

v programuParaView N¢které vypdty a vizualizace byly provedeny v softwaru MATLAB.
Pro tvorbu konénéprvkovych siti byl pouzit software MSC.Marc.



2 Biologicky exkurs

PredloZzena diplomova prace se zabyva tématem z didonuechaniky, které v sébalespd
okrajow, propojuje poznatky mechaniky tekutin, poddajnyatek a mediciny. A proto na
tomto mis¢ uvael’me kratky popis jater a krve, abychom objekt materkého modelovani
uvedli do nélezitych souvislostitisle, nez pejdeme k odvozeni a formulaci vysiniho
modelu.

2.1 Jatra

Jatrajfeckyhepar, jsou nej¥étsi zlazou lidskéhcita. U dosgléhoclovéka dosahuji hmotnosti
mezi 1 a 2,5 kg, v iméru pak 1,5 kg, icemz u mui jsou hmotwjSi nez u zen.

Poznamka: Kapitola o jatrech napséana s vyuZitinorinhci ziskanych dnem osobnich
konzultaci s medicinskymi odborniky.

2.1.1 Uloha jater v lidském téle

Jatra v lidskémete zastévaji &kolik Zivotné dilezitych funkci.
» sekredni funkce — jatra coby exokrinni Zlaza produkuji &lktera je poté skladovana
ve zZlwniku a dale distribuovana ddest (vliv na traveni, emulgaci tik
* metabolicka funkce — jatra se uplauji pii zpracovani zakladnich zivin (tikcukri
a bilkovin), produkuji také glykogen, zdsobni pabtsarid (zdroj okamzité energie),
a plazmatické proteiny,
* vyluéovaci funkce — pri ¢innosti jater vznika mipvina, ktera krvi dale putuje do
ledvin, n&eZ je ma@i vyloucena,
» termickda funkce — jatra jsou diky intenzivnim, v nich probihajicimetabolickym
procesim zdrojem tepla.
Jatra pIni v lidskéméte nezastupitelnou rolifptransformaci latek a detoxikaci organismu,
coz jim vyslouzilo ¢asto zmhované pirovnani k chemické tovaén Podivejme se nyni
na jejich stavbu.

2.1.2 Anatomicky popis jater

Z hlediska anatomického popisu se jatra skladajityielaloki: lobus dexterlobus sinister
lobus quadratusa lobus caudatusJatra, umigha pod branici na pravé stéadutiny kisni,
jsou z&lenéna do okhové soustavy. Na zado-spodni strastupuji do jaterniho parenchymu
(viz nize), v mist zvaném jaterni branadgrta hepati¥

» jaterni tepnadrteria hepatica propri

» portalni nebo také vratnicova Zikefa portag
Z jater vystupuiji:

» Zlucovody @uctus hepaticus dextetuctus hepaticus sinisfer

o jaterni zily.
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Stavba vlastni jaterni tkanje nasleduijici. Hepatocytes

Nejvétsi  objemové  zastoupeni  ma i Hepati Porta
parenchym, houbovité b&né pletivo, =T ain
tvofené polyedrickymi jaternimi Bikami | ~Hepatic Artery
(hepatocyty, seskupenymi do tramc  Central Vein

Prostorem mezi hepatocyty je vedeno jemné |
sitovi kapilarnich sinusoid Soudrznost |
téchto stavebnich kaménzarwuje vazivo. 14 S
Tramce hepatocyt tvoii charakteristické Za U e [/ @\:] »

o v s . Y Venous Sinusé??‘@r"mf-w .
lalicky obklopujici centralni zilu Idbulus /e'jr';\]’
venae centralls na kolmémrezu pravidelné S e £ IRI: b]/
hexaedrické atvary, které jsou zartave asic structure ot Liver Lobule

zakladni morfologickou (stavebni, ale nikolpbr. 1: Struktura jaterniho lobulu. Zdroj:
funkeni!) jednotkou jater, viobr. 1 http://en.wikipedia.org/wiki/Lobules_of_liver

=Bile Canaliculi

“Bile Ducts

2.1.3 Popis krevnich ol&hi v jatrech

Do jaterniho parenchymu je kreviyadeéna vratnicovou
Zilou a jaterni tepnou. Jaterni teprextéria hepatica
propria) piindSi okyskenou krev ze srdce, zatimco
vratnicova Zila \ena portag krev s Zivinami,
pochazejicimi z trviciho traktu. Tyto &eévy spolu se
Zlutovodem tvei vétvici se triadu tfias), kterd obemyka
kazdy z lah¢ka, pricemz na kolméntezu jaterni tkani je
patrné, jak je triada vedena jak v interlobularmpirostoru,
tak podél hran kazdého hexagonalnihadali, viz obr. 1
Vétvici se strukturu triady lze obraznpiirovnat ke
_ stromu. Krev pivedend vratnicovou Zilou po jmhodu
funkénl'ho_ob?hu_. Zdro]: sinusoidy odtékaiemi nejblize umighymi centralnimi
http://mgdlgal-dlctlonary. Zilami, viz obr.obr. 2 Tyto tvai husté ¥tvovi dalSiho
thefreedlct?onary. .Stromu“, jehoz kmen vytvib dw az ti jaterni Zily,
com/hepatic+lobules vyGstujici pod branici do dolni duté Zily. Popsangiob
krve je vyrazem vlastni funkce jater.

obr. 2: Schematické znazo&ni

Vedle tohoto zajiuje nutréni obsh hepatickou artérii vyzivu jaterni tk&wokyslicenou krvi
z aorty. Oba zmimé okghy jsou ve vzajemné séimnosti. Spolu sedtvi a na soutoku jejich
terminalnich vlasgic vznikaji vySe zmiéné jaterni sinusoidy.

Zajimavou skuténosti je, Ze vnini funkéni ¢leréni jater neodpovida jejich anatomickému
popisu, nebtrozeznavame celkem osm jaternich segimehhlediska pitoku krve se jedna
0 nezavislé spadové oblasti. Znalost segihentalespt priblizné ukeni jejich hranic je
dulezité zejména ip provadni chirurgického zakroku, neboodstragnim nikterého
ze segmeltit tzv. resekci, lze eliminovat patologickou tkaniz by tento zakrok zamezil
spravnému fungovani organu.
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Dusledkem operace jsou zvySené néroky na zbylou njatde@i, ktera je vystavena
pavodnimu gisunu krve. Zde se nachazi moZznosimg spoluprace biomechaniky
a mediciny, nelddo budoucna by prévstanoveni hranic jednotlivych jaternich segment
pomoci numerického modelu na zakigiedchoziho CT a ultrazvukoveho vy&ati mohlo
vyznammé pomoci chirurgm v jejich praci snizenim rizika vzniku komplika®esmi totiz
dojit k vyraznému nepotnu mezi mnozstvim ifvadéné krve a velikosti zbylého jaterniho
parenchymu.

2.2 Krev

Krev je, jak uvadi auto publikace [24], transportni kapalinadiové soustavygloveka. Je to
vazka, nestkitelnd kapalina heterogenni povahy s hustotos 1043 <+ 1066 kg. m™3.

Sklada se z naZloutlé krevni plazmy (s objemovyrdilpm 46 = 63 %) a krevnich¢astic
(s obj. podilenB7 + 54 %), mezi které séadicervené a bile krvinky a krevni desy.

Poznamka: Kapitola o krvi napsana s vyuzitim adsjedenych v [24].

2.2.1 Skladba krve €lovéka

Krevni plazma je kapalina o hustop = 1025 kg. m™3, sloZzena fevazri z vody 02 %)
s pridavkem krevnich bilkovin a anorganickych soli Keeh 8 %). Zaji&'uje transport
krevnich¢astic a tiznych chemickych latek (vody, hormba tuka).

Cervené krvinky €rytrocyty jsou bezjaderné
bunky cervené barvy (diky obsahu Zeleza)
tvaru vprosted zplo&lého disku o hustet
p =1090 + 1100 kg.m~3. Jejich funkci je
piedevsim penos dychacich plynobéhovou
soustavou za delem zasobovani orgén
kyslikem. Krong& toho udrzuji stalé pH krve.

White blood
cells

Bilé krvinky (eukocyty jsou buiky s jadrem

a hustotou pohybujici se dle typu v rozmezi
1055 + 1085kg.m™3, piicemZz  existuje
obr. 3: Krevnicastice:¢ervené a bilé celkem 5 tyg: lymfocyty monocyty
krvinky a krevni destiky (platelets). neutrofily, eosinofilyabazofily Divodem této
Zdroj: http://www.thaimedicalnews.com/wpdiverzity je  schopnost  bilych — krvinek

content/uploads/blood-platelets.jpg zaji¥ovat obranyschopnost organismu (tvorba
protilatek, fagocytoza).

Poslednim typem krevniatastic jsou krevni desky, coZ jsou bezjaderné ulomkytsich
burgk s hustotoy = 1030 kg. m~3, které se uplatiji predevsim fi zacelovani ran, nelfo
umoziuji prenos enzyrin a dalSich latek ptebnych pro srdZeni krve (koagulaci).
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2.2.2 Faktory ovliviiujici tok krve

Tok krve je zavisly na mnoha faktorechulBzitym ukazatelem, ktery ovlivuje mimo jiné
také viskozitu krve, je tzv. hematokriti{c) — pon&r objemucervenych krvinek &¢i objemu
krve, dany vzorcem

V
Htc = —SXITOEEs ropy, (2.1)
Vblood

U savd@ vcetrg ¢lovéka se hematokrit pohybuje v rozme#d + 50 %, coZz je mnoZstvi
bezpeéné zajifujici potebné okyslieni tkani. Se zvySujicim se podil@&grvenych krvinek
(= rostoucimHtc) stoupd sice teoreticky schopnost knier@set dychaci plyny, zéarave
vSak, zejména v kapilarach, aata odpor proti #eni, zgisobeny piliSnou viskozitou krve.

DalSim z hledisek, ktera maji vliv na tok krve,jgff dynamicka viskozitay [Pa.s], ktera je
funkci smykové rychlosti krveglesné teploty a pr&hematokritu. Je-li smykova rychlost
krve velmi nizka, dochazi navic klokalnim fluktirac viskozity vlivem shlukovani
erytrocyti (tzv. penizkovaini). Cervené krvinky se mohou vyrazmeformovat a jsou tak
krom¢ utv&eni soudrznych shluk schopny projit kapilarou o fméru srovnatelném
S roznery cervené krvinky.

Mimoto zavisi tok krve a jeji viskozit& zdanliva viskozita téZz na méru cévy. Zajimavym
faktem je, Ze v cévach opméru mensim nes00 um se krevnicastice soused’uji kolem
strednice cévy, zatimcoripsttnach cévy se vytwo jen rekolik mikrometii silna vrstvatisté
plazmy. Ta ma za nasledek zlepSeni tokovych podminegw a tim i pokles skutmé
hodnoty viskozity na zdanlivou a tedy zmen3eni odpooti t&eni.

s

Nejdilezit¢jSim faktorem, ktery ma vliv na tokoveé vlastnostvds, je vSak smykova rychlost.
Jeji hodnota ovliije nejen dynamickou viskozitu krve, alecwje také hranici mezi
newtonskym a nenewtonskym chovanim krve. Zavatii\sekritickd smykova rychlost, ktera
ozna&uje nejmensi hodnotu smykové rychlosti, kieré je zdanliva viskozita krve konstantni
a zcela pevaZzuje newtonské chovani. Podré&Bn popis viivu smykové rychlosti nacdeni
krve cévami Ize najit v publikaci [24].

2.2.3 Matematické modelovani toku krve

Existuje vice pistupi k matematickému modelovani toku krve, které zgvisap. na
konkrétni aplikaci. Krev 1ze modelovat jako newtkms kapalinu v fipact, Ze se zabyvame
tokem krve velkymi cévami afpvelkych hodnotach smykové rychlosti. Také kreglaizma
se chova jako newtonska kapalina. Postoupime-gviam mensSich psvita, nabyva na
vyznamu heterogenita krve a sni souvisejici flak&u viskozity, které za@inuji
nenewtonské chovani krve. | diky vySe zémym jevam, mezi jaké pdt nag. vznik vrstvy
Cisté krevni plazmy i stn¢ cévy, je krev v podstatvicefazové médium s pseudoplastickym
az viskoelastickym chovanim — zvi&Stpokud modelujeme cévy velmi malychugviti

(@ < 500 um).
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Namgtem této prace je pchod krve jaterni tkani, tedy z fyzikalniho hledigkkousi houbou,
zastupujici slozitou spfeviasenic. Ve stedu zdjmu je fedevsSim poznani interakce kapaliny
a poddajného materialu tkrNavic se jedna o zjednoduSeny modékny spiSe jako uvod
do problematiky z oboru biomechaniky. ¥Yigpad zajmu o poznani metod modelovani
nenewtonskych kapalin séetelem na tok krve @hovou soustavou lze vice nez dopairu
literaturu [24] autorské dvojice Vimmr - JonasSova.
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3 Porézni materialy

Porézni materialy¢i média jsou heterogenni
materialy, jejichz charakteristickym znakem je
piitomnost dutin — pdir — ve skeletu zakladniho
materialu. Zakladni vlastnosti poréznich médii je
pordzita, tedycislo mezi nulou a jedtkou
udavajici ponsr objemu pdit vici celkovému
objemu, ktery v prostoru éleso z porézniho
materidlu zaujimi. Co déle odliSuje porézni
materialy od idealizované  redstavy
homogenniho pevného materialu, ale také od
materiai kompozitnich, je fitomnost tekuté
faze v siti pat. Touto tekutinou o éité husto

p [kg.m™3], dynamické vazkosti 1 [Pa.s]

a objemové stkitelnosti y [Pa™!] mize byt
prostor pol vyplnén bud’ ¢ast&éng, nebo zcela
nasycen — saturovan.

obr. 4. Sendw z plechi a kovové pgny
z hlinikové slitiny jako ukazka
porézniho materialu.

Zdroj: http://en.wikipedia.org/wiki/
File:Aluminium_foam_sandwich.jpg

3.1 Permeabilita

Permeabilita je schopnost porézniho materidalu prspo tekutinu. Je-li struktura por
v matrici materialu izotropni, je permeabilita wjfj@na jedinou skalarni hodnotou, &igac
anizotropnich poréznich matefigdak hovéime o tenzoru permeability.

Existuje rékolik zptsohi, jak permeabilitu definovat. Vyjdeme-li z Darcyhékona

w = —kVp, (3.2)

kdew [m.s™!] je vektor perfuzni rychlosti tekutiny@p = Z—Z [kg. m~2.s72] gradient tlaku,
[25], pak permeabilitak [m3.s.kg™!] udava, kolik tekutiny $ daném tlakovém spadu
poréznim materidlem za jednotkasu protee’. Perfuzni rychlosw je podle [19] rozdil
rychlosti tekutinyv, proudici pory a rychlostit, s jakou se posouvaji body matrice, kde
u zna&i vektor posunuti, icemz rozdil je navic nasoben objemovym podietekutiny \aci
objemu porézniho materialu.

w=¢(v;—u) (3.2)

Nevyhoda vySe zm@mé definice permeability spiva ve skuténosti, Ze pro dany porézni
material je hodnota permeability zavisla mimo jiaké na vlastnostech samotné tekutiny, jiz

! Rovnici (3.1) vynasobime jednotkovou ploch®u= 1 [m?]. Potom leva strana této rovnice je ekvivalentni
pritoénému mnozstw [m3.s~1], zatimco jeji prava strana je rovna &ou permeability a hybné sil§ [N].
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jsou pory syceny. Proto se zavadi tzv. vlagininitini permeabilitak’, definovana jako
souin permeabilityk a dynamické viskozity tekutirwy,

k' = kn [m?], (3.3)

kterd udava permeabilitu porézniho materialu nestdévia tekutis, kterd4 pory protékd, [25].
Vlastni permeabilitde’, jak je Zejmé z jednotky, zavisi pouze na geometrickém ifjzmi
mikrostruktury péii. Nadale se budeme drzet praeto definice permeability, a tak budeme-
li napiiS& hovdit o permeabili, bude tim mi#na vlastni permeabilitd’.

DalSi definice permeability Ize dohledat hap[25].

3.2 Vyskyt a pouziti

Porézni materialy sesbné vyskytuji v firods — pidy, horniny, devd, ale také nap kosti,
které se vyznalji tzv. dvojitou porezitou, viz [4], [16]. Fada ¢lovékem vytvdenych
materiah sefadi mezi porézni — jakdeba rtkteré keramické materid§i pomoci praskovée
metalurgie pipravené kovové porézni materialy, nachazejici tapha pi vyrobe
samomaznych loZisék

Skelet poréznich médii, zvany téZ matrice, ale rgnmyt tvden pouze tuhym pevnym
materialem. Redstavme si nd&p obyejnou myci houbu, u niz prévschopnost velmi
poddajné matrice vyznamnouérou se deformovat, a tim vypudit poréznim prostorem
pohlceny objem vody, je kaZzdodenmyuzZivana titeli a Zaky po celém st&€. Také celou
fadu biologickych materiala mekkych tkani Ize klasifikovat jako porézni médium.

Mechanickymi vlastnostmi poréznich mateiiae
zabyva poromechanika, odnoz mechanik
kontinua, zatimco poroakustika zkoumé&esi
zvukovych vin poréznim médiem. Vyznamn
podil na poznéani vlastnosti poréznich médii, jakg
i na polozeni =zaklad a rozvoji teorie g
poroelasticity ma belgicko-americky fyzikf . 4
Maurice Anthony Biot (1905 - 1985).

obr. 5: Maurice Anthony Biot.
Zdroj: http://imechanica.org/node/235/

! http://en.wikipedia.org/wiki/Porous_medium
2 http://www.jinpo.cz/vylisky.htmi
% http://en.wikipedia.org/wiki/Maurice_Anthony_Biot
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4 ZjednoduSujici predpoklady pro odvozeni matematického
modelu

Pti matematickém modelovani nazeaého fyziologického procesu perfuze krve jatry
budeme vychazet zkolika zjednodusujicichipdpokladi.

4.1 Predpoklad 1: periodicita lobularni struktury

Lobularni  strukturu uvaZzujeme
dokonale periodickou, sloZenou
z nekonéného  pdtu lobul
praifezu pravidelného Sestithel-
niku, pro jehoz stranu délkyplati

| <L, (4.1)

kde L je délka lobulu v osovém
sméru, [3]. Podél kazdé hrany
lobulu se tdhne interlobularnétev
portalni zily kruhového firezu
s pfimérem d,., zatimco v pro-

obr. 6: Idealre periodicka lobularni struktura jater. ~ stedku Sestitihelnikového ifezu

Portalni Zila vyzn&enadervery, centrélni Zila . lobule usti centraini zila o {®vitu
dey, [3]-

4.2 Predpoklad 2: nahrazeni sinusoid poréznim médiem

Modelovat mikroprou&hi krve sloZitou spleti jemnych sinusbtidiimo by znamenalo
vytvorit referergni, velmi detailni geometricky model obou cévnitomsi, respektujici jejich
piirozenou stochastickou stavbu alespdo jisté Urove detaili. Diskretizace takovéhoto
geometrického modelu by nétryZadovala vytvieni velmi husté sit slozené z obrovského
poctu kone&nych objend, a to jiz pro vypoetni oblast zahrnujici pouhy jeden jediny lobulus.
Kromé obtiZi spojenych s tvorbou &iby pouziti gimého modelovani kladlo zé&@é néroky
na hardware (pt¢ba velké opetai pangti a pevného disku s dostat®u kapacitou padti
pro ukladani dat éhem vypdtu) a neslo s sebou také &Atv podolg ¢asové narnosti
vypoétu. A proto zavadime — z hlediska diskretizace wgboi oblasti — vyznamné
zjednodusSeni tim, Ze protrd krvefeciSttm sinusoid modelujeme jako prowdi poréznim,
a tedy na arovni mikrostruktury nehomogennim matem. Tento fistup Zejmé odstrauje
problémy spojené se zdlouhavym preprocessingenstaucim vypoéetnimcasem, na druhé
straré vSak v sob skryva obtize jiného druhu, kterymi se blize zemkapitola 5.
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4.3 Predpoklad 3: krev jako newtonska kapalina

vt v

Krev je nestléitelnd nenewtonska vazka kapalina. OvSem jak tard@i ¢lanku [3], tvai
rozdil ve vysledcich vyptu modelu klasické newtonské nesilalné kapaliny a pseudo-
plastickeho modelu pouha 4%, a proto budeme dé&eopat s jednodussim, linearnim
modelem nestlatelné newtonské kapaliny, tzv. Newtonovym modelkapaliny, s kterym
pracuji také auto ¢lanku [6].

Napeti v newtonské kapalinje popsano tenzorem ndpz;;, ktery je dle [10] dan linearnim
vztahem

Tij = _p5l] +RU’ l,] = 1,...,N, (42)

kde p je konstantni hodnota tlakd;; Kroneckerovo deltay dimenze Glohy (rovinna pro
N = 2, prostorova prV = 3) aR;; tzv. disip&ni tenzor, ktery je dan vztahem

Konstantan [Pa.s] ve vzorci (4.3) znd dynamickou viskozitu kapaliny, jejiz velikost ale
obecr zavisi na tepld@ta tlaku,n’ [Pa.s] je tzv. druh& vazkost, pro niz plati

= —2n (4.4)

Jestlizew(x, t) je vektor rychlosti kapaliny, pak tenzor

) 1/0w; OJw;
éij = e;;(w) = > <6_x]l + 6_xj> (4.5)

piedstavuje rychlost potmé deformace kapaliny.

V piipact nestl&itelnych kapalin je druhylen rovnice (4.3) roven nule diky platnosti zakona
zachovani hmoty, ktery je pro nesttalnou tekutinu vyjaten rovnici kontinuity ve tvaru

ow
bk = WI’: = 0. (4.6)

Ve vztazich (4.3) a (4.6), jakoZ i v dalSimilpthu prace, je pouzZita Einsteinova suma
konvence.

Pti platnosti fedchozich tvrzeni fizeme tenzor nai 7;; v newtonské nestiéelné kapalig
zapsat v jeho korteé podob
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Wi | 0 ) . 4.7)

Piipadné zajemce o hlubSi poznani tématu modelovékil tkrve pomoci modeél
nenewtonské kapaliny odkazuji na literaturu [24].

4.4 Predpoklad 4: Stokesovo proudni krve

V mechanice tekutin obe&npouzivanym matematickym aparatem je systém nehiea
nestacionarnich Navier-Stokesovych diferencialm@imic, které pro nesttételnou tekutinu
maji v bezrozrérném tvaru podobu

*

*6Wi+ Jow) 1 6p*+ o%w; e 4.8)
P o P o™ TR\ ox; T TI) |

piicemz bezrozrérné veltiny hustoty,éasu, polohy, rychlosti, tlaku a &8i objemové sily,
oznaené h¥zdickou, jsou definovany pomoci refetgrich hodnop,,, I, awe:

Wi
loo Weo

Bezroznérny tlak p* a vektor vijSi objemové silyf;" nejsou v rovnici (4.8) definovany
obvyklym zpisoben!, ale pomoci tného napti, pisobiciho nap na rozhrani mezi
tekutinou a pevnou &tou, [9], [12].

p T T We fl T We (49)
T, T,

S takto definovanymi bezrozimymi veli¢inami je cel& prava strana rovnice (4.8) nasobena
reciprokou hodnotou bezrozZmého Reynoldsovéisla

[ee] Oolm
Re = LotV (4.10)

n

které udava poem sil setrvé&nych a viskdznich. Vynasobme rovnici (4.8jslem Re
a pozorujme, co se bude dft pelmi malémRe « 1.

*

an'
1> Re|p” + p*

+ £ (4.11)

ow; |\ dp* 0%w;
at* Bl

W
* ] * * *
0x; Ox;  0x;0x;

p
PooW

! Bezroznirny tlakp* roven podilu statického tlaku a dynamického tlesferersnich veltin: p* =

2 "
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Nizka hodnotake indikuje bul’ vysokou viskozitu tekutiny, nebo jeji nizkou ryasici maly
charakteristicky rozgr vypotetni oblasti, popipact n¢jakou kombinacidchto jeva. Jelikoz
se vtéto praci zabyvamecemim krve ieciSttm sinusoid, piichazi v ivahu v podstat
vSechny zmiéné jevy. Krev je kapalina o nezanedbatelné viskpztotékajici siti velmi
jemnych cévek o malém {mvitu @d ekvivalentni charakteristickému rozm [,,) nizkou
rychlosti, fadow 107 az 10> m.s™! (2,59-10"°m.s~! podle [6]), coZz umaiuje jak
lokdlni, tak i konvektivnélen na levé stranrovnice zanedbat, [9], [12], [23].

Pri vypocétu vektoru rychlostiw; a tlakup ve vazké, nesttitelné kapalig Ize tedy pejit od
systému Navier-Stokesovych rovnic ke kvazi-stadioimau systému, popsanému linearnimi
Stokesovymi rovnicemi (nyni épv dimenzionalnim tvaru s jednotkgN. m~3])

op 0%w;
- =0 vQ ij=1,..,N. 4.12
axl+nax]ax]+ﬁ \% f » L] IREES ( )
Ve vektorovém zapisu
“Vp+nAw+ f=0 v, (4.13)

kdeA zn&i Laplacév operator vzhledem k prostorovym sadnicimx € Q.

Systém (4.12) oV rovnicich, popisujicich Stokesovo préad nskdy téz zvané plizivé
(creeping flow, [9], doplnime podminkou nulové divergence velitarchlosti, rovnici
kontinuity, a konén¢ okrajovou podminkou nulove rychlosti na hranicpa§tove oblastt).

an'
= 4.14
o =0 VY (4.14)

w; =0 na € (4.15)

kde dQ, je hranice oblastiy, [1], [23].

Rovnici (4.12), resp. (4.13) Ize interpretovat tgkiéo rovnici statické rovnovahy ¥sich sil
f; pasobicich na objem tekutiny a Jmitch sil pisobicich v tekuti# vyjadenych pomoci
tenzoru nagti 7;;, pticemz plati

Dosazenim (4.7) zg; a naslednou Upravou vztahuithfgdnutim k platnosti (4.14) ziskame
praw Stokesovu rovnici (4.12).



ZJEDNODUSUJICI REDPOKLADY PRO ODVOZENiI MATEMATICKEHO MODELU 17

4.5 Predpoklad 5: linearné elasticky material matrice

Pri matematickém modelovani gkkych tkani a dalSich biologickych matetiase ¢asto
uplatiuji nelinearni mechanické modely materi§predevsim viskoelasticky model), které
pripoustji velké deformace, vykazugasow¥ zavislé chovani a dalSi podobné fenomeény.
V této praci ale p reSeni statickeho namahani matrice porézniho etaktic materialu
vychazime ze zjednodusujicihtedpokladu, Ze deformace matrice, indukovanéjSim
zatizenim, jsou malé a Ize je tedy vyjagomoci Cauchyova tenzoru malych deformaci,

1 aui au]
. =_(=4+2 4.16
el] (u) 2 <axj + axl> > ( )

kdeu(x) je vektor posunuti. Vztah mezi tenzorem napjatgstimatrice a tenzorem malych
deformacie;; uvazujeme linearni, vyjéedny Hookeovym zakonem

0ij = Dijki€x1, (4.17)

piicemz symetricky tenzob;j; ctvrtéhoiadu, znamy pod ozdvanim tenzor tuhosti, je dan
vztahem

Dijk = u(8 61 + 646k ) + A6;j 61 (4.18)

s Lameého koeficienty a4, [10].

4.6 Stanoveni vychozi pozice pro matematické modelovapérfuze

Za vySe zmidnych gredpoklad Ize perfuzi jaterni tk&hkrvi modelovat jako tok vazké
nestl&itelné newtonské kapaliny prostorem fpdinearreé elastického ortotropniho materialu
s periodicky porézni vriti strukturou. Takovyto materidl nazyvame linggporoelasticky.
Dale pedpokladame statické namahani, tédgo¥ nenenné zatizeni tkan indukované
nag. makroskopickou deformaci jist@ésti tkar, pricemz zanedbavame seténg (Einky.
Prikladem popsané situace mohou byt jatra vystaveid&im zvySeného krevniho tlaku.
Tato zatZz vyvola makroskopickou deformaci jaterni tkamez zmsobi pochopiteld téz
deformaci na lokalniieknéme lobularni arovni, jakoz i mikropro@di krve siti pait.
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5 Homogenizace ulohy Stokesova prouahi

V této kapitole bude odvozen matematicky model pypocet Glohy Stokesova prosali
kanalky €lesa z poroelastického materialutédmuz vyuzijeme fistup matematické metody
homogenizace. Poznamenejme, Ze v celéibépu této kapitoly uvazujeme matrici dokonale
tuhou, coZ znamena, Ze tvar kariédle vlivem fisobeni tlaku v tekutihneneni.

M¢jme oblastQ, jez gedstavuje x, ETe)

objem, ktery v prostoru zaujima 4 - -
téleso z dokonale tuhého poréz- &
niho materialu. Oblas® € R" je ‘) '

souvisla, otekena a omezena
s hranici dQ, [1], [2], [23]. Je
popsana pomoci stadnicového >
systému Ox;x, ...xy, kde N je

dimenze udlohy. Matematicky obr. 7: Porézni oblas) s hranicidQ a nazna*enou
respektujeme existenci tuhé mavnitini strukturou (viz vyez).

trice a po#, vyplnénych vazkou

tekutinou, rozdlenim oblasti) na d¥ disjunktni podoblasti:

Xy

Q% ... podoblast tuhé matriceqid — indexs),
Q5 ... podoblast tekutinou vypinych pofi (fluid — indexf), viz obr. 7.

Diive, nez bude osWlen vyznam indexue, je fteba «init poznamku k charakteru
prostoroveého usgadani pair.

5.1 Typy porovitosti a souvislost s hodnotou tlaku v tleutin é

Predpokladejme nyni porézni material, jehoz pory jsaturovany nesttelnou vazkou
tekutinou. Pedpokladejme dale, Ze material je izolovany atsepi na & Zadna objemova
setrv&na sila. Z toho plyne, Ze uvaZzovany porézni mdteganachazi v relativnim Kklidu,
piicemz zanedbavame i vliv grawtdho zrychleni. Zatizime-li popsany porézni materia
vngjSi statickou silou, vzroste tmeé tomuto zatiZzeni staticky tlgl uvnitt tekutiny, coz se
projevi i nafistem namahani interiéru matrice. Zde je nutno $zlo jaky typ porézniho
materialu se jedna. Existuji totiz &varianty, gicemz v obou fipadech je matrice uvazovana
jako jediny, celistvy blok materialu, coz, vyj@&ho matematicky, znamena souvislou,
otewenou a omezenou podoblaxt c Q.

1) Stejre jako matrice je i dutina, zahrnujici vS8echny ve@e propojené pory, ti@na
jedinou, celistvou a tedy matematicky souvislougimdstiQs c Q tak, ze

Q=QEUQEUTE 5 Q5NQE=0 ; I5=05n0¢, (5.1)
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[1], [2], [4], [16], [18]. Potom je tlak v tekutén vypliujici pory (podoblastls),
charakterizovan jedinou skalarni hodnogou

2) Neékteré z poi matrice jsou uzaené, coz znamena, Ze tlak v tekétifak zachycené
do &chto ,pasti“, tak i v porech komunikujicich se svfkolim, mize mit v kazdém
boct x podoblastif obecr jinou, konstantni hodnotu. RozloZeni tlaku v takdife

tedy charakterizovano skalarnim tlakovym potetw), [4], [16], [18].

Dale se budeme zabyvatipadem 1), ovSem s uvazovanim existence globalikikoveho
gradientu a navic zaredpokladu saturace porézniho prostoru tekutinou, ESPM
materialem fluid saturated porous mediynj15], [17].

V rovinném fipact pochopiteld neni mozné zobrazit podoblasli a Qf zarovér jako
souvislé. Hranicd; predstavuje fazove rozhrani mezi tekutinou a matnciitt oblasti(,
viz obr. 8

Definujme také hraniced®*Qf c aQ, resp.
0¥t Q¢ < 09, [4], [16], [17], [18].

0905 = 005\I'yy = 005 N 0Q (5.2)
0%t Q¢ je vrejsi hranice matrice, viobr. § tzn.

pevna cast plochy vijSiho povrchu 9Q
poréznihodlesaq.

obr. 8: Vyfez oblastK) se znazorénim

podoblastiQs a O, jejich fazového 0QE = DOE\TE: = 0% N 90 (5.3)
rozhrani T, a vngjSich hranic 90 a
OEMQ? 0°**Q¢ je vrgjSi hranice kanalk viz obr. 8

jedna se tedy o vyusti kanalki na vrgjsi
povrch poréznihoétesa Q. Jinak feceno jde o pirezy, kterymi niize oblast pdr Qf
vyplnénych tekutinou komunikovat pomoci latkovée wmy s vigjSim swtem (v gipad jater
timto piifezem niiZze nap. byt vyuséni velké cévy).

5.2 Méritko ¢

Na porézni material lze pohlizet jako na materighzi-homogennich makroskopickych
vlastnosti, které jsoufifmo zavislé na jeho mikroskopické wumit struktde. Zave’'me
bezroznérnou konstantu, pro niz platie > 0, € < 1 a kterou definujeme jako

e = lmicro (5.4)

- s

Lmacro
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kde Ljicror T€SP. Limacro j€ Charakteristicky rozeém mikroskopické, resp. makroskopické
arovre porézniho materialu, [4], [18]figemz makroskopickou Uroiigpiedstavuje obladi.
Cislo € — jakési ndtitko — udava pagebné (minimalni) zétSeni, pi jakém se mikrostruktura
pro makroskopického pozorovatele pf\stava retelre patrnou.

5.3 Referenéni bunka Y

V souvislosti s pedpokladem 4.1 se nyni omezime pouze na takovemiar@aterialy, jejichz
mikrostrukturu Ize oznat za dokonale periodickou. Pro popis periodickygzmiho materialu
na mikroskopické arovni zavadime tzv. refém@nbuiku Y, vypliujici souvislou, otetenou
a omezenou obladt, [1], [23], ktera je definovana v stadnicovém systemOy,y, ... yy
a plati pro ni

N
v=] o, (5.5)

[5], [15], [17]. To znamena, Ze bka Y ma tvar N-rozréerného kvadru s hranami o délkagh
pro i =1,...,N. Podobg jako v @gipadt makroskopické oblasti) sestava také oblast
z podoblastl; aYy, pro reéz dle [1], [4], [16] a [18] plati

Y=Y, U UL, ; YinY, =0 ; [=Y.nY, (5.6)

v, | vn&j$i hranicio®*tY; c dY;, resp.0®*'Y; c dY;
T podoblastiYs, resp.Y; definujeme na zaklad
Y. analogie s makroskopickou oblaQti[16], [18].

S

L

9y, = dY,\Iy = Y, N AY (5.7)

ac’lef S
2 9%y, = Y,\Iy; = dY, N Y (5.8)

(:2 Referekni buika Y na obr. 9 predstavuje

Y reprezentativni vzorek periodické mikrostruk-
! ]“‘f tury, ze které makroskopicka obla@t sestava.
— To znamena, Ze oblafk je tvarena velkym
) >y poctem identickych mikroskopickych jednotek
1

(,dlazdic* v pripack 2D ulohy), viz obr. 10
aobr. 12

obr. 9: Periodicka referetini busika Y se

znazornim podoblasti; a Y, jejich Velikost a tvar referami buiky Y volime

fazoveho rozhranl; a vrgjSich hranic  op\vikje na zakladl skuténé mikrostruktury.
0°*Ys a0°*'Yy. V tomto okamZiku v$akipdpokladejme, Ze kon-

krétni podobu skutmé mikrostruktury nezname
a velikost i tvar referami buiky Y tak mizeme volit zcela libovokh



HOMOGENIZACE ULOHY STOKESOVA PROULENI 21

V tom pipadt je vyhodné definovat refer&mi buiku Y tvaru jednotkovéhd@tverce (2D)
¢i krychle (3D), vizobr. 11, tzn.y; = 1 proi = 1,...,N a tedy dle [4]

Y ={y; ye (D"} (5.9)
Y2
'x2 aQ A
N //, J_/\S \A [0.1]
- )\
Q &)y
e \Y/
> x > l
o : [0.0] oy
obr. 10: Makroskopicka oblash pokryta obr. 11: Referedni burika Y
periodickym rastrem skladajicim se z bfknY®. jednotkového obsahu.

Mira referegni buiky Y, |Y|, tedy jeji obsah (2D3Ji objem (3D) pak bude mit hodnotu jedna,
|Y| = 1 [m"]. Se zavedenim podoblag}iaY; a oblastiy jednotkové referami buiky Y Ize
definovat pordzitup materiélu, jez je podle [4], [18], [19] dana vztah

_ vl 5.10
P=Tp1 (5.10)

5.4 Urc¢eni polohy bodu uvni¥ porézni oblasti

Vzajemnou souvislost mezi makroskopickou obl@s# mikroskopickou referéni oblastiy
Ize, jak uvadi [5], [15], matematicky zapsat vztahe

Q = inter U Ye(), (5.11)

keKq

kde Y¢ je uzae¢r Y¢, obrazu oblastiY referedni buiky Y, adekvatd zmensené
prostednictvim ngfitka ¢ do podoby, vjaké skute¢ tvori stavebni dilec heterogenni
makroskopické oblast. K, € Z" je mnoZina cekdselnych indei takovych, Ze dle [13]
a [15] plati

Ye(§) =&+ ¢v, (5.12)
pricemz¢; = k)ey; je i-ta makroskopicka ssadnice levého spodniho rohu refefienbuiky

Y, kterd se v periodické ftizce, jiz je oblastQ diskretizovana, nachazi na pozici
ki, ko, s ki, oo k], ViZz ObF, 12
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£ = [0269) 422 e &
E= [k,gj}”k_,gj)j] - R =

E_a = [Oﬁj;_’] ,
0.0{1.0]2.0 FAlTOE) - Vi
£ =10.0] : . +A
z = ! —
BN
KSR %
Il -
ORI 0 X,
obr. 12: Systém usgé@dani a popisu obr. 13: Nalezeni globalni pozice bodu A
referenénich bunék Y* v periodické niizce. uvnité miizky.

Globélni pozicix libovolného bodu uvnitmiizky vyjaddime pomoci saiadnic & uzlovych
bodi miizky a lokalnich mikroskopickych stadnicy;y; € (0,9;) proi =1,...,N, viz [5],
[15], [18] a naobr. 13

x=¢ E]Y +e {%}Y = £(x) + ey(x) (5.13)

5.5 Formulace ulohy Stokesova proudni v porézni oblastif

V souladu s pedpokladem 4 definujme Ulohu Stokesova peoiidnestlgitelné tekutiny
kanalky porézni oblasfl.

Najdéte (p(x), wé(x)), které spiuji

—VpE(x) + nEAWE(X) + F(2) = 0 v O, (5.14)
Vowe=0 vo: (5.15)
w®=0 nal%, (5.16)

[1], [2], [23]. Vektorova rovnice (5.14) Stokesoymoudini ve smdrech x;, x, az xy je
doplréna o rovnici kontinuity (5.15) a Dirichletovu okoajou podminku (5.16), poZadujici
nulovou rychlost tekutiny na &tach kanalk. Vektor f(x) je znamy vektor wSich
objemovych sil, ktery rize postihnout celodiadu fiznych vrgjSich Einka, majicich vliv
na tok tekutiny podoblasfiz. Ma-li f(x) nag. tvar

0
fo=| o ] (5.17)

—Pg
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kde p [kg. m™3] je hustota tekutiny g = 9,81 m.s™2 velikost graviténiho zrychleni, pak je
do Stokesova proédi zahrnut vliv gravitéeniho pole Zem. Ten mé vyznam n&pv tlohach
konvekce (kde gravitai sila spolu se sdilenim tepla vyznanawvliviuji vysledné proughi)
nebo v pipad toku vii¢ni siti, ve ¥tSing tloh mechaniky tekutin je ale zanedbatelny, @¢o,
dochazi k prouthi tekutiny, se &e predevsSim vlivem tlakového spadu. AvSakize se tak
dit i pasobenim jiného silového pole nez graséitino, nap. elektromagnetického, ipadt,
Ze se zabyvame denim meédii specifickych fyzikalnich vlastnosti (hamagnetoreologické
kapaliny). Odvozeni matematického modelu je promedecela obea) v nasledujicich
vypoétech vS8ak nebudeme objemovou silu uvazovat.

Za predpokladu, zef(x) € L2(Q)N, pripousti systém (5.14) az (5.16) dle [2] jednanéa
reSeni

pt € 12(05)/R ; we e Hi(0s5)", (5.18)

kde p®(x) — vzhledem k tomu, Ze se v rovnici (5.14) nachagradientu — Ize @it az na
aditivni konstantu. Obvykle tedy ¥jakém bodux oblastiQf definujeme referemi hodnotu
tlaku p®(x) = p, zpravidla p =0, pripadré klademe podminku nulovosti integrélniho
priméru tlakup®(x) pres danou oblast.

Jak samotnéeSeni (5.18), tak i oblasieseniQf (jeji tvar a geometrické usfamani)
a souinitel dynamické viskozityn® jsou zavislé na&. Jinakieteno pro kazdé pe¥ndané
€1,85,... > 0 lze najit odpovidajici jednozéraé feéenl'(pf(x),wg(x))12 , takze (5.18)

vlastre predstavuje posloupnosizanychieSeni proizna, peva danas > 0, [1]. My ovSem
potrebujeme najit jediné jednozma&reSeni tlohy Stokesova praund, nezavislé na.

5.5.1 Poznamka ke Skalovani viskozity

Souinitel dynamické viskozity)® v rovnici (5.14) je dan vztahem
n° = e*ne, (5.19)

kden? je tabulkova hodnota viskozity uvazované tekuangod ozné&enimn, zavadime tzv.
vypocetni sodinitel dynamické viskozity domputational — index c¢). Volbu Skalovani
viskozity dle (5.19) osstluje autor [11] pomoci dimenzionalni analyzy Stedey rovnice.

Prostednictvim referetnich hodnot p,,, L, a w, zavelme bezrozrrny tlak p*,
bezrozngrnou perfuzni rychlosw™ a bezrozrérny vektor vigjSich objemovych sif*. Plati
€ wé L
Pr=a e ff=f e

VSechny bezroz#né veltiny jsouradu0(1), [11].
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Mimoto musime provést dimenzionalni rozbor nyniuBlkalového operatoru Nabla, ktery do
bezroznérného tvaru pevedeme s vyuzitim refer&miho délkového rozsmu Lo, = Lyacros
[11]. Bezrozndrné veltiny jsou jako obvykle ozri@ny hwzdickou.

V* =LV = LinacroV 5 V¢ = LinacroVx V; = lmicrovy
Plati

v v
V* = LimacroV = Lmacro (Vx + Vy) = Lmacro < = + -

Lmacro lmicro

1
> =V +-V,. (5.20)

ZapiSme nyni Stokesovu rovnici (v poddiez sotinitele £2 u ¢lenu s viskozitou;) pomoci
bezroznérnych a referegnich velgin.
Poo L NMWeo Poo

—VpZ+V-Vw Z +fZ=0 (5.21)

Vynasobenim podiler,, /p,, uvedeme rovnici (5.21) do bezro&meho tvaru.

VYV 2 4 fr = 0
P AP (5.22)
A*
Pro ugeni fddu bezrozrrného ¢isla A* navrhuje autor [11] pouZit vztah (3.1) vyiafci
Darcyho zakon, upraveny pomoci refemich veltin, kde k [m?] nyni oznauje vlastni

permeabilitu.

o = P (5.23)
NLle
Permeabilitak je funkci pouze geometrie mikrostruktury poréznihmaterialu, cemuz
odpovida jeji jednotkém?]. Diky primé souvislosti permeability s geometrii mikrostuurk
tak platik~12 Dosa’'me z (5.23) daislad* a pokusme se odvodid tohotctisla.

micro-

1 = 1 Weo Ui k l?nicro _ !

2

micro _ 2 N 2 24)
== = =2 = 00) = 0(£?) 5
LoPo Lofle L%, Licro

Vysledek (5.24) dimenziondlni analyzy Stokesovyniog v bezroz@rném tvaru potvrzuje
skuteénost, Ze satinitel dynamické viskozity)® v rovnici (5.14) jeradu0(¢2). Divodem pro
Skalovani viskozity koeficientem? je, jak piSe Allaire v [1], aby rychlost®(x) mgla pro

£ — 0 nenulovou limitu. Allaire krom toho podavéa takdexité fyzikalni vysetleni. Rika, Ze
prav nizka viskozita#aduO(£2) je v rovnovaze s¢nimeastic tekutiny na fazovém rozhranti,
vynuceném podminkou (5.16) nulové rychlosti na torizhrani.
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5.6 Homogenizace — asymptoticka analyza systému linedom parcialnich
diferenciélnich rovnic

M¢me dlohu (viz nap vySe popsanou Ulohu Stokesova pkmij danou systémem
linearnich parcialnich diferencialnich rovnic (PDRa silr¢ heterogenni oblasti s periodickou
mikrostrukturou. Jedna se o problém oléegiceskalového modelovanifigemz v dalSim
budeme pedpokladat model dvouskalovy, charakterizovany jetfikro- a makrostrukturou.
Chovani modelu je ovlivino malym parametrera. Hledame zfisob, jakym dvouskalovy
model zjednodusit (coz zuZzitkujeme&edevSim i numerickém modelovani) &ifom do jeho
makroskopického chovani promitnout mikrostruktuir&lastnosti.

Nastrojem je tzv. asymptoticka analyza systéemu HIDR, Jeji zasadni mySlenka tkvi v tom,
Ze k danym vztalm systému, jako je (5.14) az (5.16), najdeme limRDR proe — 0.
Vysledkem je tzv. homogenizovany makroskopicky ntopgepsany PDR s efektivnimi
koeficienty, které vtomto zjednoduSeném modelutumgi vliv mikrostrukturalnich
heterogenit na chovani homogenizovaného modelu.

Pro ilustraci si pedstavme periodicky porézni material s kulovymiypgejichz pamér je

v poneru k celkovym rozraram télesa z porézniho materialu dan bezréangm parametrem
€. S tim, jak se velikogt blizi nule, zmenSuji se pory a heterogenni charakaterialu je tak
pii zbéZném pohledu stale mé&rmpatrny, az prce —» 0 je dosaZzeno stavu, kdy sévpdne
heterogenni material navenek jevi jako homogenniz wbr. 14 Ziskali jsme
homogenizovany, tedy fiktivni kvazi-homogenni materjehoZz mechanické vlastnosti se
v8ak od mechanickych vlastnosti materialu skeleterdogenniho porézniho média lisi. Je-li
tuhost skeletu dana symetrickym tenzomnitvrtéhoiadu, pak homogenizovany material je
popsan symetrickym tenzorem efektivni tuhosti,te f@raci po vzoru [4], [16], [18] a [19]
znaenymAX

e=0)5: e—0
00 r)
o000 .

obr. 14: llustrace procesu homogenizace heterogdmimaterialu.

Lze namitnout, Ze homogenizovany model neodpoviddnému skutému, nebt

asymptotickou analyzou ziskané vztahy jsou promatas — 0, zatimco kterykoli realny
model jefeSen na heterogenni oblasti s ko velikosti periodygY; e —» g, > 0. AvSak

¢im silngji heterogenni material (zde podobl&gt na ktereé hledame jednozmeeseni), tim
vice seg, blizi nule a tim Iépe popisuji limitni vztahy peo— 0 skut&nost. S timto
piedpokladem — existenci silineterogenni, porézni vypetni oblasti) — dale pracujeme.
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5.7 Odvozeni homogenizovaného modelu pomoci metody agytotickych
rozvoju

V odborné literatte |ze najit gkolik pristupu k homogenizaci PDR. Sanchez-Palencia, [23],
uvadi metodu asymptotickych rozupjAllaire, [1] a [2], metodu dvouSkalové konvergenc
zatimco Rohan et al., [15], [16] a [17], rozvijggV. unfolding methodV této praci budeme
PDR ulohy Stokesova proéi homogenizovat pomoci metody asymptotickych rpkvo

5.7.1 Asymptoticky rozvoj rapidn & oscilujici funkce

Funkce s indexenz, tak, jak je zavadime v rovnicich (5.14) az (5,18pu tzv. rapidé
oscilujici, gicemz funkni hodnoty takové funkce osciluji v prostoru s frelkci rostouci
ameérné tomu, jak se zmensuje péncharakteristické délky,,;.,., mikroskopické periody*®

k charakteristické délcé,,,.r, Mmakroskopické oblasfi, vyjadeny, jak jiz bylo zmiano,
praw konstantoue. Perioda zmitnych oscilaci funkce je pochopitélimrovna e-nasobku
deélky strany referaemi buiky Y a, jak je Zejmé, jsou tyto oscilace zavislé na mikroskopické
promennéy, kterou ozn&ujeme jako ,rychlou”. To znamena, Ze kazda funktéx), ktera je
funkci ,pomalé” prominné x, je inherentd zavisla také na profnné y, ve které je tzv.
Y-periodickd, [1], [23], picemZ mezi prostorovymi prannymi x a y panuje vzajemny
vztah

y = (5.25)

x
e
[1], [23]. Metoda asymptotickych rozwvoj piredpoklada existenci nekatreé rady
dvouskalovych funkciy; (x,y), tvoricich koeficienty polynomu parametey takze i-tyclen
této fady je dan fedpisemeiu;(x,y), pricemz horni index znai mocninu parametru

a spodni index funkci u; prisuzuje i-tou pozici v nekoeé radk parametrue, v kterou je
funkce u®(x) rozvinuta. Vtomto jediném ffpact cinime vyjimku z pravidla sumace
vazanych indek dle Einsteinovy konvence, v této praci jinak updataného.

+ oo

UEX) = ug(x,Y) + £y (X, Y) + 20, (X, y) + - = Z eiu; (x,y), (5.26)

i=0

[13], [23]. Funkceu;(x,y);i € Z{ je hladka realna funkce prémmé x € R, Y-periodicka
Vy € Y, nezavisla na, [23]. Fredpis (5.26) Ize modifikovat nasledujicimizpbem:

+ oo

UE(X) = ug (%, Y) + Z eiu,(x,y) . pripadnd u(x) = up(x,y) + euy (x,y) + 0(c2),  (5.27)

i=1

kde 0 (£?) znai zbylé¢lenytadue? a vysSich cekdselnych mocnirz rozvoje.
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Z (5.27) je Zejmé, Ze rapidhoscilujici funkceu®(x) v zasad sestava glenuu,(x,y) fadu
0(1), k émuz je gicten nekon&ny souet ¢leni fadi O(&'); i = 1,2,... V fad aplikaci,
jako nap. v ulohach sdileni tepla, difuze latky v Gloze Stokesova pro#di, se navic
ukazuje, Ze nultg¢len uy(x, y) nekonénérady, v kterou Ize skalarni funkaf (x) rozvinout,
je pouze funkci ,pomalé“ proénnéx a nay viibec nezavisi. MZzeme tedy psat

uf(x) = ug(x) + cuy (x,y) + 0(£2). (5.28)
Omezime-li ob prostorové proknné,x ay, na jednodimenzionalnitipad, pak Ize vztah
(5.28) graficky interpretovat jako {doéh hladké funkces,(x), na jejiz funkni hodnoty jsou
superponovany Y-periodické fluktuace funkae(x,y), zavisejici nay, nasobené malym

parametrenz, viz obr. 15

Rapidne oscilujici fce  u®(x) = uo(x) + a:uﬂ(x‘y) Hladka fce uO(x) Y-periodicka fce uﬂ(x,y)

| Vo

1 12 14 18 o 02 04 06 o8 1 12 14 16 £ 2
X X y

obr. 15: llustraéni priklad rapidné oscilujici skalarni funkceu? (x).

5.7.2 Aplikace homogeniz&ni metody asymptotickych rozvoji na systém rovnic
Stokesova prou@ni

V souladu s pedpokladem (5.26) rozvineme neznamé funi®ex), wé(x) tlohy Stokesova
prouckni do podoby asymptotickych rozvgpodle [23].

pe(x) = po(x,y) + ep1(x,¥) + £2p(x,y) + - (5.29)
we(x) = wo(x,y) + ew, (x,y) + 2w, (x, y) + - (5.30)

Nyni na asymptotické rozvoje (5.29) a (5.30) apgékee operator gradiend a divergence
V ., abychom tak ziskali konkrétgieny, vyskytujici se v rovnicich systému (5.14)(82.6).
M¢jme @i tom na paniti, Ze i operator gradientu je operator pgomychx ay ve tvaru

1
V=V +-V, (5.31)
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1
Vp* () = Vapo(,y) + - Vypo(x,¥) + eVip1 (%, ) + Vypa (x,3) + -
1
Vwé(x) = V,wy(x,y) + EVywo(x, y) +eVow, (x,y) + Vywi(x,y) + -

1
V-wéi(x) =V, -wy(x,y)+ ;Vy wo(x,y) + eV - wi(x,y) +V, - wi(x,y) + -

Na vektor perfuzni rychlostw?® je v rovnici (5.14) aplikovan Laplate operator. Operaci
Aw?® muzeme zapsat také jakidv grad wé = V - Vw?.

Awé(x) = V- Vwé(x)

1 1 1
Awg(x) = Axxwo(xry) +Evy : wao(x:}’) +va : Vywo(x:y) + g_szyWO(xry) + -

Ziskané rozvoje dosadime diigiusnych PDR systému (5.14) az (5.16).

(5.14):
<V 19 py + eV py + W,y + >+
xPo A yPo T EVxP1 yP1 (5.32)
(2 DxxWo + €V - Vewy + €V, - Vywg + Ay, wo 4+ )+ f =0 v QF
(5.15):
1

Vewo+ -V Wy + eV Wi + Vw4 =0 v (5.33)

(5.16)
Wy +ew; +e*w, + =0 naly, (5.34)

Nulovost nekonégnych souta (5.32) az (5.34) bude spgima pra¢ tehdy, budou-li se nule
rovnat vSechny dil sowty koeficienti urcité mocninye. Pro koeficienty dvou nejnizSich
mocnine, e~ a&?, tedy musi platit nasledujici relace, [23].

e 1

z(5.32): Vypo(x,¥) =0 vY; = po(x,y) = po(x) (5.35)
z(533): V,-wo(x,y) =0 vY; (5.36)

Z (5.35) je ihned izjmé, Ze nultglen p,(x,y) asymptotického rozvoje tlakaf (x) je pouze
funkci x, jak bylo gedeslano. Ozrae tuto funkci jednoduse jake(x), neba se jedna
o funkci popisujici rozlozeni ,klasického* makrogkckéeho tlaku. Rovnost (5.36)ka, Ze
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nulty ¢len w,(x,y) rozvoje perfuzni rychlosti sfplije rovnici kontinuity v mikroskopické
promeEnney.

el:
z(5.32): —Vyp(x) — Vypl(x: y) + ncAyyWO(xr V+fx)=0 v Y} (5.37)
z(533) Ve wo(x,y) +V,-wi(x,y) =0 vY; (5.38)

Predtim, neZli provedeme analyzu rovnic (5.37) a §p.3sloZzenych z odpovidajicich
koeficienti nulté mocniny, zavedeme tzv. operatoretini hodnoty, [23].

M¢jme realnou funkcip(x,y) proménnych x a y, Y-periodickou vy. Aplikujme na tuto
funkci zmireny operator $edni hodnoty, [23].

1
SN 5.39
P(x) myf p(x,y)dy, (5.39)

Vysledkem je funkcep(x) makroskopické progmné x, ustedna vy, ktera nay ziejme
nezavisi.

Podivejme se nejprve blize na vztah (5.38) a pfowe jeho usedni vy, piicemz diky
platnosti (5.34) je kazda funkow;(x,y);i € Zg na rozhranily; rovna nule. V souladu
s touto okrajovou podminkou lze Y\Y; =Y, U I, poloZit w;(x,y) =0, diky ¢emuz

mizeme pi stredéni vy integrovat nikoli pes celou oblasY, ale pouze f&s podoblasty,
[23].

1 1
m j Vx-wo(x,y)dy+m f vV, -wi(x,y)dy =0 (5.40)
Yy Yr
Na druhy integral v (5.40) pouzijeme Gauss-Ostragkaho ¥tu.

1 1
57 | T wiCendy = [l wicxyas, =o. (5.41)
Yf an

[23], kden! je vektor vi&j$i normaly k hranicdY; oblasti tekutinyY;, viz obr. 16
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¥, Integrél (5.41) po hranicidY; = Iy U 0°*'Y; je
y nulovy diky platnosti (5.34) a Y-periodigitftunkce

10.1] . w; (x,¥) nad®*'Y;. Tim se vztah (5.40) redukuje na
j 0\%\ Ys L)

1 _
\ 0/9 Vx : m f WO(x)y)dy - Vx ’ WO(x) - 05 (5'42)
Yr

w(x)=wo (x)

[0.0] oy

kde w(x) =w,(x) ozna&uje perfuzni rychlost
ustednou vy. (5.42) gedstavuje rovnici kontinuity
pro prongnnou w(x) a zarové rovnici tzv.
makroskopické ulohy, [23], jak uvidime paiid

obr. 16: Referedni buika Y

s vyzn@enymi vektory jednotkovych
vnéjSich normal k podoblastem

Y, ay;.

Shrneme-li dosavadni poznatky o funkgj(x, y), miZzeme konstatovat, Ze se jedn& o realnou
N-rozmernou funkci z Hilbertova prostoru

Wz{wo(x,y)eLZ(Q; H}*(Y));Vy-w():OVQXYf;Vx-WO=OVQ;

(5.43)
n- WO = (0 na aﬂwa”} ,

kdedQ,,.; predstavujeEast hranicé) tvorenou neprostupnougstou.

Nyni se ¥nujme rovnici (5.37), kterou nejprve upravime tdk, na jedné str&nrovnice
soustedimecleny zavislé pouze e,

Vypl (x, y) - ncAyyWO(x: y) = f(X)—pr(X), (5.44)

natez rovnici zapiSeme ve slabé formulaci. Za titelém ji vynasobime testovaci funkci
v eV, kde

Vv={vy el? (% H}(¥)):V, - v=0vOxYV, T=0vQ;

(5.45)
n-v=0na 69}

je Hilbertiv prostor vSech testovacich funkci, nulovych néhraamiT,, jeZ sphuji rovnici
kontinuity (5.42) v proranné x i (5.36) vy, v které jsou navic Y-periodické, [1], [23],
a zintegrujeme i@s oblast’ refererni buiky Y. AvSak diky skuténosti, Ze testovaci funkci
v vybirame z prostorlf, mizeme V¥'\Y;, stejr€ jako v Fipadt perfuzni rychlostw,, polozit
v(x,y) =0, diky ¢emuz jsou nasledujici integraly v podoblagY; nulové a my tak
maZeme integraci provest pouziep podoblast;.
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1 1 1
o | Wiy vdy = [ ey woay) - vdy = o [ £ - Vepo) - wdy  (6.46)
Y Y Y
Diky linearit rovnice (5.46) fedpokladame jejieseni(p, (x, y), wy(x,y)) ve tvaru

Pi(x,y) = [ﬁ( )~ 2O iy, (547)

1

d
@] 0 ),

wo(x,y) = ni[fl (x) — 3 (5.48)

kde mi(y) a w'(y) jsou tzv. korektorové funkce, které jsoteSenim nasledujici
mikroskopicke ulohy v oblasH refererni buiky Y.

5.7.3 Mikrouloha Stokesova proudni

HIedéme(ni(y),wi(y)), pro které podle [1] a [2] plati

v, (y) — Ayyw'(y) =€ VY, (5.49)
V, @'(y) =0 vY, (5.50)
w'(y) =0 naTy, (5.51)

y - ! [m], @' [m?] ... Y-periodické.

Prava strana systému (5.49) az (5.51), ktery jaédte tvaru jako vychozi problém (5.14) az
(5.16), jen s tim rozdilem, Ze se nyni jedna o i@ bezrozridrném tvaru a s neznamymi
velicinami v podob korektofi ° a w!, je tvarena jednotkovym vektorem’, ktery ma pro

i =1,2,3 (ve 3D) podobu

1 0 0
= [0], e’ = [1], e’ = [0] (5.52)
0 0 1

Jde v podstét o bezrozmirné jednotkové zatizeni vi-tém &m proi=1,....N. Pra je
zatizeni vrovnici (5.49) mikroulohy zastoupeno wrgednotkovym vektorem? Otazku
snadno zodpovime s pomoci rovnice (5.44), do ldesadime z (5.47) a (5.48) zaaw,.

e w0 = re0-vpo

[ﬁ )—L) 7Y) — 1ol [ﬁ()—
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po Upra¥

d . 9] . 9] .
0 - B2 0 - [0 - B2 000 = [ - et 659

Je Zejmé, ze rozdil v hranaté zavorce je pouze funkdatimco ostatni protnné zaviseji
Cist¢ nay. Za pedpokladu, Ze rozdil v hranaté zavorceigny od nuly, jim niZzeme rovnici
(5.53) vydlit a ziskat tak jiz znamy vztah (5.49).

Vypocet mikroulohy (5.49) az (5.51) probiha vzdy pro katni zatizene!, pricemz timto
zpasobem postupnziskame korektory! aw’ pro vdechna = 1,...,N.

5.7.4 Odvozeni makroulohy Stokesova prougni

Vratme se k rovnici (5.46). Druhy integrél na jeji lestéar® upravime integraci p&astech
a vyuzijeme ji tom skuténosti, Ze testovaci funkaeje na rozhranlys nulova a na**‘Y;
Y -periodicka.

f Ay wy - vdy = f nlrl. V,w, - vdS,, — f V,w, : V,vdy = — f V,w, : V,vdy, (5.54)
Yf an Yf Yf

kdeds,, diferencial hrarini plochy vyjadené v proninnéy. Diky faktu, Zev € V, je integral
po hranicidYy v (5.54) roven nule.

Po dosazeni (5.54) do (5.46) ziskame

1 1 1
7 | Vs vy + o [ nc8wo s Wyvdy = o [ (f @) - VepCol-vdy. (559
Yy Yr Yy

Integraci per partes upravime také prvni integ@nice (5.46), obsahujici gradient
mikroskopickych fluktuaci tlaku.

f V,p, - vdy = f p,nl-vds, — f p1Vy, - vdy =0 (5.56)
Yf an Yf

Rozdil integrél v (5.56) je diky platnosti Gauss-Ostrogradskééty voven nule, cozZ zarotie
potvrzuji i vlastnosti testovaci funkee viz (5.45).

Na zaklad predchozich Uprav fizeme integralni rovnici (5.46) zapsat ve tvaru
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1 1 (1
myf VyWO : Vyvdy = myf % [f(x) — pr(x)] ‘vdy . (5.57)
! f

Ze vztahu (5.57) lIze ziskaeSeni dvouSkalové perfuzni rychlosty(x,y). Je Zejmé, Ze
zavisi na vektoru wjSich objemovych silf(x) a gradientu tlakuV,p(x), coZ jsou
makroskopické vetiny zavislé pouze na.

V (5.57) nyni zaw, dosadime z (5.48).
1 (1 dp(x) s 11 B |
myf Elf"(x)_—axi lvyw () : V,vdy = IYlyf o [f(x) = V,p(x)] - vdy (5.58)
d f

Integral na pravé stramovnice (5.58) pogkud upravime,

1 _ (1], %M
favu%kuan—J%JM@ g
f

Yg

e'-vdy,

l

a dosadime zp do (5.58), picemzv = w’ (y).

dp(x)

1 1 dp
myj%lﬁ(x)— o,
f

V,w' : V,w/dy - f - filx) — (x) e - w/dy (5.59)
Y Y IYI Ne ' axi .
Yy

Vratme se na okamzik k definici perfuzni rychlosiix), ustedné vy, o niz bylare¢ v bodt
5.7.2. Dle (5.42) plati

1

mfmmw@.

Yy

w(x) = Wo(x) =

Zaw,(x,y) dosa’'me z (5.48),

1 1 dp(x)|
W@—mJaW”‘mJ“@W’
f

a velkiny zavisejici na vysuime ged integral.
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1
Yl

op(x)
axi

1 )
wx) = n—[fi(x) - j o ()dy (5.60)
Yr

Vynéasobime-li vektow(x) skalarr jednotkovym vektorere/, je vysledkem gmat vektoru
perfuzni rychlostiw(x) do snéru daného vektorene’, tedy slozkaw;(x). Aplikujme na
(5.60).

op(x)
axi

o1 1 . .
w;(x) = w(x) - e/ =alfi(x)— myjf w'(y)-edy.

Skalarni sotin je komutativni, a proto fiizeme pro slozkw;(x) vektoru perfuzni rychlosti
psat

op(x)
axi

1

j e/ - w'(y)dy. (5.61)

1
w;i(x) = o lfi(x) -

Zaménme indexi zaj a piSme pro i-tou slozkur; (x) vektoru perfuzni rychlosti

d 1 . ,
2l [ e oay, (562
] vy

1
wi(®) =ﬂf,~<x>— -

kde zavedeme homogenizovany tenzor permeabhity; jehoz sIoikqu vypaitame
z definiéniho vztahu

1 . :
Kl = vl f el w (y)dy. (5.63)

Yy

Homogenizovany tenzor permeabiliKf je symetricky, pozitivé definitni tenzor druhého
fadu, [1], [2] a [23]. Porovnanim (5.61) a pravéasir (5.59) zjistime, Ze odpovidajici
integraly fes podoblas¥; jsou navzajem transponované. Diky syntewsti Kg jsou vsak
sok® rovné, zéehoz vyplyva, Ze sIoZle{} tenzoru permeability d¥eme podle [1], [2]

vypccitat dwma zgisoby.

10 1 . o
Kl = v j el w/dy = v j V,o':V,w/dy; ij=1,.,N (5.64)

Yr Yr
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SIoikqu tenzoru permeability budeme pro jednoduchost papigako bilinearni formu
kf = (Vo wa)yf. (5.65)

Se znalosti homogenizovaného tenzoru permeaﬁ'ﬂtyapravime rovnici (5.62) na

(5.66)

K 0
mm=#hm—”ﬂ,

Ox]-

coz je konéna podoba vzorce pro vyet slozky vektoru perfuzni rychlosw(x). Jak je
ziejme, fechazi (5.66) i f; = 0 na vzorec vyjatljici Darcyho zakon, viz (3.1). Tim jsme
odvodili posledni vztah pt#bny pro zformulovani homogenizované makroulohyk&ova
prouckni.

Hledame(p(x), w(x)), jez sphuji

w(x) = niKH (f(x) = V,p(x)) v, (5.67)
V,-wx) =0 vQ, (5.68)
n-w(x) =0 nadQ, (5.69)

[1], [2]. V dalSim pfibéhu prace fedpokladame, Ze pro vektordich objemovych sil plati
f(x) =0.

5.8 Shrnuti poznatki kapitoly 5

Na zavr kapitoly 5 shiime poznatky, kterych jsme prozatim dosahli. Nastnoj
matematického modelovani na sgilheterogennich, periodicky ug@danych oblastech je
homogenizace, jejimz zakladnim principem je tzyngsotickd analyza PDR, popisujicich
dany matematicky model. K odvozeni asymptotickyjomak receno limitnich vztafh pro

€ - 0, kde ¢ je maly parametr, davajici do péra charakteristické deélky refer&m
mikroskopické oblastl a makroskopické oblasfl, existuje wkolik metod. Vysledkem
asymptotické analyzy je separade/@dné dvousSkalového modelu na &gamostatné ulohy.
Nejprve je nutno vieSit mikroudlohu na oblastt’ referedni buiky Y a ze ziskanych
korektorovych funkci sestavit efektivni homogeniang koeficienty, které jsou nasl€dn
pouzity ve vypétu makroulohy na oblasel.
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Pripomeime na tomto mist vychozi matematicky systém PDR, modelujici Stokeso
prouckni v kanalcich porézni oblasii

—Vpe(x) + 2 Awf(x) + f(x) = 0 v Q5
V-wfE=0 vQf

wé =0 nalg

Pomoci metody asymptotickych rozitdjyla odvozena mikrouloha pro vy korektot
a w', z kterych byl sestaven tenzor permeabilk[g, nasleds dosazeny do makroulohy
ve tvaru odpovidajicimu vzorci Darcyho zakona,niize umisiné schéma vypadu.

1. mikrouloha:
Vyni(y) - Ayywi(y) = ei v Y}
V, ') =0 vY;
w'(y) =0 naly

y - mt, @' ... Y-periodické

l

2. efektivni koeficient:

3. makrouloha:
1
w(x) = n—K”(f(x) —V,p(x)) vQ

V., -wx)=0 vQ
n-w(x) =0 nadQ



37

6 Testovaci Uloha Stokesova proughi

V této kapitole jsou prezentovany vysledky numeyatk vypata 2D testovaci ulohy
matematického modelu homogenizovaného Stokesovadgrp ktery byl odvozen v kapi-
tole 5 a naslednimplementovan do numerickékieSie SfePy Za &elem prozkoumani vlivu
geometrie mikrostruktury na makroskopické chovamidetu jsou vypéty provedeny pro
n¢kolik specifickych variant 2D geometrie refetan buiky Y, navic s @znymi okrajovymi

podminkami 2D makroulohy na homogenizované oblastNakonec je proveden &tovaci

vypccet s vybranou 3D geometrii refeten buiky Y a homogenizované oblasti

6.1 Implementace matematického modelu

SfePyje vypaetni software zaloZzeny na metoklonenych prvki. Rovnice a vztahy, které
chceme implementovat do tohoto software, tak musieferve vyjadit ve slabé formulaci.

6.1.1 Mikrouloha na referenéni buiice Y & sestaveni tenzoru permeability

Stokesovu rovnici (5.49) vynasobime skatavektorovou testovaci funkei € V, viz (5.45),
zatimco rovnici kontinuity (5.50) nasobime skaldestovaci funkcq € Hy(Y;).

ljvid+1fvi'Vd—1fidVEV (6.1)
Y] yt - vdy % yo': yvy—lyl e'-vdy Vv .
Y Yr Yr
1 i 1
¥ (Vy-w)qdyzo VqEH#(Yf) (6.2)
Yy

Rovnice (6.1) a (6.2yeSime nejprve na podoblasfi

y;ﬁ 0.2 rovinné referetni buiky Y tvaru jednotkovéha@tverce,
[0.1] f diskretizované siti kogaych prvki. PodoblastY; ma
nag. ve variant ¢. 8 podobu pravouhléhdike s nestefh
T : Yf 2: - Sirokymi rameny, viobr. 17
- o

} Pridame okrajové podminky mikroulohy. Diky
Y, | Y-periodicit jsou hodnoty korektdr #! a '
¥, v odpovidajicich si bodech protilehlych stran si&dak

[0.0] [1,0] j

ukazujeobr. 18 Na rozhranil;; musi byt dale spkma
obr. 17: Referedni buiika Y okrajova podminka (5.51), pozadujief = 0. A konegng
v geometrickém uspadani zadavdme podminku nulového integréinihotnmiru
varianty ¢. 8 a se schematicky , , ,
naznaenou diskretizaci Ty = fY n'(y)dy = 0 korektorurr' na podoblastVy, tak
podoblastiY;. d

abychom ziskali jednoztaétieSeni ulohy.
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Y2
[0.1] . __]3' T(A) = m(A")
EE’ n(B) = n'(B")
= o'(A) = o'(A)
A - o o'(B) = 0'(B")
ggl T, ® ... Y-periodické
[0.0] B o

obr. 18: Znazor@ni periodickych okrajovych podminek Y-periodickykhrektorovych
funkci i (y) aw(y).

Rovinna uloha (6.1) a (6.2) s vySe popsanymi péarkgani i neperiodickymi okrajovymi
podminkami je'eSena pro nasledujici varianty 2D geometrie podtidia

[0.1] [0.1]

0.2

=

1
I
Tl
T

1

[0.0] [1.0] 4 [0.0] [1.0]

Yi Y

[0.0] [1.0]

variantaé. 1 variantaé. 3 variantaé. 4

Y2 0.2
[0.1]

Eansad i

0.4

[peasns;
|pEmans;

Yi Y

[0.0] [1.0] [0.0] [1.0] [0.0] [1.0]

variantaé. 5 variantaé. 6 variantad. 7 variantaé. 8

Y 3x 0.2 Y2

[0.1]

S |

namnsnn |
sEEAE |

Vi

[0.0] [0.0] [1.0] [0.0] [1.0] [0.0] [1.0]

variantaé. 9 variantaé. 10 variantaé. 11 variantaé. 12

Poté je proveden vyget mikroulohy na 3D referéni buice Y tvaru jednotkové krychle.
PodoblastY; ma, v analogii s variantami. 7 nebo¢. 8 v gipac 2D vypditu, podobu

prostorového Kze se Sesti rameny. Rameno ver’nosyx; tvoii hlavni kanaktvercového
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praifezu o hraa délky 0,4. Ob ramena ve s#nech osx, a x; jsou taktézétvercového
prafezu, avSak s hranou polori délky, vizobr. 19aobr. 2Q

imo’r_id
i
1
obr. 19: Prostorova jednotkova referéni obr. 20: Vypdetni oblast 3D mikroulohy
burika Y. Stokesova prouhi, podoblast tekutiny.

Souwasti programu proieSeni mikroulohy je soubortigazi pro sestaveni tenzoru
permeabilityk” dle vzorce (5.64)

6.1.2 Makrouloha (Darcyho zakon)

Nez pejdeme ke slabé formulaci makroulohy, dosadimeicdb.67) Darcyho zakona do
rovnice kontinuity (5.68), ficemZ f(x) = 0. Tim ze systému eliminujeme prémmouw(x)

a ziskame rovnici pro vyget jediné neznamé(x). Z vypaitenych uzlovych hodnot tlaku
p(x) mizeme pole perfuznich rychlosti(x) nasleds pomoci (5.67) kdykoli rekonstruovat.

Rovnici pro vypaéet p(x) vynasobime skalarni testovaci fungof H(Q),

1
j V.- K", p(x)qdx = 0.

Cc

a upravime pomoci integrace per partes.

1 1 1
j v, - n_KHpr(x)qu = j n- (TI_KHpr(x)> qdSy — f n_KHvxp(x) Veqdx =0 (6.3)
c c c

Q on Q

-w(x)

Kulatou zavorkou uzaeny ¢len v integralu po hraniddQ ma samoiejmé vyznam zaporh
vzaté perfuzni rychlosti. Rozldme-li hranicioQ, viz obr. 21, na¢asto;,, kudy tekutina do
oblasti Q) vstupuje, dale n&éstdQ,,;, skrze kterou tekutina oblagt opousti, a kon@é na
neprostupnou 8hu dQ,,,;;, pak lze povrchovy integral rodit na ti, pricemz sodet €chto
integrali bude, stejé jako pivodni integral v (6.3), diky platnosti okrajové poidky (5.69)
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nulovy. Z této trojice integral mizeme rovnou vylotit integral podQ,,,;;, neba s€nu
povazujeme za neprostupnou¢ehoz vyplyva, ze fimét vektoru perfuzni rychlostiv(x)
do snéru vrejSi normalyn ke sén¢ musi byt roven nule.

IJIUG 9

=

A 4

Wy

I I [ xf
() 6Qwah’ 03

obr. 21: Makroskopicka oblad, pouzita v numerickych vygech, se schematicky
nazna‘enou diskretizaci oblasti a s hraniéi, rozdlenou na diti ¢asti 9Q;,, 0Q,u:
adQ,. Se Zetelem na aplikaci okrajovych podminek. Na vstupunysstupu naznéden
primét vektoru perfuzni rychlostiv(x) do snéru jednotkové vijSi normalyn k hranici.

Souet zbylych dvou integraltvori tzv. podminkuesitelnosti golvability condition

0=— fn-w(x)qux— fn-w(x)quxz fw};,"(x)qux— fw,?,”t(x)qux, (6.4)
0Qin 0Qout 0Qin 0Qout

kde wi*(x), resp.w*(x) je absolutni hodnota jmmétu vstupni resp. vystupni perfuzni
rychlosti w(x) do snéru vrgjSi normalyn k piislusné vstupni, resp. vystupni ploSe, viz
obr. 21 Hodnotaw{*(x), resp.wd**(x) je obecw funkci x, ¢imZ Ize postihnout nap
rychlostni profil. Podminka (6.4) v podstapredstavuje rovnici kontinuity. Pokud budeme
piedpokladatw* = ¢ a wi¥t = C°¥, kde C'™ a C°%“ jsou konstanty, a vstupni igez
shodny s vystupnim, pak z (6.4) vyplyva, g = w*.

Kombinaci vztah (6.3) a (6.4) ziskame slabou formulaci Neumanmpedlému, [23].

1 .
j —K"V,p(x) - Vyqdx = f Wil (x)qdsS, — f WM (X)qdS, Vg EHY(Q)  (6.5)
C

Qin aQout

Alternativre I1ze zadat fimo tlakovy spad, a to formou Dirichletovych okmajoh podminek
v podolg riznych hodnot tlaku na dvouti(vice) disjunktnichéastech hranice, n&apna
protilehlych plochach vypetni oblasti obdélnikového tvaru, vibr. 23, coz ma — pokud
bychom se zabyvali realnym laboratornim pokusem protdo rychlostnim okrajovym
podminkam vyhodu ve zta jednodussi regulaci toku. V tonfipad feSime rovnici
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1
f — KV, p(x) - V,qdx =0 Vq € H'(Q). (6.6)
2 Ne
X, X
0.2 T 1 ‘ TTTTT "—0,2 T T
H,-\'p - : HH W pm : : Asmnn /?”H
O 0.3 Y 0 0.3 x’

obr. 22: Makrooblast) se zadanymi konst. obr. 23: Makrooblast) se zadanymi konst.

rychlostnimi okrajovymi podminkami tlakovymi okrajovymi podminkanmp™ na
wit = wi* nadQ, adQ,y,. 00, ap®™ nadQ,y,.

Vypocet makroproblému je realizovan na homogenizované&stb s definovanymi
okrajovymi podminkami na jejich hranich plochach. Proc¢ély testovani byla koaymi
prvky diskretizovana obdélnikova rovinna oblasbonrech 0,3 krat 0,2 m, jejiz leva hrana,
(x; = 0; x, € (0;0,2)), byla zvolena za vstupni, zatimco pra@g, = 0,3; x, € (0;0,2)) za
vystupni. Na zmigné hrany byly pedepsany podminky* awg*t nejprve jako konstanty,
pro rez diky definici tlohy platiw{* = wg¥t, obr. 22 V piipac rychlostnich podminek na
vstupu a vystupu byla navic definovana podminkavwv@io integralniho gmeéru tlaku na
oblasti Q, p, = fﬂ p(x)dx = 0, tak abychom ziskali jednozire ieSeni ulohy a rozloZeni
tlakup(x).

% Posléze byla uloha modifikovana, vizériana
W | 9Q, obr. 24 Predre doSlo k prohozeni okrajovych
0.2 A — podminek na spodni a pravé hrasblasti(),

R EEEmamEREEEEREREmEEEE takze spodni hranéx; € (0;0,3); x, = 0) je

gy 2 RARRESERERARESSARRRERE nyni  vystupni, zatimco prava hrana

B mammamEmmamEmEEmEmaasuE (x; =0,3; x, € (0;0,2)) zastava ulohu
EESMEEEEERERECPENSRERE neprostupné &hy. Za druhé byly na vstupni

;/m\U 9

41
ad

B a vystupni hra# predepsany rychlostni
0 " okrajové podminky s linearnim {i€hem,
piicemz také zde byla zacélem ziskani
= jednozné&néhoieSeni dlohy a rozlozeni tlaku
obr. 24: MakroUloha Stokesova pro¢di ~ p(x) zvolena podminka nulového integralniho
na oblasti s modifikovanymi hranicemi praméru p, = 0 tlakup(x) na oblasti).

a rychlostnimi okrajovymi podminkami
wit(x,) awd* (x,) s linearnim prizbéhem.
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Abychom dodrZeli podminkieSitelnosti (6.4), musi rychlostni trojuhelnik nstupu svou
plochou odpovidat ploSe rychlostniho trojuhelnika wystupni hra#t A proto mezi
maximalni normalovou rychlosti”, . na vstupu av2%. na vystupu plati vzajemny vztah

out o
Wiax X2

= o (6.7)
Winax X1

kdex; = 0,3 aXx, = 0,2 jsou délky hran obdélnikové vygetni oblasti nabr. 24 piicemz
norméalova rychloswi*(x,) na vstupu, respwd“t(x;) na vystupu je linearni funkce dana
piedpisem

in W;;?ax out WT?lIZngC 6 8
Wit (xy) = ———x,, resp. wgt“(xy) = Xq. (6.8)

a ~

X2 X1

6.1.3 Respektovani konéné velikosti referertni buiky Y

Diky asymptotické analyze PDR Ulohy Stokesova p¥nudse mivodni matematickou
formulaci problému poddo pievést na mikro- a makroulohu, které jsou nezavik&. bylo
feceno v kapitole 5.6, homogenizaci ziskame vztahyigealizovany pipad, kdy se jak maly
parametre, tak i charakteristicky rozén L., referegni buiky Y limitn¢ blizi nule.
V realnych aplikacich metody homogenizace vSakreefai buika Y zastupuje periodicky
vzorek skuténé mikrostruktury kongych roznéra. Proto Ize vzdy nalézt > 0, které udava
poner velikosti buiky Y k rozmEram makroskopické oblasi.

V piipact Stokesova prouahi, které je v makroulozéeSeno pomoci Darcyho zakona (6.5),
resp. (6.6), je posm ¢ do vypa@etnich vztahh zahrnut pomoci vygetniho koeficientu
dynamické viskozity)., pro rgjz dle (5.19) plati

Pokud uvazujeme oblast o roznerech viadu meti a velikost biiky Y viadu desetin
milimetru (inspirovano udaji uvedenymi v [3] a [6pak

_lot
&= 100 = .

Pokud zan® vezmeme viskozitu krvg® = 4 - 1073 Pa.s ((daj z [3]), potom pro vygetni
koeficient dynamické viskozity,. plati

4-1073

Ne = m =4-10° Pa.s. (69)
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6.2 Numerické eSeni mikroulohy & sestaveni tenzoru permeability

Vizualizace vysledk numerickych vypétt v softwaru SfePy realizovand v softwaru
ParaView vyuziva dvou srovnavacich primiki — numerické hodnoty dané wuely
a barevné skaly.

Vzhledem k tomu, Ze numerické hodnoty sledovani&ingl nag. tlakového korektorar!, se
varianta od varianty odliSuji ¢hdy az o téems dveé desitkyradi), nelze mezi sebou hodnoty
vybrané veliiny, ieknéme pra¢ ', pro v3echny varianty geometrie mikrostruktury
porovnavat v jediné, vSem variantam spote absolutni barevné stupnici. Proto je vzdy pro
danou variantu k zobrazeni vyslédkyuzito celé barevné Skalyimz ziskame dobrou
grafickou gredstavu o relativnim rozlozZeni tlakovétiaychlostniho pole v rdmci podoblasti
Y; nalezici jedine, prazkoumané variagt

K absolutnimu porovnani variant co do vysledgoli tlakovych korektar 7r¢ a rychlostnich
korektoit w' dobre poslouzi numerické hodnoty. Pro kazdou variaghideme vzdy hodnotu
minima a maxima dané veéiny. Pfinosné nize byt také zkoumani vztahu mezi tlakovym
a rychlostnim polem vramci vypetni oblasti dané varianty.fiPzkoumani vysledk
mikroulohy feSené pro tzné geometrické varianty refetg buiky Y se zamsiime na
zjistovani faktoti, které maji vliv na velikost sloZzek tenzoru pertritty K.

6.2.1 Tabulka vysledki ieSeni mikroulohy

Na z&klad vypoitu mikrotlohu pro vSech dvanact geometrickych vdrraferedni buiky Y
bylo zjiS€no, Ze mikrodloha je symetrickdidi souadnicovym osany,,...,yy, ve 2D tedy
vici osdmy; ay,, které jsou zaroweosami hlavnimi. Uvadime proto pouze vysledky pro
liché varianty, varianti&. 6, ktera je spols¢ s variantouc. 5 unikatni svoji autosymetrii
vzhledem k hlavnim osam, a y,, a také specifickou dvojici variarit 11 ac¢. 12. Do
hodnoceni automaticky spadaji i varianty se sudgragovymcislem.

Varianta ¢&. 1:

¢1 = 0,2

n' [m]; @' [m?]; K¥ [m?]

1 — 1 —
Tinin = Tmax = 0

- 2 _

T[min - _071; T[max - 0,1
K = [666,686666 8] .10°6 lelmin =0; |w1|max = 0,005

Iwzlmin = |w2|max =0

Varianta ¢&. 3: 7t [m]; @' [m?]; KY [m?]

¢3 =04 T[r:nin = Mmax = 0

T[min = _0I2; T[?nax = 0,2
K13-1 — [5333,33333 8] .10°6 |w1|min =0; |w1|max = 0,02

|w2|min = |w2|max =0
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Varianta €. 5:

¢5 = 0536
KH = 727,8520
B 0
Varianta €. 6:
¢ = 0,64

KH = [6382,5061

Varianta ¢&. 7:

¢; = 0,52
K — [895,16084

Varianta €. 9:

= 0,52
H _ [801,40267

Varianta €. 11:

¢11, = 0,205
K — 146,5474
117 1146,5474
Varianta ¢. 12:
¢4, = 0,205
Ki — 146,5474
12 7 | -146,5474

0 -6
7278520/ 10

0 -6
6382,5061] 10

0 -6
5584,8546) " 10

0 -6
1455,2871] -10
146,5474] | s
146,5474
~146,5474] | 6
146 5474

i [m]; @' [m?]; KY [m?]

nml = —0,1906; 7}, = 0,1906
m2,; = —0,1906 ; 12, = 0,1906
| i = 0; |w] e = 0,00546
|w?| i = 0; |w?|nq = 0,00546

i [m]; @' [m?]; K¥ [m?]

nml = —0,5193; wk, = 0,5193
n2; = —0,5193; n2, = 0,5193
|w!|,,g = 0,02394
|@w?| g = 0,02394

lelmi - 0;
Iwzlmi =0;

n' [m] ; @' [m?]; KY¥ [m?]

nml = —0,3209; 7l , = 0,3209
n2, = —0,3115; 72, = 0,3115
| i = 0; |@ e = 0,00672
|w?| i = 0; |@? |1 = 0,02095

n' [m]; ' [m?]; KY [m?]

nml = —0,2098; ml,, = 0,2098
m2; = —0,1906 ; 72, = 0,1906
| i = 0; |@']me = 0,00601
|@w?| i = 0; |@?| ;g = 0,00546

7l [m]; @' [m?]; K% [m?]

nml = —0,1312; wk, = 0,1312
n2; = —0,1312; n2, = 0,1312
|w!|,,, = 0,00161
|w?| e = 0,00161

lelmi - 0;
Iwzlmi =0;

n' [m]; ' [m?]; K%, [m?]

nml = —0,1312; nl, = 0,1312
n2, = —0,1312; m3,, = 0,1312
| i = 0; |@']me = 0,00161
|w?| i = 0; |@? ;e = 0,00161
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6.2.2 Analyza vysledki FeSeni mikroulohy

Pro tenzor permeabilitic”’ libovolné zde uvedené varianty (s vyjimkou variant1 ag. 12)
a tenzolK,,, varianty k ni symetrické generélplati

K%, = (K" (6.10)

Dale plati, ze smiSené slozkyf, = k£ tenzoru permeabilitk*’ diky ortogonali e a w’
proi # j, viz definini vztah (5.63), vychazi u vSech variant s vyjimk@uianté. 11 a¢. 12
nulové, coz numericky vyget potvrdil.

Nyni miZzeme porovnavat a vSimat g1 pom podobnosti i rozdil které by mohly pomoci
s odvozenim obecnych zakonitosti pro ten8r ktery je pouze funkci geometrie refexen
buiiky Y, presrgji feceno jeji podoblastiy, na kter&eSime mikroulohu Stokesova préad
KaZzda podoblasty ma tyto vlastnosti: velikost, tvar a orientadicvhlavnim osam hiky Y.
VelikostY; je uovana ve smyslu porozitp, tedy jako porér obsahu podoblasty k obsahu
celé referetni buiky Y. Pfi hodnoceni tvaru si vSimame geometrického tésgéni
podoblastiYy, nag. Siky a pa@tu kanalki, tvaru jejich stn a gipadnych dalSich atribiut

Podivejme se na konkrétnfiklady. Za&néme trivialnimi gipady variant. 1 az¢. 4, které
maji geometrii s jedinym kanalkem vedenym jednifmaxnich snirt, zatimco ve sgru
kolmém k tomuto jsou pro tekutinu nepropustnésiBsny tenzork proi = 1,2,3,4 ma
jedinou nenulovou slozkou a vyjage tak vlasta skalarni permeabilitu v hlavnim sm,
kterym je orientovan kanalek. Kanalekibe mit fiznou Siku, a jak vidime ze srovnani
variant¢. 1 aé. 3, Sftka kanalku ma na velikost permeability vliv. Rogj&me @i tom dva
limitni ptipady. Kanalek nulové &y znamena nulovou permeabilitu, maméego

z homogenniho, neporézniho materialu. @yaxipad, tedy, kdy se kanélek roage az do

té miry, Ze pordézita dosdhne sta procent, znaniend@ame pouze oblast tekutiny, pro kterou
muzemeresit Ezny systém Stokesovyati Navier-Stokesovych rovnic bez nutnosti pouzit
homogenizaci.

Kromé Sitky kanalku hraje roli také porozit@, jak mizeme vidt, porovhame-li hodnoty
permeability variant. 5, ¢. 6 a¢. 7. Je #ejmé, Ze s rostouci porOzitou se zvySuje také
permeabilita, ktera je maximalni vipadt varianty ¢. 6, jejiz porézitacini celych 64%.
Srovnanim zmiénych variant navic zjistime, Ze pro velikost konRkfésloZky tenzoru
permeability nema vyznam jerii& kanalku, ktery prochaztiglusnym smrem, ale také tvar

a Stka kanalku k dmu kolmého.

Zameime se déle na varianty 7 ac. 9, které maji shodnou porozigu= 0,52. Presto vSak
maji ve smdru y, velice rozdilnou permeabilituckoli ve sneru y, je permeabilita obou
variant zhruba na stejné drovniaidd hledejme ve vlastnostech vazkych tekutin. Diky
viskozitt ulpivaji tekutiny na povrchu &t kanalku, maji zde nulovou rychlost, zatimco v ose
kanalku je rychlost tekutiny maximalni — dojde kwateni rychlostniho profilu. A je Sika
dvojice kanalk vedoucich u variantg. 9 snérem y, v sowtu shodna jako B{a kanalku
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ve snéru y, u varianty¢. 7, celkové pitocné mnozstvi tekutiny touto dvojici kanalbude
vzdy menSi neZz jgtocné mnozstvi tekutiny dvojnasobisirokym kanalkem varianty. 7,
neba’ se jedna o valinu s nelinearni zavislosti naé kanalku.

6.2.3 Varianty ¢. 11 a¢. 12

Varianty ¢. 11 a¢. 12 jsou specifické, pémadz diky smiru, kterym jsou vedeny kanalky
a ktery se neshoduje s hlavnimi &gy, a y,, jsou mimodiagondlni slozky tenzoru
permeability nenulové. Zde uvedenyigad je navic specialni tim, Ze orientaci katalk
v diagonalnim srru, tedy pootdenim o 45° uc¢i smeram hlavnich os, jsme docilili toho, Ze
v8echny slozky tenzoru permeabili/’ maji stejnou velikost (v absolutni hod&otRozdil
ve znaménku vifjpact varianty ¢. 12 reflektuje srér rychlostniho korektoruw?, viz
nasledujici tabulka s vizualizacemi vektorovéhohtgstnino pole. #jmy je vyvinuty

rychlostni profil proudu tekutiny s maximalni ryokti v ose kanalku.

varianta ¢. 11: varianta é. 12:

vektorové polaw? vektorové polaw?
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Abychom mohli tenzor permeability variat 11 a¢. 12 porovnat s tenzorem permeability
ostatnich variant, najdeme jeho vlastisia, ktera jsou slozkami tenzoru permeability aati

¢. 11 aé. 12, transformovanych do s@aanicového systému hlavnich s a y,, resp. jeho
vlastni vektory, které duji potebny uUhel natgeni mezi skutgnou konfiguraci

a transformovanou konfiguraci v systému hlavnich os

Z MATLABuU pomoci gikazu[ V, Lanb] = ei g(K11) ziskdme vystup v podébmodalni
maticeV, jejiz sloupce tvii vlastni vektoryw, av,, a spektralni maticdl s vliastnimicisly 4,
aly:

0

0 « o [—0707106781187 0.707106781187
A_[o 293,0948] 10 5 v=| |

0.707106781187  0.707106781187

Z tvaru spektralni maticd vyplyva, Ze varianty¢. 11 a¢. 12 jsou v podstattrivialnimi
piipady jako varianty. 1 az¢. 4 s tim rozdilem, Ze referém buikou Y variante. 11 aé. 12
jsou vedeny dva rovnebné kanalky misto jediného. Vlastéisla v maticiA jsou fazena
vzestup# dle velikosti. Pokud tedy chceme pomoci modalnficeazjistit potebny Uhelp,
natateni referetini buiky Y varianty¢. 11, respg. 12, musime takdinit pomoci vlastniho
vektoruv,, ktery nalezi drunému vlastnindislu 1, = 293,0948 - 10°. Uhel ¢, vypoiteme
ze zndmého vztahu pro vyges Uhlu seieného déma vektory,

ez'VZ

EANAN

(, = arccos

kdee, je jednotkovy vektor ve séru hlavni soéadnicové osy,. Po dosazeni ziskameseni
@, = /4 = 45°. Vypccet tedy potvrdil pedchozi tvrzeni, Ze refer@ri buika Y varianty
¢. 11, resp¢. 12 je wici sowradnicovému systému hlavnichpsay, nat@ena o 45°.

6.2.4 Shrnuti poznatka o faktorech ovliviujicich velikost sloZek tenzoru permeability

Na zaklad vySe uvedenych zji&i miZzeme konstatovat, Ze velikost sloZzek tenzoru
permeabilityK* zavisi na porézit ¢ dané geometrie referémi buiky Y, na Sfce a pétu
kanalki, jakoZ i na jejich orientaci ¢ hlavnim sméram y; a y, referegni buiky Y.
Poznamenejme, Ze pro vy testovaci mikroulohy byly pouzity velice jednoté
symetrické geometrie gimymi kanalky konstantni &y v celé jejich délce. Geometrie
skut&nych, k praktickym vyp&im pouzivanych mikrostruktur byvd mnohem rozmgsit

a vede na tenzor permeabilky, jehoZ vSechny slozky jsou obe&amenulové, viz [6].

V néasledujici kapitole vyuzijeme vSech variant fzpermeability pro vypéet makroulohy
Stokesova prouahi (6.5), resp. (6.6), igemZ prostednictvim sestavenych tengoi®

budeme sledovat vliv orientace @k§i kanalki natreSeni(p(x), w(x)) Darcyho zéakonaip
zachovani totoznych okrajovych podminek pro vSechayanty mikrostruktury. V loze
této prace se nachazeji vizualizace vyshe@i§eni(r!, ") mikrotlohy variant. 1,¢. 5,¢. 7,

¢.9ac. 11.
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6.3 Numerické FeSeni makroulohy (Darcyho zakon)

Resime nejprve Ulohu 1, viz rovnice (6.5), s ryctiiési okrajovymi podminkami na vstupni
a vystupni hratioblastif dle schématu nabr. 22(str. 41). Poté provedeme vyfeb Glohy 2,
viz rovnice (6.6), s tlakovymi okrajovymi podminkama vstupni a vystupni hramblastif
dle schématu nabr. 23 Nakonec budemisit Ulohu 3, viz rovnice (6.5), s modifikovanymi
rychlostnimi okrajovymi podminkami s linearnimip&éhem dle schématu rodor. 24(str. 41).

Do vztahi (6.5), resp. (6.6) ve tvaru slabé formulace rogrixarcyho zdkona dosazujeme
materialovy paramety,, ktery je vSem uloham, zminym v predchozim odstavci, spaiey.
Jedna se o vypetni viskozitu tekutiny, jejiz hodnota je s ohledea konénou velikost
parametre uréena vztahem (6.9)@ni n, = 4 - 10° Pa.s.

6.3.1 Ulohal

Uloha 1 jefeSena s rychlostnimi okrajovymi
iwl podminkami wg* = wi* = 10"° m.s7t,
oo jejichz velikost byla stanovena

s pihlédnutim k adajm uvedenym v praci

[6]. Volbou tchto okrajovych podminek

a diky rozvrzeni ulohy 1 je vektorové
&6 rychlostni pole na celé makroskopické

oblasti Q konstantni, viz obr. 25
obr. 25: Konstantni rychlostni vektorové poleV disledku toho vznika v podélném &m
na oblastiQ, [w| = 107 m.s™ 1. x; rovnon¥rny tlakovy spad, vizobr. 26
tvorici konstantni tlakovy gradient

v — Pin — Pout — Pin — Pout
xP 2, 0,3

(6.11)

kde p;,, resp.pou: j€ velikost tlaku na vstupni, resp. vystupni rant; = 0,3 m je délka
hrany oblasti) ve snéru x;.

Hodnota gradientuV,p je diky

obr. 26: RozloZeni tlaku na obladii na pfikladu
varianty ¢. 8.

o) konstantni perfuzni rychlostw
ég'74334 negimo anerna velikosti
7 permeability v daném s¥ru, jak
0 vyplyva z Darcyho zakona. Nize
4 umistna  tabulka  obsahuje
_E]_g] 4334 vysledky, kterych bylo dosazeno

vypoctem makroulohy s referéni
buikou Y geometrickych variant
¢. 1,¢. 3, ac. 5 azé. 10.
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Varianta: K! [m2]; p[Pa]; V,p [N.m™3]
666,666666 0 Pin =90
&1 N O] +10 Pout = -90
V,p = 600
pin = 11125
9 5333.33333 0] ...
&3 3 = 0] +107° Pour = —11,25
V.,p =75
pin = 82,4343
727.8520
¢ H __ ) -6
& ks = [ 727 8520] 107 p,.. = —82,4343
V,p = 549,562
pin = 9,4007
6382.5061
b4 H __ ) _
&0 Ke = [ 6382 5061] 107 pyy = —9,4007
V.p = 62,6713
pin = 67,0271
895,16084
X H __ ) _
7 K7 = [ 5584 8546] 107 p,, = —67,0271
V,p = 446,847
P = 10,7433
5584 8546
b4 H __ ) _
&8 Ks = [ 895 16084] 107 py,e = —10,7433
V,p = 71,6223
pin = 74,8687
801,40267 0
¢ H __ ) -6
&9 - [ 1455, 2871] 107°  poue = —74,8687
V,p = 499,125
P = 41,2290
3 1455 2871 .
& 10 Kio = [ 801 40267] 107 poye = —41,2290

V.p = 274,860
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Vysledky uvedené naiedchozi strahjsou v souladu séekavanymieSenim pro rozlozeni
tlakového pole, vizobr. 26 Vyjimku tvori pouze vySe neuvedené varianty 2, ¢. 4
a symetricka dvojice variat 11 ac. 12, jejichzieSeni neni konformnireSenim ostatnich
variant. Dhivodem je geometrické usfamani referetni buiky Y téchto variant. Geometrie
mikrostruktury varianté. 2 a¢. 4 s kandlkem orientovanym ve &m osy x, jsou za
stavajiciho rozvrzeni ulohy 1, kdy prefetehsner toku je shodny se sfrem osyx;, pro
tekutinu neprostupné. Jinakéeno je permeabilitatthto variant v preferémim sn&ru toku
nulova a vysledny gradient tlaku roste nade vSeaheye,V,p — . Numericky vypget
sice poskytl jisthd data, avSak rozloZeni tlaku pesida pedpoklddanému (viobr. 26
a navic se velikost tlaku pohybujgadu10'? Pa, z¢ehoz vyplyva, Ze zathto podminek by
pro udrzeni toku tekutiny konstantni rychlosti= 107° m.s~! bylo zapotebi obrovského
a vzhledem k reritku Ulohy zcela nerealistického tlakového gradient

Ani varianty ¢. 11 a¢. 12 nemaji vzhledem krozvrzeni udlohy 1 vyhovujggometrii
mikrostruktury. Jejich kanalky poatené o 45° w¢i prefere@nimu snéru toku totiz
nedovoluji penos hmoty ve sénu x; pii zachovani konstantni hodnoty $adnicex,.

Na zaklad vysledki vypoitu makroulohy 1 rizeme konstatovat, Zefipzadané perfuzni
rychlosti w = |w|, konstantni na celé makroskopické oblaQti a konstantni hodnot
vypocetni viskozity tekutinyn. je jedinym faktorem, ktery skute¢ ovliviiuje vysledné
rozlozZeni tlaku na oblasfl, velikost permeability porézniho materialu v prefénim sn&ru
toku. Ta pimo souvisi s tvarem, velikosti a orientaci kafdalkdmci geometrie referéni
buiky Y, jak bylo zjis€no dive. Nejwtsi tlakovy gradientV,p = 600 N.m™3, ktery je
nezbytny pro udrZeni toku tekutiny stalou rychlestE 107° m.s™1, tak vyZaduje varianta
¢. 1, zatimco nejmen¥,p = 62,6713 N.m™3, logicky varianta. 6.

6.3.2 Uloha 2

Uloha 2 jefe3ena s tlakovymi okrajovymi
o podminkami p;, = 102 Pa a p,y = 0 Pa.
i Velikost tlaku (lépereceno getlaku) p;,, na
; vstupu je volena na zakladadaj v [3],
zatimco nulova hodnota vystupniho tlaku
(pretlaku) p,,: Napovida, Ze ipdpokladame
vystup tekutiny do okoli. Vysledny tlakovy
gradient V,p na makroskopické oblasfi,
viz obr. 27 ma pro vSechny varianty
geometrie mikrostruktury shodnou hodnotu

obr. 27: Tlakové pole s konstantnim
gradientemV,p na celé oblasti).

v =pin_pout=100_0
xP 2, 0,3

= 333,3 Pa. (6.12)

Diky tomu, Ze hybnou silu toku tekutinyegistavuje konstantni gradieWtp, predpokladame,
ZeteSenim makroulohy 2 bude konstantni vektorové pet&uzni rychlostw, podobné tomu
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naobr. 25(viz str. 48), picemz velikost rychlostw = |w| bude za danych podminekimo
ameérna velikosti permeability porézniho materidlu eferednim snéru toku. Tento
piedpoklad vSak splji, stejré jako v @ipact ulohy 1, jen varianty. 1,¢. 3 ac. 5 az¢. 10,

jejichz vysledky jsou usgadany do nasledujici tabulky.

Varianta:

[
H

(£
w

(£
(&)

€<
(o]

[
\‘

[
(o)

€<
(o]

¢. 10

666,666666
K =220

5333,33333
KY = >

Ki =

K{ =

K} =

Ki =

K§ =

H _
KlO_

[727,8520
0
[6382,5061
0
[895,16084
0
[5584,8546
0
[801,40267
0

[1455,2871
0

K% [m?]; w = |w| [m.s71]

e
o] 1070

0

.10-6
727,8520] 10

0
63815061]'

0—6

[EnN

0
558&8546]'

0 i
89516084]'10

0 -6
14552871]'10

0
80L40267]'

w = 5,556 -
w = 4,444 -
w = 6,065 -
w = 5,319 -
w = 7,460

w = 4,654 -
w = 6,678 -
w=1,213-

1077

10°¢

1077

107

-1077

10

1077

107



TESTOVACI ULOHA STOKESOVA PROULENI 52

Vystupem ieSeni makroulohy 2 fp pouZziti geometrie mikrostruktury vySe neuvedenych
variant¢. 2 ac¢. 4 je vektorové pole perfuzni rychloséi s nulovou velikosti. Jefgimé, Ze
vzhledem k nulové permeabditmateridlu v preferemim snéru toku, ktery je ufen
tlakovym gradientenv,p, nemiZe tekutina oblasfi v tomto sndru vibec prochézet.

Varianty ¢. 11 a¢. 12 jsou i v pipad
whs tlohy 2 portkud odliSné od zbylych. Na
boo obr. 28 Ize vidtt rozlozZeni tlaku, na
/o obr. 29 zase vektorové pole perfuzni

50 . . .

» rychlosti pro geometrickou variantu
0 ¢. 12. | pes zadané tlakové okrajové
-2.413005

podminky nedoSlo v makroskopické
oblasti Q  kvytvoreni  tlakového
gradientu v preferegmim sn&ru toku,
jak je Zejmé z obr. 28 Uspdadani
kanallkia refereni buiky Y varianty

obr. 28: RozlozZeni tlaku v oblasfi pro geometrii
mikrostruktury ve variané ¢. 12.

LN ¢. 12 méa za nasledek, ze tekutinaze
o Py makroskopickou oblastf) téct pouze
19237 diagonalg z jejiho horniho levého do
-8e-8 jejiho dolniho pravého rohu, vabr. 29
e Cini tak ale s obtizemi, jak Ize gt
et zhodnoty maximélni  dosahované
C 0T ehlosti (Wl = 1,29 - 1077 m.s™?,

ktera je nizSi v porovnani s rychlostmi,
jakych bylo dosazeno u libovolné
z variant uvedenych nagudchozi strah
Pohled na vektorové rychlostni pole na
obr. 29dava tusit, Ze rychlost, s jakou tekutina diago&©@kotéka oblastf), bude v piiméru
dokonce je&t nizsi. VysledekeSeni ulohy 2 s geometrii mikrostruktury ve vadahtll je
analogicky k tomuto.

obr. 29: Vektorové pole perfuzni rychlostitv
pro geometrii mikrostruktury ve variaté. 12.

Na zéklad vysledki vypoctu makroulohy 2 mizeme konstatovat, Zefiptlakovém spadu,
zadaném pomoci okrajovych podmingk, = 100 Pa a p,,; = 0 Pa, ktery iniciuje vznik

konstantniho tlakového gradienWyp = 333,3 N.m™3 na oblastiQ), ziskame pro varianty
¢. 1,¢. 3 acé. 5 az¢. 10teSeni v podabkonstantni perfuzni rychlostr = |w|, jejiz velikost

se odviji pouze od hodnoty permeability poréznihatemalu v preferemim sn&ru toku.

Diky tomu mizemetict, Ze nejvyssi perfuzni rychlosti, = 5,319 - 107 m.s~1, dosdhneme
u variantyg. 6, nejmensiw = 5,556 - 1077 m.s™ !, naopak u varianty. 1. Do vitu variant

jsme nezapgtali varianty¢. 2 a¢. 4, které jsou pro tekutinyfipdaném rozvrzeni ulohy
neprostupné, a varianty. 11 ac. 12, jejichz odliSnéeSeni bylo popsano wgrchozim

odstavci.
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6.3.3 Uloha 3

Modifikaci rychlostnich okrajovych podminek a&epunem vystupni hrany oblagii dle
obr. 24(viz strana 41) ziskame ulohu, jefg&Seni nelze, na rozdil od obotegchozich uloh,
s pomoci vzorce Darcyho zakona odhadnimutokonce vypeitat. Musime se tedy spokoijit
s numerickynreSenim ulohy v softwargfePy

Bylo zjiSttno, Ze geometrie refer&mi buiky Y varianté. 1 azé. 4 je pro zadané okrajove
podminky Ulohy 3 nevyhovujici, nebelivem vedeni kanalku pouze jednim z hlavnickrsm
nemize dojit ke stdeni proudu tekutiny od levé vstupni &em k pravé vystupni hran
oblasti Q. Velikost rychlosti, vypoitana numerickym modelem, se u varigntl az¢. 4
pohybuje viadu 1071% az 107** m.s™1. To je v kontextu vysledk zbyvajicich variant
hodnota, kterou lze povazovat za nulovou.

Dale se ukéazalo, Ze také kipadt varianté. 11 a¢. 12 ziskame nulovi&eSeni pro vektorove
pole perfuzni rychlostiw(x). Na viré je opt geometrie fsluSnych mikrostruktur,
bezpodminén¢é predepisujici srr, kterym se ma tekutina, proudici makroskopickolasti
Q, ubirat a ktery ani v této Uloze neni v siaige zvolenymi okrajovymi podminkami. Na
rozdil od wvariant ¢. 5 az ¢ 10 totiz makroskopicka oblast), poskladana
z ,dlazdic” Skalovanych referénich burgk Y variant¢. 11 nebas. 12, nevytvéi sit na sebe
kolmych skupin rovno##nych kanallk, které by tekutid proudici oblastiQ umoZznily
neruSeny prchod oblasti za vyuziti négnejSich odbéek a propojovacich kanaik

Vysledky feSeni variant. 5 az¢. 10 Wetné vizualizace rozloZeni tlaku a vektorového
rychlostniho pole na oblagii Ize najit v piloze této prace.

6.4 Porovnani vysledk dosaZzenych v ramci této prace s vysledky
uvedenymi v relevantni odborné literature

Kvalitu ¢i naopak nekvalitu vysledkvypoiti provedenych v ramci této diplomové prace
nejlépe posoudimerippiimém porovnani s vysledky obdabrantieného vyzkumu ve ste,
publikovanymi v impaktované odborné literauviz nap. ¢lanek [6].

Porovnanim dosaZenych hodnot permeabilitg0~* az 107 m?, s relevantnimi vysledky
uvedenymi ve zdroji [6]~10~1* az 10~1°> m?, zjistime odlinost vadu10° az 101°. Naproti

tomu hodnoty perfuzni rychlosti jsou se svymipky z [6] fadow srovnatelné,
~107%az107" m.s™!. Co je ale fcinou tak velkéhoiadového rozdilu v hodnotach
permeability?

Prvni z moznych i¢in maze byt velikost a tvar referéni buiky Y. Autori ¢lanku [6] pracuji

s geometrii sublobuléarnich rozm, kter4 navic vznikla z CT skenu redlfésti jaterni tkaé
zatimco zde prezentovana testovaci Uloha Stokguouakni je feSena na velmi jednoduché
vypocetni oblasti rozrra srovnatelnych s velikosti lobulu, kterd vSak rlefetije skuténou
morfologii lobulu. S tim souvisi také skttest, Ze relevantni geometrie z [6] mémé&rnou
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porézitu ¢ = 0,143, coz je az vice neétyrikrat mére, nez u ®kterych variant geometrie
pouzitych v této praci. A jak jsme poznaliik, viz kapitola 6.2, hraje porozitdi wypoctu
tenzoruK” svoji nezanedbatelnou roli.

S vyteSenim této diskrepance v dosazenych vysledcichgadrility mize pomoci nasledujici
Gvaha. V kapitole 5.5.1 jsme zavedli tzv. v§pmi viskozitun, tekutiny, ktera je velmi
odliSna od tabulkové hodnoty stnitele dynamické viskozity? tekutiny, ale na druhé stran
reflektuje konénou velikost pordru & charakteristické délkyl,,;., mMikrostruktury
a charakteristického rozmu L,,,., makroskopické oblasti. V rovnici (6.5), resp. (6.6
Darcyho z&kona ve slabé formulaci vy¢ptni viskozita n. tekutiny vystupuje jako
delitel tenzoru permeability”,

iKH.
Me
Zan,. dosadime z (5.19):
2
1
S—gKH = —e2K" (6.13)
n n

Podstata zmimé Gvahy sp@iva ve zfsobu jakym na podil (6.13) nahlizime. Pokud
vnimame tenzor permeabilitfy” spolé&ng s kvadratem parametsy pricemz tento satin je
vydélen skuténou hodnotou viskozity®, pak se diky hodndts? = 1078 raddow vyznamm
priblizime hodnotam permeability uvedenym v [6].

S @ihlédnutim k faktu, Ze i s omezenymi moznostmi,yslanpouzitim vyp@etniho modelu

a primitivni geometrie naist¢ akademické arovni oproti kom@rimu softwarovému baliku
ANSYS Fluent a ¥rné pcitacové kopii skuténé geometrie sinusoidalniho prostoru, bylo
vramci této diplomové praci dosazeno vyskedlkteré se zhruba shoduji s vysledky
publikovanymi wilanku [6], miZeme konstatovat, Ze v této praciegstaveny model
Stokesova proughi svou roli tvodu do matematické metody homogex@zplnil a je vhodné
zabyvat se dalSim rozvojem tohoto modelu,inagesfenim v model, ktery zachycuje krom
Cistého toku tekutiny prostorem pidtake interakci této tekutiny a poddajné matricéemz
blize pojednéva kapitola 8.



55

7 Citlivostni analyza tenzoru permeability

V této kapitole diplomové prace se piesinictvim citlivostni analyzy tenzoru permeability
pokusime zjistit vliv deformace mikrostruktury narmeabilitu a perfuzni rychlost tekutiny
proudici kanalky poroelastického materialu. Matriwa rozdil od fedchozi kapitoly, kdy
piedstavovala dokonale tuhy skelet, nyni uvazujentgaoou.

Citlivostni analyzou obeénrozumime vypoet citlivosti znény (elové funkce v zavislosti
na zmén¢ optimaliz&nich parametr, na kterych delova funkceti funkcionél zavisi nepmo
prostednictvim stavové pro#gnné, [20]. Poznamenejme, Ze v nasledujicim se najed
o skut€énou optimalizaci, tedy hledani extrémuaelové funkceci funkcionalu, ale vyuziti
nékterych matematickych nastfioj optimalizace k vySéeni citlivosti slozek tenzoru
permeability.

Definujme nejprve €elovy funkcional
Y =yY(0'(y),y) = K/ = (Vo' wa)yf; ij=1,.,N. (7.1)

Citlivostni analyza tohoto funkcionalu sfpjea ve vypdétu totalniho diferencialu
Szp(wi(y),y) o §y ve sméru perturbacedy vektoru optimalizanich pronénnych y, [20],
piicemZzw'(y) je stavova prognna sphujici mikrotlohu (5.49) az (5.51). Zajima nas, §ak
zmeéni permeabilita v jednotlivych sfrech y;, ..., yy, pokud dojde k deformaci referar
buiky Y, a tedy i vypdetni oblastiy. Tvarové zminy oblastiY; posuzujeme prostdnictvim
deformace rozhrarii;;. Poznamenejme, Ze periodicituniby Y pokladame za zachovanou,
tzn., Ze veSkeré ziny tvaru se odehravaji uvhibblastiY, zatimco hranic@Y je nenénna.

7.1 Vektorové pole designovych rychlosti

Ve vypasetni oblastiY; definujeme vektorové pole designovych rychldaty), tedy jakysi
,t0K" materialnich ¢astic, a zavadime zobrazeni parametrizované pooméieho ,¢asu”
T € (0,7), [14],

F(r): Y- Ze (1), z(y,7) = F(r,9), (7.2)
kde

2=y +Vi(¥); yeYr, 2(y,0) € Z; (D), Zp(1) =Y + {TV(W}yey,- (7.3)

Vektorove pole designovych rychlodt(y) je voleno tak, aby se rovnalo nule wsti Yy,
kterou uvazujeme tvarévnentnnou, coz znamena, Zze nepodléha designové optangliz
[14]. Vektorové pole designovych rychlogf(y) je svazano s vektorem optimakizéch
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parametit y zobrazenim {y} - I;. UvaZzujme pertubacidy vektoru designovych
proménnych. Pak plati

{6y} - 0T, ={V(y)}, y €T (7.4)

7.2 Vztah materialové a parcialni derivace

Mg&me hladkou funkcif € C*(Z;), kde Z; o Y; je takové, Ze pro dostat& malé T je
z(y, ) € Z; pro jakekoliy € Y;. Predpokladame, Ze funkgezavisi na aktualnim desigriy,
perturbovaném pomoci designovych rychldaty), definovanych v (7.3), (7.4f.(z, 1) znai
funkci vyhodnocenou v baéd z = z(7), vztazenou k perturbovanému desigﬂy(r) =

{z|z(y,t) = y + TV (y)}. Diky parametrizaci designu pomoci &lého ¢asuzt dle (7.3) lze
sledovat ,pohyb“ materialovyctastic. Definujme materidlovou derivaci

10 = lip LD 556+ L), (75)

Materiadlova derivace (7.5) vystihuje 2nu funkéni hodnoty v bo& unaSeném rychlosti
V(y). Prvni¢len materialové derivacé,f (y), je parcialni derivace podle éféhocasur,

T—>0+ T

ktera popisuje lokalni zému funkeni hodnoty vyhodnocené v pevném bode ;.

7.3 Odvozeni totalni derivace slozek tenzoru permeabili

Hledame totalni derivadhp = §K/I. Dle (7.5) ji vyjadime nasledovh

l/)( y)
oY(r,y) = 6:9(r,y) + Vi(y)
i
GKH(T, )
6KH(T y) _6 (pr)-l'léTyvk(y)’ i7j7k= 17"'5N7 (77)
k
5K/l = 5T(Vwi'ij)Yf + (Véw!, W)Yf + (Vwi'V5wj)Yf, (7.8)

kde

V. (7.9)
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Totalni (materialova) derivace tenzoru permeabi(ify8) obsahuje materidlovou derivaci
(7.9) korektorové funkcew' ve skalarnim saiinu s nezderivovanou funkeé®. Tyto ¢leny
vSak Ize eliminovat, podle [14] dokonce ani nenfnoueSit adjungovanou ulohu. Systém
(5.49) az (5.51) vyjadme ve slabé formulaci, viz (6.1) a (6.2), pomogdnoduseného
zapisu

(Vo Vv)yf — (nt,V- v)yf - (ei,v)yf =0 Vvev, (7.10)

(V-w'q), =0 vqeH(Y). (7.11)

Vztahy (7.10), (7.11) podrobime materialové derivac

6(7.10):
5T(wa', Vv)yf + (V&w"',Vv)Yf + (m") Vc?v)yf —~
—5T(n",V : v)yf — (5nl,v . v)gf — (nt, V- 6v)yf - (7.12)
—5T(el,v)yf - (5el,v)yf — (€, 5v)yf =0

Jednotkovy vektoe® je konstantni, jeho materialova deriva je tedy nulova, a proto také
(6e",v)yf = 0. Testovaci funkcev je definovana tak, Ze jeji materialova derivane je

rovna nule.

5(7.11):
§.(V- wi,q)yf + (V- 5wi,q)yf + (V- wi,sq)yf =0 (7.13)

Do (7.12) dosadime = w’:

6T(Vwi,ij)Yf + (Véa!, ij)yf —

. ) ) ) . 7.14
(V- W), — (7Y w), 6, (eal), =0 (7-14

Nyni vyuZijeme vztahu (7.11), do¢j@d poté, co jsme zaenili index i za j, dosadime
q = omt:

(V- 5ni)yf =0 (7.15)

Diky symetrii bilinearni formy,(f,g)q = (g, f)q, 1ze identitu (7.15) dosadit do rovnice
(7.14), kterou timto dale zjednoduSime.

5 (Vo' wa)yf + (Vo' wa)yf — 8, (n, V- wf)yf — 6T(ei,wf)yf =0 (7.16)
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Z (7.16) vyjadimeclen s materialovou derivaéion':
(V(Swi,ij)yf = —6T(Vwi,wa)Yf + 5T(ei,wj)yf + 8, (7', V- wf)yf (7.17)

Z (7.13), poté, co jsmetpodni indexi zamenili za j, dosadiliq == ©' a uplatnili (7.15),
vyplyva

(!, V- 5wj)yf = —§,(n", V- wj)yf. (7.18)

Identitu (7.17) dosadime do vzorce (7.8) pro Wgidotalni derivace tenzoru permeability
K[} , ktery upravime na vysledny tvar

0K = —5.(Ve', Va'), + 5r(e.i' “’j)y,f + (e, w.i)Yf +, (7.19)
+8,(nt, Vv - w])Yf + 8(n!, V- wl)Yf'

Citlivost tenzoru permeabilit%’f vzhledem k vektorovému poli designovych rychldaty)
uréime dle vzorce (7.19). DalSim krokem budegigleni vSech integrélv (7.19).

7.4 Odvozeni parcialnich derivaci bilinearnich forem palle umélého ¢asu

Zavedeme pravidla derivovani parci@podle ungléhocasur. Nejprve vSak bilinearni formy
v (7.19) jest v nezderivované podebvyjadiime v perturbované oblasti(z). Poté je diky
platnosti (7.3) transformujeme dp.

dwt dw’ dwt Ay, dwl 9
_ k9O gy = [ 2% 9m O%% 9 _;hgy  (7.20)
Zp(0) dz,(7) 9z,(7) 0y 0z,(T) 0y, 0z,(T)

Zg(7) Yy

(Vo!, V')
kdeJ(2) = J(2(y,7)) = det [%y”] je Jakobiho matice.
J

(ei,wj)zf(f)z fe,‘;w,];dz= fe,‘;w,];](z)dy (7.21)
Zf(‘[) Yf

. . ! dw! ay,
LV w = F—K_dz = f Pk
(V- @), f "oz T ) " By, 02,0
Zf(‘[) Yf

J(2)dy (7.22)
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7.4.1 Pravidla derivovani parcialné podle umélého ¢asu

Zaval’me nasledujici pravidla derivovani parcipodle ung¢léhocasur.

a)
5 <%> :i<azi(}’,f)>‘ :ila()’i‘FTVi(}’))l _0 5 +Tavi(}’)l
"\oy;) ot\ 9y, o 0T dy; o 0T Y oy |l._,
5. <%> _ ) (7.23)
b)
a)’i) a( dy; )
5T<— ==l = 777 (7.24)
0z; 0t \0z;(y,7) =

Pro odvozeni vztahu (7.24) vyuzijeme nésledujientdy:
XX 1=1

kde X je regularni¢tvercova matice d matice jednotkova. Na misto matide dosadime

) . 9z
deformani gradientF;; = a—;‘.
j

0z; 0y _

7. 7 - 8i; (7.25)

Vztah (7.25) zderivujeme parci&podlet, pricemz stejd jako v (7.23) derivaci provedeme
prot = 0.

i(azi(T) 0yx )‘ —0
=0

ot \ 0y, 0z(7)
0 d (0z;(1)
S ot\ v )| _

0y aZi@)i( 0y >‘
Oazj(O) dyr 0t\0z(7) o

0— Vi (y) 0yy a%i( dyx )
Oy, 0y; 0y, 0t \0z(1) o
d ( Oy _ aV;(y)
S~ o

0t azj(r) o Yy

dy; oV,

5. <a_yl> __v») (7.26)
Zj 0y;
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c)
_ovi(y)
=5 =

5.)(z(3,7)) = % <det [az;(; T)D divV (7.27)
]

=0

Pro parcialni derivace integrélnich vziay.20) az (7.22) podle budeme déale pi#bovat
hodnotu Jakobianu pro= 0.

J(z(y,0)) = det[ det [% = det[5;;] =1 (7.28)

aZi (y, O)l _
7.4.2 Parcidlni derivace bilinearnich forem podle unglého ¢asu

Se znalosti vSech pravidel pro derivovani paréighodle t mazeme nyni fistoupit
k odvozeni parcialnich derivaci vztafvy.20) az (7.22).

5,(7.20):
S v V. dwi dw’
i j — . _ m _ n k k
6T(Vw ’Vw )Zf(0)=Yf Yj (dlv(v)amlanl ayl 67’1[ ayl ml) aym ayn
f
S V., 9V dw dw’
i j — . _ m n k k
5Vl V), Yj (dw(V)Smn o aym> Tk (7.29)
f
5.(7.21):
N, _ i i
Sf(el'w])zf(o)zyf = feka)kdlv(V)dy (7.30)
Yg
5.(7.22):
5,(',V - @) = f(div(V)S —%)nia—w’id (7.31)
T ’ Zf(0)=Yf ¥ lk ayk ayl '
f

Podivame-li se na vztahy (7.29) az (7.31),iggmé, Ze operace parcialni derivace padto
jisté miry zachovalagvodni podobu integra) viz (7.20) az (7.22). Integraly (7.29) az (7.31)
se vSak odliSuji maticemi, uz@nymi v kulatych zavorkach, které oproti integraini
vztahim (7.20) az (7.22) nejsou jednotkove.
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7.5 Testovaci tloha pro numerick&-eSeni citlivosti sloZzek tenzoru

permeability

Funkenost ziskanych vztadhcitlivostni analyzy vyzkouSime na jednoduché testd Uloze,
pificemZ vektorové pole designovych rychlot(y) bude definovano pomoci tzv. spline

boxu.

7.5.1 Spline box

mat_id

obr. 30: Referedni buika Y v geometrickém
uspafadani variantyé. 8, diskretizovana siti
kone‘nych prvki.

M¢jme referemini buiku Y v geometrickém
uspdadani odpovidajicim variaht. 8, viz

kapitola 6 aobr. 30 Oblast tekutinyY,

material 2, je zngnacerverg, zbylé ¢asti,

tedy oblast soliduY;, material 1, jsou
znazorgny mode.

V tvaroveé optimalizaci Ize danou vypetni
oblast parametrizovat pomoci spline boxu.
Vice v [21] a [22]. Spline boxS! je
reprezentaci fidimenzionalniho desa B’.
Predpokladame sjednocenB = Y N5B B!
kvadii (boxi) B! takovych, Ze vypeetni

oblastQ c B. Toto si |ze pedstavit jako vloZeni obladii do krabice a jeji obestavi dalSimi
krabicemi tak, Ze WjSi pozorovatel vidi pouze na sebe a vedle seldddusné krabice.

Parametrizace splingikkek parametrent je definovana v p@teni konfiguraciB,. Ridici
polyedr oznaime{b}, b = (bijk); r = 1,2,3, a definujeme zobraze§i: t - y,

n; Mj ng

x=SIBLINLD = D) N BINEN (N )| 5 €= (&) € B,

i=1 j=1k=1

(7.32)

I

kdeNi(t,); t € (a,, b,) jsou bazové funkce B-splinu.

Pohneme-li skterym z bod fidiciho polyedru v libovolném sfru, zneni se nejen tvar
samotného spline boxu, ale diky parametrizaci iigteynarené oblasti). Toho pra¢
vyuzijeme pro otestovani algoritmu citlivostni arzl.

Definujme dvojdimenzionalni spline box

SABLNLD = D ) BIN(EINI(6): ¢ = (4) € By,

i=1 j=1

(7.33)
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Vi

obr. 31: Splinebox s &slovanymi
Fidicimi body.Cervené body lezi na
vnéjSi, Y-periodické hranicdY, zelené
body 5, 6, 9 a 10 jsou vifitimi body
spline boxu a oblasty.

Jde octvercovou g s Sestnactiidicimi body, jak
ilustruje obr. 31 Translaci akterého Zidicich
bodi z jeho zakladni polohy je iniciovano pole
designovych rychlostiv(y) prisluSejici této
konkrétni znéné designu oblasti.

Abychom zachovali periodicitu perturbovaného
designu referami buiky Y, omezime deformaci
splineboxu pouze na jeho Vit bodyPs, P, P

a Py, pricemz kazdy z&hto bodi po radk
posuneme o0 jedéku postups v kazdém ze
sméri sodadnicovych os. Ziskdme celkem osm
novych deformovanych design pro které
vycislime citlivost tenzoru permeability na
zmenu tvaru, zaficinénou praé deformaci
miizky fidicich uzl spline boxu.

7.5.2 Citlivost tenzoru permeability na zménu tvaru vypoéetni oblasti — spline box

Pro paatetni design vypeetni oblastiY, viz obr. 3Q byl ve SfePynejprve uten tenzor
permeability K nezdeformované referemi buiky Y. Poté byla v¥islena citlivostsK*
tenzoru permeability na zinu tvaru vypdetni oblastiY;, danou osmitrznymi perturbacemi

spline boxu.

Nedeformovana referéni
Perturbace. bunka Y v paateni Tenzor permeability

konfiguraci
0)

5586,3975 0
H _ ) .10-6

pocatesni K" = 0 951,4880] " 10

konfigurace




CITLIVOSTNIi ANALYZA TENZORU PERMEABILITY 63

Perturbace.
1)

Pc:
yi=1,y,=0
Pg o 10:
y1=y,=0
2)

Ps:
y1=0,y,=1
Pg 9,10
yi=y,=0
3)

Py:
yi=1y,=0
Ps 9 10:
yi=y,=0
4)

Py:
y1=0,y,=1
Ps 9.10:

y1=y,=0

Deformovana referemi
buika Y po perturbaci
spline boxu

Citlivost tenzoru permeability

et -[273150 5328 )

N
OKY e, = 15117,'61216606 35915‘;,67296106 1070

o - [0 S
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Deformovana referemi

Perturbace. bunka Y po perturbaci Citlivost tenzoru permeability
spline boxu

5)

Py:

_ _ —-117,1166 —51,6260 _
n=1y=0 OKp, e, = —51,6260 —395,7916] +107°
Ps 6 10:
y1=y,=0
6)

Py:
2503,1840 83,1331

= 0’ =1 H — ’ ’ . -6
71 Y2 OKp e, 83,1331 1406146 °
Ps 6,10-
yi=y.=0
7)

P 117,1166 —51,6260
y1=1y;=0 0Kpmer = | “516260 395.7916] 10"
Ps6.9:

y1=y,=0

8)

Pro: 2503,1840 83,1331
y1=0y=1 OKE, e, = 83,1331 140,'6146] +107°
Ps¢o:

y1=y,=0

Z vySe uvedenych vysledke zejmé, Ze citlivosb K" tenzoru permeabilityk” na zngénu

geometrie, vyvolanou posunutim jednohtidicich bod spline boxu o jeddku ve sndru

soudadnicové osy, jgadow srovnatelna se samotnou permeabilitou. To znam@anéenzor
permeabilityK" je velmi citlivy na deformaci vypeetni oblasti;.



CITLIVOSTNIi ANALYZA TENZORU PERMEABILITY 65

7.5.3 Citlivost tenzoru permeability na zménu tvaru vypoéetni oblasti — vypdet
pomoci kon&nych diferenci

Zpusobilost algoritmu pro vyp®t citlivosti tenzoru permeability pomoci spline xbo
miZzeme snadno @it provedenim vypétu SK* konenymi diferencemi.

Konetna diference funkce je aproximaci derivace téti&denPlati-li pro derivaci funkce

df(x) _ i [P )

fl(x) = lim A

pak centralni diference funkgé€x) je jeji kon€nou aproximaci. PiSeme

df (x) ~f(x+Ax)—f(x—Ax) (7.34)
dx 2Ax '

Mame-li funkci f(x); x € R™ dimenzen, pak Ize pomoci centralni diference aproximovat
i-tou parcialni derivaci funkcg(x) nasledova:

0f () fQry, o, Xm0, X + BXy Xy, o, X)) — f (0, o, X5m0, X — DX, Xiiq, 0, Xp)
axi ZAxi

(7.35)

Vzorec (7.35) vyuzijeme pro aproximativni vyeo citlivosti SK* pri posunutitidiciho bodu
P; ve snéru sodadnicoveé osy;, resp.y;.

Kfyy, = K (Ps(y + 857%3,°), Ps(71%35), Po (17, 95°), Pro (37, 50) )

Kfyy, = K (Ps(yf* = 897%3,°), Ps (1% 35°), Po (17, 75°), Pro(37,570) )
Hay, — K2
SKM|, py ~ —2 (7.36)
Y1 20y, °
Kiny, = (PS(y1 AR N A AR N A (AN )Plo(y110'yzplo))
K%, = (PS(y1 2" = 8y, ), P (3% 35°) Po (3% 5 ), Pro (v Plo’yzplo))
Hry, — K
SKH| pg ~ —1222 872 (7.37)
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Citlivost sK*| AP

r = 1,2 byla vyp@itana pro inkrementg):yrp5 ={0,01; 0,001; 0,0001}.

5586,3975 0
H _ ) .10-6- H|| — .10-6
Norma tenzorlK" = 0 951,4880] 107°: ||K"|| = 5666,84803776 - 10
117,116554 51,6260049 _
SKH| Y5 4le I|DomOC| spline boxu:6K" | YFStlen] = [51 6260049 —305 791559] .10

Relativni chyba

H Va ’ Ve -
Ayfs oK |AyP5 pomoci centralni diference 1 u u
: TR (6K 1 ps 10, = 5K 1,2 )
001 [—117,116903 51,6251573 ] .10-6 [61,5826069 149,577135 ] .10~°
’ | 51,6251573 —395,787964] 1149,577135 —634,383410
0001 [—117,116558 51,6259964 ] .10-6 [0,622829077 1,49580324 ] .10~°
’ | 51,6259964 —395,791523] | 1,49580324 —6,34349404
00001 [—117,116554 51,6260048 ] .10-6 [—12,8246888 15,0614383 ] .10-12
’ | 51,6260048 —395,791559] | 15,0614383 —69,0342298
T —2503,18390 83,1331317
H . H — ] ) . —-6
SK™1,ps ), POMOCI spline boxu:6K™] s |, | = [ 83,1331317 —140,614613] 10

Relativni chyba

H Va ’ Ve -
Ayzps oK |AyP5 pomoci centralni diference 1 H u
001 [—2503,16370 83,1322975 ] .10-6 [—3564,12109 147,204145] .10~°
’ | 83,1322975 —140,614957] | 147,204145 60,7302566
0001 [—2503,18370 83,1331233 ] .10-6 [—35,6427405 1,47179770 ] .10~°
’ | 83,1331233 —140,614616] | 1,47179770 0,607150648
00001 [—2503,18390 83,1331316 ] .10-6 [—407,348683 13,5599935] .10-12
’ | 83,1331316 —140,614613] | 13,5599935  6,27952510

Vysledky vypatu
vypcet citlivosti.

citlivosti pomoci konénych diferenci potvrzuji spravnost algoritmu pro
Z vySe uvedenych tabulek jgepné, Ze se snizujici se hodnotou

inkrementu Ayr5 doSlo téZ k poklesu relativni chyby, ktera rippc Ay, PS = 0,0001
dosahovala hodngédu 10 az 102

Znalost vztah (7.29) aZz (7.31) pro vyget citlivosti K" tenzoru permeability¢*’ pomoci
metody designovych rychlosti zuzitkujeme v kapit®l2, ve které zavedeme linearni fank
zavislost tenzoru permeabilifg”’ na hodnat tlaku v tekutii a deformaci skeletu porézniho
materialu, a to prépomoci citlivostisK* vagi témto velginam.
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8 Matematicky model poroelastického média

Na avod této kapitoly formulujeme matematicky mogeroelastického média, na ktery
nasledg (bez odvozeni) aplikujeme metodu homogenizac&aznie mikroulohu pro vypet
korektorovych funkci, z nichZz sestavime efektivriekcienty a ty dosadime do vztah
makroulohy ve tvaru Biotova modelu poroelastickéim@édia. Ten poté modifikujeme
dosazenim Darcyho zakona, viz kapitola 5.7.4, dmioce rovnovahy pro tekutinu v porech.
Vysledkem je linearni model popisujici interakcifatenovatelné matrice a tekutiny, ktera
vypliuje prostor pdr. Nakonec linearni model #snime zavedenim implicitni zavislosti
tenzoru permeability ngeSenigimz se zmidny model stane nelinearnim.

8.1 Homogenizovany linearni model elastostatiky poroektické matrice

M¢jme oblast Q, jez gedstavuje 90

objem, ktery v prostoru zaujima 4 -
téleso z poddajného poroelastickéhc 2
materialu. Oblast Q€ RY je P
souvisla, otekena a omezena .)

rd

s hraniciaQ, [1], [23]. Je popsana
pomoci soiadnicového systému
Ox1x, ..xy, kde N je dimenze

lohy. Poroelasticka obla§tse d@li obr. 32: Poroelasticka oblagt s hranicid)
na d disjunktni podoblasti: a nazna*enou vniini strukturou (viz vyez).

X

QZ, ... podoblast poddajné matrigadtrix — indexm),
Q% ... podoblast tekutinou vypinych pét (channelsnebocavity— indexc), viz obr. 32

Dale gedpokladame, Ze jak pro podoblast matfiée tak i pro podoblast pdrQZ plati, Zze se
jedna o souvislou podoblast, femou jedinym objemem (viz podkapitola 5.dipad 1)).
V piipact Q% je navic veSkery objem podoblasti saturovan tekuwti (FSPM material).
Tlakové polep(x) v tekutirg je plné v souladu s fipadem 1) konstantni. Ozfrae jejp, ¢imz
zdiraznime, Ze se jedna o jedinou skalarni hodnoku tlaisobiciho v kazdém bédekutiny,
pii uvazovani statické ulohy na oblaQti[18].

p(x) =p Vx€Qf (8.1)

Na periodicky porézni oblasfi feSime Ulohu elastostatiky. Ukolem je nﬁ;’if, ug(x))
takove, Ze

V- (DF:e(®)) + fi(x) =0 vQE, (8.2)
n™ . (D?: e(u®)) = g*(x) nad®**Qf, (8.3)
n™ . (D#: ew®)) = —p*n!™ nalg,, (8.4)
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[16], [18]. Vektorova rovnice (8.2)ipdstavuje statickou rovnovahu \miich a vejSich sil,
kde u?(x) je vektor posunutiD? tenzor tuhostttvrtéhoiadu, e(u®) symetricky Cauchiv
tenzor malych deformaci (tenzor druhé&hdu)

1/0uf ouf
(uf) = = L J 8.5
elj(u ) 2 <6x] + axi> ( )

a f¢[N.m3] vektor vrgjSich objemovych sil. Pomoci vektorff do modelu neépstji
vkladame vliv gravitaniho zrychleni, mize to vSak byt také vliv jiného silového pole, hap
elektromagnetického.

Vztahy (8.3) a (8.4) jsou okrajovymi podminkamim@e (8.2), picemz (8.3) se vztahuje na
plodné zatizeng® [N.m™2] pasobici na v§Si povrch matrice, tedg®*tQZ,, zatimco (8.4)
popisuje rovnovahu n&fl v matrici a tlaku p® [Pa] v tekutirt v bodech f{isluSejicich
fazovému rozhranlé,.. Vektor n™ je vektor jednotkové i normaly k povrchwiQs,
matrice.

Protoze mame celkesftyii neznameus , uz,, ug, ap®, musime k podmince staticke silovée
rovnovahy ve sirechx,, x, axs, viz rovnice (8.2), fidat jeS¥& ¢tvrtou rovnici, kterou je
rovnice globalni rovnovahy tekutiny v porech, jing# rovnice zakona zachovani hmoty pro
tekutinu, [16], [18], [19], kterd m& nasledujicaty

JE == f ufy, - nllds, = f u? - nllds, +ypelogl. (8.6)
dextqE 008

kde uZ,; je relativni pisak tekutiny ze sitkanalki do okoli,y = 0 je hodnota objemoveé
stlatitelnosti tekutiny V[Pa™1] pri konstantni tepl@, ktera spiuje vztah

P =

P [8], anl¢! vektor jednotkové wSi normaly orientovany v
Q. J¢ [m3] predstavuje ndist objemu tekutiny v pérech
nasledkem injektdze jisttho mnozstvi dalSi tekutiny
z vrejSiho okoli oblastiQ do jiz tekutinou nasycené &it

kanalki Qf. Takto definovana z#ma objemu tekutiny
vyswtluje znaménko minus v defitnim vztahuj¢, (8.6),

(8.7)

2
T=konst.

obr. 33: Vyrez oblast neba relativni phisak ué,, tekutiny jeji vrjsi hranici
s vyznd@enymi vektory 0%t 0s je mirgn ve smyslu shodném s orientaci &jgn
jednotkovych véjsich normaly nl¢l k 9€*tQ¢, viz obr. 33 tedy ven z oblastiZ.
normal.

Narist /¢ objemu tekutiny je, jak dokladagieny na pravé
straré rovnice (8.6), kompenzovana jednak®enim pd&li matrice (posunuti matrice snem
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do jejiho nitra, nebo plati n[™ = —nl¢l), jednak stlaenim tekutiny. Systém rovnic (8.2),
(8.6) spolu s okrajovymi podminkami (8.3), (8.4ptiome jest o podminkueSitelnosti

g&dsS, + f fédx =0, (8.8)
O

aextﬂ;c'n

kteraiika, Ze vijSi povrchové a objemové sily jsou v rovnovaze],[[18].

8.1.1 Slabé formulace rovnice elastostatiky poroelastickéo média

Systém (8.2) az (8.4)f¢d homogenizaci vyjdiine ve slabé formulaci. Za tim¢élem
vynasobime rovnice (8.2) az (8.4) testovaci funkof H'(Qf) a zintegrujeme ies
podoblastQ?,. Po nezbytnych Upravach, zahrnujicich integracipaetes, ziskame integralni
rovnici

f(]Ds : e(u?)) : e(w)dx + p* f nl™ . pds, = f fE-vdx + f gt - vdS, (8.9)

Q5 me Qi oextay,

vv € H(Qg) pro neznamé(pt(x), ut(x)) € H'(Q%)/R x R, [16], [18]. Rovnice (8.9)
spolu s rovnici (8.6) zdkona zachovani hmoty pkatiau a podminkoueSitelnosti (8.8)
piedstavuji vychozi systém rovnic dvouskalovych phonych, na ktery aplikujemeskterou
z metod homogenizace pro ziskani dvou samostatny@hparametrie nezavislych uloh
podobré jako v gipadt Stokesova prouahi, viz kapitola 5.

8.1.2 Mikrouloha elastostatiky poroelastické matrice
V: Predtim, neZz sodkazem na figusné zdroje
9y formulujeme mikrodlohu elastostatiky poroelastické
-/ Q g matrice, zavedeme jednotkovou refeémnbuiku Y,
I » viz obr. 34 tém¥t totoznou s tou, ktera byla pouZita
7Y v mikrotloze Stokesova proéwi. Rozdil spoiva

¥
\ pouze ve zngni jednotlivych podoblasti a jejich

” hranic. Pro podoblast,, aY, plati

[0.1]

[0,0] [1,0]

obr. 34: Jednotkova referafmi Yn=Ys 5 Y=Y (8.10)
busika Y mikroulohy elastostatiky

poroelastické matrice. a analogii najdeme také v popisu htaich ploch.

ch = sf ; aextYm = aextYS ; aextYC = aextyf (811)
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V souladu s metodou asymptotickych rozvigie vektor posuv u®(x) piedpokladat ve tvaru
uf(x) = up(x) + su (x,y) + 0(?), (8.12)

kde uy,(x) je makroskopicky posuv na globalni Urovni oblagti ktery budeme pro
zdirazreni  prisluSnosti k makroskopickym veéihdm zavislych pouze na prostorové
promgnnéx zn&it U(x), au,(x,y) je dvousSkalovy vektor fluktuaci posiuv

Jak bylofe¢eno v Uvodu prace, vyvola makroskopicka deformamézmiho materialu lokalni
odezvu na arovni referéni buiky Y. P¥i popisu této odezvy @p vychazime z fedpokladu
metody asymptotickych rozuinj Ze k lokalni deformaci refer&mi buiky Y dochazi jednak
vlivem makroskopické deformace, jednak diky lokddrifuktuacim deformace.

V limitnim prechodu pre — 0 tenzor deformace(u¢(x)) dvouskalo¥ konverguje k

e (UX)) + e, (u,(x,3)), (8.13)

[16], [18], kdeex(U(x)) predstavuje makroskopickou deformaci oblastvlivem posuwvi
Ulx) a ey(ul(x,y)) fluktuacni ¢ast deformace. Abychom mohli ditr lokalni deformaci
refereréni buiky Y, musime nejprve zavést tzv. transfotmiavektorII¥ (y), pro ktery plati

H’i(j = yj5ik (814)

a pomoci kterého makroskopickou deformm’(U(x)) transformujeme do lokalniho
soudadnicového systému referan buiky Y, viz nasledujici odstavce.

Posunuti bodu uvriitSkalované biky Y° je, steji jako kdekoli v ramci makroskopické
oblastiQ, popsano vzorcem (8.12)fi®dm vSak vektor makroskopickych posul/(x) maze
dosahovat velikosti &Si, nez kolikéini charakteristicka délkg,,;., mikrostruktury. Vektor
U(x) tak mize hrat roli transkniho vektoru, popisujiciho ,pohyb“ Skalovanénky Y*
oblasti().

Vyd¢lime-li (8.12) parametrers, ziskdme vztah pro popis posunuti visoimicovém systému
referergni buiky Y.

Woioro () = 2 1, (), 815

pificemz proe — 0 roste podil vektoru makroskopickych po8ubf(x) a parametrie nade
vSechny meze, coz Ize chapat jako ofnisteferedni buiky Y a preskok do jiné, potenciain
velmi vzdélené bitky Y, tzn. v sosadnicovém systém@y,...yy referegni buiky Y se
zametime pouze na vektor fluktuaci posun, (x, y). Ten podle definice uvedené v [16], [17]
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a [18] sestava ze sétu vektoruu(x, y), zavisejicino progednictviml¥ nal(x), a vektoru
u(x,y), coz je vektor fluktuaci posunuti igpbenych heterogenitou, jinaéteno vyskytem
pon v materialu.

u;(x,y) = ulx,y) + u(x,y) (8.16)
Zatimco pro vektom plati vztah

u(x,y) = IV (y)efs(U(x)), (8.17)
volime vektorii dle [16], [17] a [18] ve tvaru

i(x,y) = 0’ (@)ef;(U(x) — o ()P (8.18)

Z (8.18) je Zejmé, Ze iu(x,y) je dvousSkalova prosmna, ktera zavisi nejen na tenzoru
makroskopickych deformacé,(U), ale také na konstantnim tlakp v tekutiré, a to

prostednictvim charakteristickych posuw® (y) [m] aw” (y) [m.Pa~'], které jsouwreSenim
nasledujici mikroulohy na podobla¥}i refereni buiky Y, [4], [16], [17], [18].

Uréete(w"f(y), P(y)) € H}(Yn) x Hy(Y,,) sphujici

1 . 1 .
vl J (]D) e, (w 1)) : e, (V)dy = ~iv (]D) t e, (M 1)) e,(v)dy Vv e Hi(Y,,), (8.19)
Y, m
J ]D ey(wp) e, (v)dy = J v- n[m]dSy vv € Hi(Yy,), (8.20)
m ch
y - o¥ [m], ” [m.Pa~!] ... Y-periodické,

kde H}(Y;,) je prostor viech vektorovych funkci Y-periodickyeh Yy, [4], aD = [D;j]

zn&i tenzor tuhosti matrice porézniho materialu zbahenvesSkeré tekutiny, coz je stav
v anglicky psané odborné literé¢uozngovany jakodrained viz [7], [16], [17] a [18].

Se znalosti charakteristickych posu(téz ozn&ovanych jako korektoryw¥ (y) a w”(y)
muzeme deformace referém buiky Y popsat vzorcem

ey (w) = e, (0¥ () + Y (3)) e (U(x)) — e, (0" ()p. (8.21)
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8.1.3 Sestaveni homogenizovanych koeficiaintrovnic tlohy elastostatiky

Z korektorovych funkciw” (y) a w”(y) sestavime nasledujici efektivni koeficienty, které
posléze dosadime do homogenizovanych viztaakroulohy.

1 . .
Al = 7 f (]D) e, (0 + l'l”)) : ey (0 + M) dy (8.22)
Ym
1 .
Bl = ~V j Vv, w'dy (8.23)
Ym
1
Mt = v f (]D : ey(wp)) : ey (w”)dy (8.24)
Ym

Tenzory A” a B jsou symetrické A¥ je navic pozitive definitni a skalartM® > 0, jak
doklada [4], [16], [18] a [19]. Tenzah” &tvrtéhofadu se nazyva tenzor efektivni tuhosti
skeletu porézniho materialu ve vysusendnifed stavu. Dale zavadime

B =BH + I ; M1 = M" + ¢y, (8.25)

piicemz B! se nazyva tenzor Biotovych koeficienhapti a M* efektivni Biotiv modul
stlatitelnosti, vyjadujici celkovou stléitelnost tekutiny a skeletu, deformovanéhisgbenim
tlaku v tekutirg [4], [17].

Efektivni koeficienty A", BY a MY pouzijeme v linearni makrouloze, o niz pojednava
kapitola 8.1.4.

8.1.4 Linearni makrouloha elastostatiky poroelastického materialu

Homogenizaci systému (8.6), (8.8) a (8.9) nakomelrzdme makroulohu tohoto &mi:

Nalezréte vektor posufr U(x) € H(Q) a tlakp € R, které jsoureSenim systému

I(AH : e,(U) —pBY) : e, (v)dx = f(l — d)f -vdx + f g -vdS,, (8.26)
) ) )

f BY : e (U)dx + (5 — po) Y| = J, (8.27)
QO

vv(x) € H(Q), pricemZp, je referedni tlak, obvykle nulovy, d limita j¢, [16], [17], [18].
Diive, nez budeme moci na oblaStirovnice (8.26) a (8.27eSit pro neznam&(x) a p,
musime tento nést] [m3] objemu tekutiny v pérech definovat.
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Za tim &elem rovnici kontinuity (8.27) nejprve zderivujerpedle¢asu a navic ji vyjadme
v diferencialnim tvaru

Bt : e (U) +pM" = ¢, (8.28)

kde {[s~'] ptedstavuje rrnou rychlost relativniho néstu objemu tekutiny( [1]
(bezroznérna veltina) ae, (U) tenzor rychlosti deformace.

Ucinme dale pedpoklad tykajici se tlakgw. Pri formulaci systétmu PDR elastostatiky
porézniho média jsme vychazeli z faktu, Ze porgzastor je spojity a tudiz tlak wm je
uréen jedinou konstantni hodnotgu Fripustime-li vSak existenci malych gradigrtaku,
zietelnych pouze na globalni Grovni tak, Ze lokabe tlakové pole(x) i nadale jevi jako
konstantnip(x) = p Vx € Us(xy); xo € Q, [17], pak Ize polozit

{=-V, -w), (8.29)

[17], [18], [19], kam zaw(x) dosadime z Darcyho zakona (5.6#)yvazovanif = 0.
H

{=v, ';— (%0 (8.30)

c

Vztah (8.30) poté dosadime do rovnice (8.28).
H

— . . K
B e, (U(x,0)) +px )M -V, V) =0 (8.31)

Cc

Pro &ely numerického vyptiu prevedeme rovnici (8.31) do slabé formulac¢gmz po
apraw ziskame integralni rovnici

_ : _ K"
fBH : ex(U)qu+jpMqux+fn—pr-qudx= 0 Vq(x) € H'(Q). (8.32)
c
Q Q Q

Uloha elastostatiky poroelastického média s poryplnnymi vazkou, nesttitelnou
newtonskou tekutinou je dana linearnitaso¢ zavislym systémem

I(AH : e,(U) —pBY) : e, (v)dx = f(l —)f -vdx + f g-vdS, VveHY(Q) (833)
) ) 30

- . _ K"
fBH : ex(U)qu+f'pMqux+fn—Vx'p-qudx= 0 Vq€eHY(Q) (8.34)
c
) ) )

pro ugeni neznamycW,. (x,t),...,Uy, (x,t) ap(x,t).
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8.1.5 Makrouloha elastostatiky poroelastického média v usleném stavu

Nez pejdeme knumerickému vypm konkrétni okrajové ulohy, zaWene rektera
zjednodusSeni.ifedré budeme v dalSim uvazovat stacionarni, tedy ustatav, coZz znamena,
Ze rovnice (8.32) se redukuje na jiz znamy tvar

1
f n—KHpr(x) V,qdx =0 Vq € H'(Q) (8.35)

Cc

s tlakovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkamiigvkapitola 6.1.2 vzorec (6.6)).

Protoze reSime ulohu elastostatiky, neuvazujeme vznik jakglthdynamickych jev
a nezohletlujeme ani vliv graviténiho zrychleni, které v daném problému ieejstavuje
vyznamnou hybnou silu. Diky tomu vypadne z rovn{8e33) integral obsahuji vektor
objemovych silf. Zachovan vSaktstava integral po hranidQ oblastiQ, v némz vystupuje
vektor povrchovych sify [N.m~2], ktery gredpokladame ve tvaru

g=0—-¢d)o-n+ dp(—p)I-n, (8.36)

kde o = [aij] je tenzor napjatostip = p(x) hledany tlak,I jednotkova maticen vektor
¢len (1 —¢)o-n zatizeni pevn&asti povrchu,élen ¢(—p)I-n pak zatizeni od tlaku
v tekuting pasobici na jeji hladinu v porech, které wuijg na povrch (vychdzime Zgdstavy,
Ze porézni material je v tekuticely ponden).

x; Predstavme si nasledujici laboratorni pokus.
P, ZkuSebni vzorek z porézniho materialu
R A R umistime do nadoby s perforovanym dnem,
EEEEEEEEaRERARMEEEEREEEREEE tedy jakymsi sitem, u &oZ budeme pro
jednoduchost uvazovat porozitu shodnou
SaEEEE s porozitou ¢ zkuSebniho vzorku. Velikost
; | a tvar zkuSebniho vzorkuigsré odpovida
>';§_:-f--_‘__f-3--- HH 3---_;_-_5-_%:'< velikosti a tvaru nadoby — s vyjimkou jeji

N ' LN >x,  VvySky. Ztoho vyplyva, Zze krajni plochy
0 mmmm;r
1

LALLALARRRRARRRARRR RN 8

ATTTRTRTERTR TR RRRRRRRY

7 v o7 v 0.3 zatizeného vzorku porézniho materialu mohou
2, =0 po stnach nadoby klouzat, ve $m normaly

k pislusné siné nadoby je v3ak jejich pohybu
zabrarno, jak ukazujeobr. 35 Horni plocha
9Q¢,p VZorku se mize posouvat libovokh

obr. 35: Schematické znazo#ni mozného
laboratorniho pokusu.

Naobr. 35je Zejmé také uvazovand 2anha sila, indukovand tlakemy. Toto zatiZzeni horni
plochy zkuSebniho vzorku povazujeme za rovéwh pisobici jak na pevny povrch, tak na
hladinu tekutiny v porech, zatimco dm plochy vzorku tlakemp; namahany nejsou.
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Na spodni plochu vzorkutpobi tlakova sila od tlakp,, pro ktery vSak platp, = 0 Pa.
Za tchto okolnosti Ize pro povrchovou sgupsat

—pyn na d{)
g= P1 or (8.37)
0 na dQ\9dQp
kdees = —p,I na 99,,. Reime tedy tlohu
j(AXH : e,(U) —pBY) : e, (w)dx = — J- pn-vdS, Vv e HY(Q)
) 30top
KH
_ ) — 1
([ n V,p-V,qdx =0 Vq e H(Q) (8.38)

p=p1 na a-Qtop

P =po=0 nadQytrom
n-U =0 nadQ\dQ,

pro nezndmé pole posivU(x) € H*(Q) a tlakové polep(x) € H1(Q) s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami (8.38)a (8.38) pro tlak na horni a spodni ploSe vyptmi oblasti

a podminkou (8.38)absoluté tuhych sén nadoby, ve které se zkuSebni vzorek nachazi
(posuv krajni plochy vzorku je ve sm vrgjSi normaly k pislusné siné¢ nadoby nulovy).
Vektor g = —p;n nadf,,, vyjaduje pfimérné nagti povrchovych sil psobicich na horni
plochu vyp@etni oblasti.

8.2 Nelinearni model elastostatiky poroelastického médi

Tenzor permeabilityk” je funkci geometrie prostoru fidrjak jsme se i@s\edcili v kapitole
5.7, pojednavajici krom jiného i o konstrukci tenz&*. Ve zmirgné kapitole jsme oviem
volbou linearniho modelu Stokesova prénidpredpokladali pouze tok vazké nesitalné
newtonské tekutiny ipdem definovanou a némmou geometrii kanaik tvorficich spojitou
dutinu v absolutéituhé matrici porézniho média. Poroelasticky moplgldstaveny v kapitole
8.1, v8ak navic pracuje s elastickym skeletem ykser vliivem @isobeni vijSich sil i tlaku
v tekutire deformuje ¢imz dochazi ke geometrickym 2nmém téz na lokalni arovni referar
buitky Y. A tim i k ovlivnéni tenzoru permeabilit)”, neba ten je funkci pré& geometrie
podoblasti Y =Y, referegni buiky Y. Zminénou zavislost vramci této kapitoly
zakomponujeme do linearniho poroelastického mod#kgdstaveného vipdchozi kapitole,
¢imz dojde ke zgesreni modelu. Sokasre to ale znamena, Ze se model stane nelinearnim.
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8.2.1 Zavedeni zavislosti tenzoru permeability naeseni

Diky znalosti konstrukce efektivnich koeficiem, BH, (M"), resp.K" vime, Ze velikost
jejich slozek zéavisi na korektorovych funkcialV, w”, resp.w!, piicemz tyto jsou funkci
geometrie podoblask,,, resp.Y; refereni buiky Y. Kazdé zatizeni makroskopické oblasti
Q vyvola jeji deformaci, kterou lze znamym tgpbem (viz vzorec (8.21))ignést do
souradnicového systémly; ... yy refererni buiky Y. Vypostem novych korektdr w¥/, w?,
resp. o' na zdeformované referém buice Y ziskame nové efektivni koeficienty,
zohlediujici aktudlni deformani stav geometrie mikrostruktury. Tento postup lmyohmonhli
opakova# provadt v ramci iter&niho cyklu, nebt je zejmé, Ze efektivni koeficientih?,
BH, (M™), resp. K® jsou implicitnimi funkcemiieSeni (p(x),U(x)) systému (8.38).
Vysledkem by byl velmi komplikovany nelinearni médergkolika implicitné zadanymi
zavislostmi. Proto se v dalSich GUvahach o moZzrg@ésréni pivodniho linearniho modelu
omezime pouze na zavislost tenzoru permealititynaieseni(p(x), U(x)), zatimco ostatni
efektivni koeficienty budeme po celou dobu v§foouvaZzovat konstantni.

Vyjdeme i tom z nezatizené a nezdeformované struktury, f#ix) =0 a sodasré
e,(U(x)) = 0. Na referetini buice Y s geometrii odpovidajici tomuto vychozimu stav
vyreSime mikrotlohu (8.19) a (8.20), resp. (6.1) 8)(&.z vypditanych korektok w", w”,
resp. w' sestavime inicializmi efektivni koeficientyA, BY, (M}), resp.KY, piicemz

v dalSim péibéhu vypaitu bude platit

A=Al ; B =B ; (MY =M, (8.39)

zatimco tenzor permeabilitk? predpokladame linedénzavisly naieSeni(p(x), U(x)),
presrEji feceno definujeme tenzor permeabil&f (p, e, (U)) jako linearni funkci tlakyp (x)
a tenzoru deformaae, (U(x)) v podol& Taylorova rozvoje prvnihtadu

K" (p(x), e,(U(x))) = Kl + 95 K" e (U(x)) + 0PK¥p(x), (8.40)
kdeKY = K" (p, = 0, e,(U) = 0) je inicializasni tenzor permeability, sestaveny z korektor
w', vypasitanych na vychozi nezatizené a nezdeformované gjeiomefererni buiky V.
05K", resp.d?K" je citlivost tenzoru permeabilitk” vici slozceef;(U) deformaniho
tenzoru, resp. tlakp. Z pohledu Taylorova rozvoje prvnitédu na okoli bodip,, e,(U)]
pak 85K", resp.0?K" piedstavuje gradient tenzoki", ktery je v rozvoji (8.40) nasoben
rozdilem (ef;(U) — e, (U)), resp.(p — po), kde ej;(U) = 0, resp.p, = 0. Pozor! Vztah
(8.40) proK" (p, e, (U)) jako linearni funkcip ae,(U) je linearni aproximaci tenzoki”,
coZ znamena, Ze tenzkf sice zavisi naeseni, ale linea tedy bez nutnosti transformovat
v kazdém iterénim kroku deformaci oblastf) prostednictvim korektok w? a w’ na
podoblastYs, z deformace jeji hranice — fazoveho rozhrigpi— poté odvodit zgnu tvaru
podoblastiY; a vyfeSenim mikroulohy Stokesova preénd na této zdeformované podoblasti

Y, ziskat korektorw' potrebny pro sestaveni nového tenzoru permeabilitytnghe
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pro aktualni geometrii podoblasti. Namisto toho v ramci kazdého itémého kroku pouze
dosadime aktualni tlak a slozky tenzoru deformaoe (840) a ziskame novy tenzor
permeability zpesreény ¢leny, které zahrnuji vliv aktualni deformace nanpeabilitu. Toto
v podstak linearizované vyjaieni tenzoru permeability alé¢quipoklada, z&" (p, e, (U)) se
od K¥ nebude flis lisit. Pro zachovani platnosti modelu je tiadem nutno vyvarovat se
takovych zatiZzeni, ktera apobi iliS velké deformace struktury. A oproti linearnimmodelu
zde nalezneme jeStdalSi odliSnost. Zatimco u linearni dlohy (8.38)astostatiky
poroelastického média je tenzor permeab¥ty konstantni na celé makroskopické obl&sti
je v nelinearni uloze také funkci prostorovychisoimicx, jak vyplyva ze vztahu (8.40).

8.2.2 Vypocet citlivosti tenzoru permeability

Citlivost 0;K", resp.d?K", tenzoru permeabilityk” vici sloZce ef;(U) deformaniho
tenzoru, resp. tlakw vypcatitame pomoci vztah (7.19) a (7.29) az (7.31), odvozenych
v kapitole 7, s vyuzitim vektoru designovych rydiio

V) =u+i= () +17))efU) - " p, (8.41)

pro e/;(U) =1 ap; = 1. Ziskdme celkem sednéiznych gradierit 0K" — Sestdj;K" pro
unikatni slozkye,;, e,,, €33, €12, €23 aez; symetrického tenzoru deformaeg(U) a sedmy
OPK" pro tlak p. Kjejich vypatu pouZijeme zmigych vztali z kapitoly 7, picemz
zaV(y) dosadime bdi sowet (w” + I¥), nebo(—w”) podle toho, zjigujeme-li citlivost
tenzoruK* vigi nekteré ze sloZzek tenzoru deformace, nebo zajimadiaitlivost tenzork™
vici tlaku. Diky skuténosti, Ze korektoryw?(y) a w”(y) jsou vyisleny pouze &hem
inicializaéniho vyp@tu ve vychozi konfiguraci referéni buiky Y, coZz znamend, Ze jsou
v celém pib¢hu vypatu nengnné, mame zateno, Ze také CitlivostﬁijH a dPK" jsou
konstantni.

Nasledujici tabulka obsahuje vizualizace zachygujakym zpisobem penaseji korektory
(wY +MY) a (—w?), dilki sowasti vektoru designovych rychlos¥i(y), makroskopickou
deformaci oblasti, zpisobenou tenzorere,(U) a tlakemp, na vychozi geometrii &b
fazového rozhrani,,. podoblasti,, a¥,.

—owb) (—w®) (s pivodni geometrii)
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*

(0! + 1Y) (w! + M) (s pavodni geometrii)

(w?? + M?%%) (w?? + M??) (s pivodni geometrii)

-

(w33 + 133) (w33 + M33) (s pivodni geometrii)

w

(w? + IM1?) (w? + IM'?) (s pavodni geometrii)
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(w13 + I‘l13)

(w23 +1%3) (w?3 + M?3) (s pivodni geometrii)

Z vySe uvedenych obrailie patrny charakter deformace fazového rozhfgpi prenasené
korektory (wV + I¥) a (—w’). Poznamenejme, Ze vipadt namahani referéni buiky Y
tlakem p v tekutirt dochazi k deformaci fazového rozhranj. ve smyslu smi®vani
podoblastiy;,, matrice za satasného rozpinani podoblagti= Y tekutiny.

8.2.3 Algoritmus vypoétu nelinearni ulohy elastostatiky poroelastického rédia

Vypocet nelinearni dlohy elastostatiky poroelastickéhatemalu zahdjime wyslenim
korektoli w, w”, resp.w’, z nichZ sestavime efektivni koeficiedy, B, (M), resp.K¥.
Pomoci korektdr w"/ aw” déle zkonstruujeme citlivosti; K" ad?K* tenzoru permeability

K (p, e, (U)) vigi jednotlivym slozkdm tenzoru deformace @ivtlaku. V tomto okamziku
méame Kk dispozici vSechny véily pottebné pro inicializaci vypau nelinearniho modelu
metodou fyzikalni iterace. Dale postupujeme v uwngdh krocich.

1) Provedeme vypmt makroulohy (8.38), ze kteréeho ziskameeSeni
(p™eW) (x), U™eW)(x)) a odvozené valiny jako vektor perfuzni rychlost/™e%) (x)

a predevaim paebny tenzor deformaad™" (V).

2)  Vkroku 1) vypoitené e (U) a p™W)(x) dosadime do (8.40) pro deni
aktualizovaného tenzoru permeabilff @ew) (p(rew) e"eW) (1)),

JHnew) (p(new)’ej(cnew)(u)) — KI(;I + aiejKHeixj(new)(U(x)) + apKHp(new)(x)
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3)

4)

Vypogitame normu ||[p™W) (x) — p©¥(x)|| tlakového pole, resp. normu
|u®e™) (x) — U (x)|| pole posut, kde (p©'D (x), U (x)) je teSeni, které jsme
obdrzeli v gedchozim iterénim kroku.

Provedeme kontrolu na uk&emi iter&niho cyklu. V gipads, Ze plati
[p®eW) (x) — pCD@)|| < B, aziroven ||UTW)(x) — UCD(x)|| < By

kdepB,, resp.fy je mald, pedem zvolena konstanta, zflg= 10"* afy = 107°, byl
splren pozadavek na konvergenci aizame vypoet ukorit. V opaném gipac
ulozime aktualnfeseni(p W) (x), U™eW) (x)) do (p© @ (x), UD (x)) a vratime se
do bodul), kam dosadime aktualni tenzor permeabitfnew) (pmew) oW (gy),
ateSime pro novép W) (x), UMW) (x)).

V piipac, Ze vypdet nelinearni ulohy elastostatiky poroelastickéh@&dim GspsSne
zkonvergoval, mizeme nyni vySéit pole makroskopickych posaw/ (x) a tlakup(x), jakoz
i dalSich vekin — predevSim perfuzni rychlostr(x) ¢i makroskopickych deformaei, (U).
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9 Numericky vypocet testovaci ulohy a porovnani vysledk
ieSeni linearniho a nelinearniho modelu elastostatyk
poroelastického média

V této kapitole jsou prezentovany vysledky numetlok vyp@tu 3D testovaci ulohy
homogenizovaného matematického modelu elastostgaithpelastického média, ktery byl
v kapitole 8 odvozen jako linearni s konstantniekgfnim tenzorem permeability’’ i jako
nelinearni se Zpsrénym tenzorem permeabilitk” (p, e, (U)), jenz je implicitni funkci
feSeni(p, U). Uvadime také vzajemné porovnani obou mindel

Na rozdil od pedchozi testovaci ulohy Stokesova prnidktera bylareSena fevazi ve 2D,
je tento matematicky modeékSen explicith ve 3D. Oivodem je, Ze rovinna geometrie
referegni buiky Y neumo#uje zachovat spojitost podoblagtj i Y, zarove. Pokud ale neni
podminka spojitost,, splrena, vede diskretizace rovnic ulohy na singularniichaoustavy.
Z tohoto divodu byl zmigny model od zé&atkuieSen jako prostorovy.

Pri teSeni linearni i nelinarni dlohy elastostatiky mdastického média vychazime
Z predstavy realného laboratorniho pokusu se zkuSebndmkem poroelastického materialu,
tak jak byl popsan v kapitole 8.1.5a\@dni pokus, jehoZ rozvrZzeni je zobrazenmba 35
(str. 74) a ktery budeme ztiajako ulohu I, doplnime o novou ulohu Il, kteroniZzeme
popsat nasledo¥n

Uloha I Uloha I1

02 bttt 2L L

h

p,=0

AVE NV SNV I INR Y ANRRANY

() T T 777777777777, 77777777, 0,3

obr. 36: RozvrZeni ulohy | a Il s vyz#animi Dirichletovych okrajovych podminek tlaku.

ZkuSebni vzorek shodnych rozm vioZzime do nadoby, ktera se od nadoby pouzitéozail

liSi nepoddajnym a nepropustnym dnem. ZatiZeni ihplochy vzorku tlakenmp, zistava
zachovéano, ale vystup z porézni obldstje prenesen na pravou krajni plochu s normalou
v kladném smyslu osy,. Presrji feteno pouze spodriast do vySkyh zmirgné plochy
skutené tvori vystupni plochu z oblasti, viabr. 36 Touto volbou se vyhneme nutnosti zadat
do uzlovych bod, lezicich na pisenici pravé a horni plochy vzorku, jak vstupni podkui
zatzujiciho tlakup,, tak také podminkp, = 0 Pa vystupu do volného prastdi.
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9.1 Res3eni tlohy |

9.1.1 Linearni model

Ulohu | nejprve fedime pro neznamé pole posuw/(x) € H(Q) a tlakové pole
p(x) € H1(©)) pomoci linearniho modelu s konstantnim tenzoremmeability

938,525585 0 0
Ki = 0 79,6452415 0 1076 m2.
0 0 79,6452415

Materialové parametry poddajné matrice byly zvolgmogdle [3]: E = 1230 Pa, v = 0,43.
Zatizenip, bylo zvoleno wadu desitek az stovek pasgdbz v souladu s udajem v [3].

Uloha | je navrzena jako jednoduchy laboratorni ysokgi kterém je vzorek porézniho
materialu stldovan vlivem vgjSiho tlaku — okrajové podminky; s pisobisém na horni
plose vzorku. Ulohdesime pro diskrétni hodnoty zatizeniz intervalu0 az 160 Pa. Diky
pouziti konstantniho tenzoru permeabil&}!, vychazi z Darcyho zékona pro uniformni
tlakovy gradient, generovanyigilakem p,; na vstupu, perfuzni rychlosv rovnajici se
konstant, jejiz velikost linearsa stoupa se aiSujicim se gradientem tlaku, jak ukazuji
nésledujici obrazky.

p Iw P lw
10 .982e-8 0 965e-8
30 60
20 40
10 20
3.982e-8 7.965e-8

pp=40Pa: |w|=3982-10"8m.s7! py=80Pa: |w|=7965-10"8m.s™?

/
o] lwl o) lwl
FO 19567 éoo 5936-7
100 1120
75
50 -
05 10
0 1.195¢-7 0 159367

p; =120Pa: |w|=1195-10""m.s"! | p,=160Pa: |w|=1593-10"" m.s™?!
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Dale bylo zjis¢no, Zze hodnoty vektoru posuw/ (x) i norma tenzoru deformadee, (U)||
naristaji lineard se zvySujicim se tlakerp,, jak dokladaji vizualizace v tabulce na této

strarg.

[Ul strain mag
200833166 E.OS 1917
003 0.028
0 0.024
-0.002 0.02
E 0.012
0 0.010741
o
p1=40Pa: |U(X)|mnax =4266-10"°m ; |lex(U(x))llmax = 0,0319
[Ul strain mag
008532 063834
0.008 0.06
10.006 0.05
20.004 0.04
E0.00Q EO'OS
0 0.021481
o
p1=80Pa: |U(X)|max =8532-10°m ; [lex(U(x))llmax = 0,0638
[Ul strain mag
012797 095751
0.0125 0.09
0.01 -0.08
20.0075 0.07
0,005 000
E0.0025 E0:04
0 0.032222
oo
pp =120 Pa: |U(x)|max = 12,797 - 103 m ; “ex(U(x))”max = 0,0958
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[Ul strain mag
017063 127668

0.016 0.12
é0.0]Q —0]
0.008 0.08
E0.00A EO'O()
0 0.042963

o ‘ix

p, = 160 Pa: |U(x)|max = 17,063 - 103 m ; ”ex(U(x))”max =0,1277

Jak mizeme vidt, je porézni material velmi ¢kky, coz se projevuje po¥meé velkymi
posuvy a deformacemiiadech procent. Zde narazime na hranici pouzitélnuzdelu, ktery
byl od z&atku uvazovan pro malé deformace.

9.1.2 Nelinearni model a vzajemné porovnani
Ulohu | nyniteSime pomoci nelinearniho modelu s tenzorem peititgak?,,,,;.,(p, e, (1))
ve tvaru

KYin(p. ex(U)) = K§ + 05K e (U(x)) + 0P K" p(x),

kde
938,525585 0 0
KH = 0 79,6452415 0 +107°% m?
0 0 79,6452415

je tenzor permeability nezatizené a nezdeformovaoliozi konfigurace referéni buiky Y,
shodny sKk¥_, a;;.KH je citlivost (gradient) tenzoru permeabilityidv slozcee;; (U) tenzoru
deformace adPK" citlivost tenzoru permeability i¢i tlaku p. Materidlové parametry
i okrajova podminka, zistavaji zachovany. Pro 3D refeteinbuiku Y s oblastl; ve tvaru

Sestiramenného prostorovéhidZe, vizobr. 20 (str. 39), byly vypéteny nasledujici citlivosti
vici tlaku a slozkam tenzoru deformace[fw?]):

1,599 0 0
IPKH = 0 0,1884 0 -107°
0 0 0,1884
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4,515 0 0 0 —-60,64 0
oK =] 0 07683 0 |-107% | 0f K" =|[-60,64 0 0 |-107¢
i 0 07683 0 0 0
6,688 0 0 0 0  —60,64]
05,KH=1 0 05046 0 |-107% | O%KP=| O 0 0 |[-107°
0 0  0,7551] -60,64 0 0
6,688 0 0 | 0 0 0
95:K"=| 0 07551 0 |[-107° | 9K =] 0 0 67,62 [-107°
0 0  0,5046] 0 6762 0

Je zejmé, Ze citlivos? K vigi tlaku a citIivostaijH vici deformaci se liSi oft fady.
To je ovSem v pkadku, neb6 z vypaitu, ieSeného pro hodnoty tlakur&du desitek az stovek
pascal, otekavame vystup v podelideformacaadu setin, maximatjedné az dvou desetin
(neba se zabyvame #&kkym materialem s velmi nizkou tuhosti). Z&tito podminek se
budou hodnoty sloZek tenzoru permeabilitynih viadu procent. Z uvedenych hodnot
citlivosti je mimo jiné rejma také vysSi citlivost tenzoru permeability mamalové slozky
deforma&niho tenzoru oproti slozkam smykové deformace.

Bylo zjiSttno, Ze perfuzni rychlosv v piipact nelinearnino modelu nista v zavislosti na

velikostip; pomaleji nez u linearniho modelu, jak dokladajidaty v tabulce na nasledujici
strart a také graf, vizobr. 37, porovnavajici zavislosw(p,), vypciitané jednou pomoci

linearniho a podruhé pomoci nelinearniho modelu.

10_7 ULOHA [: Zavislost |w| na P, - linearni a nelinearni model
X
161

1.4F

1.2f

e
T

@
Eos
=

0.6F

0.4r

0.2

p —e— linearni model
s nelinearni model
0b . . . . . . . |
0 20 40 60 80 100 120 140 160

p, [Pal

obr. 37: Graf zavislosti velikosti perfuzni rychliosy na okrajové
podmincep; u linearniho a nelinearniho modelu — uloha I.
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P Iw P Iwl
éo 633e-8 EO 566e-8
30 60
20 40
E]O E2o
0 3.633e-8 0 6.566e-8

pp=40Pa: |w|=3,633-10"8m.s7!

pp =80Pa:

lw| = 6,566-10"8m.s™!

e

o

50
E25

0

9]
EQO
100

fwl
.799e-8

8.79%e-8

p,=120Pa: |w|=8,799-10"8m.s™?!

p, = 160 Pa:

p
géO

120
80
40
I

0

Iw
.033e-7

1.033e-7

lw| =1,033-1077 m.s™?

Také hodnota vektoru posuw(x) i norma tenzoru deformacke,(U(x))|| natistaji se
zvySujicim se tlakerp,; pomaleji nez u linearniho modelu, viz niZze ugriattabulka obrazk
a graf naobr. 38 do kterého jsou vyneseny maximalni hodnoty vektposuwi U(x)
v absolutni hodnét |U(x)|,,4- Jde zejmé o posuv horni plochy vzorku ve 8ra (—x5).

ULOHA |: Zavislost |U|max nap, -

0.0181

0.016

0.014

0.012

[m]

0.01F

max

0.008 1

]

0.006

0.004

0.002

linearni a nelinearni model

—e— linearni model

—&— nelinearni model
T T I}

obr. 38: Graf zavislosti maximalni hodnoty velikosektoru posu U(x)
na okrajové podmince; u linearniho a nelinearniho modelu — tloha ll.

40

60

80
p, [Pal

100

120 140 160
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lUl strain mag
.0042162 E.Os 1759
o003 o0zt
= -0.024
0.002 -0.02
E 0.012
0 0.010613
& |
pr=40Pa: |U(X)|mar =4162-107°m ; [le,(U(x))llmax = 0,0318
Ul strain mag
.008073 063025
0.008 0.06
0.006 0.05
E0.00A 004
E0.00Q E0.03
0 0.020978
& |
p1=80Pa: |U(X)|mar =8073-107°m ; [lex(U(x))|lmax = 0,0630
[Ul strain mag
E.O] 1645 E.093279
&
-0.008 20'07
0.006 0.06
-0.004 -0.05
j0002 j0.04
0 0.031106
& |
pp =120 Pa: |U(x)|max = 11,645 - 103 m ; “ex(U(x))”max = 0,0933
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Ul strain mag
014754 2.12131
0.0125 f0.12
0.01 0.1
0.0075 -0.08
-0.005
|0.0025 Eo.oo
0 0.041013
p1 = 160Pa: |U(x)|pex = 14,754 - 1073 m ; llex (U(x)|lmax = 0,121

Porovnanim vysledk pro linearni a nelinearni modelaeme vidt, Ze nelinearni model
je v reakci na deformaci, ktera de facto vede ker@eani objemu pdr porekud tuzsi a ma
nizSi permeabilitu, jak dokladaji nelinearni, degjrei zavislostiU(p;) a w(p,). Tim, Ze
jsme pouzili zvolenou aproximaci (8.40) tenzorunpeability K, dochazi vlivem deformace
makroskopické oblasf) ke zménam ve velikosti sloZzek tohoto tenzoru, viz graéyotr. 39
obr. 40aobr. 41 Kazdy z &chto ti grafi ukazuje zminu velikosti sloZzek v hlavnich simech

i normu tenzoru permeability)K” v jiném mis¢ oblasti & — prvni (naobr. 39 v jeji

horni ploSe, druhy (nabr. 40 priblizné uprosted oblasti aieti (naobr. 41) v misg,
kde oblast doléha na dno nadoby.

4+ ULOHA I Zavislost ||K|| a slozek K, Koy Kygnap, v prvku 759

10M

x 10

permeabilita [m?]

L L L L I}
0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pal

obr. 39: Graf vyvoje velikosti slozek! , K1, K& a normy||K*|| tenzoru permeability
v horni ploSe oblasti) (prveké. 759) @i rostoucim zatizeni tlakem, .
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«10* ULOHA I: Zavislost ||K]| a slozek Kﬁ, K22, K33 nap, v prvku 754

10

[e2]

——K
20

. K33

—— Kl

permeabilita [m?]
N

N
T

®
L ]
o

0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pal

obr. 40: Graf vyvoje velikosti slozek! , k1., K& a normy||K*|| tenzoru permeability

7 vz

ve stedni¢asti oblastiQ (prveké. 754) @i rostoucim zatiZzeni tlakerm,.

10° ULOHA I: Zavislost ||K|| a slozek K, Koy Kygnap, v prvku 750

permeabilita [m?]

L L L L I}
0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pal

obr. 41: Graf vyvoje velikosti slozek! , k1., K& a normy||K*|| tenzoru permeability
u dna oblastiQ (prveké. 750) @i rostoucim zatiZzeni tlakem,.

Je zejmé, Ze slozky tenzoru permeabili§’a jeho Frobeniova norma klesaji tim vi¢em
vétsi je deformace. Vyjimku twdjen slozkakf, tenzoruk™ v horni ploSe oblasfy, viz graf
na obr. 39 jejiz velikost se zatizenim dokonce §e$hirne roste. Nej¥tSi deformace
dosahujeme na spodni ploSe obl&sti samého dna nadoby, proto je zde pokles pernitgabil
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nejwtsi, jak dokazuje fibeh velikosti sloZzek i normy tenzo” v grafu naobr. 41 Z vy3e
uvedenych gradf mizeme nafiklad ugit pokles normy tenzork™ mezi nezatizenym stavem
a @i zatizenip; = 160 Pa, ktery ¢ini necela 3% v horndasti oblastiQ, zhruba 35% v jeji
stredni ¢asti a vice nez 83% u dnati RatiZzenip; = 150 Pa a @i danych materialovych
parametrech { = 1230 Pa, v = 0,43 a n® = 4-1073 Pa.s) byla gekratena pouzitelnost
nelinearniho modelu, nebslozkak,, tenzoruK” u dna nadobyiptomto zatizeni nabyva
nefyzikalni zaporné hodnoty. Nelinearni model bgtprv budoucnu mohl byt vylepSen iap
pfidanim kontaktni mikroulohy protipad, Ze vlivem deformace dojde k Uplnému tieai
nekterého z kanélk (rovna se nulové hodnotpermeability ve siru kanalku a satasré
znamena skokové zvyseni tuhosti matrice véreah kolmych k ose nyni jiz neexistujiciho
kanalku).

9.2 Reseni dlohy Il

9.2.1 Linearni model

Rozdil oproti Uloze | spiva v usndrnéni toku tekutiny do nového vystupnihaifgzu, ktery
byl ze dna nadobyipnesen do spodni poloviny jeji pravé krajni ploahtktery ma §i volbé
vySky h = 0,1 m ve srovnani se vstupnimipezem pouzeetinovy phirez.

INLET: S;,=0,3-02=0,06m? ; OUTLET: S,, =0,2-0,1=0,02m?

Soutasre tedy dojde k urychleni toku tekutiny, a to az rgnasobek jeji fivodni rychlosti,
cozZ je disledek platnosti rovnice kontinuity.

fn-w(x)de + fn-w(x)de =0

Sin Sout

—in —out _
—Wyn Sin + Wy Sout =0

S .
— in —
WI(\)]ut — WIan =3 Iana
out

kdew(, resp.wd“t je velikost stedni vstupni, resp. vystupni normalové rychlosti.

Nasledkem feneseni vystupniho jgezu mimo osu horni plocha-spodni plocha oblasti
(v zaporném smyslu osy), jak tomu bylo v Uloze |, se v objemu obla@tvyvinulo tlakové
pole slozitjSiho plibéhu nez v pedeslem fipact. Vznikly tlakovy gradient neni konstantni
podél osyx;, ale stejs jako u vektorového pole perfuzni rychlosti(x) u ngj doSlo ke
stadeni tak, Ze hodnoty tlaku po linii taZzené od vsthpnpfitezu k vystupnimu vykazuji
pokles. Ani zmigné vektorové pole perfuzni rychlost(x) jiz neni v oblastiQ tvoreno
jedinou konstantni hodnotou, ale dochazi k urydhigku snérem k vystupnimu gitezu, kde
hodnoty perfuzni rychlostv(x) dosahuji maxima, jak doklada tabulka obfamk nasledujici

strare.
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Iw p
504e-7 0
E2.4e-7
2e-7 30
“1.6e-7
1267 ;20
86-8 10
EAe—S E
4.598e-9 0
"4
| &
~—
pr=40Pa: |[W(x)|mey = 2,504-107" m.s7?
p
EO
60
40
EZO
0
py=80Pa: |w(x)|mer = 50081077 m.s™?!

[wl p
E.512e-7 EZO
Foe-7 100
8 275
;46—7 ,50
£o07 E25
1.379e-8 0

‘ZJI
I
[wl P
.002e-6 60
le-6
8e-7 120
E‘ée-7 80
“de-7 3
4
E2e—7 E .
1.839¢-8 0
o

py =160Pa: |[W(x)|max = 1,002-10"%m.s™1
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strain mag
E.031582

0.028

0016

0.012
0.01074

U
E.004955
10.004
-0.003
-0.002
Eo.om
0

p1=40Pa: [U(X)|nax =4955- 107 m ; llex(U(x))lImax = 0,0316

Ul
E.OOQQH

0,008
0,006
-0.004

Eo.ooz

strain mag
.063163
0.06
0.05
0.04
Eo.os
0.021479

p1 =80Pa: |[UX)|max =9911-107°m ; |[lex(U(x))lImax = 0,0632

E.OM&‘J() Eo.oo
00125 10.08
0.01 0.07
0.0075 0.06
-0.005 £0.05
j0.0025 j0.04
0 0.032219
Ly

pp = 120Pa: |U(x)|max = 14,866 - 103 m ; ”ex(U(x))“max = 0,0947

E.owszz Emz
;8'8 16 0.1
-0.012

-0.008 o8
E0.00A EO-O"

c 0.042959

p1 =160Pa: [U(X)|nax =19,822-107°m ; [lex(U(x))lImax = 0,1263

| piesto, Ze ppsobenim tlakwy, je vzorek porézniho materialu v naddatlaiovan v zaporném
smyslu soitadnicové osyx; stejrg, jak tomu bylo v pipac uUlohy I, neni posuw(x)
v fezech kolmych na tuto osu — na rozdil égbadu ulohy | — konstantni, jakibeme viat
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na sérii obrazk na gedchozi strah Vlivem urychleni proudu tekutiny sfrem k vystupnimu
prifezu dochazi v této oblasti k poklesu statickéhkutha pérech a tim diky zatizeni @d
de facto i k jejich zploghi ve sndru osy x;, coZ ma za nasledek &seni posufr U(x).
Rozlozeni deformace, (U(x)), ktera je maximalni préw oblasti gedchazejici vystupnimu
prifezu, jak se lze fpswdéit na obrazcich uspadanych do tabulky nargdchozi strak
zminéné zplo&ni kanalki potvrzuje.

9.2.2 Nelinearni model a vzdjemné porovnani

Ulohu Il nyniteSime pomoci nelinearniho modelu s tenzorem peititgas’ .. (p, e, (U))

zavislym nareSeni, icemz dosazené vysledky porovname, podghko v gipact ulohy I,
s vysledky vypétenymi pomoci linearniho modelu.

Také v gipad ulohy Il bylo zjis€no, Ze perfuzni rychlosw(x) nafmsta u nelinearniho
modelu v zavislosti na velikosti;, pomaleji nez u linearniho modelu, jak dokladajfaatxy
v tabulce na této a nasledujici strantaké graf, viobr. 42 porovnavajici zavislosv(p;),
vypccitané jednou pomoci linearniho a podruhé pomodahediniho modelu.

Iwl § p
E,27ée-7 : EO
2e-7 | E
1667 30
1207 20
-8e-8 10
EAe-S E
422169 0

&Z
[ o
~—
pr=40Pa: |[W(x)|mer = 2,276-107" m.s7?

Iwl ¢
101le-7 0
de-7 ‘ :
§39-7 Eéo
§2e—7 —40

E]e-7 I
7.672e-9 0
o
py=80Pa: |[W(x)|mey = 41011077 m.s7?!
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EQO
=100

75

gso
25
|

P
E()O

120

80

EAO

py =160Pa: |[W(x)|nax = 6,601-107" m.s1

s ULOHA Il: Zavislost |w| nap. - lineamia nelinearni model
x10 max 1
121
1+
0.8-
'E‘
E
% 0.6
_E
2
0.4r
0.2r
—e— linearni model
—a&— nelinearni model
Il L L L Il T T I
0 20 40 60 80 100 120 140 160

p, [Pa]
obr. 42: Graf zavislosti velikosti maxima perfuznjichlostiw na
okrajové podmincey, u linearniho a nelinearniho modelu — tloha II.

Také hodnota vektoru posuw/(x) i norma tenzoru deformacie,(U(x))|| nafistaji se
zvysujicim se tlakerp, pomaleji nez u linearniho modelu, viz tabulka akfiéna dalsi stran




NUMERICKY VYPOCET TESTOVACI ULOHY 95

a graf naobr. 43 do kterého jsou vyneseny maximalni hodnoty vektposuwi U(x)
v absolutni hodnét |U(X) | nqx-

Ul strain mag

004865 2.031331
Eo.ooa ;0-058
0,003 0024
0,002 o0

0. 0016
jooor bo.012
5 0010498

py=40Pa: |UG)|max = 4865-1073m ; [lex(Ux))|lmax = 0,0313

E 00949 Eb.o .
5
-0.04
0.004 go 0
EO 002 003
0.020473

p; =80Pa: |U(x)|max =949 1073 m H “ex(U(x))”max = 0,0619

strain mag
E.OQOOM

0.08

006

E0.0A
0.029863

Ul
013726
0.0125

0.01
-0.0075
-0.005
Eo.oo25
0

L,

pp = 120Pa: |U(x)|max = 13,726 103 m ; ”ex(U(x))“max = 0,0906

Ul strain mag

017264 E-1 15246
Eo.ow 0
0012 008
0,008 b o
10.004 E
E 0.04

0.038708

p1 =160Pa: [U(X)|naxr =17,264-107°m ; [lex(U(x))lImax = 0,1152
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ULOHA Il: Zavislost |U|max nap, - lineamia nelineami model
0.02-

0.018
0.016
0.014

0.012

U] [
o
=

0.008 1

0.006

0.004

0.002- —e— linearni model

—&— nelinearni model
: ;

1 L L L 1 I
0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pa]

obr. 43: Graf zavislosti maximalni hodnoty velikosektoru posu U(x)
na okrajové podmince; u linearniho a nelinearniho modelu — tloha Il.

Bylo zjisteno, Ze vlivem zatiZzeni od tlaky, a pedepsanych okrajovych podminek vznika
v oblastiQ deform&ni stav, ktery miZzeme popsat nasledujicim tenzorem deformace,

e;n 0 eq3
e,()=|10 0 0],
es; 0 e33

v némz jsou vSechny slozky krame;;, es3 a e;3 = e3; nulové. Tento deforndai stav
miZzeme popsat jako stav rovinné deformace. NiZe undistabulka obrazk ukazuje
rozloZeni &chto nenulovych sloZzek deformace v obl&stii jejim zatizenp,; = 80 Pa.

ell
E.OO1842

-0.003702

R
i

py =80Pa: efmn=—0003702 ; eXmax = 0,001842
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e33
-0.020297
-0.03
-0.04
-0.05

E—0.0é
-0.06184

("4

bx

p, =80Pa: el . =—006184 ; elyn. = —0,020297

eld
000325
0

~-0.001
~-0.002
--0.003

1-0.004
-0.004538

("4

bx

p, =80Pa: eX, . =—0004538 ; eX,.. = 0,000325

Z predchozich obrazk je zZejmé, Ze nejvyznandjsi slozka deformace je logicky slozka
e3;(x) ve snéru piasobici tlakové sily og;.

Stejre jako v @gipadt ulohy I, viz kapitola 9.1.2, shme na tomto migtvysledky vyp@tu
tlohy II nejprve pomoci linearniho a poté pomociine@rninho modelu. Z porovnani obou
modehi opst vyplyva, Ze hodnoty slozek vektoru poduf(x), tenzoru deformace, (U(x))

i vektoru perfuzni rychlostw(x) u nelinearniho modelu se zvySujicim se zatizemirsice
rostou, ale patkud pomaleji nez u linearniho modeluiuB¥h zavislosti zmianych veltin na

p1 U nelinearniho modelu je tedy i v Gloze 1l degragi To znamend, Ze neline&rni model je
tuzsi a ma nizsi permeabilitu oproti linearnimu.

Dodejme, Ze vlivem deformace makroskopické oblAstiochazi diky pouziti aproximace
(8.40) ke zmindm ve velikosti sloZek tenzoru permeability, j@kmozno se fi@swdcéit na
nasledujicich grafech, viabr. 44 obr. 45 a obr. 46 Na rozdil od ulohy I, kde jsme pro
vyhodnoceni velikosti sloZzek a normy tenzoru peimigga mohli pouzit libovolny element
v dané horizontalni rovin musime v fipads udlohy Il misto pro analyzu vyvoje
K v zavislosti nap, pelivé vybirat. Kritické misto z hlediska deformace sech#i
v oblasti vystupniho fitezu, proto jsme vyvoj velikosti slozék?, K1, Ki% a normy| K||
vyhodnotili pra¢ tam, gicemz stej jako v @ipac ulohy | byly vyhodnocovaci body
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umisgny do horni plochy oblasf) (naobr. 44, do jeji stednicasti (naobr. 45 a kon€n¢
na sameé dno oblasti (oér. 46.

< 10™ ULOHA II: Zavislost ||K]|| a slozek K, Kyp Kyo nap, v prvku 1459

permeabilita [m?]

1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

160
p, [Pal

obr. 44: Graf vyvoje velikosti slozek! , K1, K& a normy||K*|| tenzoru permeability
v horni ploSe oblastf) (prveké. 1459) @ rostoucim zatiZzeni tlakem, .

< 10" ULOHA II: Zavislost ||K]|| a slozek K, K,y Kyo nap, v prvku 1454

permeabilita [m?]

L L L L I}
0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pal

obr. 45: Graf vyvoje velikosti slozek , K1, K& a normy||K*|| tenzoru permeability

s

ve sfedni¢asti oblastiQ (prveké. 1454) @i rostoucim zatizeni tlakem,.
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«10* ULOHA II: Zavislost ||K]| a slozek Kﬁ, K22, K33 nap, v prvku 1450

permeabilita [m?]

0 20 40 60 80 100 120 140 160
p, [Pal

obr. 46: Graf vyvoje velikosti slozek! , k1., K& a normy||K*|| tenzoru permeability
u dna oblastiQ (prveké. 1450) i rostoucim zatizeni tlakem, .

Je zejmé, Ze slozky tenzoru permeabili§’a jeho Frobeniova norma klesaji tim vi¢em
vétsi je deformace. Vyjimku tedjen slozkak X, tenzoruk™ v horni plo3e oblasfy, viz graf
na obr. 44 jejiz velikost se zatizenim dokonce §e$hirn¢ roste. V oblasti vystupniho
priafezu, kde provadime od#ibdat, je deformace nejisi. Zvlas¢ ve spodni polovi# této
oblasti, jak potvrzuje strmy pokles hodnoty norffii(”|| na grafech pro prvek 1454, viz
obr. 45 a [edevSim pro prvek 1450, vipbr. 46 Pokles normy tenzork™ mezi
nezatizenym stavem &igatiZzenip, = 160 Pa ¢ini asi jen 5% v hornfasti oblastk}, ale vice

7

nez 81% v jeji $ednicasti a u dna dokonce vice nez 86%.

Skut&na pouzitelnost nelinearniho modelu byl danych materialovych parametrech
(E =1230Pa, v=0,43 an® =4-1073 Pa.s) prekratena g zatizenip, = 140 Pa, neba’
slozkak,, tenzoruK jak ve stedni, tak i ve spodriasti oblasti) pri tomto zatizeni nabyva
nefyzikalnich zapornych hodnot. Proto i zde pleijiz bylofeceno u rozbordeseni dlohy |
pomoci nelinearniho modelu. Nelinearni modelig&eni elastostatiky poroelastického média
je ve své satasné podoba se stavajicimi materialovymi parametrigyzatymi z odborné
literatury, pouzitelny pouze pro vyfly uloh s malym zatizenim oblasfi. Muze vSak
poslouzit jako zaklad dale vyvijeného modelu prpipdnterakce vazké tekutiny v porech
a poddajné matrice z velmigkkého materialu.
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10 Zavér

V ramci diplomové prace byla provedena reSerSe mabie zabyvajicich se matematickou
homogenizaci uloh s dvouskalovym popisem. Poté bylarana homogenizai metoda
aplikovana na systém rovnieSicich tlohu Stokesova prawd kanalky porézniho materialu
s dokonale tuhou matrici. Byl sledovan vliv georneeinikrostruktury, zastoupené refe¢an
buikou Y, na velikost sloZzek tenzoru permeabilityiéemz bylo zjis&¢no, Ze permeabilita
zavisi gedevsim na porozitmaterialu a také naige a orientaci kanalkv ramci referetni
bunky Y. Vliv geometrie mikrostruktury byl pozorovaake (i feSeni testovacich makrouloh
Stokesova proughi, jejichZ rovnice jsou ve tvaru Darcyho zakona.

Nasledr byl model Stokesova pro#wli zakomponovan do Biotova poroelastického modelu
v ustaleném stavu. Byi@Sena linearni uloha, kdy se sledoval vliv defornadkrostruktury

na proudni vazké tekutiny v kanalcich. Poté jsme zavedliakizpro zpesréni tenzoru
permeability, ktery je v podstatimplicitni funkci tlaku a deformace. Tim jsme zAbk
nelinearni Ulohu, pro niz jsm#eSili totozné piklady, abychom mohli provést vzajemné
porovnani obou mod&l Ukazalo se, Ze vliv Zpsréni tenzoru permeability je pammé
vyrazny.

Testovaci Ulohy, prezentované v této praci bg§eny pro jednoduchou geometrii, avSak se
skute&nymi materidlovymi parametry,i@vzatymi z odborné literatury. DalSi plany zahrnuji
aplikaci nelinearniho modelu na geometrii, kteggel®dpovida skut@é lobularni strukiie,

a modifikaci nelinearniho modelu o vztahy lépe Nygici chovani nikké tkarg, nez jak to
¢ini Hookeiv zakon.
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PRILOHA

Vysledky a vizualizace numerickych vypéta 2D ulohy
Stokesova proudni



VizualizacereSeni mikroulohy Stokesova prouéni

varianty ¢. 1,¢.5,¢.7,6.9acé. 11



PRILOHA

P2

Varianta €. 1:

¢1 = 0,2
n _ [666,666666 01 . _¢
= [$95505 .10

n' [m]; @' [m?]; K [m?]

1 — 1 —
Tnin = MTmax = 0

2 _ ) —
Tmin = —0,1; Tmae = 0,1

|w1|min =0; |w1|max = 0,005
|w2|min = |w2|max =0

g

pi_1 pi_2
i.38e- 16 E 1
4e-16 0.08
§2e-16 0.04
=0 0
-2e-16 -0.04
-4e-16 E—0.0S
-5.54e-16 -0.1
lomega_T| lomega_2|
E.OOS i.A]e—]S
0.003 7.56-19
0,002 5e-19
E0.001 E2.5e—19
0 0

vektorové polaw?!

nedostupné

vektorové polaw?
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P3

Varianta €. 5;

' [m]; ' [m?]; KE [m?]

1

5 — Y,
727,8520 0 Ty = =0,1906 ; 7t = 0,1906
K = [ 0 727,8520] 107 @y = 0 |@!]me = 0,00546
|w?| i = 0 |@?|;na = 0,00546
pi_1 pi_2
0.1 0.1
0 0
0.1 0.1
. |. E E
-0.190607 -0.190607
7.[1
lomega_T| lomega_2|
00546 00546
0.005 0.005
0.004 -0.004
-0.003 10,003
10002 0.002
E0.00] EO'OO]
0 0

vektorové polaw?!

vektorové polaw?



PRILOHA P4

Varianta ¢&. 7: nt [m]; @' [m?]; K4 [m?]

1

¢, =0,52 T = —0,3209; mhe = 0,3209
n2; = —0,3115; n2,, = 0,3115

895,16084 0
H —_— ) _6
K7 = [ 0 5584 8546] - 10 |w1|mi =0; |w1|ma = 0,00672
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pi_1 pi_2
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0 0
E-o.z E-o.z
-0.320912 -0.3115614
! m?
lomega_T| lomega_2|
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0 0
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e e
e

T
vektorové polaw! vektorové polaw?



PRILOHA

PS5

Varianta €. 9:

¢)9 = 0,52

' [m]; ' [m?]; K§ [m?]

nl, = —0,2098; ©k, = 0,2098

nZ; = —0,1906; w2, = 0,1906

801,40267 0
H _ )
Ks = [ 0 1455,2871 |w'|mi = 0; |@'|me = 0,00601
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0.1 — W e 01
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koo i
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lomega_T| lomega_2|
006012 002459
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vektorové polaw?!

o
1
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1
1
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j N
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i

1

vektorové polaw?
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P6

Varianta €. 11:

¢11 = 0,205
Kl _[146,5474 146,5474
117 [146,5474 146,5474

n' [m]; @' [m?]; K% [m?]

mh = —0,1312; 1k, = 0,1312
nZ; = —0,1312; 2, = 0,1312
|0 i = 0; [@ ;e = 0,00161
|@w?| ;i = 0; |@? | = 0,00161

pi_1 pi_2
131164 131164
0.1 0.1
0 0
[0 [0
-0.131164 -0.131164
lomega_T| lomega_2|
001614 001614
0.0016 0.0016
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-0.0008 -0.0008
E0.000A E0.000A
0 0

vektorové polaw?!

vektorové polaw?
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P8

Varianta €. 5:

7278520
Kg = [ 0

p(x) [Pa]; w(x) [m.s™"]

p(x) :

0 -6
727,8520] -10
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P9

Varianta ¢&. 6:
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lwl

59%e-6
2.4e-6
2e-6
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-1.2e-6
8e-7
4de-7
1.054e-7
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PRILOHA

P10

Varianta ¢&. 7: p(x) [Pa];; w(x) [m.s™]

895,16084
Kt =2

0 -6
5584,8546] +10

75
-50
25
0
E-25

-50
-59.30303

P
iS 25495

p(X): Pmin = —59,303 ; Prax = 98,255

['w

.65%9e-6
i2.46—6
2e-6
-1.6e-6
“1.2e-6

8e-7

de-7
1.242e-7

w(x) : (W) |min = 1,242-1077 ;

|W(X) | max = 2,659 - 1076
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vektorové polav(x)




PRILOHA

P11

Varianta ¢&. 8:

K =

[5584,8546
0

p(x) [Pa]; w(x) [m.s™"]

0 -6
895,16084] +10

p(x) ‘Y Pmin = —53,708 ;

Pmax = 41,106

P
41.10567
40
20

‘;O

-53.70825

w(x) : (W) |mn = 1,071-1077 ;

[w |
i.699e—6

2.4e-6
2e-6
“1.6e-6
“1.2e-6

8e-7

de-/

1.071e-7

(W) | max = 2,699 - 1076
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PRILOHA

P12

Varianta €. 9:

KY =

p(x) ! Pmin = —88,723 ;

[801,40267
0

p(x) [Pa]; w(x) [m.s™"]

0 -6
1455,2871] -10

120
80

40
0

E—AO
.80
-88.72332

P
i26.5812

Pmax = 126,581

wx) : (W) |min = 1,117 -1077 ;

['w
D46e-6
2.4e-6
2e-6

=1.6e-6
-1.2e-6

8e-7
de-/

1.117e-7

|w(x)|max = 2,546 - 106
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vektorové polav(x)

lwl

Hdbe-6
2.4e-6
2e-6
-1.6e-6
-1.2e-6
8e-7
4e-7
1.117e-7
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PRILOHA

P13

Varianta ¢&. 10: p(x) [Pa];; w(x) [m.s™]

1455,2871
KIl-IO = [ 0

p(X) i Pmin = —85,801 ; ppar = 91,514

0 -6
80L40267]'10

P
1.51357
80

40

0

E—AO
-80
-85.80052

['w
b641e-6
iZ.Ae—()
2e-6
-1.6e-6
-1.2e-6

8e-7/
de-/

1.018e-7

w(x) : |W(x)|min =1,018-1077 ; |W(x)|max = 2,641 107°
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vektorové polav(x)




