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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva hledanim optimalniho fizeni pro RC
model auta uzitim dynamického programovani. Nejprve je predstaven zjed-
noduseny spojity kinematicky model, nasledné je diskutovana problematika
diskretizace nelinearniho modelu a vhodnost riznych diskretiza¢nich metod.

V nasledujici ¢asti prace jsou formulovany zaklady dynamického pro-
gramovani pro feseni dynamickych funkcionalnich tloh na koneéném a ne-
konecném casovém horizontu, které jsou poté aplikovany na jednoduchy
priklad. Poté jsou popsany divody a moznosti kvantizace stavového prostoru.
Nakonec jsou provedeny experimenty hledajici optimalni fizeni v prostiedi s
prekazkami. Soucasti prace je také grafické uzivatelské rozhrani, navrzené v
Matlabu, pro vizualizaci pohybu auta v diskrétnim a spojitém prostoru.

Klicova slova: dynamické programovani, optimélni fizeni, RC model auta

Abstract

This bachelor thesis deals with optimal control of RC car model using
dynamic programming. At first, the simplified continuous kinematic model
is introduced. Further, the issue of non-linear model discretization methods
and their utility is discussed.

Following part of the thesis focuses on formulation of dynamic program-
ming for solving dynamical functional problems on finite and infinite time
horizon, which are then applied in a simple example. After that, reasons and
techniques of state space quantization are presented. Finally experiments
for finding an optimal control in surrounding environment are presented. A
graphical user interface designed in Matlab for visualization of a car move-
ment in discrete and continuous space is briefly described.

Keywords: dynamic programming, optimal control, RC car model
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Kapitola 1

Uvod

Autonomni fizeni osobnich i nakladnich automobili v soucasnosti pritahuje
¢im dal veétsi pozornost. Velké spolecnosti jako Google nebo Tesla investuji
nemalé prostfedky na vyvoj téchto autonomnich fidicich systému. Za zjed-
nodusenou tlohu zabyvajici se timto problémem muize byt povazovano fizeni
modelu RC auta bez lidského zasahu.

Pro navrh takového tizeni je nejprve nutné ovérit model pohybu auta.
Poté je treba pouzit systém pro urc¢ovani polohy RC auta a tvaru trati,
naptiklad VICON, kde je jiz implementovano sledovani objekti a neni treba
resit rozpoznavani obrazu. Dalsim krokem je nalezeni optimalni trati, po
které by model RC auta mél jet. Nakonec bude tfeba navrhnout algoritmus
fizeni a ten propojit s redlnym modelem RC auta, pouzitim Raspberry Pi
nebo Arduina.

Cilem této prace je oveérit funkénost dynamického programovani pro ne-
konecny casovy horizont pri hledani optimalniho fizeni RC auticka. Zadani
pro Tizeni je dostat se z bodu A do bodu B a vyhnout se pri tom prekazkam,
jejichz umisténi je znamo.



Kapitola 2

Model RC auta

V této kapitole je predstaven realny model RC auta a jeho zakladni parame-
try. Nasledné je popsan jednoduchym spojitym nelinedrnim kinematickym
modelem. Poté je diskutovana problematika diskretizace tohoto modelu. A
na zaveér je porovnana pouzitelnost nékolika zédkladnich diskretiza¢nich me-
tod pro problém hledani optimalni strategie fizeni.

2.1 Fyzicky model

V této praci je cilovou aplikaci automatické rizeni redlného modelu RC auta.
Konkrétné se jednéd o model Micro-Rally Car od firmy Losi(LOSB02411T1)
s pohonem na vsSechna ¢tyti kola. Tento model je v méritku 1:24. Fotografie
RC modelu auta spolecné s dalkovym ovladacem je uvedena na obrazku 2.1,
soucastky modelu jsou poté na obrazku 2.2 Podstatné technické parametry
RC modelu byly uré¢eny z katalogového listu a pfimym mérenim na redlném
modelu. Manualné fizeny pohyb RC modelu byl rovnéz zaznamenan pomoci
systému pro snimani pohybu VICON. Maximalni tihel natoceni kol fizené
predni napravy byl zméfen pomoci ihloméru. Zjisténé udaje jsou shrnuty v
tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Technické specifikace

Hmotnost|[g] 160
Rozchod[cm] 9
Rozvor|[cm] 11

Max. tihel natoceni kol[rad] | 0.3

Max. rychlost|m/s] 4.5

Vnéjsi rozméty|cm] 163x95x99




KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA
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Obrézek 2.2: Souc¢astky RC modelu
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

2.2 Matematicky model

Pro specifikaci problému hledani optimélniho fizeni a jeho TeSeni pouzitim
technik dynamického programovani (viz kapitola 3) je tfeba nalézt matema-
ticky model pohybu RC auta, ktery bude dale pouzit pro ndvrh a simula¢ni
otestovani regulatoru. Hledame tedy soustavu diferencidlnich rovnic popi-
sujici pohyb RC auta. Hledani téchto rovnic mize byt pojato dvéma zptsoby.
Prvni moznosti je pouzit tplny dynamicky model zahrnujici vSechny piisobici
sily, momenty sil a vlastnosti materialii, timto komplexnim modelovanim se
zabyva napt. [5]. Druhou moznosti je pouzit zjednoduseny kinematicky mo-
del, timto modelovanim se zabyva napt. [4] v kapitole Lateral vehicle dyna-

Déle bude uvazovan zjednoduseny kinematicky model pohybu RC auta
(viz obrazek 2.3), ktery odpovida modelu jizdniho kola [4] a je pro potieby
této prace postacujici. Zjednoduseni spoc¢iva v nahrazeni dvou prednich (resp.
dvou zadnich) kol jednim kolem uprostted. Tento model popisuje jak se v case

Vviev

VvV

Vv

A

y

>

x(t) X

Obrazek 2.3: Geometricka interpretace kinematického modelu

Spojity kinematicky model je dan soustavou nelinearnich diferencialnich
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

rovnic

#(t) = V(t)cos(y(t) + (1)),
V(t)sin(y(t) + B(1)),

Wtan(é(t)), (2.1)

<.

~~
~

S—
I

Y(t) =

Vviev

je smérovy tuhel tohoto auta, I[m] je vzdélenost mezi prednim(resp. zadnim)
kolem a tézistém, J(¢)[rad] je uhel natoceni predniho kola vuci podélné ose,
V(t)[m/s] je velikost rychlosti RC auta a S(d(t))[rad] je dhel skluzu dany

vztahem

8(5(1)) = tan™" (

Jedna se tedy o stavovy model, kde [z(t),y(t), % (t)] je vektor stavu a vektor
[V (t),0(t)] se sklada ze vstuptt modelu. Predpoklada se, ze stav je v kazdém
okamziku znamy.

2.3 Diskretizace

Vyse zminény stavovy model (2.1) je tfeba diskretizovat, aby bylo mozné,
pri hledani optimalniho fizeni, navrhnout diskrétni regulator. Méjme spojity
stavovy model dany soustavou diferencialnich rovnic

X(t) = fe(x(t), u(?)),

kde x(t) € R"™ je stav, u(t) € R™ je vstup, f. : R™ x R™ +— R"™ je
dand funkce a x(%y) je dana pocatetni podminka. Cilem diskretizace je nalézt
funkci f; pro diskrétni stavovy model ve tvaru

X1 = Fa(Xp, ug)

tak, aby x; = x(x), pro vsechna t; = to + kTs, Ts je perioda vzorkovani a
k € {0,1,2,...}. Pri hleddni f; se predpoklada, ze vstup je v rdmci vzorko-
vaci periody konstantni. Primarné se tedy jedna o nalezeni feSeni soustavy
nelinedarnich diferencialnich rovnic. Exaktni feseni lze standardnimi mate-
matickymi metodami ovsem nalézt jen pro linedrni a nékteré specidlni ne-
linedrni modely. Pro ucely navrhu reguldtoru bude postacovat aproximace
X ~ X(t1,). Vypocet x5, mize byt reprezentovdn bud numerickou metodou,
nebo funkénim predpisem. Déle nasleduje porovnani nékolika zakladnich dis-
kretiza¢nich technik pro nalezeni funkénich predpisii.

12



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

2.3.1 Runge-Kuttovy metody

Runge-Kuttovy metody jsou explicitni a implicitni iterativni metody pro
hledani aproximativnich Teseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Vyssi rady
téchto metod vyhodnocuji derivaci ve vicero postupnych bodech (étvrtého
radu ve ¢tyfech bodech atd.) [3]. Na obrazku 2.4 lze vidét evaluaci pro Runge-
Kuttovu metodu ¢tvrtého tadu. Obecné lze Runge-Kuttovy metody zapsat
takto

P
Yn+1 = Yn + hzwikia
i=1
i—1

ki = f(t+ aih,yn + 1 Bijk;),

=1

kde «, 8, w, jsou predem dané koeficienty, h je casovy krok a i =1,2..1, I se
zvysuje s rostoucim Ffadem metody.

Obrazek 2.4: Evaluace sklonu [3]

Eulerova metoda (Runge-Kuttova I. fadu)

Tato metoda vyuziva definice derivace. Pro zvolenou periodu vzorkovani T
tedy aproximace derivace vypada takto

w(t +Ty) — x(t)

A T
. L1 — Tk

)~ ———. 2.2
i(t) » = (2:2)

Pouzitim Eulerovy dopredné metody lze pohyb RC auta v kazdém casovém
okamziku k € {0,1,2,...} popsat diskrétnim stavovym modelem

13



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

Ty o1 = Usp - €OS(Tg e + Br) - Ts + T1p,
Ty g1 = U - sin(zg g + Br) - Ts + Toy,

Uop - cOS([
T3hi1 = W tan(uy x) - Ts + T3,

By = tan™* (W) : (2.3)

vvvvvvvv

v ose y, 3 x[rad] je thel natoceni auticka vzhledem k inercidlni vztazné sou-
stave, fg[rad] je thel skluzu, l[m] je vzdalenost pfedniho a zadniho kola,
uy g[rad] je thel natoceni prednich kol, ugx[m/s] je rychlost a T[s] je peri-
oda vzorkovani. Stav systému je xz = [Ty, Tk, T3x]7 a vstup systému je
U = [ULk; U2,k}T

Runge-Kuttova II. fadu

Méjme obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu

i = f(a(t), ult)). (2.4)

Potom podle Runge-Kutta jsou vzorce pro vypocet[l]

Aplikaci téchto vztaht na soustavu diferencialnich rovnic 2.1 ziskdme vztahy

B = tan™! (tan;ul,k)> ,

Usgp - cOS(f
ay = Wtanwl,k%

aq1 = Ugy - cos(x3k + Pr),

Qo1 = Ugy, - sin(xs k + Br),

14



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

U g - cos(B)

Y3 = T3 + aszy - T, 3p = B tan(uy k),
Y1 =21+ agp - T, Q1g = Ugp - co8(Ys i + B,
Yo = Top + oy - T, Qg = Ug g, - sin(ys ik + Bi),

T3 k41 = T3k + T (W) ,

Tipr1 = T+ T (Om;—m) )

To g1 = Top + T <0421—;—a22> :

ODE45

Matlab ODE45 solver pouziva explicitni metodu RK(4,5), nazyvanou rovnéz
Dormand-Prince pair, dle jejich autort. Jedna se o jednokrokovou metodu,
kterd je zalozena na vyhodnoceni pravé strany diferencialni rovnice v sedmi
bodech. Rozdil v feseni pii pouziti ¢tvrtého a patého radu je pak pouzit k
nastaveni adaptivniho kroku diskretizace [3], [6].

2.3.2 Porovnani

Presnost metod diskretizace spojitého modelu byla porovnana proti Matlab
ODEA45 solveru s velmi presnym feSenim, které bylo ziskdno nastavenim ab-
solutni tolerance na 1-10~7 a maximélniho kroku na 1-1073.

Metody byly testovany pro vzdélenost kol | = 0.055[m], konstantni rych-
lost V' = 4[m/s], thel natoceni kole¢ek se v priubéhu simulace méni linedrné
od O[rad] do 0.3[rad] a poté do —0.3[rad], viz obrazek 2.5. Simulace trvala
¢tyti sekundy se 400 vzorkovacimi okamziky (tzn. krok simulace pro Runge-
Kuttovy metody byl 0.1). Grafické porovnéani presnosti feseni je uvedeno na
obrazku 2.6. Na obrazcich 2.7 a 2.8 jsou uvedeny detaily z konce trajekto-
rie, jak je naznaceno na obrazku 2.6 pomoci ¢ernych obdélnik. V tabulce
2.2 jsou pak uvedeny vysledky srovnani ¢iselné. Pro srovnani byla vybrana
maximalni hodnota absolutni chyby v pribéhu celé simulace pro jednotlivé
stavy

[ = max | XZ,Z- — X |,

ke{1,2..K}

prumérna chyba na jeden vzorkovaci okamzik

P Zszo | Xz,i — X |
! K

15



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

a Casové naroky na vypocet celé drahy T;. V predchozich vztazich k =
{0,1...400}, xP oznacuje presné feseni z ODE45 (viz. vySe) a x oznacuje
porovnavané FeSeni, po¢itano pro kazdou slozku zvlast, ¢ili 1™ ¢ R™ a
I? € R". Hodnoty uvedené v tabulce 2.2 jsou zaokrouhleny na ¢tyti dese-
tinnd mista a jsou v poradi pro stavy xi, o, T3.

Tabulka 2.2: Porovnéani diskretizac¢nich metod

| 1P Ti[s]
Runge-Kuttova 1. fadu 0.1912 0.0662 0.2

0.2975 0.1064
0.0902 0.0573
Runge-Kuttova 2. fadu 0.1919 0.0791 0.4
0.2790 0.1153
0.0902 0.0573
ODE45 (max. krok 1-107%) | 0.0007 0.0002 0.3
0.0013 0.0005
0.0004 0.0002

ODE45 (max. krok 1-107%) | 0.0 0.0 1.0
0.0 0.0
0.0 0.0

thel natoceni kolecek [rad]

1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
krok simulace [k]

Obrézek 2.5: Uhel natoceni koletek pri testovani diskretizaci
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

351 ODEA45 - max. krok 0.1 i
ODE45 - max. krok 0.001
3t ODEA45 - max. krok 0.01 i
Runge-Kuttova 1. féadu
Runge-Kuttova 2. fadu
25 .
2 - -

Priblizené oblasti

Obrazek 2.6: Dréaha pro rtizné diskretizaéni metody

29 b
289 b
288 b
287 b
2.86 b
285 b
284r ODE45 - max. krok 0.1 T

ODEA45 - max. krok 0.001
283 | ODEA45 - max. krok 0.01 -
Runge-Kuttova 1. fadu
Runge-Kuttova 2. fadu
282 b
281 E 1 1 1 1 1 [—

4.58 4.6 4.62 4.64 4.66 4.68

Obrézek 2.7: Detail konce drahy pro rizné diskretiza¢ni metody
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

T T T T T T T T T T
2.5614 T
2.5612 4
2.561 T
2.5608 T
2.5606 | ODEA45 - max. krok 0.1 i
ODEA45 - max. krok 0.001
L ODE45 - max. krok 0.01 |
25604 Runge-Kuttova 1. fadu
Runge-Kuttova 2. fadu
2.5602 T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4.8034 4.8036 4.8038 4.804 4.8042 4.8044 4.8046 4.8048 4.805 4.8052

Obrazek 2.8: Detail konce drahy pro rtzné diskretizacni metody

2.3.3 Vybrana metoda

Vzhledem k naroc¢nosti vypoctu optimélniho fizeni pomoci dynamického pro-
gramovani je ¢asova naroc¢nost simulace modelu jednim z hlavnich méritek
pri vybéru diskretizacni metody. Jelikoz se tato prace zabyva pouze teore-
tickym ovérenim funkcnosti, nevyzaduje velkou shodu spojitého a diskretizo-
vaného modelu. Proto se v tomto pripadé jevi jako nejlepsi Runge-Kuttovy
metody. ODE45 solver nastaveny na maximalni velikost kroku diskretizace
0.1 neni sice o0 moc vice ¢asové narocnéjsi, ale v algoritmu iterace vahové
funkce by musel byt volan ve for cyklu, zatimco funkce modelu auticka muze
byt volana jen jednou pro vsechny stavy najednou. Vyse zminény ODE45
solver(pripadné pfesnéjsi) by bylo pravdépodobné tfeba zvolit pro vypocet
fizeni redlného RC auta, kdy by jiz presnost diskretizovaného modelu hrala
veétsi roli.

18



Kapitola 3

Dynamické programovani

Tato prace je zamérena na pouziti dynamického programovani pro reseni dy-
namickych funkcionalnich tloh na konetném nebo nekone¢ném ¢asovém ho-
rizontu [7].! Hlavni myslenkou této techniky je rozdéleni slozitého problému
na jednodussi podproblémy s vyuzitim rekurze. Toto rekurzivni rozlozeni
problému je reprezentovano Bellmanovou funkcionalni rovnici, kterou lze
resit riznymi zpusoby, podle toho, zda je problém definovan na kone¢ném
nebo nekoneéném ¢asovém horizontu. Refenim Bellmanovy rovnice je Bell-
manova funkce, ktera popisuje hodnoty budoucich ztrat. S jejim vyuzitim lze
pro libovolny stav urcit optimalni vstup pomoci jednoduché statické optima-
lizace. Na obrazku 3 lze vidét jednoduchou regulacni smycku, kde systém je
fizen regulatorem, ktery pocita optimalni fizeni na zakladé aktudlniho stavu
a feseni Bellmanovy rovnice.

U

Systém

Regulator
Tk

Obréazek 3.1: Diagram Tizeni

!Technika dynamického programovani se pouzivé i pii feseni tiloh, které ve své podstaté
nejsou dynamické, napiiklad sdzeni textu programem IATEX(Lamport).

19



KAPITOLA 3. DYNAMICKE PROGRAMOVANTI

3.1 Optimalni rizeni na konecném casovém
horizontu

Mé¢jme systém popsany stavovym modelem

X1 = Fi(Xp, ug),

kde x; € X C R™ je stav systému, ux € U C R™ je tizeni a k je diskrétni
casovy okamzik, f; je zndma funkce a xy zndmy pocatecni stav. Cilem je
navrhnout regulator na konecném c¢asovém horizontu, k = 0,1...F

u; = v, (X), (3.1)

kde 7, : X — U je neznama funkce, ktera reprezentuje strategii rizeni v
case k. Definujme ztratovou funkei L§(xg,ug),L§ : X x U — RT, kterd
urcuje ztratu (cenu), kterd vznikne pii pouziti fizeni uy ve stavu x;. Funkce
L{ muze byt napriklad kvadraticka funkce stavu a rizeni. Méjme nasledujici
kritérium kvality rizeni

F
‘](X07 7(];) - Z LZ<Xk7 uk)? (32>
k=0

které hodnoti regulator na koneéném casovém intervalu.

Optimélni posloupnost fizeni reguldtori ma takovou vlastnost, ze pro
kazdy stav x;, a kazdou piedchozi posloupnost fzenf ui~! je nasledujici po-
sloupnost Tizeni optimalni pro stav x; a zbyvajici(budouci) ztraty jsou mi-
nimalni.

Predpokladejme, ze zname optimalni reguldtor pro koncovou cast ho-
rizontu Hzeni «%%,. Bellmanova rekurzivni rovnice lze neformélné odvodit
nasledujicim zptsobem. Rozdélme cely horizont fizeni na dvé ¢asti: ¢asové
okamziky 0,1, ..., k a casové okamziky k£ + 1, ..., F', kde k je aktudlni casovy
okamzik. Zaved me

F
Vi () = D0 Li (097 (x1)) (3.3)
I=k+1

kde V¥, : X — R" je Bellmanova funkce. Nyni se budeme snazit najit
Bellmanovu funkci pro ¢asovy okamzik k. Jelikoz V}%, ; odpovidd minimalnim
moznym budoucim ztratdm lze Bellmanovu funkci pro casovy okamzik k
zapsat jako

Vi (i) = min { L Gxn, ) + Vi (Fu(xe, ) | - (3.4)

20



KAPITOLA 3. DYNAMICKE PROGRAMOVANI

Pocéatecni podminka pro rekurzi je Vg, ; = 0. Optimdlni regulator pro casovy
okamzik k je tedy

u; = v5 (X)) = argmin {LZ(xk,H) + Vi (fk(xk,ﬁ))} : (3.5)

ueU

Pri praktickém feseni (3.4) a (3.5) se potykdme s problémem efektivni repre-
zentace Bellmanovy funkce V, a exaktni feseni lze jednoduse nalézt pouze
ve specialnich ptipadech. Jednim z nich je LQ tloha, kdy Vj je kvadraticka
forma, dalsim pripadem je situace, kdy jsou mnoziny X a U diskrétni a
funkci Vi 1ze reprezentovat tabulkou. Prikladem takového problému mize
byt napiiklad hledani nejrychlejsi/nejkratsi cesty skrz jednoduchou mapu.

3.2 Optimalni rizeni na nekone¢ném casovém
horizontu

V nékterych pripadech neni formulace tlohy na koneéném ¢asovém horizontu
vhodné a to pokud je samotny problém definovan na nekoneéném casovém
horizontu nebo zZe horizont je sice koneény, ale velmi dlouhy, coz by vedlo ke
znaénym pamétovym narokim reguldtoru. Obecné feseni neomezené Casem
miuze byt navrzeno pouzitim Bellmanovy funkcionalni rovnice.

Aby tloha optimélniho fizeni na nekonecném casovém horizontu davala
smysl, musi byt systém a kritérium t-invariantni, tj. £ a L° misto f;, a Lg.
7 hlediska zjednoduseni teoretické analyzy je vhodné, aby bylo kritérium
na nekonecném horizontu koneéné pro dostatecné sirokou tridu regulatort,
proto se v pripadé nekone¢ného horizontu ¢asto pouziva diskontni kritérium

F
k=0

kde n € (0,1) je diskontni faktor, ktery redukuje dulezitost budoucich ztrat
a zaruCuje existenci limity v (3.6) za predpokladu, ze L¢ je shora omezenda
funkce.

Potom je optimalni strategie fizeni ddna fesenim Bellmanovi rovnice op-
timality

V*(xe) = min {Z(xe, @) +nV* (E(x,) ) } (3.7)

kde V* : X — R je Bellmanova funkce. Optimélni reguldtor pro casovy
okamzik k je tedy

ur = v*(xx) = argmin {Lc(xk,ﬁ) +nV* (f(xk,ﬂ)>} : (3.8)

uclU
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KAPITOLA 3. DYNAMICKE PROGRAMOVANTI

Na rozdil od problému s konecnym casovym horizontem je u tohoto problému
hledana pouze jedna funkce V* a optimalni reguldtor je t-invariantni.

3.2.1 Iterace vahové funkce

Vztah (3.7) je nelinearni funkcionalni rovnice, jejiz feSeni lze exaktné nalézt
pouze v nékterych specialnich pripadech. Pro diskrétni X a U se da nalézt
numerické Feseni pomoci nékolika metod: iterace vahové funkce, iterace stra-
tegie a zobecnénd iterace strategie[7]. V této praci je vyuZita iterace vahové
funkce, ktera je dana vztahem
V) = min { L. a) + g7 (F(x.w) | (3.9)
ucl
kdei = 0,1, ... je iteraéni index. Potteéni funkce V' miize byt zvolena jako
identicky nulova, nebo, pokud mame k dispozici néjaky odhad Bellmanovy
funkce, muze byt tento pouzit jako pocateéni podminku pro iteraci vahove
funkce. Algoritmus iterace vahove funkce je ukoncen po splnéni ukoncovaci
podminky

<4, (3.10)

o0

va _ D

kde § € RY je uzivatelem zvolend hodnota, ovliviiujici presnost feseni, |||
reprezentuje nekoneénou normu na prostoru funkef V : X — R*, kterd je
definovana jako

Vlloo = sup [V (x)].
xEX
Posloupnost funkci V9 sa jistych predpokladu konverguje k funkeci V* [7].

Tlustrace algoritmu iterace vahové funkce na prikladu
Navrh optimalniho regulatoru pro nekoneény horizont iteraci vahové funkce

bude ilustrovano na jednoduchém prikladu s konecnym poctem stavi a rizeni.

Uvazujme devét stavi zp € X = {1,2,...,9} které jsou usporadany do
policek 3x3 Sachovnice, jak je uvedeno na obrazku 3.2.

1123
516
71819

Obrézek 3.2: Stavovy prostor

22



KAPITOLA 3. DYNAMICKE PROGRAMOVANI

Hodnoty fizeni u, € U = {1,2...5} reprezentuji posuny mezi stavy na
sachovnici ve vertikdlnim a horizontalnim sméru o jedno policko:

1 : doleva, 2 :nahoru, 3:doprava, 4 :dol, 5 : bez akce.

Ztratova funkce L¢(xy,uy) je definovana tabulkou 3.1.

Tabulka 3.1: Tabulka ztratové funkce

11 |2 (3 |4 |5
Tk
1 ©o|loo|2 |6 |4
2 8 |oo |7 |1 |2
3 3 || |Dd | b
4 o |7 |12 |9 |1
5 8 19 |7 |8 |0
6 319 |0 |8 |4
7 |3 |4 |o0|6
8 711 19 |3
9 4 |12 |oo|oo |6

Cisla v tabulce reprezentuji ztratu pri pouziti fizeni uy ve stavu xy.
Ptechodova funkce systému f(zy, ux) je definovana tabulkou 3.2.

Tabulka 3.2: Tabulka pfechodii mezi stavy

Yl1l2(314]5
Tk
1 T - 241
2 1]-13[5]2
3 1]-1-16]3
4 (1574
5 A12]6(85
6 513(-19]6
7 (a8 - 7
8 71519]-13
9 816-1-19

Cisla v tabulce reprezentuji index nového stavu x1, do kterého systém
prejde ze stavu xy, aplikaci fizeni uy a ”-"znaci neplatné rizeni v daném stavu
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KAPITOLA 3. DYNAMICKE PROGRAMOVANTI

Abychom vyrtesili tento priklad, musime nalézt optimalni fizeni minimali-
zujici soucet ztrat pro kazdé pouzité rizeni na nekoneéném casovém horizontu
k = 1,2.... Pro tento problém neexistuje analytické feSeni Bellmanovy rov-
nice, proto bylo priblizné reseni nalezeno pomoci iterace vahové funkce.

Prahova hodnota pro zastavovaci podminku byla zvolena § = 1, diskontni
faktor muze byt, diky jednoduchosti prikladu a existenci fizeni "bez akce”,
zvolen n = 1 | vahova funkce A byla inicializovana na samé nuly. Algorit-
mus provedl ¢tyfi iterace. Na obrazku 3.3 je vizualizace optimalni strategie
fizeni 7. éipky predstavuji optimalni fizeni pro jednotlivé stavy.

351

ol
a5t l—>2 <«+—3
!
15| 4——>5<—6
r
5 7T—> 8 <—9

Obrazek 3.3: Strategie Tizeni

Konecna podoba Bellmanovy funkce je
VW =[3,1,4,2,0,3,5,1,5],

kde ¢isla ve vektoru predstavuji hodnoty Bellmanovy funkce pro jednotlivé
stavy, viz obrazek 3.4. Optimalni regulator poté generuje fizeni na zaklade
aktualniho stavu dle vztahu (3.5).
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6
5 [0} [0]
4 [0}
V3 ® ®
5|
1|
0 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrézek 3.4: Konecéna podoba Bellmanovy funkce
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Kapitola 4

Navrh regulatoru

4.1 Kvantizace

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3.1, je v pripadé spojitého stavového pro-
storu zasadnim problémem reprezentace Bellmanovy funkce. Jednou z jedno-
duchych moznosti feseni je provést kvantizaci stavového prostoru a prostoru
vstupt a poté nalézt Bellmanovu funkci pro tento kvantizovany problém. Ta
pak muze slouzit jako aproximativni feseni ptvodniho problému.

Kvantizace je technika, mapujici spojité mnoziny na diskrétni. Spojity sta-
vovy prostor muze byt kvantifikovan na diskrétni pouzitim agregacni funkce.
Obecné tato funkce muze vypadat napriklad takto

% = g(x) = arg minx, — %,
xeX

arg min = \J 2“: (2pi — )%, (4.1)

xeX i=1

kde g : X — X, X je prostor diskrétnich stavii, X je diskrétni stav, x spojity
stav a n je pocet stavovych proménnych.

Za predpokladu, ze diskrétni stavy tvori rovnomérnou mrizku ve stavovém
prostoru viz obrazek 4.3, lze agregacni funkci realizovat, s ohledem na repre-
zentaci stavového prostoru v Matlabu, po slozkich nasledujicim zptisobem

X — Xdmin
KS
kde X;,q € N™ je vektor indexu diskrétnich stavi reprezentace v Matlabu,
K, € R™ je vektor kvantizacnich kroka pro jednotlivé dimenze stavu a
Xamin € R™ je vektor nejmensich hodnot jednotlivych stavi, pro které je
vytvorena reprezentace v Matlabu. Jednic¢ku je treba pricist z toho divodu,

Xind = { J + 1, (4.2)
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KAPITOLA 4. NAVRH REGULATORU

ze Matlab indexuje od jednicky a ne od nuly jako standardni programo-
vaci jazyky. Déleni vektoru je zde mysleno po slozkach. Konkrétni hodnoty
diskrétnich stavi se poté daji lehce prepocitat dle vztahu

X = Xgmin + 0.5K + K(Xina — 1). (4.3)

Rozdily mezi kvantizaci spojitého stavu pomoci agrega¢ni funkce (4.1) a
agregacni funkce realizované vztahy (4.3) a (4.2) jsou vidét na obrazku 4.1.
Zatimco agregacni funkce (4.1), nachdzejici se na obréazku 4.1 nahofe, ma-
puje hodnoty mimo kvantiza¢ni mfizku do krajnich kvantizovanych stavii,
agregacni funkce (4.3), kterd bude v této praci ddle pouzivana, ¢ini tyto
hodnoty nepripustné. Navic je mapovani téchto agregacnich funkei vici sobé
posunuteé.

N% A o B B BT 7
N

| | | | Voo

T
Obrazek 4.1: Porovnani dvou agregacnich funkci pro kvantizaci stavového
prostoru

Na obrazku 4.2 lze vidét vytvorené grafické uzivatelské rozhrani slouzici
k ruénimu ovladani modelu RC auta. Draha, po které se muze model pohy-
bovat, je reprezentovana prostorem mezi ¢ervenymi soustfednymi elipsami.
RC model auta je reprezentovan modrym obdélnikem a modra krivka re-
prezentuje trajektorii modelu v ¢ase. Uzivatel miize nastavit rychlost a tihel
natoceni kol modelu, ¢asovy krok simulace a muze také pozastavit, ¢i obnovit
simulaci do pocatecniho stavu.

Toto grafické uzivatelské rozhrani bylo dale rozsiteno tak, aby reflekto-
valo kvantizovany prostoru. Vizualizace byla vylepSena o zobrazeni prumétu
spojitého stavu na diskrétni, jak je ilustrovano na obrazku 4.3 a v detailu
na obrazku 4.4. Obé vizualizace se daji pouzit i pro simulaci a zobrazeni
optimalni trajektorie nalezené pomoci dynamického programovani.
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0.5 T T T T T T T

Inputs

Velocity [m/s]

[

0.3

Angle [rad]

][

-0.73023

Sampling period[s]

1 |

0.1
Reset
_3 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
Start/Pause Clear
Obrazek 4.2: Grafické uzivatelské rozhrani
050
Inputs
oH e
Velocity [mfs]
-05 Angle [rac]
-1 Sampling period]s]
-15 Reset
-2
_o5H
o e R P PR PP PR
=2 -15 -1 -05 [ 05 1 15 2

| StatPause Clear

Obrazek 4.3: Ilustrace prumétu tézisté modelu na kvantizovany bod mrizky
stavového prostoru

28



KAPITOLA 4. NAVRH REGULATORU

Obrézek 4.4: Kvantizované a priblizené grafické uzivatelské rohrani

4.2 Matematicky model prostredi

Zaclenéni matematického modelu prostredi do simulace 1ze provést vicero
zpusoby. Jednou z moznosti je zména kinematického pohybového modelu,
kdy se napriklad po kontaktu s prekazkou mohou zménit pohybové rov-
nice. Matematicky model prosttedi 1ze také zakomponovat piimo do ztratové
funkce L, jejiz vhodnou volbou lze nékteré stavy uprednostnit pred jinymi,
¢i je ucinit nepripustnymi.

V této praci je model prostfedi pro pohyb RC auta definovan pomoci
ztratové funkce L¢. Tato ztratova funkce hodnoti pripustné stavy libovolnym
realnym cislem, nepiipustné oo a cilovou pozici, nezavislé na hlu natoceni
auta, hodnot{ 0. Tim je trat jednozna¢né urcena, protoZe stavy s ohodno-
cenim oo nepripadaji pro hledani optiméalniho feseni v tvahu.

4.3 Regulator

V pribéhu iterace vahové funkce se pro kazdy kvantizovany stav uklada op-
timalni fizeni do vektoru. Tato strategie fizeni je poté pouzita pro simulaci a
naslednou vizualizaci pohybu auta. Pti simulaci pohybu RC modelu pouzitim
tohoto Tizeni ovSem nastava problém. RC model se ve skute¢nosti nenachazi
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presné v kvantizovaném stavu a je tedy mozné, ze po aplikaci Tizeni, které
by ho mélo dostat do cile, cil mine a bude blize nespecifikovany cas jezdit
kolem, viz obrazek 4.5 a 4.6.

Tomuto chovani Ize predejit tim, ze pri simulaci zvysime toleranci eukli-
dovské vzdalenosti hodnotici dosazenti cile, oproti toleranci pouzité pri navrhu
fizeni, viz obrazek 4.7. V tomto obrazku je pouzita maximalni tolerance 0.08
oproti ptivodnim 0.05 v simulaci z obrazku 4.5, ale poté je tieba se smitit s
tim, ze RC auto nedojede primo do cile. V simulacich na obou obréazcich byla
pouzita hruba kvantizace (viz tabulka 4.1).

Druhou moznosti, jak problém zmirnit a ptiblizit auto na konci drahy
k cilovému bodu, je zmensit kvantizacni krok. Nicméné naptiklad u jemné
kvantizace (viz tabulka 4.1) vznika 2 520 000 kvantizovanych stavi, coz jiz
predstavuje vyznamné pamétové a vypocetni naroky. Na druhou stranu v
pripadé uziti této jemné kvantizace se dokazeme k cili priblizit az na 0.05m
a pod lepsim thlem, viz obrazek 4.8.

Tabulka 4.1: Tabulka kvantizaci

Kvantizace | z; Ty T3
hruba 0.015 | 0.015 | 0.1
jemna 0.01 0.01 0.1
1 T T
081 b
draha
06 F O il |
konecna pozice
0.4 B
02r _
or i
-0.2 F |
-04 |
0.6 b
_08 1 1
-1 0.5 0 0.5

Obrazek 4.5: Trajektorie RC auta pro optimalni fizeni hrubou kvantizaci a
toleranci dosazeni cile 0.05.
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1
draha
0.8 o il
konecna pozice
0.6 [

04 r

0.2

— '_;§§:§\ |

TR 1

5y A\
2 ‘\“ "'/&‘?;/

s%',\,)

0.2

-04r

-0.6 [

-0.8

Obréazek 4.6: Trajektorie RC auta pro optimalni fizeni hrubou kvantizaci a
toleranci dosazeni cile 0.04.

0.05
O O
-0.05 draha
O il
01+ koneéna pozice

-0.4
-9 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -01 0 0.1

Obréazek 4.7: Trajektorie RC auta pro optimalni rizeni hrubou kvantizaci a
toleranci dosazeni cile 0.08.
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0.05 T T T T T T T T T

draha

O cil

-0.05 koneéna pozice i

0.1

-0.15

0.2

Obrazek 4.8: Trajektorie RC auta pro optimalni rizeni jemnou kvantizaci a
toleranci dosazeni cile 0.05.

32



Kapitola 5

Simulacni experimenty

Tato cast se vénuje nékolika simulac¢nim experimenttim, které slouzi k ovéreni
funkénosti navrzeného algoritmu a stanoveni tprav, které bude zapotiebi
provést, aby bylo mozné nasadit algoritmus pro fizeni realného modelu RC
auta. Prvni simulacni experiment navazuje a rozsifuje priklad uvedeny v
kapitole 3.2.1. V druhém simula¢nim experimentu je jiz vyuzit kinematicky
model pohybu modelu RC auta.

5.1 Nalezeni nejkratsi cesty

Oproti prikladu z podkapitoly 3.2.1 je zde uvazovana sSachovnice 400x400
policek, s prekdazkami znazornénymi ¢ernymi plochami s L¢ ohodnocenim oo,
viz obrazek 5.2. Tato Sachovnice byla vytvorena jako bitmapovy obrazek a
importovana do Matlabu. Mozna Tizeni jsou rozsifenim tizeni z predchoziho
prikladu na iteraci vdhové funkce a jsou zobrazena na obrazku 5.1.

ug 1
Uy U9
i Ur Ug L
> =
X}
Ug Us u
¥ 4

Obrazek 5.1: Ruzice rizeni
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Obrazek 5.2: Sachovnice 400x400

Parametry simulace
Pocétecni stav: [—0.83, —0.31, 0jm
Koncovy stav: [—0.09,0.09]m
Krok kvantiza¢ni mrizky: 0.05m
Krok simulace: 0.1s
Ptipustné rychlosti: [0.5, 1Jm/s
Pripustné natoceni kole¢ek: —0.3, —0.28, ..., 0.3rad
maximalni vzdalenost od cile = 0.07cm

1 = 0.55m
n = 0.99
6 = 0.0001

Bellmanova funkce nalezend pomoci algoritmu iterace vahové funkce je
graficky zobrazena na obrazku 5.3. Hodnota funkce roste ve vSech smérech
od cilového bodu a v misté prekdzek ma hodnotu oo. Na obrazku je dale
vykreslen startovni bod spolecné s optimalni trajektorii. Tato trajektorie je
ve skutecnosti slozena pouze ze dvou dimenzi, ale pro vétsi nazornost se jeji
treti souradnice sestava z hodnot Bellmanovy funkce, kterymi pravé prochazi.
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Obrazek 5.3: Bellmanova funkce se zvyraznénym optimalnim pohybem

5.2 Rizeni RC modelu auta

Druhy simula¢ni experiment jiz vyuziva kinematicky model pohybu modelu
RC auta. Pro snizeni vypocetnich naroki iterace vahové funkce, a tim padem
usetfeni ¢asu, byla zvolena ztratova funkce L¢ takova, ze hodnoti vSechny
stavy v predem dané ¢tvercové oblasti libovolnym realnym ¢islem, okoli opét
oo a cilovy stav 0, to znacné snizuje cas potfebny pro iteraci vahové funkce.

Parametry simulace
Pocatecni stav: [—0.83, —0.31, 0jm
Koncovy stav: [—0.09,0.09]m
Krok kvantiza¢ni mrizky: 0.02m pro x1, z2 a 0.05rad pro x3
Krok simulace: 0.1s
Pripustné rychlosti: [0.5, 1jm/s
Pripustné natoceni kolecek: —0.3, —0.28, ..., 0.3rad
maximalni vzdalenost od cile = 0.07cm

1 = 0.55m
n=0.9
0 =0.01
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Obrazek 5.4: Bellmanova funkce pro x5 =0
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Obrazek 5.5: Trajektorie RC auta

36



KAPITOLA 5. SIMULACNI EXPERIMENTY

Obréazek 5.4 zobrazuje Bellmanovu funkci pro thel natoceni RC auta
x3 = 0. Lze na ném vidét jak ohodnoceni Bellmanovy funkce smérem k cili
klesa pouze z jedné strany, diky omezenim zanesenym do pohybu RC auta
priddnim jeho dynamiky. Skok v hodnotdch Bellmanovy funkce vznikd ve
chvili, kdy je RC auto jiz moc blizko cili a nedokaze do néj zatocit primo, ale
musi se vratit. Na obrazku 5.5 je znazornéna draha modelu RC auta rizeného
pomoci navrzeného regulatoru. Je zde také vidét, ze RC auto nedojede primo
do cile, diky problému s kvantizaci, viz kapitola 4.3.

Vzhledem k problému s kvantizaci, popsanému v kapitole 4.3, by pro
realné nasazeni bylo pravdépodobné tfeba zmensit kvantizacni krok. Toto
zmenseni vSak znaéné zvysi vypocetni naroky. Dalsi moznosti by bylo hledat
spojitou Bellmanovu funkci ve spojitém prostoru.
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Cilem této prace bylo seznamit se s dynamickym programovanim a tuto
znalost nasledné vyuzit k vytvoreni algoritmu pro nalezeni optimalniho rizeni
RC modelu auta, s ohledem k budoucimu nasazeni na realny model. Pro
naplnéni tohoto cile bylo tieba se okrajové zabyvat nékolika tématy.

Nejprve byly zjistény parametry redlného modelu RC auta, aby mohly
byt simulace a vypocty provadény s parametry odpovidajicimi skutecnosti.
Dalsim krokem bylo nalezeni vhodného matematického modelu popisujiciho
pohyb RC auta, vzhledem k tomu, ze tato prace pouze prozkoumava moznosti
fizeni redlného RC modelu, postacuje i priblizny matematicky model. Proto
byl zvolen zjednoduseny kinematicky model odpovidajici modelu jizdniho
kola. Dale bylo porovnano nékolik zakladnich metod diskretizace a disku-
tovana jejich vhodnost pouziti v simulaci pro tuto praci a pouziti pti hledani
optimalniho tizeni pro realny model RC auta. Pro tuto praci byla, vzhle-
dem k vyse zminénym divodim zvolena ta implementacné nejméné strojové
narocna.

Nasledovalo nastudovani teorie dynamického programovani pro konecny a
nekoneény ¢asovy horizont. Pro nekoneény ¢asovy horizont byl poté vytvoren
jednoduchy priklad. Dalsim krokem jiz bylo navrzeni samotného algoritmu
hledajiciho optimalni fizeni. Stavovy prostor bylo nejprve nutno kvantizo-
vat, aby mohla byt jednoduseji reprezentovana Bellmanova funkce. Hlavnim
kritériem prii implementaci kvantizace byla opét rychlost. V posledni radé
bylo tfeba vybrat vhodny matematicky model prostiedi pohybu RC modelu.
Nasledovala diskuse o problémech optimalniho tizeni pro kvantizovany pro-
stor. Nakonec bylo provedeno nékolik simula¢nich experimentii, které ovérily
funkcénost navrzeného algoritmu a umoznily zhodnotit ipravy potfebné pro
jeho pouziti pri hledani optimalni strategie tizeni pro realny model RC auta.

Navazujici prace by se mohla zajimat prevazné aplikaci jiz hotového algo-
ritmu na readlny model RC auta, k tomu by bylo tfeba zpTesnit vypocet op-
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timalniho fizeni, pravdépodobné pouzitim velmi jemné kvantizace. Moznosti
by také bylo nekvantizovat prostor a pokusit se reprezentovat Bellmanovu
spojitou funkci. Pro aplikaci na realny model by také bylo treba nalézt vztah
mezi Tizenim natoceni kol v radidnech a rychlosti v metrech za sekundu a
fizenim akutatord primo v redlnem modelu RC auta.
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