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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá hledáńım optimálńıho ř́ızeńı pro RC

model auta užit́ım dynamického programováńı. Nejprve je představen zjed-
nodušený spojitý kinematický model, následně je diskutována problematika
diskretizace nelineárńıho modelu a vhodnost r̊uzných diskretizačńıch metod.

V následuj́ıćı části práce jsou formulovány základy dynamického pro-
gramováńı pro řešeńı dynamických funkcionálńıch úloh na konečném a ne-
konečném časovém horizontu, které jsou poté aplikovány na jednoduchý
př́ıklad. Poté jsou popsány d̊uvody a možnosti kvantizace stavového prostoru.
Nakonec jsou provedeny experimenty hledaj́ıćı optimálńı ř́ızeńı v prostřed́ı s
překážkami. Součást́ı práce je také grafické uživatelské rozhrańı, navržené v
Matlabu, pro vizualizaci pohybu auta v diskrétńım a spojitém prostoru.

Kĺıčová slova: dynamické programováńı, optimálńı ř́ızeńı, RC model auta

Abstract
This bachelor thesis deals with optimal control of RC car model using

dynamic programming. At first, the simplified continuous kinematic model
is introduced. Further, the issue of non-linear model discretization methods
and their utility is discussed.

Following part of the thesis focuses on formulation of dynamic program-
ming for solving dynamical functional problems on finite and infinite time
horizon, which are then applied in a simple example. After that, reasons and
techniques of state space quantization are presented. Finally experiments
for finding an optimal control in surrounding environment are presented. A
graphical user interface designed in Matlab for visualization of a car move-
ment in discrete and continuous space is briefly described.

Keywords: dynamic programming, optimal control, RC car model
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2.2 Matematický model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3 Diskretizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.1 Runge-Kuttovy metody . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Kapitola 1

Úvod

Autonomńı ř́ızeńı osobńıch i nákladńıch automobil̊u v současnosti přitahuje
č́ım dál větš́ı pozornost. Velké společnosti jako Google nebo Tesla investuj́ı
nemalé prostředky na vývoj těchto autonomńıch ř́ıd́ıćıch systémů. Za zjed-
nodušenou úlohu zabývaj́ıćı se t́ımto problémem může být považováno ř́ızeńı
modelu RC auta bez lidského zásahu.

Pro návrh takového ř́ızeńı je nejprve nutné ověřit model pohybu auta.
Poté je třeba použ́ıt systém pro určováńı polohy RC auta a tvaru trati,
např́ıklad VICON, kde je již implementováno sledováńı objekt̊u a neńı třeba
řešit rozpoznáváńı obrazu. Daľśım krokem je nalezeńı optimálńı trati, po
které by model RC auta měl jet. Nakonec bude třeba navrhnout algoritmus
ř́ızeńı a ten propojit s reálným modelem RC auta, použit́ım Raspberry Pi
nebo Arduina.

Ćılem této práce je ověřit funkčnost dynamického programováńı pro ne-
konečný časový horizont při hledáńı optimálńıho ř́ızeńı RC aut́ıčka. Zadáńı
pro ř́ızeńı je dostat se z bodu A do bodu B a vyhnout se při tom překážkám,
jejichž umı́stěńı je známo.
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Kapitola 2

Model RC auta

V této kapitole je představen reálný model RC auta a jeho základńı parame-
try. Následně je popsán jednoduchým spojitým nelineárńım kinematickým
modelem. Poté je diskutována problematika diskretizace tohoto modelu. A
na závěr je porovnána použitelnost několika základńıch diskretizačńıch me-
tod pro problém hledáńı optimálńı strategie ř́ızeńı.

2.1 Fyzický model
V této práci je ćılovou aplikaćı automatické ř́ızeńı reálného modelu RC auta.
Konkrétně se jedná o model Micro-Rally Car od firmy Losi(LOSB0241IT1)
s pohonem na všechna čtyři kola. Tento model je v měř́ıtku 1:24. Fotografie
RC modelu auta společně s dálkovým ovladačem je uvedena na obrázku 2.1,
součástky modelu jsou poté na obrázku 2.2 Podstatné technické parametry
RC modelu byly určeny z katalogového listu a př́ımým měřeńım na reálném
modelu. Manuálně ř́ızený pohyb RC modelu byl rovněž zaznamenán pomoćı
systému pro sńımáńı pohybu VICON. Maximálńı úhel natočeńı kol ř́ızené
předńı nápravy byl změřen pomoćı úhloměru. Zjǐstěné údaje jsou shrnuty v
tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Technické specifikace

Hmotnost[g] 160
Rozchod[cm] 9
Rozvor[cm] 11
Max. úhel natočeńı kol[rad] 0.3
Max. rychlost[m/s] 4.5
Vněǰśı rozměřy[cm] 163x95x99
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

Obrázek 2.1: Obrázek RC modelu
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

2.2 Matematický model
Pro specifikaci problému hledáńı optimálńıho ř́ızeńı a jeho řešeńı použit́ım
technik dynamického programováńı (viz kapitola 3) je třeba nalézt matema-
tický model pohybu RC auta, který bude dále použit pro návrh a simulačńı
otestováńı regulátoru. Hledáme tedy soustavu diferenciálńıch rovnic popi-
suj́ıćı pohyb RC auta. Hledáńı těchto rovnic může být pojato dvěma zp̊usoby.
Prvńı možnost́ı je použ́ıt úplný dynamický model zahrnuj́ıćı všechny p̊usob́ıćı
śıly, momenty sil a vlastnosti materiál̊u, t́ımto komplexńım modelováńım se
zabývá např. [5]. Druhou možnost́ı je použ́ıt zjednodušený kinematický mo-
del, t́ımto modelováńım se zabývá např. [4] v kapitole Lateral vehicle dyna-
mics, poněkud složitěǰśı model lze potom nalézt v [2].

Dále bude uvažován zjednodušený kinematický model pohybu RC auta
(viz obrázek 2.3), který odpov́ıdá modelu j́ızdńıho kola [4] a je pro potřeby
této práce postačuj́ıćı. Zjednodušeńı spoč́ıvá v nahrazeńı dvou předńıch (resp.
dvou zadńıch) kol jedńım kolem uprostřed. Tento model popisuje jak se v čase
vyv́ıj́ı poloha těžǐstě RC auta v souřadné soustavě, úhel natočeńı podélné osy
tohoto auta od x-ové osy souřadného systému a úhel skluzu, tj. úhel, který
sv́ırá vektor rychlosti těžǐstě s podélnou osou modelu RC auta v závislosti
na zadaném natočeńı předńıho kola a velikosti rychlosti těžǐstě.

l

l

Těžǐstě

 (t)

[x; y]

β(t)
V(t)

δ(t)

y

x

y(t)

x(t)

Obrázek 2.3: Geometrická interpretace kinematického modelu

Spojitý kinematický model je dán soustavou nelineárńıch diferenciálńıch
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

rovnic
ẋ(t) = V (t)cos(ψ(t) + β(t)),
ẏ(t) = V (t)sin(ψ(t) + β(t)),

ψ̇(t) = V (t)cos(β(t))
2l tan(δ(t)), (2.1)

kde x(t)[m] a y(t)[m] reprezentuj́ı souřadnice těžǐstě RC modelu, ψ(t)[rad]
je směrový úhel tohoto auta, l[m] je vzdálenost mezi předńım(resp. zadńım)
kolem a těžǐstěm, δ(t)[rad] je úhel natočeńı předńıho kola v̊uči podélné ose,
V (t)[m/s] je velikost rychlosti RC auta a β(δ(t))[rad] je úhel skluzu daný
vztahem

β(δ(t)) = tan−1
(
tan(δ(t))

2

)
.

Jedná se tedy o stavový model, kde [x(t), y(t), ψ(t)] je vektor stavu a vektor
[V (t), δ(t)] se skládá ze vstup̊u modelu. Předpokládá se, že stav je v každém
okamžiku známý.

2.3 Diskretizace
Výše zmı́něný stavový model (2.1) je třeba diskretizovat, aby bylo možné,
při hledáńı optimálńıho ř́ızeńı, navrhnout diskrétńı regulátor. Mějme spojitý
stavový model daný soustavou diferenciálńıch rovnic

ẋ(t) = fc(x(t),u(t)),
kde x(t) ∈ Rnx je stav, u(t) ∈ Rnu je vstup, fc : Rnx × Rnu 7→ Rnx je
daná funkce a x(t0) je daná počátečńı podmı́nka. Ćılem diskretizace je nalézt
funkci fd pro diskrétńı stavový model ve tvaru

xk+1 = fd(xk,uk)
tak, aby xk = x(tk), pro všechna tk = t0 + kTS, Ts je perioda vzorkováńı a
k ∈ {0, 1, 2, ...}. Při hledáńı fd se předpokládá, že vstup je v rámci vzorko-
vaćı periody konstantńı. Primárně se tedy jedná o nalezeńı řešeńı soustavy
nelineárńıch diferenciálńıch rovnic. Exaktńı řešeńı lze standardńımi mate-
matickými metodami ovšem nalézt jen pro lineárńı a některé speciálńı ne-
lineárńı modely. Pro účely návrhu regulátoru bude postačovat aproximace
xk ≈ x(tk). Výpočet xk může být reprezentován bud’ numerickou metodou,
nebo funkčńım předpisem. Dále následuje porovnáńı několika základńıch dis-
kretizačńıch technik pro nalezeńı funkčńıch předpis̊u.
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

2.3.1 Runge-Kuttovy metody
Runge-Kuttovy metody jsou explicitńı a implicitńı iterativńı metody pro
hledáńı aproximativńıch řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic. Vyšš́ı řády
těchto metod vyhodnocuj́ı derivaci ve v́ıcero postupných bodech (čtvrtého
řádu ve čtyřech bodech atd.) [3]. Na obrázku 2.4 lze vidět evaluaci pro Runge-
Kuttovu metodu čtvrtého řádu. Obecně lze Runge-Kuttovy metody zapsat
takto

yn+1 = yn + h
p∑

i=1
ωiki,

ki = f(t+ αih, yn + h
i−1∑
j=1

βijkj),

kde α, β, ω, jsou předem dané koeficienty, h je časový krok a i = 1, 2..I, I se
zvyšuje s rostoućım řádem metody.

Obrázek 2.4: Evaluace sklonu [3]

Eulerova metoda (Runge-Kuttova I. řádu)

Tato metoda využ́ıvá definice derivace. Pro zvolenou periodu vzorkováńı Ts

tedy aproximace derivace vypadá takto

ẋ(t) = lim
Ts→0

x(t+ Ts)− x(t)
Ts

,

ẋ(t) ≈ xk+1 − xk

Ts

. (2.2)

Použit́ım Eulerovy dopředné metody lze pohyb RC auta v každém časovém
okamžiku k ∈ {0, 1, 2, ...} popsat diskrétńım stavovým modelem
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KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

x1,k+1 = u2,k · cos(x3,k + βk) · Ts + x1,k,

x2,k+1 = u2,k · sin(x3,k + βk) · Ts + x2,k,

x3,k+1 = u2,k · cos(βk)
2l tan(u1,k) · Ts + x3,k,

βk = tan−1
(

tan(u1,k)
2

)
, (2.3)

kde x1,k[m] je poloha těžǐstě aut́ıčka v ose x, x2,k[m] je poloha těžǐstě aut́ıčka
v ose y, x3,k[rad] je úhel natočeńı aut́ıčka vzhledem k inerciálńı vztažné sou-
stavě, βk[rad] je úhel skluzu, l[m] je vzdálenost předńıho a zadńıho kola,
u1,k[rad] je úhel natočeńı předńıch kol, u2,k[m/s] je rychlost a Ts[s] je peri-
oda vzorkováńı. Stav systému je xk = [x1,k, x2,k, x3,k]T a vstup systému je
uk = [u1,k, u2,k]T .

Runge-Kuttova II. řádu

Mějme obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

ẋ = f
(
x(t), u(t)

)
. (2.4)

Potom podle Runge-Kutta jsou vzorce pro výpočet[1]

α1 = f
(
x(t0), t0

)
,

y(t0 + h) = x(t0) + α1h,

α2 = f
(
y(t0 + h), t0 + h

)
,

x(t0 + h) = x(t0) + h
(
α1 + α2

2

)
.

Aplikaćı těchto vztah̊u na soustavu diferenciálńıch rovnic 2.1 źıskáme vztahy

βk = tan−1
(

tan(u1,k)
2

)
,

α31 = u2,k · cos(βk)
2l tan(u1,k),

α11 = u2,k · cos(x3,k + βk),
α21 = u2,k · sin(x3,k + βk),

14



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

y3 = x3,k + α31 · Ts, α32 = u2,k · cos(βk)
2l tan(u1,k),

y1 = x1,k + α11 · Ts, α12 = u2,k · cos(y3,k + βk),
y2 = x2,k + α21 · Ts, α22 = u2,k · sin(y3,k + βk),

x3,k+1 = x3,k + Ts

(
α31 + α32

2

)
,

x1,k+1 = x1,k + Ts

(
α11 + α12

2

)
,

x2,k+1 = x2,k + Ts

(
α21 + α22

2

)
.

ODE45

Matlab ODE45 solver použ́ıvá explicitńı metodu RK(4,5), nazývanou rovněž
Dormand-Prince pair, dle jej́ıch autor̊u. Jedná se o jednokrokovou metodu,
která je založena na vyhodnoceńı pravé strany diferenciálńı rovnice v sedmi
bodech. Rozd́ıl v řešeńı při použit́ı čtvrtého a pátého řádu je pak použit k
nastaveńı adaptivńıho kroku diskretizace [3], [6].

2.3.2 Porovnáńı
Přesnost metod diskretizace spojitého modelu byla porovnána proti Matlab
ODE45 solveru s velmi přesným řešeńım, které bylo źıskáno nastaveńım ab-
solutńı tolerance na 1 · 10−7 a maximálńıho kroku na 1 · 10−3.

Metody byly testovány pro vzdálenost kol l = 0.055[m], konstantńı rych-
lost V = 4[m/s], úhel natočeńı koleček se v pr̊uběhu simulace měńı lineárně
od 0[rad] do 0.3[rad] a poté do −0.3[rad], viz obrázek 2.5. Simulace trvala
čtyři sekundy se 400 vzorkovaćımi okamžiky (tzn. krok simulace pro Runge-
Kuttovy metody byl 0.1). Grafické porovnáńı přesnosti řešeńı je uvedeno na
obrázku 2.6. Na obrázćıch 2.7 a 2.8 jsou uvedeny detaily z konce trajekto-
rie, jak je naznačeno na obrázku 2.6 pomoćı černých obdélńık̊u. V tabulce
2.2 jsou pak uvedeny výsledky srovnáńı č́ıselně. Pro srovnáńı byla vybrána
maximálńı hodnota absolutńı chyby v pr̊uběhu celé simulace pro jednotlivé
stavy

lmax
i = max

k∈{1,2...K}
| xp

k,i − xk,i |,

pr̊uměrná chyba na jeden vzorkovaćı okamžik

lpi =
∑K

k=0 | x
p
k,i − xk,i |
K

15



KAPITOLA 2. MODEL RC AUTA

a časové nároky na výpočet celé dráhy Tt. V předchoźıch vztaźıch k =
{0, 1...400}, xp označuje přesné řešeńı z ODE45 (viz. výše) a x označuje
porovnávané řešeńı, poč́ıtáno pro každou složku zvlášt’, čili lmax ∈ Rnx a
lp ∈ Rnx . Hodnoty uvedené v tabulce 2.2 jsou zaokrouhleny na čtyři dese-
tinná mı́sta a jsou v pořad́ı pro stavy x1, x2, x3.

Tabulka 2.2: Porovnáńı diskretizačńıch metod

lmax lp Tt[s]
Runge-Kuttova 1. řádu 0.1912

0.2975
0.0902

0.0662
0.1064
0.0573

0.2

Runge-Kuttova 2. řádu 0.1919
0.2790
0.0902

0.0791
0.1153
0.0573

0.4

ODE45 (max. krok 1 · 10−1) 0.0007
0.0013
0.0004

0.0002
0.0005
0.0002

0.3

ODE45 (max. krok 1 · 10−2) 0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0

1.0

krok simulace [k]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

ú
h
el

n
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ı
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če
k
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Obrázek 2.5: Úhel natočeńı koleček při testováńı diskretizaćı
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Obrázek 2.6: Dráha pro r̊uzné diskretizačńı metody
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Obrázek 2.7: Detail konce dráhy pro r̊uzné diskretizačńı metody
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Obrázek 2.8: Detail konce dráhy pro r̊uzné diskretizačńı metody

2.3.3 Vybraná metoda
Vzhledem k náročnosti výpočtu optimálńıho ř́ızeńı pomoćı dynamického pro-
gramováńı je časová náročnost simulace modelu jedńım z hlavńıch měř́ıtek
při výběru diskretizačńı metody. Jelikož se tato práce zabývá pouze teore-
tickým ověřeńım funkčnosti, nevyžaduje velkou shodu spojitého a diskretizo-
vaného modelu. Proto se v tomto př́ıpadě jev́ı jako nejlepš́ı Runge-Kuttovy
metody. ODE45 solver nastavený na maximálńı velikost kroku diskretizace
0.1 neńı sice o moc v́ıce časově náročněǰśı, ale v algoritmu iterace váhové
funkce by musel být volán ve for cyklu, zat́ımco funkce modelu aut́ıčka může
být volána jen jednou pro všechny stavy najednou. Výše zmı́něný ODE45
solver(př́ıpadně přesněǰśı) by bylo pravděpodobně třeba zvolit pro výpočet
ř́ızeńı reálného RC auta, kdy by již přesnost diskretizovaného modelu hrála
větš́ı roli.
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Kapitola 3

Dynamické programováńı

Tato práce je zaměřena na použit́ı dynamického programováńı pro řešeńı dy-
namických funkcionálńıch úloh na konečném nebo nekonečném časovém ho-
rizontu [7].1 Hlavńı myšlenkou této techniky je rozděleńı složitého problému
na jednodušš́ı podproblémy s využit́ım rekurze. Toto rekurzivńı rozložeńı
problému je reprezentováno Bellmanovou funkcionálńı rovnićı, kterou lze
řešit r̊uznými zp̊usoby, podle toho, zda je problém definován na konečném
nebo nekonečném časovém horizontu. Řešeńım Bellmanovy rovnice je Bell-
manova funkce, která popisuje hodnoty budoućıch ztrát. S jej́ım využit́ım lze
pro libovolný stav určit optimálńı vstup pomoćı jednoduché statické optima-
lizace. Na obrázku 3 lze vidět jednoduchou regulačńı smyčku, kde systém je
ř́ızen regulátorem, který poč́ıtá optimálńı ř́ızeńı na základě aktuálńıho stavu
a řešeńı Bellmanovy rovnice.

Systém

Regulátor
xk

uk

Obrázek 3.1: Diagram ř́ızeńı

1Technika dynamického programováńı se použ́ıvá i při řešeńı úloh, které ve své podstatě
nejsou dynamické, např́ıklad sázeńı textu programem LATEX(Lamport).
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3.1 Optimálńı ř́ızeńı na konečném časovém
horizontu

Mějme systém popsaný stavovým modelem

xk+1 = fk(xk,uk),

kde xk ∈ X ⊆ Rnx je stav systému, uk ∈ U ⊆ Rnu je ř́ızeńı a k je diskrétńı
časový okamžik, fk je známa funkce a x0 známý počátečńı stav. Ćılem je
navrhnout regulátor na konečném časovém horizontu, k = 0, 1...F

uk = γk(xk), (3.1)

kde γk : X 7→ U je neznámá funkce, která reprezentuje strategii ř́ızeńı v
čase k. Definujme ztrátovou funkci Lc

k(xk,uk), Lc
k : X × U 7→ R+, která

určuje ztrátu (cenu), která vznikne při použit́ı ř́ızeńı uk ve stavu xk. Funkce
Lc

k může být např́ıklad kvadratická funkce stavu a ř́ızeńı. Mějme následuj́ıćı
kritérium kvality ř́ızeńı

J(x0,γ
F
0 ) =

F∑
k=0

Lc
k(xk,uk), (3.2)

které hodnot́ı regulátor na konečném časovém intervalu.
Optimálńı posloupnost ř́ızeńı regulátor̊u má takovou vlastnost, že pro

každý stav xk a každou předchoźı posloupnost ř́ızeńı uk−1
0 je následuj́ıćı po-

sloupnost ř́ızeńı optimálńı pro stav xk a zbývaj́ıćı(budoućı) ztráty jsou mi-
nimálńı.

Předpokládejme, že známe optimálńı regulátor pro koncovou část ho-
rizontu ř́ızeńı γ?F

k+1. Bellmanova rekurzivńı rovnice lze neformálně odvodit
následuj́ıćım zp̊usobem. Rozdělme celý horizont ř́ızeńı na dvě části: časové
okamžiky 0, 1, ..., k a časové okamžiky k + 1, ..., F , kde k je aktuálńı časový
okamžik. Zaved’me

V ?
k+1(xk+1) =

F∑
l=k+1

Lc
k (xl,γ

?
l (xl)) , (3.3)

kde V ?
k+1 : X 7→ R+ je Bellmanova funkce. Nyńı se budeme snažit naj́ıt

Bellmanovu funkci pro časový okamžik k. Jelikož V ?
k+1 odpov́ıdá minimálńım

možným budoućım ztrátám lze Bellmanovu funkci pro časový okamžik k
zapsat jako

V ?
k (xk) = min

u∈U

{
Lc

k(xk,u) + V ?
k+1

(
fk(xk,u)

)}
. (3.4)
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Počátečńı podmı́nka pro rekurzi je V ?
F +1 = 0. Optimálńı regulátor pro časový

okamžik k je tedy

uk = γ?
k(xk) = argmin

u∈U

{
Lc

k(xk,u) + V ?
k+1

(
fk(xk,u)

)}
. (3.5)

Při praktickém řešeńı (3.4) a (3.5) se potýkáme s problémem efektivńı repre-
zentace Bellmanovy funkce Vk a exaktńı řešeńı lze jednoduše nalézt pouze
ve speciálńıch př́ıpadech. Jedńım z nich je LQ úloha, kdy Vk je kvadratická
forma, daľśım př́ıpadem je situace, kdy jsou množiny X a U diskrétńı a
funkci Vk lze reprezentovat tabulkou. Př́ıkladem takového problému může
být např́ıklad hledáńı nejrychleǰśı/nejkratš́ı cesty skrz jednoduchou mapu.

3.2 Optimálńı ř́ızeńı na nekonečném časovém
horizontu

V některých př́ıpadech neńı formulace úlohy na konečném časovém horizontu
vhodná a to pokud je samotný problém definován na nekonečném časovém
horizontu nebo že horizont je sice konečný, ale velmi dlouhý, což by vedlo ke
značným pamět’ovým nárok̊um regulátoru. Obecné řešeńı neomezené časem
může být navrženo použit́ım Bellmanovy funkcionálńı rovnice.

Aby úloha optimálńıho ř́ızeńı na nekonečném časovém horizontu dávala
smysl, muśı být systém a kritérium t-invariantńı, tj. f a Lc mı́sto fk a Lc

k.
Z hlediska zjednodušeńı teoretické analýzy je vhodné, aby bylo kritérium
na nekonečném horizontu konečné pro dostatečně širokou tř́ıdu regulátor̊u,
proto se v př́ıpadě nekonečného horizontu často použ́ıvá diskontńı kritérium

J(x0,γ
∞
0 ) = lim

F→∞

F∑
k=0

ηkLc(xk,uk), (3.6)

kde η ∈ (0, 1) je diskontńı faktor, který redukuje d̊uležitost budoućıch ztrát
a zaručuje existenci limity v (3.6) za předpokladu, že Lc je shora omezená
funkce.

Potom je optimálńı strategie ř́ızeńı dána řešeńım Bellmanovi rovnice op-
timality

V ?(xk) = min
u∈U

{
Lc(xk,u) + ηV ?

(
f(xk,u)

)}
, (3.7)

kde V ? : X → R je Bellmanova funkce. Optimálńı regulátor pro časový
okamžik k je tedy

uk = γ?(xk) = argmin
u∈U

{
Lc(xk,u) + ηV ?

(
f(xk,u)

)}
. (3.8)
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Na rozd́ıl od problému s konečným časovým horizontem je u tohoto problému
hledána pouze jedna funkce V ? a optimálńı regulátor je t-invariantńı.

3.2.1 Iterace váhové funkce
Vztah (3.7) je nelineárńı funkcionálńı rovnice, jej́ıž řešeńı lze exaktně nalézt
pouze v některých speciálńıch př́ıpadech. Pro diskrétńı X a U se dá nalézt
numerické řešeńı pomoćı několika metod: iterace váhové funkce, iterace stra-
tegie a zobecněná iterace strategie[7]. V této práci je využita iterace váhové
funkce, která je dána vztahem

V
(i+1)(x) = min

u∈U

{
Lc(x,u) + ηV

(i)(f(x,u)
)}

, (3.9)

kde i = 0, 1, ... je iteračńı index. Počátečńı funkce V (0) může být zvolena jako
identicky nulová, nebo, pokud máme k dispozici nějaký odhad Bellmanovy
funkce, může být tento použit jako počátečńı podmı́nku pro iteraci váhove
funkce. Algoritmus iterace váhove funkce je ukončen po splněńı ukončovaćı
podmı́nky ∥∥∥∥V (i) − V (i+1)

∥∥∥∥
∞
≤ δ, (3.10)

kde δ ∈ R+ je uživatelem zvolená hodnota, ovlivňuj́ıćı přesnost řešeńı, ‖·‖∞
reprezentuje nekonečnou normu na prostoru funkćı V : X 7→ R+, která je
definována jako

‖V ‖∞ = sup
x∈X
|V (x)|.

Posloupnost funkćı V (i) za jistých předpoklad̊u konverguje k funkci V ? [7].

Ilustrace algoritmu iterace váhové funkce na př́ıkladu

Návrh optimálńıho regulátoru pro nekonečný horizont iteraćı váhové funkce
bude ilustrováno na jednoduchém př́ıkladu s konečným počtem stav̊u a ř́ızeńı.

Uvažujme devět stav̊u xk ∈ X = {1, 2, ..., 9} které jsou uspořádány do
poĺıček 3x3 šachovnice, jak je uvedeno na obrázku 3.2.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Obrázek 3.2: Stavový prostor
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Hodnoty ř́ızeńı uk ∈ U = {1, 2...5} reprezentuj́ı posuny mezi stavy na
šachovnici ve vertikálńım a horizontálńım směru o jedno poĺıčko:

1 : doleva, 2 : nahoru, 3 : doprava, 4 : dol̊u, 5 : bez akce.

Ztrátová funkce Lc(xk,uk) je definována tabulkou 3.1.

Tabulka 3.1: Tabulka ztrátové funkce
HH

HHHHxk

uk 1 2 3 4 5

1 ∞ ∞ 2 6 4
2 8 ∞ 7 1 2
3 3 ∞ ∞ 5 5
4 ∞ 7 2 9 1
5 8 9 7 8 0
6 3 9 ∞ 8 4
7 ∞ 3 4 ∞ 6
8 7 1 9 ∞ 3
9 4 2 ∞ ∞ 6

Č́ısla v tabulce reprezentuj́ı ztrátu při použit́ı ř́ızeńı uk ve stavu xk.
Přechodová funkce systému f(xk, uk) je definována tabulkou 3.2.

Tabulka 3.2: Tabulka přechod̊u mezi stavy
HHH

HHHxk

uk 1 2 3 4 5

1 - - 2 4 1
2 1 - 3 5 2
3 1 - - 6 3
4 - 1 5 7 4
5 4 2 6 8 5
6 5 3 - 9 6
7 - 4 8 - 7
8 7 5 9 - 3
9 8 6 - - 9

Č́ısla v tabulce reprezentuj́ı index nového stavu xk+1, do kterého systém
přejde ze stavu xk aplikaćı ř́ızeńı uk a ”-”znač́ı neplatné ř́ızeńı v daném stavu
.
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Abychom vyřešili tento př́ıklad, muśıme nalézt optimálńı ř́ızeńı minimali-
zuj́ıćı součet ztrát pro každé použité ř́ızeńı na nekonečném časovém horizontu
k = 1, 2.... Pro tento problém neexistuje analytické řešeńı Bellmanovy rov-
nice, proto bylo přibližné řešeńı nalezeno pomoćı iterace váhové funkce.

Prahová hodnota pro zastavovaćı podmı́nku byla zvolena δ = 1, diskontńı
faktor může být, d́ıky jednoduchosti př́ıkladu a existenci ř́ızeńı ”bez akce”,
zvolen η = 1 , váhová funkce V (0) byla inicializována na samé nuly. Algorit-
mus provedl čtyři iterace. Na obrázku 3.3 je vizualizace optimálńı strategie
ř́ızeńı γ. Šipky představuj́ı optimálńı ř́ızeńı pro jednotlivé stavy.
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Obrázek 3.3: Strategie ř́ızeńı

Konečná podoba Bellmanovy funkce je

V
(4) =

[
3, 1, 4, 2, 0, 3, 5, 1, 5

]
,

kde č́ısla ve vektoru představuj́ı hodnoty Bellmanovy funkce pro jednotlivé
stavy, viz obrázek 3.4. Optimálńı regulátor poté generuje ř́ızeńı na základě
aktuálńıho stavu dle vztahu (3.5).
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Obrázek 3.4: Konečná podoba Bellmanovy funkce
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Kapitola 4

Návrh regulátoru

4.1 Kvantizace
Jak již bylo zmı́něno v kapitole 3.1, je v př́ıpadě spojitého stavového pro-
storu zásadńım problémem reprezentace Bellmanovy funkce. Jednou z jedno-
duchých možnost́ı řešeńı je provést kvantizaci stavového prostoru a prostoru
vstup̊u a poté nalézt Bellmanovu funkci pro tento kvantizovaný problém. Ta
pak může sloužit jako aproximativńı řešeńı p̊uvodńıho problému.

Kvantizace je technika, mapuj́ıćı spojité množiny na diskrétńı. Spojitý sta-
vový prostor může být kvantifikován na diskrétńı použit́ım agregačńı funkce.
Obecně tato funkce může vypadat např́ıklad takto

xk = g(xk) = arg min
x∈X

‖xk − x‖2,

arg min
x∈X

=
√√√√ n∑

i=1
(xk,i − xi)2, (4.1)

kde g : X → X , X je prostor diskrétńıch stav̊u, x je diskrétńı stav, x spojitý
stav a n je počet stavových proměnných.

Za předpokladu, že diskrétńı stavy tvoř́ı rovnoměrnou mř́ıžku ve stavovém
prostoru viz obrázek 4.3, lze agregačńı funkci realizovat, s ohledem na repre-
zentaci stavového prostoru v Matlabu, po složkách následuj́ıćım zp̊usobem

xind =
⌊x− xdmin

Ks

⌋
+ 1, (4.2)

kde xind ∈ Nnx je vektor index̊u diskrétńıch stav̊u reprezentace v Matlabu,
Ks ∈ Rnx je vektor kvantizačńıch krok̊u pro jednotlivé dimenze stavu a
xdmin ∈ Rnx je vektor nejmenš́ıch hodnot jednotlivých stav̊u, pro které je
vytvořena reprezentace v Matlabu. Jedničku je třeba přič́ıst z toho d̊uvodu,

26



KAPITOLA 4. NÁVRH REGULÁTORU

že Matlab indexuje od jedničky a ne od nuly jako standardńı programo-
vaćı jazyky. Děleńı vektor̊u je zde myšleno po složkách. Konkrétńı hodnoty
diskrétńıch stav̊u se poté daj́ı lehce přepoč́ıtat dle vztahu

x = xdmin + 0.5Ks + Ks(xind − 1). (4.3)

Rozd́ıly mezi kvantizaćı spojitého stavu pomoćı agregačńı funkce (4.1) a
agregačńı funkce realizované vztahy (4.3) a (4.2) jsou vidět na obrázku 4.1.
Zat́ımco agregačńı funkce (4.1), nacházej́ıćı se na obrázku 4.1 nahoře, ma-
puje hodnoty mimo kvantizačńı mř́ıžku do krajńıch kvantizovaných stav̊u,
agregačńı funkce (4.3), která bude v této práci dále použ́ıvána, čińı tyto
hodnoty nepř́ıpustné. Nav́ıc je mapováńı těchto agregačńıch funkćı v̊uči sobě
posunuté.

xi

xi

Obrázek 4.1: Porovnáńı dvou agregačńıch funkćı pro kvantizaci stavového
prostoru

Na obrázku 4.2 lze vidět vytvořené grafické uživatelské rozhrańı slouž́ıćı
k ručńımu ovládáńı modelu RC auta. Dráha, po které se může model pohy-
bovat, je reprezentována prostorem mezi červenými soustřednými elipsami.
RC model auta je reprezentován modrým obdélńıkem a modrá křivka re-
prezentuje trajektorii modelu v čase. Uživatel může nastavit rychlost a úhel
natočeńı kol modelu, časový krok simulace a může také pozastavit, či obnovit
simulaci do počátečńıho stavu.

Toto grafické uživatelské rozhrańı bylo dále rozš́ı̌reno tak, aby reflekto-
valo kvantizovaný prostoru. Vizualizace byla vylepšená o zobrazeńı pr̊umětu
spojitého stavu na diskrétńı, jak je ilustrováno na obrázku 4.3 a v detailu
na obrázku 4.4. Obě vizualizace se daj́ı použ́ıt i pro simulaci a zobrazeńı
optimálńı trajektorie nalezené pomoćı dynamického programováńı.
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Obrázek 4.2: Grafické uživatelské rozhrańı
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Obrázek 4.3: Ilustrace pr̊umětu těžǐstě modelu na kvantizovaný bod mř́ıžky
stavového prostoru
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Obrázek 4.4: Kvantizované a přibĺıžené grafické uživatelské rohrańı

4.2 Matematický model prostřed́ı
Začleněńı matematického modelu prostřed́ı do simulace lze provést v́ıcero
zp̊usoby. Jednou z možnost́ı je změna kinematického pohybového modelu,
kdy se např́ıklad po kontaktu s překážkou mohou změnit pohybové rov-
nice. Matematický model prostřed́ı lze také zakomponovat př́ımo do ztrátové
funkce Lc, jej́ıž vhodnou volbou lze některé stavy upřednostnit před jinými,
či je učinit nepř́ıpustnými.

V této práci je model prostřed́ı pro pohyb RC auta definován pomoćı
ztrátové funkce Lc. Tato ztrátová funkce hodnot́ı př́ıpustné stavy libovolným
reálným č́ıslem, nepř́ıpustné ∞ a ćılovou pozici, nezávislé na úhlu natočeńı
auta, hodnot́ı 0. T́ım je trat’ jednoznačně určena, protože stavy s ohodno-
ceńım ∞ nepřipadaj́ı pro hledáńı optimálńıho řešeńı v úvahu.

4.3 Regulátor
V pr̊uběhu iterace váhové funkce se pro každý kvantizovaný stav ukládá op-
timálńı ř́ızeńı do vektoru. Tato strategie ř́ızeńı je poté použita pro simulaci a
následnou vizualizaci pohybu auta. Při simulaci pohybu RC modelu použit́ım
tohoto ř́ızeńı ovšem nastává problém. RC model se ve skutečnosti nenacháźı
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přesně v kvantizovaném stavu a je tedy možné, že po aplikaci ř́ızeńı, které
by ho mělo dostat do ćıle, ćıl mine a bude bĺıže nespecifikovaný čas jezdit
kolem, viz obrázek 4.5 a 4.6.

Tomuto chováńı lze předej́ıt t́ım, že při simulaci zvýš́ıme toleranci eukli-
dovské vzdálenosti hodnot́ıćı dosažeńı ćıle, oproti toleranci použité při návrhu
ř́ızeńı, viz obrázek 4.7. V tomto obrázku je použita maximálńı tolerance 0.08
oproti p̊uvodńım 0.05 v simulaci z obrázku 4.5, ale poté je třeba se smı́̌ŕıt s
t́ım, že RC auto nedojede př́ımo do ćıle. V simulaćıch na obou obrázćıch byla
použita hrubá kvantizace (viz tabulka 4.1).

Druhou možnost́ı, jak problém zmı́rnit a přibĺıžit auto na konci dráhy
k ćılovému bodu, je zmenšit kvantizačńı krok. Nicméně např́ıklad u jemné
kvantizace (viz tabulka 4.1) vzniká 2 520 000 kvantizovaných stav̊u, což již
představuje významné pamět’ové a výpočetńı nároky. Na druhou stranu v
př́ıpadě užit́ı této jemné kvantizace se dokážeme k ćıli přibĺıžit až na 0.05m
a pod lepš́ım úhlem, viz obrázek 4.8.

Tabulka 4.1: Tabulka kvantizaci

Kvantizace x1 x2 x3

hrubá 0.015 0.015 0.1
jemná 0.01 0.01 0.1
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Obrázek 4.5: Trajektorie RC auta pro optimálńı ř́ızeńı hrubou kvantizaćı a
toleranćı dosažeńı ćıle 0.05.
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Obrázek 4.6: Trajektorie RC auta pro optimálńı ř́ızeńı hrubou kvantizaćı a
toleranćı dosažeńı ćıle 0.04.
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Obrázek 4.7: Trajektorie RC auta pro optimálńı ř́ızeńı hrubou kvantizaćı a
toleranćı dosažeńı ćıle 0.08.
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Obrázek 4.8: Trajektorie RC auta pro optimálńı ř́ızeńı jemnou kvantizaćı a
toleranćı dosažeńı ćıle 0.05.
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Kapitola 5

Simulačńı experimenty

Tato část se věnuje několika simulačńım experiment̊um, které slouž́ı k ověřeńı
funkčnosti navrženého algoritmu a stanoveńı úprav, které bude zapotřeb́ı
provést, aby bylo možné nasadit algoritmus pro ř́ızeńı reálného modelu RC
auta. Prvńı simulačńı experiment navazuje a rozšǐruje př́ıklad uvedený v
kapitole 3.2.1. V druhém simulačńım experimentu je již využit kinematický
model pohybu modelu RC auta.

5.1 Nalezeńı nejkratš́ı cesty
Oproti př́ıkladu z podkapitoly 3.2.1 je zde uvažována šachovnice 400x400
poĺıček, s překážkami znázorněnými černými plochami s Lc ohodnoceńım∞,
viz obrázek 5.2. Tato šachovnice byla vytvořena jako bitmapový obrázek a
importována do Matlabu. Možná ř́ızeńı jsou rozš́ı̌reńım ř́ızeńı z předchoźıho
př́ıkladu na iteraci váhové funkce a jsou zobrazena na obrázku 5.1.

xk

u1 u2

u3

u4

u5
u6

u7

u8

u9

Obrázek 5.1: Růžice ř́ızeńı
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Obrázek 5.2: Šachovnice 400x400

Parametry simulace
Počátečńı stav: [−0.83,−0.31, 0]m
Koncový stav: [−0.09, 0.09]m
Krok kvantizačńı mř́ıžky: 0.05m
Krok simulace: 0.1s
Př́ıpustné rychlosti: [0.5, 1]m/s
Př́ıpustné natočeńı koleček: −0.3,−0.28, ..., 0.3rad
maximálńı vzdálenost od ćıle = 0.07cm
l = 0.55m
η = 0.99
δ = 0.0001

Bellmanova funkce nalezená pomoćı algoritmu iterace váhové funkce je
graficky zobrazena na obrázku 5.3. Hodnota funkce roste ve všech směrech
od ćılového bodu a v mı́stě překážek má hodnotu ∞. Na obrázku je dále
vykreslen startovńı bod společně s optimálńı trajektoríı. Tato trajektorie je
ve skutečnosti složena pouze ze dvou dimenźı, ale pro větš́ı názornost se jej́ı
třet́ı souřadnice sestává z hodnot Bellmanovy funkce, kterými právě procháźı.
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Obrázek 5.3: Bellmanova funkce se zvýrazněným optimálńım pohybem

5.2 Řı́zeńı RC modelu auta

Druhý simulačńı experiment již využ́ıvá kinematický model pohybu modelu
RC auta. Pro sńıžeńı výpočetńıch nárok̊u iterace váhové funkce, a t́ım pádem
ušetřeńı času, byla zvolena ztrátová funkce Lc taková, že hodnot́ı všechny
stavy v předem dané čtvercové oblasti libovolným reálným č́ıslem, okoĺı opět
∞ a ćılový stav 0, to značně snižuje čas potřebný pro iteraci váhové funkce.
Parametry simulace

Počátečńı stav: [−0.83,−0.31, 0]m
Koncový stav: [−0.09, 0.09]m
Krok kvantizačńı mř́ıžky: 0.02m pro x1, x2 a 0.05rad pro x3
Krok simulace: 0.1s
Př́ıpustné rychlosti: [0.5, 1]m/s
Př́ıpustné natočeńı koleček: −0.3,−0.28, ..., 0.3rad
maximálńı vzdálenost od ćıle = 0.07cm
l = 0.55m
η = 0.9
δ = 0.01
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Obrázek 5.4: Bellmanova funkce pro x3 = 0
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Obrázek 5.5: Trajektorie RC auta
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Obrázek 5.4 zobrazuje Bellmanovu funkci pro úhel natočeńı RC auta
x3 = 0. Lze na něm vidět jak ohodnoceńı Bellmanovy funkce směrem k ćıli
klesá pouze z jedné strany, d́ıky omezeńım zaneseným do pohybu RC auta
přidáńım jeho dynamiky. Skok v hodnotách Bellmanovy funkce vzniká ve
chv́ıli, kdy je RC auto již moc bĺızko ćıli a nedokáže do něj zatočit př́ımo, ale
muśı se vrátit. Na obrázku 5.5 je znázorněna dráha modelu RC auta ř́ızeného
pomoćı navrženého regulátoru. Je zde také vidět, že RC auto nedojede př́ımo
do ćıle, d́ıky problému s kvantizaćı, viz kapitola 4.3.

Vzhledem k problému s kvantizaćı, popsanému v kapitole 4.3, by pro
reálné nasazeńı bylo pravděpodobně třeba zmenšit kvantizačńı krok. Toto
zmenšeńı však značně zvýš́ı výpočetńı nároky. Daľśı možnost́ı by bylo hledat
spojitou Bellmanovu funkci ve spojitém prostoru.
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Závěr

Ćılem této práce bylo seznámit se s dynamickým programováńım a tuto
znalost následně využ́ıt k vytvořeńı algoritmu pro nalezeńı optimálńıho ř́ızeńı
RC modelu auta, s ohledem k budoućımu nasazeńı na reálný model. Pro
naplněńı tohoto ćıle bylo třeba se okrajově zabývat několika tématy.

Nejprve byly zjǐstěny parametry reálného modelu RC auta, aby mohly
být simulace a výpočty prováděny s parametry odpov́ıdaj́ıćımi skutečnosti.
Daľśım krokem bylo nalezeńı vhodného matematického modelu popisuj́ıćıho
pohyb RC auta, vzhledem k tomu, že tato práce pouze prozkoumává možnosti
ř́ızeńı reálného RC modelu, postačuje i přibližný matematický model. Proto
byl zvolen zjednodušený kinematický model odpov́ıdaj́ıćı modelu j́ızdńıho
kola. Dále bylo porovnáno několik základńıch metod diskretizace a disku-
tována jejich vhodnost použit́ı v simulaci pro tuto práci a použit́ı při hledáńı
optimálńıho ř́ızeńı pro reálný model RC auta. Pro tuto práci byla, vzhle-
dem k výše zmı́něným d̊uvod̊um zvolena ta implementačně nejméně strojově
náročná.

Následovalo nastudováńı teorie dynamického programováńı pro konečný a
nekonečný časový horizont. Pro nekonečný časový horizont byl poté vytvořen
jednoduchý př́ıklad. Daľśım krokem již bylo navržeńı samotného algoritmu
hledaj́ıćıho optimálńı ř́ızeńı. Stavový prostor bylo nejprve nutno kvantizo-
vat, aby mohla být jednodušeji reprezentována Bellmanova funkce. Hlavńım
kritériem při implementaci kvantizace byla opět rychlost. V posledńı řadě
bylo třeba vybrat vhodný matematický model prostřed́ı pohybu RC modelu.
Následovala diskuse o problémech optimálńıho ř́ızeńı pro kvantizovaný pro-
stor. Nakonec bylo provedeno několik simulačńıch experiment̊u, které ověřily
funkčnost navrženého algoritmu a umožnily zhodnotit úpravy potřebné pro
jeho použit́ı při hledáńı optimálńı strategie ř́ızeńı pro reálný model RC auta.

Navazuj́ıćı práce by se mohla zaj́ımat převážně aplikaćı již hotového algo-
ritmu na reálný model RC auta, k tomu by bylo třeba zpřesnit výpočet op-
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timálńıho ř́ızeńı, pravděpodobně použit́ım velmi jemné kvantizace. Možnost́ı
by také bylo nekvantizovat prostor a pokusit se reprezentovat Bellmanovu
spojitou funkci. Pro aplikaci na reálný model by také bylo třeba nalézt vztah
mezi ř́ızeńım natočeńı kol v radiánech a rychlosti v metrech za sekundu a
ř́ızeńım akutátor̊u př́ımo v reálnem modelu RC auta.
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4.2 Grafické rozhrańı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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5.1 Růžice ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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