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Uvod

Jak jiz z ndzvu vyplyva, tato prace se zaméiuje na okruhy s malym poctem prvkd.
Diplomova prace zpracovava téma tykajici se kone¢nych algebraickych struktur
(konkrétné okruhti malych tadu, ale je zde obsazeno i1 téma tykajici se grup). Teprve na
vysoké skoly se studenti v hodinach (seminafich a predndskéach) seznamuji podrobné
S riznymi algebraickymi strukturami bud’to s jednou nebo i se dvéma operacemi. Je jasné,
zZe teorie grup, okruhil a dalSich algebraickych struktur je budovana od jednodussich po
jasné, ze tyto struktury slouzi studentim k pochopeni a ziskani predstavy o probirané latce.
Znalost téchto piikladii poméha studentim ziskat konkrétni ptedstavu o probirané teorii a
zéaroven jsou studenti vybaveni jednoduchymi ptiklady probiranych struktur. Ty mohou
studentim pomoci pochopit definice a véty, které budou pfi rozvijeni teorie nasledovat.
Ale je pravdou, ze s nékterymi strukturami se mohou setkat jiz zaci na zakladni §kole, aniz
by védéli, Ze s nécim takovym pracuji.

Tato prace navazuje na znalosti, které¢ studenti ziskaji z hodin algebry a shrnuje
zakladni vlastnosti kone¢nych grup malych fadii a kone¢nych okruhii malych fadi.
Zaroven se v teoril grup seznamime s Sylowovymi vétami, které jsou velmi dilezité.

Veskeré definice a véty jsem pievzala doslovné nebo s mensimi tpravami tak, aby
odpovidaly pojmam teorie grup a okruht s malym poctem prvki, ze zdroju, které jsou
uvedeny v zavéru prace v seznamu pouzité literatury.



Historické poznamky o vyvoji teorie grup

Prvni podnéty ke studiu teorie grup jsou z doby, kdy byla intenzivné studovana
fesitelnost obecnych algebraickych rovnic n-tého stupné. Mezi prvni matematiky, ktefi se
zabyvali studiem grup substituci (v dnesni terminologii grupy permutaci kofenti), byli
Lagrange, Ruffini a Cauchy. Klasické strukturalni véty byly zcela pochopitelné objeveny
az pozdéji.

Na jafe roku 1872 norsky matematik M. L. Sylow publikoval v ,,Matematische
Annalen® Clanek, ktery byl nazvany ,,Theoremes sur les groupes de substitution®, ktery
obsahovala dnes$ni ,,Sylowovy véty”“. Novy diukaz téchto vét nalezl vroce 1877 G.
Frobenius. ,,Hlavni vétu“ o kone¢nych Abelovych grupach, které jsou direktnimi soucty
cyklickych grup (v€etné jednoznac¢nych faktortt) dokéazali G. Frobenius a L. Stickelberger
vroce 1879. Radu klasickych vysledkii pak ziskal i O. Holder (naptiklad ¢lanek ,,Die
Gruppen der Ordnungen p°, pg®, p** v ,Matematische Annalen“ vroce 1893). Velmi
dlouhou dobu vsak byly studovany pouze kone¢né grupy, anebo alespon tiéidy grup s jistou
podminkou konec¢nosti (tzv. kone¢né generované grupy apod.). Ziejmé prvnim, kdo opustil
| tyto podminky a oteviel studium nekoneénych grup v plné obecnosti, byl O. J. Schmidt,
coz byl zakladatel ruské Skoly teorie grup (kniha ,,Abstraktni teorie grup®, Kyjev 1916).

Zakladni pojmy teorie grup

Definice 1
Algebraickou strukturu (M,®) nazyvame grupou pravé tehdy, kdyz je tato
struktura asociativni, ma jednotkovy prvek a k jakémukoli prvku z M existuje v M inverzni

prvek.

Definice 2
Algebraickou strukturu G, =(M,,®,) nazyvame podgrupou grupy G =(M,®)
prave tehdy, kdyz &= M, c M,1e M, kde 1 oznacuje jednotkovy prvek grupy G, a déle

(Va,beM,) a® beM,, a*eM,. (Znatime G, <G).



Véta o charakterizaci podgrupy

M¢gjme grupu G=(M,®) a =M, <M, potom G, =(M,,®,) je podgrupou G
prave tehdy, kdyz:

a) VkeM,:k*eM,

b) Vk,k,eM,:k ®k,eM,

Je zndmo, Ze obé tyto podminky Ize spojit do jedné, a to: Vk,,k, e M, 1k ® k, " e M,.

Definice 3
Necht H je podgrupou grupy G, keG. Potom mnoZinu kH ={kh,heH}
(respektive Hk ={hk,he H}) nazveme levou (respektive pravou) tiidou grupy G podle

podgrupy H, ktera je uréena prvkem K.

Priklad 1

Mame grupu G shodnosti v roving reprodukujicich rovnostranny trojuhelnik ABC

(to znamena G:({I,Ol,Oz,Oa,R,RZ},O). Podgrupu H ozna¢me jako rotaci

H= ({I R, RZ},O) . Utvofme vSechny levé tiidy grupy G podle podgrupy H .

Resent:
Méame
IH ={1,R,R?} OH ={0,,0,,0,}
RH ={R,R? 1} 0,H ={0,,0,,0,}
R°H ={R*I,R} O,H ={0,,0,,0,}

Ukazuje se, Ze kazdé dve levé (respektive pravé) tiidy se bud’ rovnaji, nebo jsou disjunktni.

Vznikl ndm tedy rozklad mnoZziny { 1,0,0,,0,,R,R 2} na tfidy. To plati obecné.

Véta 1
Pro kazdé dvé levé tiidy grupy G podle podgrupy H plati, ze se bud’ rovnaji, nebo

jsou disjunktni.



Diikaz

M¢&jme dvé tiidy kH,IH , které nejsou disjunktni. Existuje tedy prvek a, ktery ma
vlastnost a e kH mIH . Dale mé&jme y € kH , ktery je libovolny. Je y =kh pro jisty he H,
obdobn¢ i a=kh=Ih, pro jistt prvky h,h,eH. Dale také mame
k=Ihh*-h=1I-(h,-h*-h)elH, to znamens, ze kH cIH. Podobnym zpiisobem se

ukaze inkluze kH o IH, proto tedy plati kH =1H .
Ditikaz obdobné véty o pravych tidach je analogicky, proto ho nebudeme rozebirat. Jeste si
vS§imnéme, ze pokud heH, potom hH =H . Podgrupa H predstavuje jednu z levych

(respektive pravych) t¥id grupy G podle H .

Véta 2
Mohutnost mnoziny R vSech navzijem raznych levych téid grupy G podle
podgrupy H je rovna mohutnosti mnoziny S v§ech navzajem rtznych pravych téid grupy G

podle podgrupy H.

Diikaz

Definujme zobrazeni @R —> Stak, Ze pro kazdé geG polozime ¢(gH)=Hg™.
Pro prvky r,s G plati rovnost rH =sH pravé tehdy, kdyz s™r € H, neboli pravé tehdy,
kdyz s*(r')'eH, a tedy pravé kdyz Hr'=Hs™. To znameni, z¢ ¢ je opravdu
korektné definované zobrazeni, ale také to, ze ¢ je injekce. Protoze ¢ je ziejmé

projektivni, tak je véta dokazana.

Definice 4
Mohutnost mnoziny vSech riznych levych (popiipadé pravych) tiid grupy G podle
podgrupy H je nazyvana jako index podgrupy H v grupé G a je znacena G=27,xZ,=7Z,.

Definice 5
Je-li [G:H]< g,, fekneme, Ze H je kone¢ného indexu v G. V opaéném piipadé jde

o nekonecny index v G.



Definice 6

Zobrazeni ¢:H — G nazveme homomorfismem grup (H,®), (G,®) prave tehdy,

kdyz plati: (Vr,seH):p(r®s)=¢(r)®o(s).

Definice 7
Pokud je ¢@:(H,®) > ¢(G,®) homomorfismem grup a je-li zarovein ¢ bijekce,
potom zobrazeni ¢ nazyvame izomorfismus a fikame, ze grupa (H,®) je izomorfni

s grupou (G,®). (Piseme H =G).

Lagrangeova véta

Lagrangeova® véta piesné a jasné vymezuje fady podgrup, které jsou mozné.

Véta 3
Je-1i H podgrupou kone¢né grupy G, potom plati, Ze 0(G) =0(H)-[G : H]. Pfi¢emz

0(G) a o(H) znac¢i tad grupy G a H.

Diisledek Lagrangeovy véty
Bud’ G konec¢na grupa, ge G. Potom 0(g) déli o(G), coz znamena, ze ¥ad prvku g
deli tad grupy G.

Cyklické grupy

Definice 8
Méjme M jako podmnozinu grupy G. Prinik vSech podgrup grupy G, které
obsahuji mnozinu M, nazveme podgrupou generovanou mnozinou M a oznac¢ime ji {M}.

Pokud {M } =G, potom M nazveme mnozinou generatoru grupy G. Grupu G, kterad je

generovand mnozinou {g} nazyvame cyklickd grupa. Piseme G =(g).

! Joseph-Louis Lagrange (piivodnim jménem Giuseppe Lodovico Lagrangia) byl francouzsky matematik a
astronom (ovSem italského ptivodu). Zaslouzil se o vyznamné rozvinuti matematické analyzy, teorie Cisel,
klasické a nebeské mechaniky.
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Véta 4

Necht' M je podmnozina grupy G. Je-li M =&, potom {M} ={e} (to znamena, Ze
neprazdnd mnozina generuje trivialni podgrupu). Je-li ale M =, potom
(M}={m®.m=...m*meM,eZi=12..neN}.  (Neprazdns  mnozina

generatori M nageneruje tedy mnozinu ,,slov konecné délky tvofenych celociselnymi

mocninami prvkll mnoziny M.

Diikaz

V prvni ¢asti je {M}prinik vSech podgrup, které obsahuji J, to znamena, Ze je to
prinik vSech podgrup grupy G. Je tedy zifejmé, Ze je tento prinik jednotkovou podgrupou
(e}.).

Ve druhé ¢asti ozna¢ime H ={m1el .om®;meM,e eZ,ne N}. Necht' A je
podgrupa grupy G, ktera obsahuje mnozinu M, pak A nutné musi obsahovat mnozinu
Hslov H, tzn.H < A ataké H < {M } . Pokud bychom jest¢ dokazali inkluzi H o {M } ,
tak by platilo {M}=H a bylo by vie vyfeseno. Samotna mnoZina M je ale podmnoZinou
mnoziny ,,slov H (smime psat "slova” m,délky 1 s exponentem I, m, € M ). Dale také
ukazme, Ze mnozina H s operaci - je podgrupou grupy G.

2 an rf)

Jsou-li  x=m%-m=....m* a y=m"-m...m" dva prvky zH, potom
yr=mtmh cax-yt=m®eom & omh o mI "t coz je také prvek mnoziny H,
to znamena ,,slovo* kone¢né délky utvofené z mocnin prvkli mnoZiny M s celo€iselnymi

exponenty. Je tedy H grupa, ktera obsahuje mnoZinu M, proto H obsahuje {M}, H o{M}.

Tim je diikaz rovnosti H ={M} hotovy.

Z véty 2 plyne, ze se tedy jednd o grupy, které jsou tvoiené celociselnymi mocninami
generatoru (.
Lemma 1

Necht G je grupa, XxeG. Potom (x™*)" = (x")™ pro kazdé ptirozené &islo n. Prvek

(x™)" budeme znagit X ".
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Dukaz

Plati (x)"-x"=x"-(x")"=e. Proto (x™)" = (x")™" podle véty o inverznim prvku.

Véta 5

Necht <a> je cyklicka grupa. Potom vSechny celo¢iselné mocniny prvku a jsou
navzajem razné a cyklicka grupa <a> je nekonecnd, anebo existuje pfirozené ¢islo n
takové, ze bude platit (a)= {a,az,...,a“ :e}. A pfitom plati @™ =e pravé tehdy, kdyz

njm.

Priklad 2

V mnoziné komplexnich ¢&isel C feste rovnici X' =1. Ukazte, Ze mnozina viech

koteni této rovnice spolu s operaci nasobeni komplexnich cCisel tvoii cyklickou grupu.

Reeni: Tato rovnice (X* =1) ma v mnoziné komplexnich &isel C pravé 4 koteny (1, -1, i,

-1). Dostaneme tedy ¢tyiprvkovou grupu

Z této tabulky snadno zjistime, Ze jde o grupu cyklickou, protoZe generadtory jsou i1
(respektive —i). Napiiklad (—i)1 =i, (—i)2 =-1, (—i)3 =i, (—i)4 =1. Tato cyklicka grupa

obsahuje také kromé nevlastnich podgrup 1 cyklickou podgrupu tadu 2, generovanou

prvkem -1.
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Véta 6
Necht’ (a) je konecna cyklicka grupa fadu n. Potom <am> = (a) prave tehdy, kdyz
plati (m,n)=1. (Pro pfipomenuti symbolem (m,n)=1 je oznafovan nejvétsi spolecny

délitel ¢isel m,n)

Priklad 3

Urcete pocet generatort cyklické grupy (a) fadu 10.

Reseni:
V mnozing &isel {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} jsou &tyfi ¢isla, kterd nejsou soudé&lna
s ¢islem 10 (tzn. Ze jejich nejvétsi spolecny délitel je 1). Jsou to ¢isla 1, 3, 7, 9. Je

¢(10) =4 a generatory grupy(a) jsou v tomto piipadé prvky a,a’,a’,a’.

Dale si jesté povSimnéme, jak vypadéd podgrupa grupy (a) generovand kupiikladu prvkem
a’. To znamena (az)2 =a*, (az)3 =a°, (a2)4 =a®, (a2)5 =a =e. Ztoho vidime, Ze
<a2> = {az,a4, ae,as,e} je cyklicka podgrupa fadu 5 grupy (a). Stejnym zplsobem

muzeme dale zjistit, Ze <a5> = {a5 ,a% = e} je také cyklickou podgrupou fadu 2 grupy <a) .

Tvrzeni
1) Kazda podgrupa cyklické grupy je také cyklicka.

2) Pokud je <a> kone¢na cyklicka grupa fadu n a d prirozené Cislo, které déli n,
n=d-m, potom <a> obsahuje jednu jedinou podgrupu fadu d , a to <am>.
Z tohoto tvrzeni tedy vyplyva, Ze kone¢na cyklickd grupa (a) fadu n ma prave tolik

rozlisnych podgrup, kolik ptirozenych déliteltt ma ¢islo n.
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Grupy prvociselnych radia

Véta 7

Kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka.

Diikaz
Bud’ G grupa prvociselného fadu p a g #1 jeji libovolny prvek. Podle disledku
Lagrangeovy véty déli fad prvku g prvocislo p, a tedy fad prvku g je roven p (protoze p je

prvocislo a je tedy délitelné pouze jedni¢kou a samo sebou). Potom ovSem plati G = {g} .

Véta 8
Grupa G nema zadné vlastni podgrupy pravé tehdy, pokud je grupou prvociselného

fadu.

Diikaz

M¢éjme G (grupa prvociselného fadu) a 1#H <G necht’ je podgrupou grupy G.
Dale bud 1-heH libovolny prvek. Dle dikazu pfedchozi véty plati, ze G={h}<H
takze je tedy zfejmé, ze G =H . Grupa tedy nema vlastni podgrupy. Tim je dokazano, Ze
ma-li grupa prvociselny fad, nemé vlastni podgrupy, jde tedy o implikaci <=. Ted zbyva
dokazat implikaci =, tedy to, Ze z neexistence vlastnich podgrup vyplyva prvociselnost

grupy. Necht’ tedy G nema zadné vlastni podgrupy. Je-li 1# g € G libovolny prvek, je tedy
G= {g} a G je cyklickd. Vzhledem k tomu, Ze nekone¢na cyklicka grupa ma dokonce

nekonecné mnoho vlastnich podgrup, musi tedy byt G kone¢nou cyklickou grupou. Kdyby

byl fad grupy G slozenym ¢islem a d by byl vlastni délitel o(G), obsahovala by grupa G
vlastni podgrupu {gd} . Z toho plyne, Ze je tedy cyklickou grupou prvociselného fadu. Tim

jsme dokazali celou ekvivalenci a ditkaz véty je tedy hotov.

Definice 9

Podgrupu G, =(M,,®) grupy G=(M,®) nazveme normalni podgrupou, pokud

(VueM)(VWweM)u ' ®v®uU e M, . (Znat¢ime GAG).

14



POZNAMKA: Kazd4 podgrupa komutativni grupy je normalni podgrupou.
1 a G jsou vzdy normalni podgrupy grupy G.
Je-1i [G:H]=2, potomje HAG.

Definice 10

Grupu G nazveme jednoduchou grupou, pokud nema vlastni normalni podgrupy.

V teorii grup maji jednoduché grupy velmi dulezitou roli. Z piredchozich vét a definic je
jasné, ze jsme ziskali popis vSech grup tadu 2, 3, 5, 7, 11, 13. Pro lepsi pfedstavu je vhodné

uvést nekteré operacni tabulky.

G 1 u
1 1 u
u u 1

Tabulka 1: Cyklicka grupa fadu 2

H 1 u u?
1 1 u u?
u u u? 1
uz | u? 1 u

I 1 u u’ u® ut
1 1 u u? u® u
u u u? u® u 1
u? u? ul u 1 u
u® u® u 1 u u?
ut u 1 u u? u

Tabulka 3: Cyklicka grupa fadu 5
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Prvni tabulka ptedstavuje prvociselnou cyklickou grupu G fadu dva, druha tabulka
ptredstavuje prvociselnou cyklickou grupu H tadu tii a tieti tabulka predstavuje
prvociselnou cyklickou grupu | fadu pét.

Z téchto tabulek lze vycist nékteré vlastnosti popisované struktury. Na prvni pohled
je jasné, ze struktury jsou komutativni, protoze tabulky jsou soumérné podle diagonaly.
Dale jsou také ekvivalentni, Ze prvky oznacené jako 1, jsou opravdu jednotkové prvky, pro
které plati vzdy piedpis u* =1, kde k je fad prvoéiselné cyklické grupy. I v jiném znadeni
Ize velmi jednoduse rozlisit, ktery prvek je jednotkovy (neutralni) a to tak, ze v fadku
(poptipade sloupci), v jehoz zéhlavi je tento prvek, se reprodukuje celé zahlavi tabulky.

Dalsi cyklické grupy prvociselnych fadi uz nebudeme popisovat tabulkou, protoze
tyto tabulky jsou analogické s uvedenymi a konstruuji se zcela stejnym zpiisobem, lisi se
pouze poctu fadkl podle toho, o jakou grupu se jedna. Déle také proto, Ze tyto tabulky uz

by byly velmi obsahlé.

Grupy iadu 4

Pti studiu grup fadu 4 a pozdéji fadu 8 vyuzijeme nasledujici lemma.

Lemma 2

Bud’ G takova grupa, ve které pro kazdy prvek u plati u® =1, potom G je Abelova

(komutativni) grupa.

Diikaz

Necht u, v jsou dva libovolné prvky z G. Je 1= (uv)® = uvuv , vynisobime-li
prvkem vu zleva, dostaneme rovnost vu =vuuvuv. Vzhledem k tomu, ze u® =1,
dostavame vu =V-1-vuv, jednicka je neutralni prvek, a tedy vu =wuv a jelikoz vime, Ze

v? =1, dostaneme rovnost vu =uv a komutativnost je ovéfena.

Grupy tadu 4 1ze rozdélit do dvou skupin a to podle toho, se kterou ze dvou

zakladnich grup jsou izomorfni.
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H 1 u u u
1 1 u u? ul
u u u? ul 1
u? u? ul 1 u
u® ul 1 u u?
G 1 u v uv
1 1 u \ uv
u u 1 uv v
\Y; \ uv 1 u
uv uv \ u 1

Prvni skupinu tvoii grupy, ve kterych existuje prvek
fadu Ctyti. Tyto grupy jsou cyklické grupy fadu 4 a
1ze je popsat touto operacni tabulkou. Jsou tedy

izomorfni s grupou H.

Pokud grupa G neobsahuje prvek fadu ¢tyii, potom
podle disledku Lagrangeovy véty maji vSechny
nejednotkové prvky fad dva a podle lemmatu 2 je G
komutativni. Ozna¢ime-li u, v dva nejednotkové
prvky z G, u =V, potom v G musi platit u®> =v* =1,
uv =wvu . Tyto relace nam dovoluji napsat operacni
tabulku. Touto Cayleyho tabulkou je dana tzv.
Kleinova ¢tyfgrupa. Diky predpokladu, ze v G

neexistuje prvek fadu 4, je jasné, Ze tato grupa neni izomorfni se ¢tyiprvkovou cyklickou

grupou.

Az na izomorfismus tedy existuji dvé grupy radu 4.
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Grupy radu 6

K teorii grup fadu $est budeme pfistupovat podobné jako u grup fadu ¢tyfi.

I 1 u u? ul u* u® o .y P
Existuje cyklické grupa | fadu Sest

1 1 u u? u® u* u’> | agrupy s ni izomorfni. Z jeji

u u 02 I gt % 1 operacni tabulky opét mizeme
vycist jeji vlastnosti. A tato tabulka

2 2 3 4 5

u u u u u 1 u C L, .
ukazuje jeji konstrukci.

u? u® u u’ 1 u u?

u? u u’ 1 u u? u®

u° u’ 1 u u? u® u*

Je-li G necyklicka grupa tadu Sest, potom podle disledku Lagrangeovy véty maji
jeji nejednotkové prvky fad dva nebo tfi. Nejprve si ukdZzeme, Ze v G musi existovat prvek
fadu tfi. V opacném piipadé by v G existovaly pouze nejednotkové prvky fadu dva,
napiiklad u v . Potom vy ale G musela nutné obsahovat Kleinovu ¢tyfgrupu H, coz ale

podle Lagrangeovy véty neni mozné. V G tedy musi existovat prvek u =1 takovy, ze plati
u® =1. Kromé prvka 1,u,u’ =v musi jeité G obsahovat dalsi prvek w a snadno
nahlédneme, Ze také W? =1. Piipomefime si, Ze v grupé plati zakon kraceni zleva i zprava,
proto tedy moznosti W? =w,W? =uw i W* =u?w vedou ke sporu s tim, e w=1, ui u’
Kdyby totiz neplatilo W* =1, potom by fad prvku w byl tfi, a tedy W’ =1. Ale W’ =u vede
ke sporu, protoze W’ =uw=1= X a také moznost W’ =u® vede ke sporu 1=w? =u’w=1y .
Plati tedy W* =1. Podobné Ize dokazat rovnosti x> = y* =1. Uréime si jests, emu je
roven prvek wu. Moznosti wu=1=w?, wu=u, wu=u* i wu=w vedou ihned ke sporu.
Kdyby uw=wu, potom po vynisobeni prvkem u’w zleva dostaneme

UWuw =1= yx = x*> = Xy = X = Y, coz je spor. Musi tedy platit wu =u’w=y.

Nyni miiZzeme napsat operacni tabulku této grupy (po provedeni né€kolika

pomocnych vypoctl).
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G 1 u v w X y
1 1 u v w X y
u u v 1 X y w
v v 1 u y w X
w w y X 1 Y u
X X w y u 1 Y
y y X w \% u 1

Z operacni tabulky je vidét, ze jde o nekomutativni algebraickou strukturu. Zbyva
pouze ovétit, zda jde o grupu. Toto ovéieni lze provést bezprostiedné na zakladé operacni
tabulky, ale naptiklad ovéteni asociativnosti je (vzhledem k fadu grupy) pomérné narocné.
Vidime ale, ze zobrazeni ¢ definované: ¢(1) =1d, @(u)=(123), ¢(v)=(132),

(W) =(12), o(X)=(23), ¢(y)=(13) je izomorfismem G na Sz, kde S; je symetricka

grupa stupné tfi.

Definice 11

Symetrickou grupou stupné n rozumime mnozinu vSech permutaci mnoZiny
M = {1, 2,3,..., n} spolecné s operaci sklddani permutaci definovanou jako:
o, (1) =7,(7, (1)), kde 1=1,2,3,...,n.
VyuZzivame znadmého poznatku, Ze skladani zobrazeni a specidlné permutaci je asociativni.
Diky tomu neni nutné ovérovat asociativnost pro vSechny trojice prvki, coz by dalo
znacnou praci. Tim ziskavadme tento zavér:
Kazda grupa radu Sest je tedy izomorfni budto s cyklickou grupou rdadu Sest, anbo se

symetrickou grupou radu Sest.
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Nékteré grupové konstrukce

Je ztejmé, Ze s rostoucim fadem vzristaji 1 potize s konstrukei grup. V nésledujici definici

je uveden zptisob, jak lze ,,z mensich grup vytvaret vétsi.

Definice 12
M¢jme grupy A, B. Mnozina G vsech uspofadanych dvojic (a,b), ac A, beB,
spolu s binarni operaci (a,,b,)-(a,,b,) =(a,a,,b,; b,) je opét grupou, kterou nazveme

vn&jsi direktni soucin grup A, B a zna¢ime ji AxB=G.

POZNAMKA: Tento pojem miiZeme snadno zobecnit na koneény podet grup
A ALA,... A

K pojmu direktniho soucinu Ize dojit jesté i jinym zptisobem. Pfipomenme se, Ze
spojenim Av B dvou podgrup A a B grupy G rozumime nejmensi podgrupu grupy G
obsahujici A i B, to znamena Av B = {Am B}G . Je-libud’ AAG, anebo BAG, potom

AvB=AB=BA, BA={abacAbeB}.

Definice 13
Mg¢éjme dveé normalni podgrupy A, B grupy G. Pokud AvB=G a AnB=1,

fekneme, ze G je vnitfnim direktnim sou¢inem grup A, B, a zna¢ime ho AxB=G.

Lemma 3

Grupa G je direktnim sou¢inem svych podgrup A, B pravé tehdy, kdyz plati:
((vaeAbeB):ab=ba) alibovolny prvek g € G lze napsat jednoznaéné az na potadi ve
tvaru g=ab, ac A,beB.
Neni potieba rozliSovat mezi vnitinim a vné&j$im direktnim soucinem, coz dokézeme velice
snadno: M&jme dvé grupy A, Ba G = AxB je jejich direktni soucin. Oznac¢ime-li
A'={(a,1),a e A}, je zobrazeni ¢(a)=(a,1) izomorfismem Ana A’, podobn&¢i B=B'.
Rovnost (a,1)(1, b) =(a,b) = (1, b)(a,1) ukazuje, ze G je vnitinim direktnim soucinem svych

podgrup A, B a je-li G’ vnéjsim direktnim souc¢inem svych podgrup A, B, a je-li G’
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vnéjsim direktnim soucinem svych grup A, B, potom G'= G (zobrazeni ¢(a,b) =ab,

ptitom A'= A a B'=B).

Véta 9

Direktni sou¢in dvou grup nesoudélnych fada m, n je cyklickou grupou fadu mn.

Diikaz

Bud A= { a} cyklickéd grupataduma B = {b} cyklickd grupa tadu n. Potom
G = Ax B obsahuje prvky tvaru a*b’, 0<r<m, 0<s<n, atedy o(G) <mn. Nyni
ukazme, ze prvek ab ma v G tad mn. Je tedy (ab)™ =a™ -b™ =1. Kdyby pro jisté t bylo
(ab)' =1, potom by bylo 1= (ab)™ =a™ -b™, takze n/mt a vzhledem k (n,m) =1 n/t.
Analogicky se ukaze, ze m/t, a tedy [m,n]/t. Cisla m, n jsou viak nesoudélnd, a proto

[m,n]=mn. Réd prvku ab v G je proto tedy mn a G = {ab}.
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Konecné komutativni grupy

Definice 14
Abelova grupa G, ktera nema prvky nekone¢ného fadu, se nazyva periodicka

(neboli torzni) grupa.

Vétal0

Necht' G je libovolna Abelova grupa. Potom mnozina

G, = {g €G,0(g)=p",ne NO} , kde p je prvocislo, je podgrupou grupy G.

Dukaz

Mgjme a,beG, dale necht’ o(a)=p", o(b)=p°*, r=s.Potomi g~ €G,, protoze

o(g™)=p" a abeG,, protoze (ab)™ =a” -b" =1, proto tedy o(ab) < p".
p

Definice 16

Kone¢na grupa fddu p", ne N, kde p je prvoéislo, je nazyvana p-grupou.

Véta 11
Kazda grupa, ktera je periodicka, je direktnim sou¢inem svych p-primarnich

komponent.

Véta 12
Necht' G je Abelova grupa a X je jeji prvek maximalniho fadu p* . Potom je
cyklicka grupa {X} direktnim sou¢inem v G, to znamené ze G = {X} x A. (Fakt, ze X je

prvek maximalniho fadu v G znamena, Ze pro vSechna g € G plati, ze 0(g) < p*.)

Véta 13

Kazda konecna Abelova p-grupa je direktnim sou¢inem grup cyklickych.
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Diikaz

Méjme cyklickou grupu G fadu p. Bud’ G grupa fadu p", n>1, a pfedpokladejme,
7e kazda Abelova p-grupa fadu mensiho nez p"jizZ je direktnim sou¢inem cyklickych grup.
Je-li xeG prvek maximélniho fadu v G, potom je G ={x} x A. OvSem ale A je podle

induk¢niho predpokladu direktnim soucinem cyklickych grup, coz tedy znamena, Ze je

dukaz dokonden.

Véta 14
Je-li G kone¢na Abelova p-grupa a je-li G direktnim soué¢inem cyklickych grup
G= Zg11 ><Z;nz ><Z;13 X...X Z;”“ , potom jsou ¢isla m;, m,,m,,...,m_ uréena grupou G

jednoznacné.

Necht’ G je kone¢nd Abelova grupa. Uzitim vét 11 a 13 zajistime existenci
direktniho rozkladu, ptfi¢emz fady cyklickych direktnich Cinitelti jsou urceny grupou
jednoznacéné (podle véty 14). Tyto fady cyklickych direktnich €initelli nazveme invarianty
grupy G. Dvé kone¢né Abelovy grupy jsou izomorfni prave tehdy, kdyz maji stejné
soustavy invariantll. Ke kazdé soustave invariantli existuje urcita kone¢na komutativni

grupa, jejiz soustava invariantll se rovna piedem dané soustave invariantt.

Postup pro nalezeni v§ech komutativnich grup fadu n:
a) Je-lin=p™-py2-...-p'* zapis ¢isla n v kanonickém tvaru, je G podle véty 11

direktnim sou¢inem svych pj-primarnich komponent G, i=12,3,...,r. Potom fad

pi
komponenty G; je jist¢ p, kde i=12,3,...,r.

b) Dle véty 13 je kazda grupa G; direktnim soucinem cyklickych grup fadt
PP P, P kdem +m +m 4. +m o =m, kde i=1,23...,r, 5 eN.
Pro nalezeni vSech moZnych direktnich rozkladd komponenty G,; je tedy nutné
nalézt vSechna vyjadreni Cisla m, ve tvaru souctu n¢kolika s¢itancti z N.
(Pfipoustime i ,,soucet™ o jednom s¢itanci m, =m;.)

c) K eventualnimu zjednoduseni direktniho rozkladu grupy G vyuzijeme vétu 11.

Ted’ jiz mtizeme snadno popsat komutativni grupy neprvociselnych rada n.
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Priklad 4
n=4:
mozné soucty jsou 2, 1+1

mozné invarianty: a) 2',2'......G, =Z,xZ,

Dostaneme grupy, ktery uz jsme sestrojili v predchozim textu. V piipad¢ a) jde o Kleinovu

Ctyfgrupu, v piipadé b) jde o cyklickou grupu fadu Ctyfi.

Priklad 5
n=6:
mozné invarianty: a) 2',3",......G, =Z,xZ, = Z, dle véty 9.

Existuje pouze jedina komutativni grupa fadu Sest, a to cyklické grupy.

Priklad 6
n=8:
mozné souéty: 2°,3=2+1=1+1+1
mozné invarianty: a) 2°
b) 22,2
c) 24,28, 2"
a) Dostaneme cyklickou grupu fadu 8.
b) Témito invarianty je urcena grupa G =Z, xZ,. Necht je prvni cyklické grupa
generovana prvkem u, u* =1, druhd prvkem v, v> =1,uv=wu.

Gl1luld@|[dd] v [ulvv]d

11 ]ul ] v |uwluvwv|dy

ulul Wl 1 |ulvv|dv] v

Gl 1 ul v v |u v

v | v iuwlvv|vv|1]|uluwv]|d

av [uv [utv|[ddv] v fuv [ P [ ® ] 1
vvivv| v v fuv [ [ @] 1] u
vlwv v fuwlvwv| 1] u | P
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¢ ) Takto je urCend grupa H =Z,xZ,xZ,. Prvni grupa je generovana prvkem U, druha v a

tretiw aplati u> =v? =W, UV=VU, UW=WU,VW =WV .

H 1 u \Y; w uv | UW | VW | Uvw

1 1 u \ w uv | Uw | vw | uvw
u u 1 uv | uw Y W [ Uuvw | VW
\; Y uw 1 VW u (uvww | w uw
w w uw | vw 1 juvw | u ' uv
uv | uv Y u |uww| 1 VW | Uw | W

uw | uw | w |uvw | U VW 1 uv \Y;

VW | VW |[UVW | W \Y; uw uv 1 u

Uuvw | UVW | VW | UW | Uuv w \Y} u 1

Piiklad 7

n=9:

) ) 3?

mozn¢ invarianty: a)
b) 3,3

a) Timto zplisobem je urcena cyklicka grupa fadu 9.

b) Dostaneme grupu G =Z,xZ,. Necht’ je prvni cyklicka grupa generovana prvkem u a

druha prvkem v. Nutné musi platit, vzhledem k fadu grupy: u® =v* =1. Je tedy pomérné

jednoduché sestrojit operacni tabulku této grupy.

G| 1 | u /|| v |V ]|u|uvv]|uw v
1 1 | u [ v | v |V |u |Uuv]|u | vV
u | u [ 1 [u [wuvv]| v W] V
u | w1 | u UtV UAE v | uv |V u?
v | v lu [uv | v 1w uv| ou |t

uv | uv [uiv | v [uwf ] ou eV Vw1

v luv? (U v | u fuv | B 1 UV v

VA v vl uE | uv ] 1 u v | uv




Piiklad 8

n=10:

mozné invarianty: a) 2' 5
G=2Z,xZ2,=27,

Existuje pouze jedna komutativni grupa fadu 10, a to cyklicka grupa.

Priklad 9
n=12:
mozné invarianty: a) 22,3
b) 24,23
a) Tim ziskame G=27,xZ, =7 ,, coz znamena4, ze jde o cyklickou grupu fadu 12.
b) Timto zptisobem ziskdme grupu H =Z,xZ,xZ,. Také plati, ze Z,xZ, = Z atedy

H =Z, x Z, . Definujici relaci mizeme zapsat takto: u* =v°® =1, uv=vu.

H 1 u v VR RV BV BV B T\VAR BTV NTIVAR B T\VARN BT \Ve
1 u v Y YA VA BV T\ IRNTIVZ I B VLVAl BT VAR BNT\Ve
u u 1 uv | ouv? | ud | uvt | u | v Vo BN VA B VAR IRVA
v v uv | V2| VvV 1 w? | w® | w* | w | u
vVl v lwr | v vV 1 V2R IV ITIVAR ITIVER BT uv
vVl wd | v 1 v vVolw* | w® | o uv | uv?
vV wt |V 1 v vVl v uw® | o uv | ouv? | ud
vVl v w1 v Yl B VA RV u uv | ouw? | wd |t
uv | uv v o|w? | wd | wt ] w® | VR B VA B VAR BRVE 1
uw? | uv | Ve | wt | u ] uv | VvV 1 v
uw® | wd |V wt | w | uv | ouv? | vV 1 v Ve
at | uvt Vv w | uv | uv? | wd |V 1 v Vol Ve
uw® | ouv | Vv u uv | ouv? | oud | ouvt |1 v v vV
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Priklad 10

n=14:

mozné invarianty: a) 2',7"

Timto zpiisobem ziskame grupu H =7, xZ, =Z,,, coz znamena, Ze jde o cyklickou grupu

fadu 14. (Operacni tabulku nebudeme sestrojovat, protoze by byla velmi obsahla.)

Priklad 11

n=15:

mozné invarianty: a) 3',5"

Timto zptisobem ziskdme grupu H =Z,xZ, = Z ., a stejné jako v piedchozim ptikladu se

jedna o jedinou grupu, a to cyklickou grupu fadu 15.
Témito ptiklady jsme dokazali popsat vSechny komutativni grupy fadu n, pro n<15.

Kone¢né nekomutativni grupy

V této ¢asti se budeme vénovat nekomutativnim grupam tadu 8 a 9.

Osmiprvkova nekomutativni grupa G nesmi obsahovat prvek fadu 8 (protoze by se

Z ni stala grupa komutativni), ale ani nesmi mit nejednotkové prvky fadu 2. Grupa G tedy
obsahuje prvek fadu 4, oznacime ho napiiklad u. Potom tedy grupa U = {u} je cyklickou
grupou fadu 4, tedy [G:U]=2.

Je velmi dobfe znamé, Ze plati nasledujici tvrzeni:
Mgjme podgrupu H grupy G takovou, Ze [G:H |=2, potom HAG.
Proto tedy UAG a faktor-grupa G/U je fadu 2. Necht' v e Gje takovy prvek, ze vgU ,
potom plati, ze (VU )2 =vU =U ,aproto v> €U .
Tim jsme ukézali, ze v* €U . V tivahu pfipadaji nasledujici moznosti V> =u, v =u°,
v? =u?, v’ =1. Pokud by bylo v’ =u, potom by grupa {v} byla cyklickou grupou fadu 8,
ktera by obsahovala prvky v, u, uv, u?, u?v, U3, Uy, 1, coz by byl spor. Pokud by bylo
vZ =u’, potom by zase {v} byla cyklickou grupou fadu 8, ktera by obsahovala prvky v,
u3, u3v, u2, u2v, u3, u, uv, 1. Zastaly tedy pouze dvé moznosti, a to vi=u?av?=1.
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Pii¢emz navic plati UAG, proto tedy v'uv eU . Opét mohou nastat étyfi moznosti, ale
v'uv =1 vede ke sporu uv=v, u=1 avztah v''uv=u znamena, ze uv=vu a G by tim
padem byla komutativni grupou. Nakonec z v 'uv=u? mame v 'u’v=v'uv v'uv=u?
u® =1, to znamena u’v=v, u® =1, coz vede opét ke sporu. Zbyla tedy pouze jedna jedina
moznost, ato vV uv=u°.
Tim se da ukazat, ze mohou existovat dvé nekomutativni grupy fadu 8, které¢ jsou

zadané relacemi:

a) u'=vi=1, uv=u’

b) u®=1, v’=u? viuv=u’

a) V tomto piipads si prevedeme zapisy typu vu", n=12,3 natvar u'v’. Daleje v' =V,
vuv=u®, vu=u’v a w? =wvu-u=uwu=u’-udv=u®, v’ =uv.
1 u u’ u® v uv u’v udv
1 1 u u? u® v uv u?v udv
u u u? u® 1 uv ulv ulv v
u? u? ul 1 u u?v udv v uv
u® ul 1 u u? udv v uv u?v
v v ulv u?v uv 1 u u? u
uv uv v udv uv u 1 ul u?
u’v ulv uv v udv u? u 1 u®
udv udv u’v uv v u® u? u 1
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b) V tomto piipadé si snadno odvodime nasledujici rovnosti vu =u’v, vu® =u’v,vu® =uv.

Jako prvky grupy H (pokud tedy existuje) jsou prvky 1, u, u?, u®, v, uv, u?v, uv.

H 1 u u’ u® v uv u’v udv
1 1 u u? u® v uv u?v TRV,
u u u? u® 1 uv u’v ulv v
u? u? ul 1 u u?v ulv v uv
u® ul 1 u u? udv v uv u?v
v v ulv u?v uv u? u 1 u®
uv uv v udv u?v ul u? u 1
u’v u?v uv v udv 1 ul u? u
udv udv u’v uv v u 1 ul u?

Opét si mizeme ukazat, ze jak v piipadé a), tak i v piipadé b) jsme ziskali nekomutativni
grupy. Tyto dvé grupy nejsou izomorfni.

Existuji dvé neizomorfni nekomutativni grupy radu 8.

Nyni si popiSeme grupu kvaternionll. Existuje 1 jind moZnost jak zadat tuto grupu (kromé
tabulky), a to takova, Ze na mnozing {1, -1,a,—a,b,—b,c, —C} rozsifime nasobeni
komplexnich &isel jesté o pravidla: a®> =b®* =c® =1, ab=c=-ba, bc=a=—cb,

ca=b=-ac.



Qs 1 -1 a -a b -b c -C
1 1 -1 a -a b -b C -C
-1 -1 1 -a a -b b -C C
a a -a -1 1 C -C -b b
-a -a a 1 -1 -C C b -b
b b -b -C C -1 1 a -a
-b -b b C -C 1 -1 -a a
C C -C b -b -a a -1 1
-C -C c -b b a -a 1 -1

Z tabulky je patrné, ze tabulka grupy G a tabulka grupy kvaterniont Qg, Ze obé tyto grupy
jsou izomorfni. Grupa kvaterniont je zajimava i tim, Ze se sice jedna o nekomutativni

grupu, ale kazda jeji podgrupa je normalni podgrupou grupy Qs.

Definice 16

Mgjme grupu G. Mnozina S ={s € G,sg = gsvVg € S} se nazyva centrum grupy G.

Véta 15
Necht’ je centrum z libovolné grupy G komutativni podgrupou grupy G. Potom

kazda podgrupa centra grupy G je normalni podgrupou grupy G.

Véta 16
Kazd4 konecna p-grupa ma netrivialni centrum, to znamena, Ze prvocislo p déli rad

centra S.

Grupa tadu 9 je tzv. 3-grupa. Centrum této grupy je podgrupa, a to s ohledem na vétu 16
bud'to ttiprvkova, anebo devitiprvkova. V druhém piipadé je vSak S=G,a G je
komutativni. Nekomutativni grupa G by musela nutné mit téiprvkové centrum, S = {v} :

v =1. Poté také musi existovat U € G, ale zaroveit U ¢S . Oviem také u” ¢S aprvek u je
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fadu 3 v G. Dale také plati {u} n{v} =1, ve S, z &ehoZ plyne uv=vu. Z toho také plyne

moznost uvést viechny souciny prvki u, v do tvaru uv’, kde 0<x<2 a 0<y<2, takze
devitiprvkova grupa G obsahuje pouze prvky tohoto tvaru. OvSem prvek u komutuje
s kazdym prvkem ve tvaru u*v’, z ¢ehoZ plyne, Ze u €S, pticemz dochazi ke sporu. Na
zaver mizeme konstatovat, ze neexistuje zddna nekomutativni grupa fadu 9.

Dalsi ¢ast vénujeme studiu nekomutativnich grup adu pq, kde p, q jsou navzajem

rizna prvocisla.

Definice 17

Mg¢&jme grupu G tadu p°b, kde (p,b) =1. Potom kazda podgrupa grupy G tada p
se nazyva Sylowovska p-grupa grupy G.

Definice 18
Necht’ G je grupa, g,heG. Prvek h je konjugovan prvkem ¢ pravé tehdy, kdyz

existuje takovy prvek k € G, ze h =k 'gk . Podobné& podgrupy H, | grupy G jsou

konjugovany v G pravé tehdy, kdyz existuje prvek k € G takovy, ze | =k "HkK .

Véta 17
Necht’ G je konecnou grupou fadu a a p je prvocislo, které déli a. Potom G

obsahuje sylowovskou p-podgrupu.

Pro sestavovani operacnich tabulek grup fadu pq je za potiebi vyuzit Sylowovy

vety:
Prvni Sylowova véta
Kazda p-podgrupa A kone¢né grupy B je obsazena v nékteré sylowovské p-

podgrupé grupy B.

Druha Sylowova véta

Kazdé dveé sylowovské p-podgrupy konecné grupy B jsou konjugované.
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Treti Sylowova véta
M¢jme konecnou grupu B a p je prvocislo, které déli fadgrupy B. Potom pocet vSech
sylowovskych p-podgrup grupy B déli o(B)a je roven 1+ zp, kde z je néjaké urcité

zaporngé Cislo.

Pfipomenme si, ze v ptipad¢, kdy grupa B obsahuje sylowovskou p-podgrupu P, musi byt
podle druhé Sylowovy véty konjugovana sama se sebou. Pro kazdé b € B je potom
b™'Pb=P asylowovska p-podgrupa P je v tomto piipadé normalni podgrupou grupy B.
Nyni si popiSeme grupu adu 10. Desetiprvkova grupa B obsahuje sylowovskeé
5-podgrupy, kterych je podle tieti Sylowovy véty 1+5n, n=0,1,2,...a zaroven 1+5n déli
10. V tomto ptipadé vyhovuje pouze n=0, coz znamena, ze v B existuje jedina
sylowovska 5-podgrupa U. Navic U je normalni podgrupou grupy B a zaroven
pétiprvkovou cyklickou grupou s generéatorem u. Proto tedy U = {u},u®=1a UAB.
Grupa U zaroven obsahuje sylowovské 2-podgrupy. Téchto podgrup je 1+2m,

m=0,1,... a zaroven 1+2md¢li 10. V tomto piipad¢ vyhovuje m=0a m=2.

a) m=0
Grupa B mé jedinou sylowovskou 2-podgrupu {v}, v* =1, vAB. Podgrupy {u} a {v} jsou
normalni podgrupy grupy B nesoudélnych fadi, ob¢ jsou cyklické, coz znamena, Ze

B ={u}x{v} je cyklicka grupa fadu 10.

b) m=2
Grupa B mé pét sylowovskych 2-podgrup. Jednu z nich ozna¢ime {v},v* =1. UAB, proto
v'uveU , to znamend, ze v 'uv =u*, kde k =1,2,3,4,5. Dale také plati, Ze
u=vauw’=viviuw=v'u*v=vruv-v?’, uv-....v! (tento Cinitel se k-krat opakuje) ==
u , a protoze prvek U je fadu 5, dava u’ pii déleni &islem 5 zbytek 1. Této podmince
vyhovuji k =1 nebo k =4. Pokud by v™uv=u, potom by bylo uv=vu a dostali bychom

komutativni grupu. Zbyva nam tedy jen moznost k =4.
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Méjme tedy tyto definujici relace: u® =1, v =1, v''uv=u". Pfevedeme si jesté zapisy
typu vu, k=1,2,3,4, do tvaru u'v®. Vynasobime posledni z definujicich relaci prvkem
v zleva a dostaneme vu* =uv.
Dale potom:

vu® =wud-u® =w’t Ut =uwut =uPv

vu? =vu?-u® =wu?-ud =uvu® =u’v

wu=wu-u’ =wu*-u? =uvu® =u‘v

Opét Ize ovétit, Zze uvedenymi definujicimi relacemi u® =1, v> =1, v'uv=u’ je opravdu

dana grupa.

1 u u? u® ut v uv | uv | v | uv
1 1 u u? ul u v uv | uv | v | utv

u u u? ul u 1 uv | vv | ddv | utv Vv

u’ u? ul u 1 u uv | Wv | ulv v uv
u’ ul u 1 u u? v | ulv v uv | u’v
ut u 1 u u? u® u'v v uv | uv | v

v v uv | vv | Wv | uv 1 u ul u? u

uv uv v uv | Udv | vy u 1 u ul u?
ulv | uv | uv v uv | v | P u 1 u ul
wv | v | v | uv v uv | U@ u? u 1 u
utv | uv | v | uv | uv v u u u? u 1

Existuji dvé neizomorfni grupy radu 10, jedna je nekomutativni a druha je cyklicka.
Nyni si popiSeme grupu fadu 14. Grupy, které maji 14 prvka, obsahuji sylowovské

7-podgrupy, kterych je 1+7m, a zarovenn 1+ 7m d¢li 14. V tomto piipad€ vyhovuje pouze

m=0. Existuje tedy jedna jedina sylowovska 7-podgrupa, kterd je normélni podgrupou
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grupy B. Oznagime ji {u}, u” =1. Grupa B ma dale také¢ 1+2r sylowovskych 2-podgrup.

V tGvahu ptichazeji tyto moznosti: r =0, anebo r =3.

a) r=0
V tomto piipadé existuje jedna jedina sylowovska 2-podgrupa {v},v? =1, které je
normalni podgrupou grupy B. Je tedy patrné, Ze B ={u}x{v}, coz znamena, Zc B je

cyklicka grupa.

b) r=3
V tomto ptipadé existuje 7 sylowovskych 2-podgrup. Jedna z nich je {v}, v* =1.
Podgrupa {V} sice neni normalni podgrupou grupy B, ale {u} uz ano, z toho vyplyva, Ze
v'uv =u*, kde K je urgité ptirozené &islo, k < 8. Stejné jako v piipadé grupy fadu 10
miazeme odvodit u' =u*’ , coz znamena, 7e k? =1mod7 . Tim dostaneme, 7e k =1 nebo
k =6. Prvni z moznosti vede ke komutativni grupé B. Jeji definujici relace jsou: u’ =1,

v? =1, v'uv=u®. Pfevedenim zapisu z tvaru vu* do tvaru u"v ziskame tyto relace:

vu® =uv, w® =u®v, w* =uv, v =u’v,w?® =u’v vu =ubv.
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u [l u | ut ] W v | uv [ vdv | Wi | utv | ddv | Uty
1 1 u [t W v uv [V UiV Uty | Wy | Wby
u u |l e uv U v UVl Wb |y

u uv | uv  juv  juv j|uv \ uv

u u uv | |uv |uv |uv Vv uv uv

u u u uv (uv |uv \Y uv | uv | uv

N BT BT O R VI AT G AT L BT A A VR VA I TRV R VAR T\ VA R T VA R TR VA T LY.
Wl u e ut | u v uv v WV Ut | Uy
v v W ww|vv| v vv|u | 1 |||t ] v o
uv [uv | v [ WV v |uv v oo L et wd ]
uv uv | uv | v [ v o v w8
v | wv|uvv|u | v [WBv | dvuv] @] oo 1]
uv fuvv [ v [ uv fuv | v (v vt B u L] Wt
Wy Wy |uv v v ]u | v (v et w1 |
v W v | uv v v |uv | v et B e

Existuji dvé neizomorfni grupy radu 14, pricemz jedna z nich je cyklicka grupa a grupa G,

kterd je urceni relacemi u’ =1, v =1 a v'uv=u’.

Na zavér si probereme grupu fadu 15. Grupa fadu 15 obsahuje sylowovskou 5-podgrupu, a
to pouze jedinou, kterd je normalni podgrupou grupy B. To samé plati pro sylowovské
3-podgrupy. Protoze (3,5) =1, existuje az na izomorfismus pouze jedna jedina grupa fadu
15, kterou miizeme dostat jako direktni soucin cyklickych grup fadu 3 a fadu 5. Mizeme

tedy konstatovat, Ze neexistuje Zadna nekomutativni grupa fadu 15.
Poznamenejme jesté, Ze v obecném piipadé pro grupy fadu pg, kdy p <q jsou prvocisla,

plati tvrzeni:

a) Vzdy existuje cyklicka grupa fadu pq.
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b) V ptipadé, pokud p déli g-1, existuje také nekomutativni grupa, ktera je definovana

operacemi u® =1, v¥ =1, viuv =u", pfi¢emz &islo k #1 je n&jakym fesenim

kongruence k% =1mod q.

V této ¢asti jsme se vénovali komutativnim a nekomutativnim grupam rada n<15.

Zavéry muzeme shrnout do nésledujici tabulky:

n 2(3|4|5]6]|7 10 | 11| 12 | 13 | 14 | 15

Pocet grup radu n 111121 (2]1 211|512 |1
Komutativni grupy 11112111 17172111
Nekomutativnigrupy (0|00 0|10 1110|3010
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Zakladni pojmy teorie okruht malych radua

Definice 19

Necht’ okruh R(®,®) je neprazdna mnoZina se dvéma operacemi, pro které plati:
a) R(®) je Abelova grupa
b) (VX y,zeR):x®(y®z)=(x®Yy)®(x®2)

c) (VX,v,2eR):(x®y)®z=(x®2)D(y®17).

POZNAMKA: Pokud je R(®,®) okruh, potom Abelova grupaR (@) aditivni grupou

okruhu Ra R(®) je multiplikativni grupou okruhu R.

Definice 20

Mgjme okruh R(®,®), ktery nazveme trividlnim okruhem pravé tehdy, kdyZ ma

jen jeden prvek. V opa¢ném piipad¢ se tento okruh nazyva netrivialni.

Definice 21

M¢jme okruh R ((—D, ®) , ktery nazveme asociativnim okruhem, pokud tuto vlastnost
ma jeho multiplikativni grupou, tedy pokud plati:
(Vx,y,2eR):x®(y®z)=(x®y)®z.

Definice 22

M¢jme okruh R (69, ®) , ktery nazveme komutativnim okruhem, jestlize mé tuto

vlastnost jeho multiplikativni grupou, tedy pokud plati: (VX,y,e R):x®y=y®x.
Definice 23

Pokud je R asociativni okruh, potom multiplikativni grupou je pologrupa a mluvime

o multiplikativni pologrup& okruhu R(®,®).
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Definice 24
Prvek a e R nazveme levym (popfipad¢ pravym) jednotkovym prvkem okruhu

R(®,®), pokud a®x=x (popfipadé x®a=x).

Definice 25
Mgjme okruh R(@®,®). Dale prvek b e R nazveme zleva (popiipadé zprava) délici,

pokud zleva (popfipadé zprava) déli kazdy prvek multiplikativniho grupoidu R(®).

Pokud je kazdy nenulovy prvek okruhu R (69, ®) zleva (poptipad¢ zprava) d€lici,

potom R(®,®) nazveme okruhem s levym (popiipadé pravym) délenim.

POZNAMKA: Nulovy prvek je délici pravé tehdy, kdyz R(®,®) je trividlnim

okruhem.

Definice 26
Cislo k e N nazveme charakteristikou okruhu R (@®,®), pokud kxm=0 pro

kazdé me R a pokud k je nejmensim ¢islem v N s touto vlastnosti. Pokud v N

neexistuje takové ¢islo, potom charakteristikou okruhu rozumime 0 € N, (v obou

ptipadech pouzijeme znacéeni char(R) a také plati, ze char(R) eR.

Definice 27

M¢jme okruh R (69, ®). Neprazdnou podmnoZinu A mnoziny R nazveme
podokruhem okruhu R(®,®) pravé tehdy, kdyz A je soutasné podgrupa aditivni

grupy a podgrupou multiplikativniho okruhu R. Pouzivame znaceni A<R.

Definice 28

Mgjme okruhy R(®,®) a A(+,x). Zobrazeni ¢:R —> A nazveme
homomorfismem okruhi, pokud je ¢ zaroveit homomorfismus aditivnich grup a
multiplikativnich grupoidd. Coz znamena, ze VX,y R

P(XDY) = p(X) @ p(Y) A p(X®Y) = p(X) @ p(Y).
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Bijektivni homomorfismus okruhil nazveme izomorfismem okruht.

Okruhy s cyklickou aditivni grupou

Aditivni grupy okruht jsou abelovské, a jelikoz jsou fadu mensiho nez 8, jsou
vSechny cyklické, tedy az na jednu grupu z fadu 4 (jde o tzv. Kleinovu ¢tyfgrupu V).
Proto ma smysl tento cyklicky piipad diskutovat zvlast'.

Nejprve uved’'me, ze kazdy okruh, jehoz aditivni grupa je cyklicka, je nutné
komutativni. Pokud mé aditivni grupa okruhu generator u, pak kazdy prvek muaze byt
vyjadien ve tvaru U+U+U+...+U=nu, kde n je celé ¢islo, a potom pokud je
napiiklad prvek v=nu aprvek w=n,u, pak
v-w=(nu)-(n,u) = (nn,)u® = (n,u)-(nu) = w-v. Viechny okruhy, které si uréime,
budou komutativni, s vyjimkou téch, které maji aditivni grupu V.

Urcovani vSech diskutovanych okruhti bude jeden problém. Dal$im tkolem je vSak

popsat vSechny vzajemn¢ izomorfni okruhy. Mé&me okruh X adu n, ktery ma
cyklickou aditivni grupu C, a generator X. Dale necht’ x* =kx, kde 0<k <n-1. Cela
¢isla n a k uréuji okruh jednoznacné, protoze (K,X)(K,X) = (kK,)x* = (kK,k)x . Obdobné
méjme okruh Y s aditivni grupou C_ a generatorem y, a necht y* =1-y, kde
0<l<n-1.

Dale také piedpokladejme, Ze @: X —Y je izomorfismus, kde plati ¢(x)=m-y.
Protoze ¢ je zobrazeni X na Y, tak musi existovat k,X € X takové¢, ze ¢p(k,X) =Y ; coz
znamena, ze Y = @(K,X) =k @(X) =km-y. Z toho plyne, ze musi platit k,m=1mod n,
takze k;m—1 musi byt nasobkem ¢isla n. Specialng, nejvétsi spoleény délitel (m, n) je
roven jedné. Vzhledem k tomu, Ze ¢ je okruhovym homomorfismem,
kmy = @(kx) = p(x*) = p(X) - (x) = m*y* =m°ly, proto km=m? mod n. Protoze
(m, n) =1, mizeme vydélit m a mame k =ml mod n. Na konec (k, n) déli k i n, proto
déli i ml; ale (m, n) =1 a proto (k, n) déli |. Naopak kazdy délitel ¢isel | i n, musi nutné
delit k. Z toho plyne, ze (k,n)=(1I,n).
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Véta 18

Bud’ X a Y dva izomorfni okruhy s aditivni grupou C_ generovanou prvky x,
respektive y, kde x* =k-x a y*>=1-y. Potom plati (k,n)=(l,n).

Obracena véta plati také. Jsou-li tedy X a Y dva okruhy, které maji aditivni grupu
C, a generétory X, respektive y, kde x> =k-x a y>=1-y, apokud (k,n)=(l,n),
potom jsou X a Y izomorfni okruhy.

Sloucenim téchto tvrzeni ziskdme nutnou a postacujici podminku pro to, aby

okruhy se stejnou aditivni grupou byly izomorfni. Jako disledek dostaneme pocet

navzajem ruznych okruht.

POZNAMKA: Existuje tolik riiznych (neizomorfnich) okruh, které maji aditivni
grupu C_, kolik je d¢litelt ¢isla n.

Kazdé kladné &islo n ma délitele 1 a n. Uvazujme, Ze plati x> =1-x = X. Pak
(k,X)(K,X) = (kk,)x* = (k,k,)x = (k,-k,)x, kde (k,-k,) piedstavuje zbytek pii déleni &isla
kK, ¢islem n. Z toho vyplyva, ze okruh je izomorfni okruhu Z  pfi zobrazeni k-x — K.

Dale predpokladejme, ze x> =1-x=0. Potom plati (k,X)(k,X) = (kK,)x* =0, ¢imz
ziskavame trivialni okruh O,, ve které je soucin dvou libovolnych prvkl vzdy roven nule.

Poznamenejme, ze Z je komutativni okruh s jednotkou (pro n>2), zatimco O,

nejspis jednotku nema. Jestli je n=1, potom okruh obsahuje pouze samotny nulovy prvek
a Z, a O, splyvaji. Pokud je n prvocislo, jsou 1 a n jedinymi déliteli ¢islanaproto Z_ a
O, jsou jediné mozné okruhy s aditivni grupou C,. Tim jsme vytesili ptipady, kdy
n=2,357.

Pokud je n=4, potom existuji tfi délitelé a téi okruhy. Tteti okruh je dan relaci
x* =2x (uved'me, Ze nejvétsi spolecny délitel (1,4) = (3,4), proto tedy x* =3x, coz dava

znovu Z,) a je komutativni, netrividlni a nema jednotkovy prvek.

Pokud n=6, potom existuji ¢tyfi okruhy. Dva z nich odpovidaji okruhtim diive

popsanym, tieti a &tvrty jsou uréeny relacemi X =2x a X° =3x. Okruh, ktery je
definovany relaci x* = 2x ztotoznime s Z,®0,. Pokud vezmeme mnoZzinu uspofadanych

dvojic [a,b], kde a€Z, a beO, . Jestli oznatime X jako usporadanou dvojici [2,1],
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potom méame [2,1]2 = [22,12] =[1,0]=[2,1]+[2,1]. Obdobn& okruh, ktery je definovany
relaci x* =3x ndm da Z, ®O,, kde x =[11].
Je tedy ziejmé, ze ze Ctyf okruhtt Z,, O,, Z,®0, a Z, ®0O, ma pouze Z,

jednotkovy prvek. Kazdé objeveni se trividlniho okruhu sta¢i k vylouceni takového prvku.

Coz plati nejen pro n =6, ale pro jakékoli ptirozené n.

Véta 19
Az na izomorfismus, jediny okruh X, ktery ma jednotkovy prvek a aditivni grupu

C.jeZ,.

Diikaz

Bud X generator grupy C, , kde x> =k-X, a necht’ jx je jednotkovy prvek. Potom
plati x=(jx)x= jx* = jkx, tedy jk =1mod n. Proto je nejvétsi spole¢ny délitel
(k,n)=1=@Qn)a X=Z,.

Dodatek k vété 18 umoziiuje nalezeni nasledujicich vztaht pro y(n) pocet okruht

s aditivni grupou C, . Pokud je n mocninou prvoéisla p (napiiklad n= p*), potom

w(n) =a+1 umozZfiuje spocitat pocet déliteld ¢isla n. Pokud n=p,* - p,* - Kp,* je rozklad
Cisla n na mocniny prvocisel, potom y(n) =w (p,*) - w(p,*)-...-w(p;*) .

Jinak feceno, y je multiplikativni funkce. Opét 1ze snadno urcit pocet délitela Cisla n.

Spojenim obou vysledkil v jeden ziskdme nasledujici tvrzeni:

Véta 20

AZ na izomorfismus, pocet navzajem riznych okruht, které maji cyklickou aditivni
grupu C,, kde n=p*-p,”-Kp*, je dano vyrazem w(n) =(a,+1)(@,+1)-...-(a +1).

Dle véty 19 ma pouze jeden z téchto okruhil jednotkovy prvek.

41



Pro ilustraci uvedeme hodnotu y/(n) pro n€kolik hodnot n.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
wn) |1 2 2 3 2 4 2 4 3

n 10 11 12 13 14 15 16 17 18
wn) |4 2 6 2 4 4 5 2 6

n 19 20 21 22 p-prvocislo
w(n) 2 6 4 8 2
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Nekomutativni okruhy

V [1] Erickson dokazal nasledujici vysledek:

Véta 21
Bud’ n ptirozené ¢islo, n > 1. Potom existuje nekomutativni okruh fadu n prave
tehdy, kdyz n je dé€litelné ¢tvercem piirozeného Cisla. To zajistuje existenci

nekomutativniho okruhu fadu 4.

Diikaz

Diikaz rozdé€lime na tfi ¢asti. Nejdiive nahlédneme, Ze pokud je n nedélitelné
tverem, potom okruh ¥adu n je komutativni. Poté zkonstruujeme okruh fadu p*, kde p je
prvoéislo. A nakonec zkonstruujeme nekomutativni okruh fadu k - p?, kde k je pfirozené
Cislo, k >1.

Prvni ¢ast dikazu plyne ze zakladni véty o kone¢né generovanych Abelovych
grupach. Uvazujme, Ze n je ned¢litelné ¢tvercem a necht’ X je aditivni grupa okruhu fadu n.
Z toho plyne, ze X mize byt reprezentovana jako direktni soucet cyklickych grup. Protoze
je X konecna, tak i v§echny tyto cyklické grupy jsou kone¢né. Zakladni véta nam také
umozinuje volit tyto cyklické grupy tak, aby fad kazdé grupy délil fad grupy nésledujici,
coz znamend, ¢ X =C, ®C, @...C_, kden;>1a nl‘n2 oy .

Ted n=n,-n,-...-n;, apokud i >1, potom n je délitelné Stvercem, jestli n,|n, .
Tedyi=1a X =C,. Jak jsme uz vidéli, kazdy okruh, ktery ma aditivni cyklickou grupu
musi byt komutativni.

Bud’ p prvocislo, potom utvoime direktni soucet grupy C, opéts C,. Tim ziskame
aditivni grupus p° prvky. Abychom mohli zkonstruovat nekomutativni okruh R s touto
aditivni grupou, musime si zvolit generator a grupy C, . Poté uspoiadané dvojice (a,0) a
(0,a) generuji R (pfi aditivnim zapisu).

Nadefinujme si nasobeni téchto uspotfadanych dvojic tak, Ze vysledkem nasobeni
X-y je vzdy levy ¢initel x, tedy:

(@,0)-(a,0)=(a,0)-(0,a) =(a,0) ataké
(©,a)-(0,a)=(0,a)-(a,0)=(0,a) .
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Obecné potom nasobeni v R budeme definovat rozsitenim praveé uvedeného s vyuzitim

distributivnich zakont, coZ znamena:

(ka,la)-(ra,sa) {

kkrat

(a,O)+(a,0)+...+(a,0)+(0,a)+(0,a)+...+(0,a)}x

X {(a,0)+(a,0)+...+(a,0)+(O,a)+(0,a)+...+(0,a)

}:(k(r+s)-a,l(r+8)-a)

Na druhou stranu mame (ra,sa)-(ka,la) =(r-(k+Da,s-(k+1)a).

Nasobeni neni komutativni. Na druhou stranu se da snadno ovéfit asociativnost. R je tedy

nekomutativnim okruhem, ktery ma fad p?.

Na zavér je mozné definovat nekomutativni okruh fadu kp naptiklad jako O, ® R

nebo jako Z, ® R, kde R je pravé sestrojeny nekomutativni okruh, ktery ma p? prvki.

Takto definovany okruh je zfejmé nekomutativni, protoze obsahuje podokruh, ktery je

izomorfni s R.

Jako piiklad nekomutativniho okruhu fddu p* zvolme p=2.Mé&jme R, ktery

obsahuje usporadané dvojice (0,0),(u,0),(0,u) a (u,u), kde u je generator C,. Pro

stru¢nost a usnadnéni oznacime tyto prvky 0,a,b,ca ziskame tabulky:

@ 0 a b C
0 0 a b C
a a 0 C b
b b C 0 a
C C b a 0
® 0 a b C
0 0 0 0 0
a 0 a a 0
b 0 b b 0
C 0 Cc C 0

44



Nekomutativni okruhy radu 4

Jednou jedinou necyklickou komutativni grupou mensiho fadu nez je 8 je tzv. Kleinova
¢tyfgrupa V. To je posledni zbyvajici ptipad. Bud’ R okruh s takovouto aditivni grupou.

Ziskame nasledujici tabulky:

@ 0 u % udv
0 0 u % udv
u u 0 uev v
% v uev 0 u
udv | udv v u 0
® 0 u v uev
0 0 0 0 0
u 0 a, a, a Da,
% 0 a, a, a,Pa,
uedv 0 a,®a | a,Pa, | 3,Pa, DPa,DPa,

Okruh R definujeme jednoznacné, jestli-ze bude zadana kazda z hodnot a,,a,,a;,,a, .
Budeme tedy znacit R jako (&a,,a,,8;,8,). Na prvni pohled, pokud jsou 4 moznosti pro
kazdé a,, mama tady co Cinit s 256 ptipady. OvSem tento pocet se sniZi pouZitim
asociativniho zdkona a zbytek rozdélime do izomorfnich ptipadi. Distributivni zakon

nesnizi pocet ptipadi, protoZe R byl konstruovan za ptedpokladu, Ze tento zdkon bude

platit.



POZNAMKA: Déle budeme pro zapis operaci okruhu R pouZivat b&Zné operace sé¢itani a

nasobeni.

Asociativni zdkon [a(bc) = (ab)c, Va, b, ¢ € R]jist& plati, pokud n&ktery z prvk je 0. Déle
také plati-li pro a,b,c e {u,v}, potom nejspiSe plati obecns. Napiiklad m&jme piipad, kdy
a=u+v,b=u,c=v, potom
(U+Vv)-(uv) =u(uv)+v(uv) (distributivni zakon)

= (uu)v + (vu)v (asociativni zdkon pro {u,v})

= (uu +wvu)-v (distributivni zakon)

=((u+V)-u)-v(distributivni zakon)
a proto asociativni zdkon plati pro u+v,u,v Vv tomto potradi.

Obecny asociativni zdkon mize byt nahrazeny nasledujicimi osmi podminkami:

u-u-u=u-x=x-u (1) V-u-u=v-x =x-u (2)
u-u-v=u-x,=x-v (3) V-U-V=V-X, =X;-V (4)
U-v-u=u-%=Xx,-u (5) V-V-U=VeX, =X, U (6)
U-v-v=u-X,=X,-v (7) V-V-V=V-X, =X,V (8)

Rozeberme si komutativni a nekomutativni pfipad zvlast. Nejprve uvazujme, ze R je

nekomutativni, potom existuje 4x4x3x4 =192 teoretickych moZnosti pro X, X,,X;, X, ,
protoze zamitame, aby VU = X, bylo rovno uv. Ovsem pokud x, =v nebo x, =u+v, potom
je R komutativni z (1). Proto X, =0 nebo X, =u, a obdobn¢ dostaneme z (8), ze X, =0

nebo X, =V. Disledkem toho zbyva uz jen 2x4x3x2 =48 ptipadd.

Dale pokud X, =u+V, potom z (3) u(u+v)=xyVv, tedy X, +X, =XV.
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Prave jsme tim dokazali, ze x, =0 nebo x, =u. To implikuje x, =0 nebo x +Xx, =X, , ale

oboje nesmi platit. (Podrobné: x, =0=X, =0;X, =U=>U+X, =UV, X + X, =X,, % =0)
Proto plati, ze X, #U+V, a obdobné (ze (6) X, #U+V.
Na zavér, pokud X, =X, =0, potomz (3)a(7) =0=u-X, =X, V.

Jednim jedinym feSenim je tedy X, =0. (Jako pfiklad X, =u=0=uv=0=X,, ¢im se

dostavame ke sporu.)

Zustalo nam tedy 2x3x2x2—-1x3x2x1=18 ptipadii. Vzniklou situaci mizeme shrnout

takto:
X1 0 u u
X2 \Y; 0 \Y;
X3 Cokoli z trojice 0, u, v,

X4 ale navzajem riizné

Uvazujme tak, ze X, =0 a X, =V. Potom z (2) a (3) vyplyva, ze ux, =0=x,u. Pokud by
X, =V nebo x, =V, potom bychom dostali okamzité spor. Zbylé dva mozné ptipady jsou

(0,0,u,V) nebo (0,u,0,v). Pficemz oba dva davaji okruh.

Obdobné, pokud X, =u a X, =0, potom X, #u ze (7) a X, #u ze (6). Opét
ziskame dva okruhy, a to okruh (u,v,0,0) a okruh (u,0,v,0).

Poslednich Sest ptipadt vychazi z toho, ze X, =u a X, =V. Rovnosti (4) a (5) jsou
nasledujici: VX, = X,V a UX; = X,u. Pokud polozime X, =0, potom se zredukuji tyto
rovnosti na X,v =0=ux,. Proto jedind moZznost feSeni je X, =0, ale ta nemiZze nikdy

nastat, protoze R je nekomutativni okruh. Obdobné X, =0 déava spor.

Zbyvaji tedy moznosti (u,u,v,v) a (u,v,u,Vv), které nam daji okruhy.
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Izomorfni okruhy radu 4

Kazdy okruhovy izomorfismus je také zaroven izomorfismem odpovidajicich si aditivnich

grup téchto okruhii. Grupovy izomorfismus Kleinovy grupy musi byt ve tvaru permutace

na tiiprvkové mnoziné u, v, u+Vv =w. Jak uz je ve zvyku, budeme téchto Sest permutaci

zapisovat do tvaru cykla: Id (identita), (u,v),(v,w),(w,u), (u,v,w), (u,w,v).

izomorfismem R na R. Pak pro kazdé x; zobrazeni na ¢(x.) pro i=12,3,4.V tomto

okamziku mtizeme urcit ¢tvetice, které¢ davaji charakterizaci okruhu, ktery je obrazem

Uvazujme, ze (X, X,, X3, X,) J& okrunem R fadu 4 a necht’ ¢ je okruhovym

puvodniho okruhu pii shora uvedeném izomorfismu.

Napiiklad m&me ¢ =(w,u). Potom ¢(u) =w, ¢@(v) =V a ¢(W)=u. Sestavime tabulku

multiplikativniho zobrazeni ¢ :

9(0) o(u) (V) p(W)
O w0 | e | e P(0)
o(u) 2(0) o(x,) P(%,) P(X +X,)
o(V) #(0) P(%;) o(%,) P(% +X,)
p(W) 2(0) (X +%) | p(X+%) | @ +X+X+X,)
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Po dosazeni odpovidajicich sis hodnot a po Gpravée ziskavame:

0 U+ v
0 0 0
u+v 0 P(x) Z69) P(%)+o(x,)
v 0 (%) P(%,) P(%) +9(X,)
u 0 P(X)+o(x) | 90G)+@(x,) | o(X)+(X), +o(x) +9(X,)

Pokud tabulku uspotaddme béznym zplisobem, ziskdme nasledujici vysledek:

0 u v u+v
0 0 0 0 0
u 0 (%) +9(X), +o(x) +o(X,) | p0G)+@(X,) | o(x)+9(X)
v 0 P(%) +9(X,) P(%,) ()
u+v 0 P(%)+o(x,) P(X,) P(%)

Okruh je urCen ¢tvefici (¢(X ) +@(X), +9(%) +@(X,) , (), + 9(X,) , (%) + @(X,) , p(X,) ).
Uvazujme, ze mame okruh R, ktery bude urcen ¢tvetici (u,v,u,V) . Potom za pomoci
izomorfismu (w,u) ziskame (W+V+W+V,V+V,W+V,V), coz znamena, ze

(u,v,u,v) =(0,0,u,V). Vyse uvedenym zptuisobem lIze uréit obrazy okruhii pii

izomorfismech témito permutacemi:

Identita (P(%), P(%,), P(%;), 9(X,))
(u,v) ((X,), (%), 9(%,), (%))
(v, w) (P(%), (%) + @(X%,), (%) + P(%5), (%) + P(X,) + P(%;) + (X))
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(w,u) (@(%) +@(X,) + 0(%) + 9(X,), 0(%,) + (X,), (%) + (), 9(X,))
(U, v, w) (@(x) +0(%) + (%) +@(X,), (%) + (%), (%) + (X)), @(X,))
(U, w,v) (@(X,), (%) + (%), 0(%,) + (X,), (2(%) + P(%,) + 9(X;) + p(X,))
Odtud mizeme nahlédnout, Ze:
(u,v,u,v) = (0,0,u,v) [bylo uzito (w,u)]
= (u,v,0,0) [bylo uzito (v,w)]
(u,u,v,v) = (0,u,0,v) [bylo uzito (w,u)]
= (u,0,v,0) [bylo uzito (v,w)]

To znamena, ze az na izomorfismus, existuji pouze dva nekomutativni okruhy fadu 4, a to
(u,v,u,v)a (u,u,v,v). Kazdy z téchto okruhii obsahuje jednostranny jednotkovy prvek, ale

neobsahuje oboustrannou jednotku.

Komutativni okruhy radu 4

Pokud polozime x° = x*, potom dostavame komutativni okruh ve tvaru
(X, X,, X3, X,) @ asociativni zdkon ndm poskytne dvé podminky: u-x, =X -v a X, =X,-V.
Nejprve uvazujme, Ze okruh R mé jednotku, naptiklad u. Potom plati X, =u, X, =V a

asociativni zakony. Proto kazda ze ¢tyf moznych hodnot pro X, nam da okruh:

X, = 0: dava obor integrity hlavnich idealt, proto tedy v tomto okruhu mizeme jakykoli

idedl generovat jedinym prvkem.

X, = U : dava stejny obor hlavnich idealt, protoze (u,v,v,0) = (u,v,v,u)- izomorfismus

(v,w).
X, =V:tennam da Z, ®Z,, jiny obor integrity hlavnich ideald.

X, =U+V: dava GF(4), coz je Galoisovo téleso fadu 4
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Na zavér uvazujme, ze okruh nebude mit jednotku. Potom neni ve tvaru: (u,v,v, X,)

s jednotkou u, (x;,u,u,Vv) s jednotkou v, ale ani (u+X, X, x,v+X) s jednotkou u+v.

M¢éme X, =0, potom z asociativniho zékona plati, ze u-X, =0, coz implikuje
X, #V, U+Vau-X,=X-v.Pokud x, =u, potom jedind mozna feSeni jsou X, =V nebo
X, =U+V, coz ale vylucujeme, protoze jsme si dali pfedpoklad, ze okruh nemé jednotkovy

prvek. Tim padem jsme opustili okruhy ve tvaru (0,0,0, x,) .

Obdobneé:
X1=u déVé (U,0,0,0) a (u!uluiu)
X, =V dava (v,0,0,0) a (v,v,v,v)

X, =Uu+Vv dava (U+v,0,0,0) a (U+V,u+V,u+V,u+Vv).

Pokud pouzijeme ptredchozi vysledky o izomorfismu, dokazeme tuto mnozinu rozdélit do

nasledujicich tfid navzajem izomorfnich okruht:

a) (0,0,0,0), trivialni okruh O, ®0,
b) (0,0,0,u)=(v,0,0,0) (izomorfismus (u,v))
= (U+Vv,u+Vv,u+v,u+v) (izomorfismus (w,u))
c) (0,0,0,v)=(u,0,0,0) (izomorfismus (u, V)
=~ (0,0,0,u+V) (izomorfismus (v,w))
= (V,V,,V) (izomorfismus (w,u))
~(u+v,0,0,0) (izomorfismus (u,v,w))

= (u,u,u,u) (izomorfismus (u,w,V))

Tteti okruh (0,0,0,v) mizeme ztotoznit (U <> (0,1),v <> (0,1)) s okruhem Z, @0, .
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Zavér okruhu

V tuto chvili mizeme vypsat seznam vSech asociativnich okruht az do fadu 7 (v€etng).

Tento seznam uvedeme pro piehlednost v nasledujici tabulce:

3

Rad Okruh Aditivni grupa Vlastnosti
1 O] C, Komutativni okruh
2 O, Co Komutativni okruh
2 Z> C, Komutativni téleso
3 O3 Cs Komutativni okruh
3 Z3 Cs Komutativni téleso
4 Oq4 Cy Komutativni okruh
4 Zy Cy Okruh hl. ideala
4 . u=2u" Cy Komutativni okruh
A UV, ) v Nekomut. okruh
s levou 1
A U0V v Nekomut. okruh
s pravou 1
4 Z,®Z, \Y Okruh hl. idedlt
4 GF(4) Vv Komutativni téleso
4 (u, v, v,0) Vv Okruh hl. idedlt
4 0,®0, \Y Komutativni okruh
4 Z,®0, \Y Komutativni okruh
5 Os Cs Komutativni okruh
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5 Zs Cs Téleso

6 Os Cs Komutativni okruh
6 Zg Ce Okruh hl. idealt
6 Z,®0, Ce Komutativni okruh
6 Z,®0, Cs Komutativni okruh
7 Oy C, Komutativni okruh
7 Z7 C, Komutativni téleso

V ¢asti vénované okruhtim 1 v uvedené tabulce jsme piejali dohodu, ze okruh

hlavnich ideali ma jednotkovy prvek. Nejmensim z téles je Z; a ten je také nejmensim

euklidovskym oborem integrity, oborem integrity hlavnich ideali a oborem integrity

S jednoznaénym rozkladem. Protoze kazdy konecny obor integrity je télesem, nema

vyznam hledat nejmensi kone¢ny obor integrity, ktery neni oborem integrity

S jednozna¢nym rozkladem atd.

Na zavér si vSimnéme, ze nejmensi nekomutativni okruh je tadu 4. Nemuze jit o

obor, protoze kone¢ny okruh bez dé€litelti nuly je okruhem s délenim (to znamena

nekomutativnim télesem) a kazdy kone¢ny okruh s délenim je podle Wedderburnovy véty

télesem komutativnim.
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Zaveér

Cilem této diplomové prace bylo podat uceleny piehled zakladnich informaci o
okruzich s malym poc¢tem prvku. Také jsme zde shrnuli zakladni vlastnosti dalsi kone¢né
algebraické struktury malych fadu, a to struktury grup. Zopakovali jsme zde nékteré
pojmy, které jsou potiebné k rozvoji teorie, uvedli jsme platnost zakladnich tvrzeni o

téchto strukturach a doplnili je o diikazy platnosti téchto tvrzeni.

K popisovani jednotlivych grup jsme vyuzivali pfedev§im operacni tabulky, které
slouzili k piehlednosti, protoze pouhy zapis vysledkt jednotlivych operaci by byl
nepiehledny a ¢tenaf by se v ném mohl snadno ztratit. Povedlo se ndm popsat vSechny
grupy fadu maximaln¢ 15 (azZ na izomorfismus), a to jak komutativni, tak i nekomutativni.
Pocty jednotlivych existujicich grup jednotlivych fadu jsme shrnuli do tabulky v zavéru
¢asti, kterd se v€novala teorii grup. Velmi zajimavym a cennym je poznatek o zptisobu
konstrukce grup za pomoci direktniho sou¢inu. K tvorbé grup vyssSich f4di napoméhaji

hlavné Sylowovy véty.

V teorii okruhtl jsme provedli klasifikaci vSech asociativnich okruhii f4di mensich
nebo rovnych 7 na zéklad¢ aditivnich grup. V préci jsou uvedeny jednotlivé druhy okruh,
at’ uz jde o komutativni nebo nekomutativni okruhy, izomorfni okruhy, anebo okruhy

s cyklickou aditivni grupou.
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Resumé

As the title suggests, this work focuses on circuits with a small number of elements.
This diploma thesis deals with the topic of finite algebraic structures (namely, small-order
circuits, but also contains a topic related to the group). Only in colleges students will learn
in detail in various lessons (seminars and lectures) with different algebraic structures,
either with one or even two operations. It is clear that groups, circuits, and other algebraic
structures are built from simpler to more complex structures. This also implies the
importance of finite structures of small orders. It is also clear that these structures serve
students to understand and gain an understanding of the substance being studied. The
knowledge of these examples helps students to get a concrete idea of the theory under
discussion, and the students are equipped with simple examples of structure. They can help
students understand the definitions and sentences that will follow in developing the theory.
But it is true that some of the structures can be met by primary school pupils without
knowing that they are working with such things.
This work builds on the knowledge that students obtain from algebra classes and
summarizes the basic properties of finite groups of small orders and finite circles of small
orders. At the same time, in group theory, we will familiarize with Sylow's sentences,

which are very important.
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