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Uvod

Snad kazdy student vysoké Skoly s technickym zaméfenim se na zacatku svého studia
setkava s pojmem integral a s jejich vypocty. A snad kazdy student si pfi vypoétu pomaha
pocitacovou technikou nebo programy k tomu uréenymi. Tyto néstroje mohou studentovi
pomoci pti samotném vypoctu nebo pii kontrole vysledku. Pti studiu teorie integralt se
objevuje velka skupina funkci, které jsou nazyvany raciondlné lomenymi, a je jim
vénovana velka ¢ast seminafe. Student brzy zjisti, ze tyto integraly mohou byt velice
naroc¢né, zejména ¢asove, na vypocet a sahd pro pomoc v podobé pocitace. Cilem této
béhem par okamzikti. Hned v tivodu si dovolim vyzradit tajemstvi, Ze pocitace vlastné
vubec neintegruji, ale vystaci si pouze s linearni algebrou.

Cela prace je rozclenéna do péti kapitol, ve kterych je predstavena problematika vypoctu
integrall racionalnich lomenych funkci nejprve ,,lidskymi metodami‘ posléze metodou
Ostrogradského.

Praveé druha, tieti a ¢tvrta kapitola se vénuji podrobnéji Ostrogradského metod¢ a
postupnému nalézani odpovédi na problémy, které pti této metodé vyvstavaji.

Posledni kapitola je vénovana samotnému vypoctu integralti racionalnich lomenych funkci
pomoci softwaru Wolfram Mathematica. Piiklady jsou zde feSeny postupné podle navodu,
ktery je ptedstaven v prvnich ¢tyfech kapitolach.



1 Lidské metody reSeni integrali racionalné lomenych funkci

1.1 Uvodni vhled do problematiky

DEFINICE: RACIONALNI LOMENA FUNKCE (RLF)

Funkci jedné realné proménné x ve tvaru f (x) = R () , kde P, (x) la Q, (x) jsou
X

n

polynomy stupné m, respektive n, nazveme racionalni lomenou funkeci.
Je-li m < n, fekneme, ze funkce f(X) je ryze lomena.
Je-li m > n, fekneme, ze funkce f(X) je neryze lomena.

Pted samotnym algoritmem pro feseni racionaln¢ lomené funkce ukazme nejjednodussi
ptipady a moznosti vysledkd, které se mohou objevit pfi integraci racionalné lomené

funkce.

Priklad 1:

3 3
J.XJFX—iHldx:J.%dXJrJ‘X—XZdXJrI%dx:
2

X 1
=—+In|x|-=+c
2 X

Priklad 2:
1
_[Z—dx =arctg(x)+c
X +1

Jednoduchou upravou a vyuzitim zakladnich vzorctl pro integraci jsme dospéli k vysledku.
Je zajimavé, Ze pfi integraci racionalné lomené funkce je vysledek souctem nasledujicich:

e polynom
e lomend funkce
e pfirozeny logaritmus

e funkce arkustangens

! Polynomy jsou ve tvaru P, (x) =a X" +a X" +...+aX+a,
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Poznamka:

Integraly racionalné lomenych funkci, které maji v Citateli derivaci jmenovatele, jsou
rovny pfirozenému logaritmu absolutni hodnoty jmenovatele (mozné tesit linedrni

substituci).

Pro vypocet integralti racionalné lomené funkce budeme mnohdy potiebovat zadanou

funkci ptepsat jako soucet parcidlnich zlomkd, které jsou pro integraci vyhodné.

1.2 Algoritmus FeSeni:

1) Pfevedeme funkci na ryze lomenou, pokud jiZ tato neni zaddna
2) Rozlozime jmenovatele na souc¢in kofenovych Ciniteli

3) Rozlozime RLF na soucet parcialnich zlomkt

4) Parcialni zlomky integrujeme

V nasledujici ¢asti budou rozebrany jednotlivé kroky algoritmu.

1.2.1 Pievod neryze lomené racionalni funkce na ryze lomenou
Je-1i stupen polynomu v ¢itateli vyssi neZ stupeii polynomu ve jmenovateli, pak tyto

polynomy vydélime. Tim dostaneme soucet polynomu a ryze lomenou funkci, ktera je

vhodna pro naslednou integraci. Tedy QEX; R(x) + Q(( )) kde degS <degQ.

Ax° +8x° +7

Priklad 3: Neryze lomenou funkci f (x) = ™ upravte na ryze lomenou.
X

(4% +8X2 +7) (2X7) :2x+4+%
X

—(4x%)
8x* +7
~-(8x°)
+7
Po vydéleni tedy miizeme psat R(X) = % =2X+4+ % .



1.2.2 RozloZeni jmenovatele na soucin korenovych Ciniteli
Pokud vsechny ¢asti fesené¢ho integralu maji podobu ryze lomené racionalni funkce,

presouvame se k ukolu zapsat jmenovatel jako soucin jeho kofenovych Cinitelt.

DEFINICE: KOREN POLYNOMU

Koften polynomu p je takové ¢islo a € C, pro které je p(a) =0 .

DEFINICE: KORENOVY CINITEL POLYNOMU

Kofenovy Cinitel polynomu p je polynom tvaru x —a, kde a je kofen polynomu p.

VETA: DUSLEDEK ZAKLADNI VETY ALGEBRY

Kazdy polynom Q(X) stupné¢ n ma pravé n komplexnich kotent.

Pokud vezmeme do uvahy existenci kofent a nutnou podminku, ze kazdy kotenovy Cinitel
déli ptivodni polynom beze zbytku, dojdeme k disledku zakladni véty algebry. Muzeme

totiz psat, ze kazdy polynom Q(X) Ize zapsat nasledovné:

QX)) =k(Xx—xy) - (X—x)---(x—x,) , kde X, X,,..., X, jsou komplexni kofeny polynomu
Q(x).

Je oviem mozné, Ze polynom nebude mit pouze redlné kofeny. V takovém piipadé by do

hry vstupovala komplexni ¢isla. Pokud si oviem uvédomime, ze kdyz komplexni ¢islo
u=a+bi je kofenem daného polynomu, pak je kofenem i komplexni ¢islo u=a-—bi.
Soucinem kotfenovych Cinitel (X—u)a (X —G) dostavame déle nerozlozitelny (v oboru

realnych ¢&isel) polynom druhého stupné ve tvaru x> + px+(q .

Z této tivahy vyplyva, ze kazdy polynom Q(X), Ize v mnozin¢ realnych funkci zapsat jako:

Q(x) = (X_Xo)'()(_)(ﬂL)---()(_)(n)'(X2 + plx+q1)"'(xz+ pjx+qj) .



1.2.3 Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky
V piredchozim kroku algoritmu jsme zjistili, Ze jedinymi moznymi kofenovymi Ciniteli pti
rozkladu jmenovatele jsou (x—a)" pro realné n-nasobné kofeny a (x* + px+q)" pro n-

nasobné komplexné sdruzené koteny.

Algoritmus rozkladu na parcidlni zlomky:
1. Za kazdy ¢len (x—a)"ptidame n parcidlnich zlomka do rozkladu

A B C
+ =+t -
Xx—a (x—a) (x—a)

2. Za kazdy ¢len (X*+ px+q)"pfidame n parcialnich zlomki do rozkladu

Ax+B Cx+D Ex+F
> +— st — -
X“+pX+0 (X7 + pX+0,) (X" + p,x+d,)

Piiklad: Rozlozte funkci f(x) = na parcialni zlomky.

S5

x> —9x+14

Kofeny jmenovatele miZzeme nalézt pies vzorec pro kvadraticky troj¢len nebo pres
5 B 5

x> -9x+14  (x=2)-(x=7)

__A B
(x=2)(x=7) (x=2) (x=7)

Hornerovo schéma a dostavame . Podle prvniho kroku

algoritmu miZeme psat . Tuto rovnost pfendsobime

spole¢nym jmenovatelem vSech ¢lent a upravime do tvaru souctu ptislusnych mocnin.

5=A-(Xx-7)+B-(x-2)
5=Ax-7A+Bx-2B
0-x+5=(A+B)x-7A-2B

Porovnejme koeficienty u ptislusnych mocnin. Vysledkem bude soustava dvou rovnic o

dvou neznamych.

0=A+B
5=-7A-2B
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Resenim této soustavy je A=—1,B =1. Miizeme tedy psat vysledny rozklad:

5 1 1

f(x)=— =— +
X —9x+14 (x=2) (x=17)

Piiklad: Rozlozte funkci g(x) =

X 1 na parcialni zlomky.

3

V tomto piikladu se dostdvame do situace s jednim redlnym a jednim komplexné

sdruzenym kotenem. Pokud jmenovatel rozlozime podle vzorce, dostdvame:

X X A N Bx+C
-1 (x=D(*+x+D) (x-1) (X*+x+1)

Posledni dva ¢leny rovnosti vynasobime spole¢nym jmenovatelem a upravime do tvaru

souctu ptislusnych mocnin.

X = A(X* + x+1) + (Bx+C)(x-1)
X = Ax* + AX+ A+ Bx* —Bx+Cx-C
0x*+x+0=(A+B)x*+(A-B+C)x+A-C

Porovnanim koeficientl pfisluSnych mocnin dostavame soustavu tfi rovnic o tfech

neznamych.

0=A+B
1=A-B+C
0=A-C

y 1 1 1
Resenim této soustavy je A= 3 B=- 3 C= 3 Vysledny rozklad tedy vypada

nasledovné:
X 1 x-1
g (X) =3 = - 2 :
x*=1 3(x-1) 3(x"+x+1)
Piiklad: Rozlozte funkci j(X) = % na parcialni zlomky.
(X+1)(x° +1)

V tomto piikladu uZ budeme pracovat s jednondsobnym realnym kofenem a vicenasobnym

komplexné¢ sdruzenym kofenem.
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2X A Bx+C Dx+E
= + +
(x+D(x*+1)* (x+1) (X*+1) (xX*+1)?

Rovnost vynasobme spole¢nym jmenovatelem a upravme do ptislusného tvaru vhodného

k porovnavani koeficientd jednotlivych mocnin.

2x = A(X* +1)% + (Bx+C)(x +D)(x* +1) + (Dx + E)(x +1)

0=A+B
0=B+C
0=2A+B+C+D
2=B+C+D+E
0=A+C+E

- . 1 1 1
ReSenim soustavy rovnic jsou A:—E, B:E, C:_E’ D=1, E=1.

Vysledny rozklad vypada nasledovné:

2X 1 x-1 Xx+1
=— + + .
(X+D(x*+1)*  2(x+1) 2(x*+1) (x*+1)?

1.2.4 Integrace parcialnich zlomkii

Pokud se podivame na ptedchozi krok algoritmu, zjistime, Ze po rozloZeni jmenovatele na
soucin kofenovych ¢initell se v pfikladech mize objevit pouze nékolik typl parcialnich
zlomki. Tato ¢ast si klade za ukol vSechny typy vyfesit v obecné roving a poté ukazat

jejich praktické vyuziti na nékolika ptikladech.

1.2.4.1 Parcialni zlomek prislusny jednoduchému redalnému korenu

dx,n=1

A
I(><—B)“

Tento typ parcialnich zlomki je nejjednodussi. Staci si uvédomit, Ze konstantu miizeme
vytknout pied integral a zbyde nam tabulkovy integral, ktery se rovna logaritmu absolutni

hodnoty jmenovatele. Tedy:
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J.idx:A-ln|x—B|+c
Xx—B

1.2.4.2 Parcidlni zlomek prislusny nasobnym redlnym koreniim

A
I(X_B)ndx,neN—{l}

Tento typ parcialnich zlomki budeme fesit substituct, ktera integral prevede na tabulkovy

priklad. Poté zpét dosadime za substituovanou neznamou.

c

j A d y:X_B
dy = dx

1-n @\
_ :A-Iﬂ:A-y—+C:A-&+
(X_B)n n

y 1-n 1-n

1.2.4.3 Parcidlni zlomek prislusny ndsobnym komplexné sdruZzenym koreniim

J' Bx+C
(x> +cx+d)"

: B N .
V prvnim kroku budeme pted integral vytykat vyraz > abychom v ¢itateli zlomku dostali
derivaci jmenovatele (lisici se pouze o velikost konstanty).

J- Bx+C _EI 2x+k x—E~J' 2x+Cc+Kk;
(x> +cx+d)" 2 (x> +cx+d)" 2 (x*+cx+d)"

V posledni upravé jsme si konstantu k vyjadiili jako soucet konstanty linearniho ¢lenu

jmenovatele a zbytku k; .
Zavedeme substituci a integral rozdélime na dva integraly.

B dy K,
=—.(] —= —d
2 (-[ y"+-|‘(x2+cx+d)n )

EI 2x+c+k o y=x’+cx+d
2 9 (xX*+cx+d)" dy = (2x + x)dx

Prvni integral jsme jiZ spocitali na ptedchozi strané€ v podkapitole ,,Parcialni zlomek
pfislusny ndsobnym realnym kofeniim*. Druhou ¢ast spocitame samostatné, jelikoz bude
potieba delsi odvozeni. Pro n>1 je také potteba odvodit rekurentni vzorec, kterym dany

integral dokon¢ime. Pro zjednoduseni zapisu vytkneme konstantu k; pied integral.
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Prvnim krokem postupu je doplnéni zavorky ve jmenovateli na ctverec.

1 dx
J.(xz +cx+d)“dX:J-

[(x + ;)2 + z}n

V=X+— .
Déle zavedeme substituci 2|, ktera cely vyraz zjednodusi do podoby
dv = dx

dv
J. (V2 +2)"

Pokud bychom prozkoumali tabulkové integraly, zjistime, ze vyraz ve jmenovateli se blizi

primitivni funkci k funkci arctg(x) +c , pouze potiebujeme ve jmenovateli vyraz v* +1.

vZ = zt?
Toho docilime substituci |v = \/Et . Dostaneme tedy

dv = /zdt

jdv N Jzdt N x/_dt I\/_dt \/_f

V+2)" Y (zt*+2) [ ] "-(t*+1)"  z

Abychom se dopatrali ¢astecného vysledku u integralu tohoto typu, uvazujme nyni n=1.

t*+1)"

Ptipad, kdy n > 1, rozebereme v nasledujici ¢asti a odvodime rekurentni vzorec, kterym se
dostaneme na pozadovany tvar integralu. Shriime v tuto chvili vSechna ¢4stecné feSeni

prozatim bez resubstituci.

J- BXx+c dx—E-yH Bk, vz
(x* +cx+d)" 21-n 2 7"

Pokud zpétné dosadime za substituované proménné, dostdvame

2X+C

\/—)

J- Bx+c dX_B~(x2+cx+d)1‘” Bl /2 -arctg(
(x> +cx+d)" 2-(1-n) z"

Z odvozenti je patrné, ze i pro nejjednodussi ptipad dostavdme pomérné slozitym vypoctem
velmi komplikovany vzorec. Pokud budeme mluvit o ,,ru¢nim* feSeni integral neni
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vyhodné pamatovat si cely vysledny vzorec, ale spise postupy a substituce, které vedou
k vysledku. Pokud bychom integraly fesili vypocetni technikou, je jist¢ vyhodné

implementovat vysledny vzorec, nez psat do kdédu postupné integrovani.
Pojd’'me se nyni podivat, jak vytesit posledni ¢ast integralu, pokud je mocnina vyssi nez
jedna. Jedna se o posledni typ integralu racionalné lomenych funkeci.
, N (1o 1
1.2.4.4 Rekurentni vzorec pro reseni integralil typu '[ de, neN- {1}
X“+
Integral budeme fesit metodou per partes, kdy si jako druhy ¢len soucinu priddme

»chytrou® jednicku.

u= _1 V=l
J‘ dx _ (X2 +1)n
(x> +1)" e —n(x*+1)"*-2x Ve x
(x* +1)*"

Po upravéch dostdvame

2

dx X X
= +2n| —————dx
I (xX2+D"  (X*+D)" J'(xz +"t

V (itateli integralu pficteme a odecteme jednicku.

dx X x*+1-1
_[ 5 =— +2n.[—2 7dx
x*+D"  (x*+1)" (x*+D"

Integral roztrhneme na dva a upravime.

dx X dx dx
_ on[—2X __op[ %X _
J D) D) J O +1)" J o +1)™

Pokud si piivodni integral oznacime jako |, , vSimneme si, Ze ten samy integral se (aZ na

konstantu) objevuje i v feseni. Nasleduje schématicky pifepis integrace:

n=———+2n-l -2n-1
(x*+1)

Z toho po tUpravach dostavame
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1 X 2n-1

Py el s -1, coZ je findlni podoba rekurentniho vzorce.
2n (x°+1) 2n

Priklad: Racionalni lomenou funkci f(x)= integrujte podle proménné X .

X
2x* —3x -2
Nejprve rozlozme jmenovatele na soucin kofenovych Ciniteli podle vzorce pro
kvadratickou rovnici nebo metodou ,,0odhadovani* kotfent. Poté ukazme, jak bude vypadat
rozklad na parcialni zlomky, a metodou neurcitych koeficienti tyto parcialni zlomky

uréeme.

X B X A N B
2x°-3x-2 (x=-2)2x+1) x-2 (2x+1)

Posledni dva ¢leny rovnosti vyndsobime spole¢nym jmenovatelem a porovnanim

koeficientl pfislusSnych mocnin ziskdme soustavu linedrnich rovnic:

Xx=A(2x+1)+B(x-2)
x':1=2A+B
x":0=A-2B

2 1

A=ZB==
5 5

Vratme se k zadani Glohy a integrujme nyni funkci jiZ rozloZenou na parcialni zlomky.

E-J'—l dx+1-J' 1 dx
5 ' x-2 5 7 2x+1
Po vyuzZiti pravidla z odstavce 1. 2. 4. 1 dostdvame vysledek

Zinjx—2/+ Zin|2x+1+c
5 10

T . X . . «
Piiklad: Racionalni lomenou funkci f(x)=— 1 integrujte podle proménné X .
X
Bystry ¢tenaf si povSimne, ze tento priklad se jiz objevil v pfedchozim odstavci a je nam

tedy jiz znam rozklad na parcidlni zlomky. Pojd'me tedy rovnou pfejit k vyjadieni

integralu.
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X 1 1 1 x-1
J.x3—1 dx:é'IE dX_g.J-x2+x+1 dx

Prvni integral je trivialni a podobny typ byl fesen v piedchozim piikladu. Resme nyni
druhy integral, ktery jiz vyzaduje vyuziti nékolika ,,fint“. Nejprve integral vynasobime
»chytrou jednickou* a poté jinou ,,chytrou jednicku* pfi¢teme. Touto upravou ziskame

v ¢itateli zlomku derivaci jmenovatele.

—In| H__J‘ 2(x-1) 1In|x—1|—1_[zx+l 1- 2d
2(x? +x+1) X“+X+1

lln|x—1|—lln‘x2+x+1‘+ljz; dx
3 6 29 X +x+1

Ponechme nyni stranou logaritmické cleny a podivejme se na vypocet integralu, ktery

zbyva. Jmenovatele doplnime na ¢tverec a zavedeme substituce z 1. 2. 4. 3

1

U=X+=
T 1 4- +2:lj 1 qu=| 2 :5}4
(x+1)2+§ du=dx | 2 w4 3 2 §(v2+1)
2’ 4 - 4 |du=Sdv g

Po vytknuti konstant pted integral dostavame tabulkovy integral, ktery vede na arctg .

Nesmime ale zapomenout na resubstituci. Po zpétné upravé mizeme tedy psat vysledek

celého prikladu.

X 1 1 3 2X +
Ix3—1 dx=§ln|x—]4—gln‘x2+x+1‘+?arctg(

N

l)+c

Priklad: Racionalni lomenou funkci f(X) = ﬁ integrujte podle proménné X .
X"+

Vsimneme si, Ze tento piiklad je jiz pfipraven na aplikaci rekurentniho vzorce odvozeného

v 1. 2. 4. 4. Nemusime tedy feSit slozité substituce, ale rovnou dosadime:

1 1 x 3 1
L=[—1 dx=t X 3 kdel, =[—1
3 j(x2+1)3 2 (17 4 : j(><2+1)2

Znovu aplikujeme rekurentni vzorec a nové vznikly integral je jiz tabulkovy Lze tedy

uvest.
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1 1 X 4 1 X 1
—  dx==—4— (= +—arctg(x
-[(x2+1)3 4 (x*+1° 3 (2 1+x> 2 9(x))

Upravme vysledek do piijatelnéjsiho tvaru a dostaneme

+ 3arctg(x)

J. 1 dx—l X(5+3X2)
(4D 8| (14x7)°

Tato kapitola byla napomocna pti zopakovani technik pro integraci racionalné lomenych
funkci. Jak je ovSem patrné z predposledniho piikladu, vypocet se mize ponc¢kud zamotat.
Pokud pfi rozkladu na parcialni zlomky vyjde vice ¢leni piislusejicich komplexnim
(nasobnym) kofentim, je ru¢ni integrace pomoci substituci velice zdlouhava. Pokud si
ovsem uvédomime, jak se pfi integraci postupuje, je patrné, ze algoritmy jsou potad stejné
a ze by bylo moZzné ptenechat stroji, ktery je nejen rychlejsi, ale i bezchybny. Pojd'me se
nyni podivat na metody, které jsou vyuzivany v softwarech. Postupné si ukazeme
jednotlivé kroky, podle kterych by mohl pocitac postupovat. Zjistime, ze pocitace se sice
,tvari, Ze integruji®, ale ve skutecnosti chytte vyuzivaji algebru, aby samotn¢ integrovani

mohly obejit.
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2 Ostrogradského metoda reSeni integralii racionalné lomenych

funkci

Obsahem piedchozi kapitoly byly moznosti feseni racionalné lomenych funkci pomoci
lidskych metod. V souc¢asné dobé se ovsem lze spolehnout na vypocetni techniku typu
Wolfram Alpha, Wolfram Mathematica, Maple, Derive a mnoho dalsich. Snad kazdému,
kdo se s témito programy potykal, vyvstala na mysli otazka, jak to ony programy d¢laji.
Nekteré z programti nebo aplikaci jdou uzivateli ,, na ruku® a nabizi moZznosti feseni
lidskymi metodami. UZivatel si mtze naptiklad vybrat, kterou z lidskych metod (per
partes, substituce...) ma stroj vyuzit. Vysledkem je postup, tak jak by jej fesil samotny

uzivatel na papiie v podob¢ step-by-step.

primarné vyuzily. V této kapitole se budeme nejvice vénovat piistupu, ktery pfinesl
Mikhail Vasilevich Ostrogradski. Je jisté zajimavé podivat se na tuto vyznamnou osobnost

historie matematiky podrobnéjsi optikou.

2.1 Mikhail Vasilevich Ostrogradski
Narozen: 24. zafi 1801, Ukrajina

Zamfel: 1. ledna 1862, Ukrajina

Hned na iivod uved'me poznamku, Ze Ostrogradského piijmeni se v literatufe v prvnim

padé objevuje ve tiech formach: Ostrogradski, Ostrogradskii, Ostrogradsky.

Ostrogradski se narodil do rodiny statkafe Vasili Ivanovitche, ktery mél ve mésté
blizké rodinné vztahy s prednimi ob¢any obce Pasennaja. Navzdory tomu byla jeho rodina

velmi chuda. Tato skutecnost se projevi v pozdéjsich letech Ostrogradského Zivota.

Ostrogradski navstévoval gymnéazium v Poltavé, kde jeho studijni vysledky nebyly
nikterak oslnivé. Po ukonc¢eni studia na gymnaziu se chtél vénovat kariéte ve vojenstvi.
Jeho rodina ovSem tento napad zamitla, jelikoZ nepovazovala vojensky plat za dostate¢né
vysoky. Usneseni rodiny bylo takové, ze Ostrogradski by se mél vénovat praci ve
vetfejnych sluzbach. K tomu bylo ov§em nejprve potieba dosahnout vysokoskolského

vzdélani.
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Do piipravného ro¢niku univerzity v Charkové nastoupil v roce 1816, aby v roce
1817 mohl zacit studovat matematiku a fyziku. Pocatky jeho studia byly ovlivnény nechuti
studovat a jistou Ostrogradského zdrahavosti. Nastésti v ném jeho ucitel Andrei
Fedorovich Pavlovsky objevil nadani pro matematiku a v jistém syslu v Ostrogradském
probudil zajem o védu. Dal$im ucitelem, ktery se velmi vyrazné podilel na vyvoji
Ostrogradského zivota byl Timofei Fedorovic Osipovsky. Tento profesor matematiky,
ktery v dob¢& Ostrogradského studia zastaval i funkci rektora Univerzity v Charkové, se stal
obéti zmény smysleni carského rezimu. Od roku 1816 se méla veskera véda vyucovat na
zaklad¢ kiestanskych principti. Kviili prohfeskiim proti tomuto nafizeni, byl Osipovsky

roku 1820 odvolan ze své funkce.

Tato historickd odbocka méla obrovské nasledky nejen pro zivot Osipovského, ale také

Ostrogradského, ktery byl jeho studentem.

V roce 1820 mél Ostrogradsky ukoncit své vysokoskolské vzdélani. Slozil vS§echny
zkousky, které byly potieba k ziskani doktoratu. Problém ovSem byl, Ze jeho zkousSejicim
byl ,,hiisnik* Osipovsky. Ostrogradskému nebyl doktorat uznan. Oficialnim divodem byla
absence na prednaskach z filosofie a teologie. Ostrogradski, ktery znal skute¢ny davod
neuznani titulu, odmitl moznost piezkousSeni a doktorat z Charkovské univerzity nikdy

neziskal a univerzitu opustil.

Centrem matematického déni v této dobé byla Francie a proto se Ostrogradski
rozhodl studovat zde. Pokud uvazime financ¢ni situaci jeho rodiny, ktera jeho odchod
neschvalovala i z jinych divodd, dojdeme k zavéru, Ze studium ve Francii muselo byt pro
Ostrogradského velmi naro¢né. Na druhou stranu studoval u takovych matematiku, jakymi
byli Laplace, Binet nebo Cauchy. Ostrogradski v této dobé uéinil veliky pokrok a zac¢al
publikovat v Paris Academy of Sciences. Tématem jeho ¢lankl byla zejména fyzika a

integralni pocet.

V roce 1828 se Ostrogradski vraci do Ruska, konkrétné do Petrohradu, kde

predstavuje tfi zdsadni eseje o teorii tepla, dvojnych integralech a mocninnych fadach.

Zajimavosti jeho zivota muze byt publikovani ¢lanku o balistice v roce 1820. Timto
¢lankem totiz oteviel téma v Rusku neprobrané. Diky tomu byl od roku 1847 vrchnim
inspektorem pro vyuku matematiky na vojenskych skolach. Napsal spoustu vynikajicich

udebnic a zasadil se velkou mérou o rozvoj Cebysevovy $koly v Petrohradg.
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Mg¢l by byt povazovan za zakladatele ruské Skoly teoretické matematiky.

2.2 Ostrogradského metoda

VETA: OSTROGRADSKEHO — HERMITOVA FORMULE

Bud’ g racionaln¢ lomena funkce. Bud'te dale Q :l_Ihf‘i faktorizace polynomu Q
i=1

na linedrni a dale nerozlozitelné kvadratické ¢leny, Q, = H h“+a Q, = Hh Potom

n=1

existuji polynomy P, a P,, pro které plati:

Im R(x) .[ R 4
Q(x) 1 (X) Qz(X)

Posledni identitu nazveme Ostrogradského formuli (Ostrogradského - Hermitovou

formuli).

Pfi ruénim integrovanim racionaln€ lomenych funkci méame zkuSenost, ze ve vysledku
naseho integrovani, tedy v hledani primitivni funkce K racionalné lomené funkci se
objevuje opét racionalné lomena funkce. Tato ¢ast se objevuje pii integraci konkrétnich

parcialnich zlomki a nazveme ji raciondlni éasti integralu z raciondlné lomené funkce.

R, BK) .
Q) Q)

Pojd’'me nyni naznacit diikaz této véty a prokazat, Ze Casti ———jsou lomené¢,
dokonce ryze lomené racionalni funkce.

Parcialni zlomky, které mohou do této ¢asti ptispivat, maji dvé podoby:

I. parcialni zlomek ve tvaru J- - dx, kde k>1

(x-a)

: e o A A 1
Po integraci této Casti, dostdvame j ( )k dx =— " 1- ( )H +C
X—« -1 X—a

Il. parcidlni zlomky ve tvaru IAX—-’_Bm dx, kde m>1 a jmenovatel je dale

(x> + px+0Q)

nerozloZzitelny kvadraticky faktor.
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V prvni kapitole této prace bylo ukazano, jak postupovat pfi integraci téchto racionalnich

Y

.. . [X+==Uu c oy
faktorti. Zavedeme substituci 2 a pfipadnou dalsi substituci pfevedeme
dx =du

jmenovatel do tvaru (t*> +1)™. Tim si zaru¢ime moznost pouzit rekurentni vzorec odvozeny

Vv ptedchozi kapitole.

Ax+B q Cx+D 0‘.[ 1

2 o OX=—— Tt 2 m-1 dx, kde
(X“+ px+Q) (X*+ px+Q) (X“+ px+Q)

Po integraci dostavame I
C,D,a jsou realné konstanty.

Jak je patrné, prvni ¢ast vysledku je ryze lomenou racionalni funkci. Pokud je v druhé casti
m—1 rovno jedné, jde o tabulkovy integral, jehoz vysledkem je arkustangens jistého
vyrazu. Pokud je ovSem m >2, musime na druhou ¢ast pouzit opét rekurentni vzorec. Coz

ovSem zaruci pouze dalsi racionalni lomenou funkci. Miizeme psat:

aj 1 Ex+F j ! - dx, kde E,F, B jsou redlné

dx = +
(X% + px+q)™* (X* + px+q)"? (X + px+q)™
konstanty.
Timto zpiisobem pokrac¢ujme do té doby, nez je jmenovatel integrované Casti roven jedné.

Pokud se podivame na €leny, které jsou racionalnimi lomenymi funkcemi, zjistime, ze je

Ize ptevést na spolecného jmenovatele. Dostavame vysledek ve tvaru:

J- Ax+B dx R(X) +J- 1

= - dx. Pfi pfevadéni na spole¢ného
(XZ + m 2 m-1 2
pX+Q) (X°+ px+Q) X“+ pX+qQ

jmenovatele jsme pracovali s ryze lomenymi racionalnimi funkcemi, proto je i prvni ¢ast

vysledku racionalné lomenou funkci. Plati tedy st R(x) <st (X*+ px+q)™".

Pokud si uvédomime, Ze do integrace mohly zasahnout dva typy parcialnich zlomku,
mtizeme psat Q (X) = (X—a)* ™" -...-(X* + px+@)™*-..., kdy se jedna o faktorizaci
polynomu Q,(X) . Druhou ¢ast, kterou je jesté nutné integrovat, nazveme logaritmickou
(transcendentni) Casti a faktorizace jejiho jmenovatele bude jisté vypadat takto

Q) =(X=a)-...-(X* + pX+0)-....
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Pro tuto chvili se spokojime s tim, Ze ptivodni integral byl zjednoduSen o raciondlni ¢ast a
nam zbyva integrovat pouze ¢ast transcendentni, napiiklad pomoci rozkladu na parcialni
zlomky. Metody, jak integrovat transcendentni ¢ast poc¢itatové budou ukazany

Vv nasledujicich kapitolach.

V tuto chvili méme k dispozici vzorec, ktery nam zjednodusi integraci racionalné

lomenych funkci. Budeme ptedpokladat, ze rozklad polynomu Q na soucin linedrnich a
dale nerozlozitelnych kvadratickych faktorti je zndm. Pojd’'me ukazat, jak mize nejprve

¢lovek urcit polynomy P (x) a Q,(x).

Jestlize jsou stupné polynomi Q, Q,, Q, oznaceny po fadé jako n, n,, n,, mizeme
polynomy P,(x) a P,(x)napsat jako polynomy s neur¢itymi koeficienty. Téch bude praveé
n. Jestlize zname faktorizaci polynomu Q, potom jsou ziejmé i polynomy Q,, Q, . Nasim

cilem je dojit k rovnici, ze které by se dala utvofit soustava n linearnich rovnic o n

neznamych. Derivujme proto Ostrogradského formuli:

P(x) :[ P9 j L PO
QM Q) " QM

Derivaci racionalni ¢asti proved'me podle zndmého vzorce pro derivaci podilu.

_R-Q-R-Q P
& Q

O|Tu

Pomoci tprav, pfeved'me racionalni ¢ast do podoby, kdy bude v jejim jmenovateli

polynom Q.

!

P’_Pl'Ql
PQ-RQ " o PRQ-RS , QQ
Q12 Ql Ql'Qz , Ql

Dosad’'me zpét do Ostrogradského formule a celou rovnost vynasobme polynomem Q .

Poté obdrzime rovnost

!

P=F-Q-FR-S+R-Q.
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To uz je nami hledana rovnost, ze které vyplyva n linearnich rovnic o n neznamych.
Takova soustava ma vzdy prave jediné feSeni a my tak ziskame hodnoty neurcitych

koeficientti polynomi B, (x) a Q,(X).

Pojd'me nyni uvedené skutec¢nosti aplikovat na konkrétni ptiklad.

Piiklad: Vypocitejte J. X

1
——d
X2 (L+ x%)?

Vime, ze polynom Q, bude mit tvar Xx-(1+ x°) . Pfi tomto uréeni snizime mocninu kazdého

faktoru jmenovatele zadané funkce. Po snadné tivaze dojdeme k tomu, Ze polynom

Q, = Q .V na$em piipadé bude mit tvar X-(x*+1). Stupné& polynomi ve jmenovateli
1
raciondlni i transcendentni ¢asti jsou rovny tfem. Bude tedy nutné zjistit hodnotu Sesti

neurcitych koeficientt. Integral miizeme ptepsat jako

1 AX* +Bx+C Dx*+Ex+F
_[ 2 vz OX= 2 J- o dx
X“(1+x°) X-(1+x%) X-(1+x%)
Derivujme tuto rovnost
1 _ (2Ax+B)(L+x%) - x— (AX* + Bx+C)(1+3x?) . Dx*+Ex+F
X2 - (14 x%)? X2 (L+x%)? X-(1+x%)

Odstranime zlomky a dostavame rovnost polynomui:

1= (2AX* + BX)(L+ x?) — (AX* + Bx+ C)(1+3x?) + (Dx* + EX* + FX)(1+ x%)
Upravou ziskavame rovnici:
1=Dx’+(E-A)x*+(D-2B+F)x*+(A-3C+E)x*+ Fx-C

Porovnanim koeficientii u odpovidajicich si mocnin polynomt, ziskame nasledujici

soustavu:
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x°: D=0

x': E-A=0

x*: D-2B+F =0
x*: A—3C+E =0
x': F=0

x°: C=1

Resenim této soustavyje C=-1,F=0,D=0,B=0,E=-3/2, A=-3/2.

Nyni miizeme dosadit do ptivodniho vzorce:

1 -1,5-%? —1 -1,5-x
I 2 vz OX= 2
X“(1+Xx°) X+ (l+x) X-(1+x%)

Po vytknuti konstanty z posledniho ¢lenu a zkraceni x ziskame tabulkovy integral.

Kone¢ny vysledek je tedy:

2
J.% dx = —1’5—X+21—1,5-arctg(x)+c
X“(1+Xx°) X-(1+Xx%)
3 2
Priklad: Vypocitejte J‘LX:_I dx Ostrogradského metodou.
X(x+1)

Nejprve uréime polynomy Q,(X) a Q,(x) . Poté ur¢ime pocet neurcitych koeficientd, které

budeme muset spocitat pomoci stupiili téchto polynomd.

J-—x +2x° 3+1 dx = Pl(x)ﬁj P, (x)
X(x+1) (x+1) X(x+1)

Vidime, Ze stupné obou polynomi ve jmenovatelich jsou rovny dv€ma, takze naSim

ukolem bude najit ¢tyfi nezndmé koeficienty.

J-—x +2x° +1 dx — Ax+B J-Cx+D
x(x+1)° (x+1)? 7 x(x+1)

Dalsim krokem je derivace posledni identity:

X +2x°+1 ~Ax-2B+1, Cx+D
x(x+1)° (x+1)° X(x+1)
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Po vynasobeni spolecnym jmenovatelem a po Gpravé dostdvame

—X*+2X% +1=—Ax* —2Bx+ X+ Cx> + 2Cx* + Cx + Dx* + 2Dx+ D
x°:1=D

x':0=1+C+2D-2B

x*:2=-A+2C+D

x*:-1=C

Resenim této soustavy je A=—3 ,B=1, C=-1, .Muzeme tedy psat

—x3 +2x? +l -3x+1 —X+1
[ =+
X(X+1) (x+1) X(X+1)

Integral racionalni ¢asti je hotov a pro tuto chvili ponechdme transcendentni ¢ast pocitaci.

Celkovy vysledek je ve tvaru:

—x%+2x° +1 2
_[ dx = = — +In|X|—2In|x+1]+c
x(x+1)° (x+1)° x+1
X2
Priklad: Vypocitejte J.ﬁ dx Ostrogradského metodou.
(X“+2x+2)

Jmenovatele nutné k Ostrogradského metodé nalezneme snadno a snadno nahlédneme, ze

jsou oba stupné dva. Miizeme proto psat identitu, kterou posléze budeme derivovat.

dx

,[ x? dx = Ax+B +,[ Cx+D
(X% +2x+2)? XP4+2X+2 I XP4+2X+2

Derivace vypada takto:

X2 __A(x2—2)+28(x+1)+ Cx+D
(X% +2x+2)? (X% +2x+2)? X2 +2X+2

Vynasobime spole¢nym jmenovatelem a upravime

= Cx°+(-A+2C+D)x*+(2C-2B+2D)x+(2A-2B+2D)
x*:0=2A-2B+2D
x':0=2C-2B+2D
x*:1=-A+2C+D
x*:0=C
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Resenim soustavy rovnic uré¢ime koeficienty A=0, B=1, C=0, D=1.
Nyni mizeme psat ¢astecny vysledek

2

X 1 1
J > ~ dx=— +J > dx .
(X +2x+2) X“+2X+2 I X +2X+2

Raciondlni Cast je urCena, vyfeSme nyni ¢ast transcendentni. Jmenovatel doplnime na

étverec a zavedeme substituci

X+1l=u
dx =du

1 1
Jz—dxzj—z K=
X +2X+2 (x+D)°+1

:J 21 1du:arctg(u)+cl.
u?+

Po zpétné substituci miizeme psat kompletni vysledek piikladu jako

2

j > X = dx=— L +arctg(x+1)+c
(X +2x+2) X +2X+2

3 Faktorizace polynomiu

3.1 Uvodni vhled do problematiky

Pojd’me nyni shrnout, co v§echno jsme jiz dokazali a jak je nyni problematika
integrace racionalné lomenych funkcei zjednodusena. V ptredchozi kapitole byl predstaven
vzorec, kterym lze integral racionalné lomené funkce piepsat jako soucet racionalni ¢asti a
integralu transcendentni ¢asti, ktery je pro lidskou integraci mnohem jednodussi. Muze
nam vadit dosavadni ptedpoklad, Ze yjmenovatel pii integraci racionaln€ lomené funkce je
Jiz rozloZeny na souc€in déle nerozlozitelnych faktort. V praxi se ovSem cCastéji setkame se
situaci, kdy tento rozklad neni proveden. Jak potom postupovat? Lidské metody byly
pfedstaveny v prvni ¢asti prace. Nicmén¢ piedpokladam a myslim si, Ze pravem, ze
rozklad polynomu naptiklad stupné 50 neni pro ¢loveka ptijemnou zalezitosti, pokud si
musi vystacit pouze s papirem a tuzkou. Pojd'me se nyni podivat, jak polynomy

faktorizovat efektivnéji pomoci algoritmi a jak pfi faktorizaci postupuje pocitac.
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3.2 O rozlozitelnosti polynomii
Pokud se budeme bavit o faktorizaci polynomd, bylo by jist¢ dobré v prvni fad¢ fici,

které polynomy jsou rozlozitelné a u kterych rozklad provést nejde.

Ptipomenime také, ze obor integrity polynomu Z[X] s celoc¢iselnymi koeficienty je
oborem integrity s jednozna¢nym rozkladem. To znamena4, ze kazdy nenulovy prvek
tohoto oboru integrity, ktery neni jednotkou ve smyslu délitelnosti, mize byt zapsan jako
soucin kone¢n¢ mnoha ireducibilnich prvku. Tito Cinitelé jsou pfitom urceni jednoznacné

az na poradi a na asociované prvky.

DEFINICE: |REDUCIBILNI POLYNOM

Bud f (x)eZ[x], f (x)=0, f(Xx)==1 polynom, ktery nelze zapsat ani jako soucin

dvou polynomi kladnych stupni s celo¢iselnymi koeficienty, ani ve tvaru
f(x)=k-g(x), k>1 keN, g(x)eZ[x]

(tzn., Ze z polynomu f (x) neni ani mozné vytknout konstantu k > 1). Rikdme pak, Ze

polynom f (x) je nerozlozitelny (ireducibilni) v 7Z [X] :

VETA: EISENSTEINOVO KRITERIUM IREDUCIBILITY

Necht f(x)=a -X"+a,,-X""+...+a, - X+a,je polynom n- tého stupné
f (X) € Z[X] . Necht existuje prvocislo p takové, ze
() p nedéli a, ,
(i) p déli koeficientya, ;, 8, ,,..., &,
(iii) p? nedgli a, .

Potom polynom f (x) nelze zapsat jako sou¢in dvou polynomu kladnych stupfii

s celoCiselnymi koeficienty.
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Polynom muze byt rozlozitelny ze dvou diivodi. Prvnim je moznost vytknout konstantu,
ktera dé€li vSechny koeficienty ptfislusSnych mocnin. Takové vytykani bychom zvladli bez

pomoci pocitace, pokud by se jednalo o ,,rozumnou‘* konstantu.

Druhy diivod, ktery mluvi pro rozlozitelnost polynomu
f(x)=a x"+a X" +..+aXx +a,x° je moznost vytknout nejvétsi spole¢ny délitel jeho
koeficientti ve tvaru D(a,,a, ,,...,8,) . Poté se jiz mizeme soustfedit pouze na rozklad tzv.

primitivnich polynomi, tedy takovych pro které je nejvétsi spolecny délitel roven jedné.

VETA: O ROZLOZITELNOSTI POLYNOMU

Necht' f(x) € Z[x] je primitivni polynom stupn& nejméné jedna. Existuji-li dva polynomy
g(x), h(x) € Q(x) kladnych stupna tak, ze f (x) = g(x)-h(x) , pak existuji téz polynomy

9, (%), h(x) € Z[x] takové, ze f (x) = g,(x)-h (). Pfitom g(x) =a-g,(x), h(x) =b-h,(x),
a,beQ aa-b==£1.

Eisensteinovo kritérium nam dokaze odpoveédét na otdzku, zda je polynom viibec
rozlozitelny. Neodpovida ale, jak onen rozklad vypada, coz je pro ucely vypoctu stézejni.

Pojd’'me nyni rozpracovat prvni algoritmus, ktery dokéze urcit dvojici polynom, které jsou

faktory polynomu zadaného.

3.3 Kroneckertv algoritmus
Cely algoritmus mizeme popsat v péti krocich. Ukazme tedy teoreticky, jak algoritmus
probiha a poté na ilustra¢nich ptikladech vyhodnot'me, zda je algoritmus vhodny pro

pocitacovy rozklad polynomd.
1) Hledame polynom g(X) . stupné nejméné jedna, ktery déli nami zadany polynom f(X),
. . . n
st f (x) =n. Pfi tomto hledani se miZzeme omezit na polynomy stupné nejvyse s = {E} :
n .
kde {g} znaci celou Cast Cisla > Tato skutecnost vyplyva z vlastnosti soucinu polynomi

st f(x) =st g(x)+st h(x).
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2) Vypocitame si s+1celoc¢iselnych funkénich hodnot. Za proménnou X volime napiiklad

Z mnoziny {O,l,...,s} .

3) Jestlize hledany polynom g(x) déli zadany polynom f (x), pak nutn¢ funkéni hodnoty
polynomu g(x) déli ptislusné hodnoty polynomu f (x). Mizeme tedy psat

g (0)| f(0),9 (1)| f@,....0 (S)| f (s). Pokud by néktera z nami vypoctenych funkénich
hodnot polynomu byla rovna nule, tedy f(a)=0, a=12,..., pak jsme nasli bez vétsi prace
kofen polynomu a mohli bychom ho zjednodusit do podoby f(x) =(x—i)-h(x), kde i by
byl ndmi vypocteny koten polynomu. Pokud takovou funkéni hodnotu nenalezneme,

utvofime mnoziny deliteld funk&nich hodnot polynomu Dy o, Dy gy, Dg (g - TytO

mnoziny budou jisté konecné.

4) Za pomoci s+1 hodnot g(0) € D, 9(1) € Dy, .-, 9(s) € Dy, vypocteme
polynom, ktery je v bodech x=1,2,...,s roven po fadé g(0),g(1),...,g(s). Vhodnou

metodou, jak tento polynom urcit je hledani Newtonova interpola¢niho polynomu. Tento

polynom ma4 tvar

g(X) = ag+ay (X=X )+t (X=X ) (X=X )+. ..+ (X=X ) - (X=X, ). Koeficienty ¢,
bychom poté nasli ptes tabulku pomérnych diferenci.

5) Otestujeme, zda vznikly polynom g(x) s celociselnymi koeficienty, ktery ma stupen
nejméné jedna a nejvyse s déli v oboru integrity Z [x] zadany polynom f (x) . Pokud ano,
je priklad vyfesen a my mizeme psat f(X) = g(x)-h(x) . Pokud ne, vracime se do bodu 4)
naseho algoritmu a cely postup opakujeme s jinou s+1-tici, dokud nejsou vycerpany
vSechny moznosti.

Piiklad:

Rozhodnéte, zda polynom f (X) =6x* — x> +4x* —x—2 je reducibilni & ireducibilni v
Z[x].

1) Zadany polynom je stupné 4, tedy s = 2.

2) Vypocitejme s+1 funkénich hodnot polynomu, kde za nezavisle proménnou X budeme
volit k= 0,1, 2. Vychazi nam tedy f(0)=-2, f(1)=6, f(2) =100 .
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3) Utvorme mnoziny vSech déliteld t€chto funkénich hodnot

Do ={-11-2,2}
D ={-11-2,2,-3,3}
D;, ={-11-2,2,—4,4,-5,5,-10,10,-20, 20,25, 25,-50,50,-100,100}

4) ,,Nahodné&*“ zvolme hodnoty hledaného polynomu 1, 3, 5 a vypoctéme koeficienty

o, =1 a, =2,a, =0. Nami hledany polynom je tedy ve tvaru g(x)=2x+1

5) Vyzkousejme, zda nami nalezeny polynom g(x) déli polynom f(x) beze zbytku.

Pokud ano, je zadany polynom reducibilni, pokud ne, je nutné vybrat jinou s+1-tici hodnot.
In[2]:= Simplify[(6*XxN4-x"3+4x"2-X-2)/(2*x+1)]

Out[2]= -2+3 x-2 x"2+3 x"3

Zadany polynom je tedy reducibilni v Z[X] .

Mohlo by se zdat, ze Kroneckertv algoritmus je ptihodnou metodou pro faktorizaci
polynomt. Pokud se na problém podivame izeji a budeme chtit timto algoritmem
faktorizovat polynomy vyssich stupnii, narazime na problém. Pojd'me si jej ukézat na

konkrétnim ptikladu.

Priklad:

Pomoci Kroneckerova algoritmu faktorizujte zadany polynom f (x) = x® +x°® +x* +x* +1
1) stf(x)=8,s=4

2) f(0)=1, f(1)=5, f(2)=345, f(3)=7399 , f(4)=69953

3) Hledej vSechny délitele vypoctenych funkénich hodnot

Dig={L-1} . Dy ={L-15-5} ,

Dy = {1, -1,3,-3,5,-5,15,-15,23,-23,69, 69,115, 115,345,345}

D —{1,—1,7,—7,49,—49,151,—151,1057,—1057,7399,—7399} :

f@3)
Df(4) = {1,-1, 13,-13, 5381,-5381, 69953,-69953}
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4) Hledej Newtonovy interpolacni polynomy pro kazdou s+1-tici vytvofenou z déliteld

funkénich hodnot.

V nejhorsim piipadé bychom museli prostudovat 12 288 uspotadanych s+1-tic , vytvaret
z nich Newtonovy interpola¢ni polynomy a zkouset, zda tyto polynomy ned¢€li beze zbytku

zadany polynom.

Je ziejmé, Ze pro ¢loveéka by tato prace byla dosti vycerpavajici a radé€ji by ji prenechal
pocitaci. Pokud si ovSem uvédomime, ze pocet zkoumanych moznosti roste velmi rychle se
stupném zadaného polynomu, zjistime, ze i1 pocitac by byl brzo zahlcen praci. Musime tedy
konstatovat, ze Kroneckeriv algoritmus je vhodny pro faktorizaci polynomt ,,nizkého

b 413

stupné&*®.

Pojd’'me se nyni podivat na dalsi z algoritmii, ktery slouzi k rozkladu polynomi na sou¢in

polynomt jednodussich.

3.4 Square- free decomposition

Jak jiz ndzev napovida, tento algoritmus pocitacové algebry rozklada zadany polynom na
soucin polynomt nedélitelnych ctvercem. Nejedna se ale o Uplny rozklad, protoZe u tohoto
vyzadujeme soucin ireducibilnich faktorii. Bohuzel ani tento algoritmus neni vhodny pro
vSechny situace, ale jeho nesporna vyhoda spociva ve vyuziti formélnich derivaci a

nejveétsich spole¢nych déliteld. Pro pocitac jsou tyto dva pozadavky hrackou.

DEFINICE: DELITELNOST CTVERCEM

Primitivni mnoho¢len v(x) € | [X] I [X] je obor integrity s jednozna¢nym rozkladem, neni
délitelny Gtvercem, pokud v | [x] neexistuje takovy polynom u(x), st(u) >0, pro ktery

plati u?(x)[v(x).

DEFINICE: O ROZLOZITELNOSTI POLYNOMU

Necht' f(X) je primitivni polynom v | [X] . Tento polynom je rozlozitelny v soucin
faktorti nedélitelnych &tvercem, pokud jej lze zapsat ve tvaru f(X) =V, (X)-VZ(X)-...-V; (X) ,
kde mnohocleny v, € | [X] nejsou délitelné ¢tvercem a jsou po dvou nesoudélné,

D(v;,v;) =1, pro v8echnai, j=1,2,...,k , kde i # j.
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Jak jiz bylo feceno ke konstrukci square- free decomposition je nutné zavést pojem
formalni derivace. Tato definice neni zaloZena na pojmu limity, ale vlastnosti obou typt

derivaci jsou stejné.

DEFINICE: FORMALNI DERIVACE

Formalni derivaci polynomu f(x)=a,x"+a, X" +..+ax +a,, f(x)el[x],

rozumime polynom f'(X)=n-a,-x"*+(n-1)-a,,-X"*+..+2-a,-x+a, f'(x)el[x].

Pokud si uvédomime, jaka pravidla plati pfi derivaci mnohoc¢lend, miizeme odvodit

nasledujici tvrzeni.

Pokud by polynom f(x) e | [X] byl délitelny ¢tvercem polynomu V(X) € | [X] stupné
nejméné jedna, pak miizeme psat f (x) =u(x)-v>(x) . Derivujme tento soucin a dostavame
rovnost f7(x) =u"(x)-v*(x) +u(x)-2-v(x)-V(x) . Oba s¢itance v derivaci obsahuji
polynom v(x), tak jej vytknéme a pisme f'(x) = v(x)-[u"(X)-v(x)+2-u(x)-V'(x)]. Vime,

ze pti derivaci polynoml nam vznikaji pouze dalsi polynomy, proto vyraz v hranaté

zavorce ozna¢me jako W(X) . Potom miZeme psat, ze f(x) =v(Xx)-w(x).

Pokud prozkoumame ptvodni polynom f (x) a jeho formalni derivaci f’(X), zjistime, Ze
se v obou objevuje polynom v(x) . To znamena, Ze tyto dva polynomy nejsou nesoudéIné,

tj. D(f, f)=1.

Obracenym postupem muzeme tvrdit, ze pokud polynom f (x) a jeho formalni derivace
maji nejvétsiho spolecného délitele rizného od jednicky, pak je polynom f (x) délitelny

¢tvercem néjakého polynomu.

VETA: O DELITELNOSTI CTVERCEM POLYNOMU

Necht I[x] je obor integrity s jednoznanym rozkladem charakteristiky 0 a f (x) € I[x] je
primitivni polynom. Potom f(x) je délitelny ¢tvercem pravé tehdy, kdyz mnohoCleny

f(x) a f(x) nejsou nesoudélné, tj. D(f (x), f'(x)) =1 .
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Priklad:

Rozhodnéte, zda polynom f (x) =1—2x+3x* —4x> +3x* —2x°> + x° je délitelny &tvercem

n¢jakého polynomu v oboru integrity 7Z [X] .

Derivujme tento polynom a rozhodnéme, zda nejvétsi spolecny délitel téchto polynomi je
rizny od jedné.

f7(X) =—2+6x-12x* +12x* -10x* + 6x°
D(f(x), f' (X)) =-1+x—x*+X°

Vidime, ze nejvétsi spoleény délitel téchto polynomi je rizny od jedné a mnohoclen f (x)
je délitelny &tvercem polynomu g(X) = -1+ X— x>+ x*. Pokud bychom piepsali polynom
f (x) do jiného tvaru dostavame
f(X)=(-1+ X=X +x*) - (-1+x= x>+ X*) = (-1+ x— x> + x*)?, &imZ je na§ vypodet
potvrzen.

Shriime nyni, co vSechno se podatilo prokazat a jakym zplisobem jsme pfipravili ,,ptadu‘
pro pocitacovou integraci racionaln¢ lomené funkce. Za pouziti Ostrogradského formule,

muzeme puvodni integral racionalné lomené funkce psat ve tvaru

I P(X) P 1) J- KK dx . Pokud je jmenovatel zadané funkce jiz rozlozen na soucin

Q(X) (%) 7 Q,(%)

linearnich a dale nerozlozitelnych kvadratickych ¢lenti, je prace usnadnéna, protoze

polynomy Q,(x) aQ,(x) jsou jednozna¢né dany. Pokud neni proveden rozklad, mizeme

jmenovatele faktorizovat pomoci Kroneckerova algoritmu (je-1i stupent polynomu
,rozumné* velky) nebo jej rozlozit na soucin polynomii ned¢litelnych ¢tvercem. K tomu je

zapotiebi pouze vypocet formalni derivace a nejvétsiho spolecného délitele.

K integraci racionaln¢ lomenych funkci metodou Ostrogradského je tedy vSe ptipraveno.

a polynomy

(GO TCO B ALY CO N 5 _ QM)
jQ(X) e jQZ() X kde (9 =D(QM.Q0, Q09 =05

P, (x), P,(x) ur¢ime metodou neurcitych koeficientt.

Musime se ale ptat, jakym zpiisobem urcime nejvétsiho spole¢ného délitele dvou

polynomu, ktery je v algoritmu kli¢ovy. Jednou z metod je znamy Euklidav algoritmus.
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Ukazme nyni schematicky, jak algoritmus implementovat do naSeho problému a poté

zhodnot'me, jestli je vhodny pro strojové pocitani.

EUKLIDUV ALGORITMUS PRO POLYNOMY.

Necht' f(x) ,9(Xx) e I[X] jsou dva nekonstantni polynomy a st f (x) > st g(x) . Nejvétsim

spolecnym délitelem téchto polynomti nazveme posledni nenulovy zbytek pii posloupnosti

déleni mnohoc¢lent
f=g-0q+r
g=n-q,+tn,

Q,=r-0;+0

M = Ona

Tento algoritmus je dobfe znam i zaktim zakladnich $kol, kteti ovS§em nemaji prvky
Z oboru integrity polynomtl, ale nejcastéji z télesa prirozenych ¢isel. Pojd'me nyni ukézat
na konkrétnim ptikladu, pro¢ neni Euklidiv algoritmus v zakladni podobé vhodny pro

strojové pocitani.

Priklad:

Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte nejvétsiho spole¢ného délitele polynomd.
f(X)=x®+x°=3x* =3x* +8x* +2x -5, g(x) =3x° +5x* —4x* —9x+21

Samotné déleni polynomi neni nikterak zajimavé a mize byt Etenafi prenechéano jako

cvi¢eni. Uved’'me ale podobu zbytkt, které se pti algoritmu objevuji.

Syilell
9 9 3
_EXZ —9X+£_,
25 25
233150X__102500
19773 6591 '
1288744821
543589225
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Jak vidime, zbytky po déleni polynomu se nam velmi rychle komplikuji (v anglicky psané
literatufe najdeme piiznacny vyraz flood, coz bychom mohli do ¢estiny ptelozit jako
povoden) a pro pocitac tato velka ¢isla znamenaji vyuziti mnohem vétsi vypocetni sily.
Uved’'me pro Uplnost, ze nékteré programy s timto algoritmem pocitat mohou (naptiklad
Wolfram Mathematica), ale tyto programy byvaji velmi ¢asto naro¢né pro uzivatele spise
ekonomicky. Euklidiv algoritmus se ovSem lze upravit a uréovat takzvané pseudo-zbytky,

respektive primitivni pseudo- zbytky.

My se ale podivame na zajimav¢jsi metodu pro vypocet nejvetsiho spolecného délitele. Jak
jiz bylo feceno, Euklidiv algoritmus si mohou dovolit vyuzivat nékteré ,,lepsi“ programy.
Jak je ale mozné, ze ,,obyc¢ejné* programy nebo kalkulacky dokazi pocitat nejvetsiho
spole¢ného délitele, pfipadné i integrovat racionalné lomené funkce bez ptikazu nejvétsiho

spole¢ného délitele polynoma?

Predstavime si nyni algoritmus, ktery vyuziva zakonitosti linearni algebry a nejvétsiho
spole¢ného délitele urcuje ,,maticové®. Takovy algoritmus je na vypocetni silu mnohem

méné narocny a lze jej zaradit 1 na kapesni kalkulatory ptipadné nékteré programy.

W+MATICOVY* ALGORITMUS PRO URCOVANI NEJVETSIHO SPOLECNEHO DELITELE

POLYNOMU

Abychom mohli algoritmus popsat, a vyuzit je nejprve nutné pfipomenout nékteré

vlastnosti nejvétsiho spole¢ného délitele polynomd.

VETA: O VLASTNOSTECH NEJVETSIHO SPOLECNEHO DELITELE POLYNOMU

Bud'te ddny dva polynomy ve tvaru f(x)=a,+a,-X+a, X’ +..+a -X" a
g(x) =b, +b,-x+b,-X*+...+b_-x" s redlnymi koeficienty riznymi od nuly, pro které
plati st f(x) >st g(x) . Bud’ dale polynom d(x) nejvétsim spoleénym délitelem f(x) a

g(x) . Potom plati:

1) Polynom d(x) je nejvétsim spole¢nym délitelem polynomu k; - f(x) a k, - g(x), kde

k., K, jsou libovolna realna ¢isla rizna od nuly.

2) Jestlize a, =0 ab, #0, potom d(x) je nejvétsim spole¢nym délitelem polynomu g(x)

f(x)

a polynomu ——-.
X
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d(x)

3) Jestlize a, =0 ab, =0, pak d(x) obsahuje faktor x a - je nejvétsim spoleénym

) 900
X X

délitelem polynomu

S vyuzitim téchto tvrzeni se mizeme pustit do popisu samotného algoritmu.

Pro lepsi zapis se v pocitaCové algebie pouziva matice C, kterd pro polynomy

f(x)=a,+a,-Xx+a,-X*+..+a -x"a g(x) =b, +b - x+b, - x> +...+b_-x" ma tvar

a e da
fenn)
Cely algoritmus lze popsat v n¢kolika krocich:
1) Normalizuj fadky
2)Vyméi tadky tak, aby v prvnim fadku byl polynom nejmensiho stupné
3) Proved’ tfadkové redukce a odstran nulové fadky, existuji-li

4) Postup opakuj do té doby, nez zbyde pouze fddkova matice

5) Prvky této matice odpovidaji koeficientlim ptisluSnych mocnin nejvétsiho spolecného

délitele
Poznamka: Normalizace fadku

Normalizaci fadku nazveme operaci, kdy posuneme prvky fadku doleva o takovy pocet
mist kolik je nutné k eliminaci v§ech nul na vedoucich pozicich a poté fadek vydélime

novym vedoucim ¢lenem (jiz nenulovym).

Cely algoritmus si pfedvedeme na nésledujicim ptikladu.

Priklad:

»Maticovym* algoritmem vypoctéte nejvetsi spoleény délitel polynomil

fF(X)=x"—x* —2x3+2x* +x—1 a f'(x) =5x* —4x> —6x% +4x+1
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ZapiSme nejprve matici koeficientd C.
-1 1 2 -2 -1 1
1 4 6 4 5 0

Vyménme fadky, aby v prvnim byl polynom nejmensiho stupné a proved'me fddkovou

redukci.

1 4 6 4 5 0

0 5 4 6 4 -1
Normalizujme druhy fadek.

1 4 -6 -4 5 0

1
5

1 -1 -1 1 0 O
0O 5 5 -5 5 0

Normalizujme fadek, proved’'me fadkovou redukei a vySkrtnéme nulovy fadek.
(1 -1 -1 1 0 0)

Pokud budeme chtit vyslednou fadkovou matici interpretovat, mizeme fici, Ze nejvetsi
spoleény délitel polynomu f (x) a jeho derivace je x* —x* —x+1. Tento vysledek by byl

velmi ndpomocny pii vypoctu raciondlni ¢asti integralu.
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4 ReSenitranscendentni ¢asti integrali racionalné lomenych

funkci
Ptedchozi kapitoly nam davaji do ruky mocnou zbraii pfi feSeni integrala racionalné
lomenych funkci. V tuto chvili dokdzeme bez problému urcit racionalni ¢ast integralu a
podobu transcendentni ¢asti. Je ovSem otazkou, jak tento integral vypocitat. Mzeme jisté
pouzit metodu parcialnich zlomku a neur€itych koeficientt. Pro pocitac je tato cesta ale

pomérné slozitd. Ukazme si nyni vzorec, ktery vyjadii integral transcendentni ¢asti.

VETA: O INTEGRACI TRANSCENDENTNI CASTI INTEGRALU RACIONALNE LOMENYCH

FUNKCI

Pokud zname vSechny kofeny polynomu Q(X), ktery se objevuje ve jmenovateli

integrované funkce, mizeme psat:

-Log(x—a)

P(X) P(a)
_d —
Jom = .2 0@

Prava strana rovnosti zahrnuje sumaci pies v§echny kofeny o polynomu Q(x) . Zde je
dalezité tici, ze tyto polynomy mohou byt jak redlné, tak komplexni. Na prvni pohled
bychom fekli, ze pocitat s komplexni proménnou v logaritmu neni jednodussi cesta, ale jak

se pozdé&ji ukaze, tyto ¢leny povedou na nami znamy arctg(x) .
Ukazme nyni vyuziti vzorce na jednoduchém piikladu.

Priklad:

Vypoctéte integral I dx pomoci metody parcialnich zlomki a pomoci vzorce pro

x? -9

transcendentni ¢ast.

x o o e a b ;o
ReSenim pomoci parcidlnich zlomkl dostdvame ——— = + . Vypoctem snadno
X*=9 Xx-3 x+3
_ . 1 1
zjistime hodnoty koeficientli a = 3 ab= -3

Cely vysledek tedy vypada nasledovné:
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2

_[ 1 dx:lln|x—3|—lln|x+3|+c
X =9 6 6

Pokud budeme vyuzivat vySe zminény vzorec, uvédomime si, Ze jmenovatel racionalni

lomené funkce ma prave dva realné kofeny o, =3, a, =—3. Vysledny soucet bude tedy
obsahovat dva s¢itance. Je$té si musime vypocitat derivaci jmenovatele Q(x) =2x. Ve

shodé se vzorcem muzeme psat vysledek integralu jako

szl_g dx:%- Log(x—3)—%- Log(x+3) .
Pro tuto chvili se vzorec tvaii mirumilovné a predevsim dava stejny vysledek, jako ru¢ni
integrovani. Je zajimavou skutecnosti, Ze ani v tomto pfipadé by pocitac nic neintegroval,
ale vystacil by si pouze s linedrni algebrou. Pokusme se nyni vzorec dokazat a ukdzat, jak
budou vypadat ¢leny i pro komplexni kotfeny. Dikaz bude veden ve shodé s von zur
Gathen, G. (1999). Modern Computer Algebra. Cabridge: Cambridge Un. Press. Pokud je
integrovana racionaln€ lomena funkce transcendentni ¢asti integralu upraveného

Ostrogradského formuli, potom mtizeme predpokladat, ze Q(X) nema vicenasobné koteny
aze st P(x) < st Q(x), tedy funkce je ryze lomena. Dale bud’ a kofenem polynomu Q(X)

. Tento polynom miZzeme piepsat do tvaru Q(x) = (x—a)- P(x) % Ukazme nyni, Ze plati i

zapis P__A +M , kde A je konstantaa P,(x) polynom. Zvolme konkrétné
Q x-a Q(x)
a-P@
Q(a)

Q(a) R()

Dostaneme nasledujici rovnost — = + . Vyjadieme nyni B,(x) .

Q P()-(x-a) Q(x)

P(x) P(@ 1 1 P(a)

- (P(X)—
00 Q@ x-a x-a "X 5

R()=Qi(x)-( Q(x)-

2 o : : o ix r v r v ’ . ro .
V tomto ditkazu jsou indexy polynomil pouze rozliSovaci a se zna¢enim v predchozi kapitole nemaji nic
spolecného.
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P(a)
Q(a)

Q(X) =Q,(x)+(x—a)-Q,(x). Z toho plyne identita Q'(a) =Q,(a) . Po téchto Givahach

P __ 1 P@ , AKX
QW x-a Q@ QM)

Je patrné, ze P(X)— Q,(x) mé kotfen roven a. Dale si uvédomime, Ze

muzeme napsat

FRb) _ Pb)

Nyni ukazme, ze pro kazdy koten b polynomu Q, plati =
' Q'(b) Q(b)

Vyjdéme opét z derivace polynomi Q(x), P(X).Za proménnou X dosad'me pravé kofen

b.

Potom Q'(b) = (b—a)-Q,"(b) + Q,(b) a P'(b) = (b—a)-P’(b) + R(b) . Z téchto dvou

R(b) _ P®)
Qb Q)

skutecnosti vyplyva vztah . Cely proces zopakujme a vyjadieme si

RO __1 Rb)  RX R _ Pl
Q(¥) x=b Q'(b) Q,(x) Q,(c) Q)

Q, (x) . Pokud si ov§em uvédomime, ze stupné polynomi P(x), B (X),..., P,(X) tvoii ostie

, kde plati pro vSechny kotfeny ¢ polynomu

klesajici posloupnost, mizeme cely vzorec prepsat pomoci sumace

P 1 P(a)

QX .&Fox-2a Q(a)

Integraci posledni rovnosti jiz dostdvame dokazovany vzorec, tedy plati, Ze

P(X) P(a)
P = %) | og(x-a).
Jom =, 2 e 9%

Vzorec je tedy platny a nyni ukaZme, jak budou vypadat ¢leny pfisluSné realnych a

komplexnim kofeniim, které se samoziejme vyskytuji v komplexné sdruzenych dvojicich.
P Cy
Vysledkem naSeho snazeni by byt prokézani, ze .[ % dx lze vyjadtit pouze pomoci
X
funkci redlnych proménnych.

Budte a,,a, dvojice komplexné sdruzenych kotfenti polynomu Q(x) . Dale bud'te

P'(ai) =C+id a P,(az)
Q(a) Q(a,)

=c—id. Potom muZeme psat
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P P .
(81) ! + (a) ! c-( ! + ! j+|d~( 1 + 1 j
Q(ai) X—a Q(a) X—a, X—a X-a, X—a, X-—a,

Pokud si oznacime o redlnou ¢ast proménné @, a f imaginarni ¢ast proménné a,
zjednodusime posledni rovnost do tvaru

2X -2 p
o
x* =20 +|a x* —2a +|a

Pl@) 1  P@) 1
Q@) x-a, Q(a) X—a,

dojdeme k vysledku, kde se kone¢né objevi arkus tangens, na ktery jsme zvykli z ruéni

Pokud budeme integrovat soucet z piedchozi strany

integrace.
P@) 1 ,P@) 1 = c-In|(x—a)* + #2|- 2dj—dx
Qa) x-a Qf(a) x-3a (x-a)’ +p°

Po tpravach dostavame
X J—
c-In|(x—a)®+ #°|-2d -arctg [TQJ .

Pokud bychom se vratili k pivodnimu vzorci pro integraci transcendentni Casti integralu
racionalné lomenych funkci, dostaneme soucet sumaci odpovidajicich realnym a

komplexnim kofenlim polynomu ve jmenovateli.

P(X) P(a)
IQ(X) X = ZQ() In|x—a|+

+Z{Re[ (a)j In|(x—Re(a))* + Im(a)’|- 2Im( (())] Ctg[xl—nzz(z()a)j}

V prvni fad¢ s¢itdme pres vSechny redlné kofeny polynomu a ve druhé sumaci probiha
soucet pres vSechny dvojice komplexnich kotfenti. Ukazme si nyni na ptikladu vyuziti

posledniho kousku skladacky k integraci racionalné lomenych funkci pocitacem.

Priklad:
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Polynom ve jmenovateli je jiz rozlozen. Dvojice komplexné sdruzenych koient je tedy

a,, =+ i . Déle budeme postupovat podle vzorce odvozeného v této kapitole. Vime, Ze

V prvni sumaci se s¢ita pres vSechny realné kofeny polynomu Q(x) . Takové se ale v tomto

kroku neobjevily, takze mtizeme rovnou ptikrocit k druhé souctové fadé pro dvojice
komplexné sdruzenych kotentl. K tomu je jesté potieba dopocitat nékteré nezndmé.
P(x) 2x+1 1 . Pley) , 1

=1+— ,pro a, =i dostavame 1+—_:1—§, tedy realna cast je

Q) 2x 2x Qley) 2

TSP 1 -
rovna 1 a imaginarni ¢ast je rovna -5 Pokud bychom dosadili do vzorce

Re(QP(( ))j In|(x—Re(a))’ +Im(a)’|- 2Im(QP((Z))joarctg[%(e;f)j dostaneme

1-In|(x—0)’ +ﬂ—2-(—%)-arctg (X%oj .

Po tpravé In ‘XZ +1‘ +arctg(x) .

Mizeme tedy psat vysledek ve tvaru

_[ 2f+1 dx = In|x* +1]+ arctg(x) + ¢

X“+1

Priklad:

Vypocitejte integral J. _Ax=l dx
21+4x+8

Kofeny jmenovatele najdeme snadno pomoci vzorce pro kvadratickou rovnici nebo jiz

pomoci pocitacové techniky.

Solve[x*x+4*x+8==0,X]

= {{x->-2-2 i}, {x->-2+2 i}}

Dalsi neznamé potiebné pro vypocet integralu uved’'me bez vypoctu.
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Q(x) T 2x+4
P@) _, 9
Q(a) 4

Po dosazeni do vzorce odvozeného v této kapitole jiz dostdvame vysledek ve tvaru

X+2

J& dx:Z-In‘xz+4x+8‘—%arcth+c.

x> +4x+8

V tuto chvili jiZ méme vSe potfebné k integraci racionalné lomenych funkei. Jesté pred
aplikaci poc¢itacovych programi, vyfeSme ,,ru¢né* jeden integral za pouziti vSech metod

uvedenych v této praci.
Priklad:

Ostrogradského metodou vypocitejte integral

,[ x?—2x+3
X8 —2x5 +3x* —4x® +3x% —2x +1

Nejprve je nutné rozlozit jmenovatele na soucin dale nerozlozitelnych faktort. Vyuzijeme
maticovou metodu hledani nejvétsiho spolecného délitele jmenovatele polynomu a jeho

formalni derivace.
Q(X) =1-2x+3x* —4x> +3x* = 2x° + x°
Q(X) =-2+6x—-12x*+12x> —10x* + 6x°

1. Matice koeficientt

1 -2 3 4 3 -2 1
-2 6 -12 12 -10 6 0

2. Normalizuj fadky a proved’ jejich vyménu

1 3 6 6 5 -3 0
1 2 3 4 3 21

3. Proved’ fadkové redukce
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1 3 6 6 5 -3 0
0O 1 3 2 -2 1 1
4. Normalizuj fadky a proved’ fadkové redukce

1 3 6 6 5 -3 0
0O 0 4 4 4 4 0

5. Normalizuj fadky a proved’ jejich vyménu
1 -1 1 -1 0 0 O
1 3 6 6 5 -3 0
6. Proved’ tadkovou redukci a normalizuj fadky

1 -1 1 -1 0 O O

1 — > 5 3 0 O
2 2
7. Proved’ tadkovou redukci a normalizuj fadky
1 -1 1 -1 0 0 O
1 -11 -1 0 0 O
8. Proved’ fadkové redukce a odstran nulovy fadek
( 1 -1 1 -1 0 0 O )

Po desifrovani vysledku mizeme psat nejvetsiho spolecného délitele zadanych polynomd.

D(Q,Q) =1-x+x*—x*>=Q,(X). Je tedy zndm jmenovatel racionalni &sti integralu
zadané funkce. Jmenovatele transcendentni ¢asti ur¢ime pomoci vzorce
Q,(x) :gzl—x+x2 -x°.

1

dx

,[ x*—2x+3 dx = P,(x) +,[ P,(X)
X8 —2x5 +3x* —4x® +3x% —2x+1 1-Xx+x2-x2 J1-x+x2-x°

Jelikoz ndm pfi aplikaci Ostrogradského formule vychéazi vzdy ryze lomené funkce, budou

mit ¢itatelé racionalni i transcendentni ¢asti tvar
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P(x)=ax? +bx+c, P,(x) =dx? +ex+ f

Pro jejich uréeni vyuzijme vzorec z kapitoly 2.2 Ostrogradského metoda, tj.

P=RQ,-P-S+PR,-Q,,S= QR . Po dosazeni dostavadme

1

X? —2Xx+3=(2ax+b) - (=1+x— x>+ x*) — (ax® + bx +c) - (1— 2x + 3x*) +

+(dx® +ex+ f)-(—1+x—x*+x%)

Po upraveni pravé strany dostaneme soustavu Sesti linedlnich rovnic, ze kterych mizeme

urcit koeficienty jmenovatelil.

x°:3=-b-c-f
x':-2=-2a+2c-e—f
x*:l=a+b-3c—-d+e—f
x*:0=-2b+d-e+f
x*:0=-a-d+e
x°:0=d

Resenim této soustavy rovnic je a=0,b=-1,c=0,d =0,e =0, f =—2. Piivodni integral
jsme si upravili do nasledujiciho tvaru, kde je jiz zndm vysledek raciondlni ¢asti integralu a

zbyva vyfesit ¢ast transcendentni.

dx

x?—2x+3 —X -2
J. 6 5 2 3 2 dx = 2 3+_[ 2_ 3
X —=2X" +3X" —4x° +3x° —-2x+1 I-X+X"—X I-X+X"—X

Pojd'me se nyni podivat na transcendentni ¢ast a vyfeSme ji pomoci vzorce, ktery vyuziva

kotenil jmenovatele. Nalezeni kotfenti pienechme pocitaci.
In[32]:= Solve[1-x+x"2-x"3==0,X]
Out[32]= {{Xx->-i},{x->i},{x->1}}

Vidime tedy, ze jmenovatel ma jeden realny kotfen a dva komplexné sdruzené kotreny

imaginarni. Pokud budeme dosazovat do prvni sumace pro redlné kofeny, dostdvame
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. 1
P@)__1 , tedy ¢&len pfineseny realnym kofenem ma tvar — > In|x—1]. PH vypoctu

Qa) 2
P@)__1 _1 1.
Qa,) 2+2i 4 4

ptispévki od komplexné sdruzenych kofeni musime nejprve urcit
. Zname tedy i realnou a imaginarni ¢ast tohoto podilu a mizeme dosadit do vzorce. Druhy

ptispévek ma nasledujici tvar

1 1 ) .
2 In ‘XZ + 1‘ + > arctg(x) . Pokud bychom sepsali vysledek transcendentni ¢asti integralu

(nesmime zapomenout na vytknutou konstantu pred integralem)a racionalni ¢asti

dostavame kompletni vysledek zadaného integralu ve tvaru

J- X2 —2x+3 dx =
X®—2x° +3x* —4x® +3x* - 2x +1 1-X+ x> =X

—+arctg(x) - InfL- x|+%|n ‘xz +ﬂ+c
Jak vidime, feSeni integralli racionaln¢ lomenych funkci Ostrogradského metodou miize
byt pro ru¢ni vypocet relativné obtizna a zdlouhava véc, nemluvé o tom, Ze kotfeny kubické
rovnice jsme nechali nalézt pocita¢. Stoji ovSem za zminku, Ze po celou dobu feSeni jsme
se neopirali o integralni pocet, ale pouze o linearni algebru. A to jak pfi hledani rozkladu
integralu, tak pfi vypoctu transcendentni ¢asti. Bystrého ¢tenafe napadne, Ze tato
»mechanicka“ prace by mohl byt zapsana kédem a cely vypocet by mohl realizovat stroj.
Presné to se ale d&je napiiklad u kapesnich kalkulacek Texas Instrument — 92. Na
podobném principu funguji i nékteré pocitacové programy typu Maple, Derive nebo

Wolfram Mathematica.
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5 Ukazky vypocti programem Wolfram Mathematica

Pojd'me se nyni podivat, jak pocitaée béhem nékolika okamziki dokazi vypoditat integraly,
které by clovéku zabraly mnohdy i nékolik hodin. Pfedstavime si n¢které ptikazy

v programu Wolfram Mathematica, které povedou stejnou cestou jako ru¢ni vypocet.

Tento program samoziejmée dokaze urcit vysledek i bez mezikrokd, ale je jisté¢ zajimavé
prozkoumat do hloubky, co se béhem strojového vypoctu déje. Ukazme si cely postup na

ptikladu.
Priklad:

Ostrogradského metodou vypocitejte integral

dx

_[ X+2
8+ 24x+36%° +32x3 +18x* +6Xx° + X°

Nejprve ur¢ime jmenovatele racionélni a transcendentni ¢asti integralu pomoci nejvétsiho

spole¢ného délitele jmenovatele ze zadani a jeho formalni derivace.
In[40]:=¢

Out[40]= 8+24 x+36 x"2+32 x"3+18 x"4+6 X"5+x"6

In[42]:= dg=Dt[q,x]

Out[42]= 24+72 x+96 x"2+72 x"3+30 x"4+6 X5

In[45]:= q1=PolynomialGCD[q,dq]

Out[45]= 4+8 x+8 x"\2+4 x"3+x"4

In[48]:= g2=Simplify[g/q1]

Out[48]= 2+2 x+x"2

Output 45 a 48 jsou nami hledané polynomy po fadé Q,a Q,.

48



Pti hledani polynoml P a P, se dostavame k rovnosti, ktera byla dosazena funkcemi

Simplify a Expand. Tyto vstupy a vystupy nejsou vzhledem k tspornym ditvodim
uvedeny. Vysledek ov§em vypada takto

2+4+x=2c—4d + 4f + 4bx — 2cx — 4dx + 4ex + 8fx + 6ax? — 3cx? + 8ex?
+ 8fx? + 2ax3 — 2bx3 + 8ex3 + 4fx3 — ax* + 4ex* + fx* + ex®

Neur¢ité koeficienty miizeme v programu Wolfram Mathematica nalézt pomoci piikazu

SolveAlways.

In[104]:= SolveAlways[2+x==2 c-4 d+4 f+4 b X-2 ¢ X-4 d X+4 e x+8 f x+6 a x"2-3 C

XN2+8 e x"2+8 f x"2+2 a x"3-2 b x"3+8 e x"3+4 f x"3-a x+4 e XM+ xM+e xN5,{x}]
Out[104]= {{e->0,a->3/8,f->3/8,c->7/4,d->3/4,b->9/8} }

Pokud bychom si nyni pfepsali, co pocitac jiz vyiesil, dochazime ke zjisténi, Ze raciondlni

¢ast integralu je jiz vypocCtena a transcendentni ¢ast je kompletné€ ptipravena k vypoctu.
In[51]:= f+e x/. {{e->0,a->3/8,f->3/8,c->7/4,d->3/4,b->9/8}}

Out[51]= {3/8}

In[50]:= d+c x+b x"2+a x"3/. {{e->0,a->3/8,f->3/8,c->7/4,d->3/4,b->9/8}}

Out[50]= {3/4+(7 x)/4+(9 x"2)/8+(3 x"3)/8}

Zde jsou vyjadreny Citatelé racionalni a transcendentni ¢asti integralu. Cela raciondlni Cast,

ktera nds jiz nadale nemusi zajimat vypadéa nasledovné
In[55]:= racio=Simplify[p1s/ql]

Out[55]= {(6+14 x+9 x"2+3 x"3)/ (8 (2+2 x+x"2)"2)}
Transcendentni ¢ast ma podobu, ze které 1ze vytknout g pfed integral

In[56]:= trans=Simplify[p2s/g2]
Out[56]= {3/(8 (2+2 x+x"2))}

Dal8im ukolem podle algoritmu je nalézt kofeny jmenovatele transcendentni ¢asti
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In[57]:= Solve[q2==0,X]
Out[57]= {{x->-1-i},{x->-1+i}}

Jak si mtizeme v§imnout, neobjevuji se zadné realné koreny, pouze dvojice komplexné

sdruzenych. Poté staci dosadit do vzorce pro transcendentni ¢ast a dostdvame se k vysledku
{3/8 ArcTan[1+x]}

Cely vysledek zadaného integralu mizeme tedy zapsat jako

In[74]:= vysledek=racio+trans

Out[74]= {(6+14 x+9 x"2+3 x"3)/(8 (2+2 x+x"2)"2)+3/8 ArcTan[1+x]}

Kazdého poctate by jisté zajimalo, zda je tento vysledek spravny. UkaZzme nyni, jaky
vysledek doda Wolfram Mathematica, pokud je mu zadan k vypoctu cely integral ze

zadani.

In[78]:=

q

porovnani=Integrate[p/q,x]

porovnani==vysledek

Out[78]= 2+x

Out[79]= 8+24 x+36 x"2+32 x"3+18 x"4+6 X"5+X"6

Out[80]= 1/8 ((6+14 x+9 x"2+3 x"3)/(2+2 x+x"2)"2+3 ArcTan[1+x])
Out[81]= True

Desifrovani zapisu v Mathematice neni nijak slozité. Do inputu jsme vlozili informaci o
tom, jaké jsou polynomy v Citateli a jmenovateli zadané raciondlni lomené funkce, nechali
jsme integrovat podil téchto polynomi podle proménné X a vV poslednim fadku inputu jsme
po programu chtéli odpovéd’ na otdzku, zda se nami ,,per partes* vypocteny vysledek

shoduje s vypoétem ,,rovnou ze zadani“. Hlaska True potvrzuje spravnost naseho feseni.

50



Zavér
Hlavnim cilem této prace bylo vysvétleni postupti, ktera vyuziva pocita pfi integraci
racionalni lomené funkce. V prvni fad¢ bylo nutné pfipomenout, jak tento typ integrall fesi

¢lovek. Pro moznost porovnani slozitosti obou pfistupli je nutné ovladat alespon zékladni

metody vyuzivané ¢lovékem.

V druhé kapitole je pfedstavena stézejni véta této prace a je Ctenafi poskytnul kratky vhled

do historie matematiky v podob¢ zkraceného zivotopisu M. V. Ostrogradského.

Pokud bychom cht€li aplikovat tuto metodu, nutné nam budou vyvstavat problémy typu
faktorizace polynomi, hledani nejvétsiho spolecného délitele polynomt v nejkrat§im Case
a mnoh¢ dalsi. Odpovédi na tyto otazky byly predlozeny v nasledujicich kapitolach véetné
nckolika metod, které by ke zddrnému vysledku nemuseli vzdy vést. Ke kazdému
problému jsou pfipojeny ilustracni ptiklady, které maji teoreticky diskutovanou

problematiku pfiblizit.

Posledni kapitola ma slouzit jako navod pro kazdého, koho hloubéji zajimaji vypocty
provedené pocitacem a chtél by se na mezivysledky podivat podrobnéji. Tento navod

v podob¢ kouskl kodu je realizovan v programu Wolfram Mathematica.
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Resumé
The main aim of this thesis is to explain the procedures used by computer for integrating

rational fractured function. At first, it was necessary to recall how is this type of integrals
solved by human. In order to compare the complexity of both approaches, it is necessary to
comprehend at least the fundamental methods used by human.

The second chapter introduces the most important theorem of this thesis. In case of
applying this theorem, there will come up subjects of polynomial factorization, finding the
highest common polynomial divisor as quickly as possible and many more. In the
following chapters there were presented answers to these questions, including several
methods that did not always lead to a successful outcome. There are attached illustrative
examples to each problem, which should enlighten discussed theoretical issues. The second
chapter also contains a brief insight into the history of mathematics in the form of a short
curriculum vitae of M. V. Ostrogradski.

The last chapter is intended as a guide for anyone who is interested in computer
calculations and wants to look more closely at the results. This tutorial in the form of code

is implemented in the Wolfram Mathematica program.
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