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ABSTRAKT

Tato diplomovéa prace se zabyva ristem a remodelaci meékkych tkani. Prvni cast
prace je vénovana reserSi dostupnych pramenti tykajicich se problému ristu a
remodelace mékkych tkani biologického ptivodu a mechanickych teorii umoznu-
jici tyto tlohy Tesit. Je zde odvozen trifazovy matematicky model na bazi teorie
poréznich prostfedi (TPM) simulujici procesy ristu a remodelace, ktery pro ty-
to procesy uvazuje jak pritommnost chemickych substanci tak vliv mechanického
zatizeni. Pro odvozeny model je nevrzeno numerické feseni pomoci inkremental-
ni metody s volbou aktualizované Lagrangeovy formulace a metody konecnych
prvkid pro prostorovou diskretizaci. Numericky model byl implementovan v ko-
mer¢nim softwaru MATLAB.

Klicova slova: Biomechanika, Rist, Remodelace, Teorie poréznich prostredi,
Mekka tkan, Metoda konecnych prvki



ABSTRACT

This master’s thesis deals with the problem of growth and remodeling of soft bio-
logical tissues. First part of this work is focused on research from available sources
related to growth and remodeling phenomena and mechanical theories enabling
to solve such tasks. A triphasic mathematical model is proposed based on the
well known theory of porous media (TPM) simulating processes of growth and
remodeling in which is accounted for both the presence of chemical substances
and mechanical stimuli. A numerical solution is sugested with use of an incremen-
tal method where the updated Lagrangian formulation has been chosen. Spatial
discretization is done by the finite element methods. Resulting numerical model
was implemented in comercial computational software MATLAB.

Key words: Biomechanics, Growth, Remodeling, Theory of porous media (TPM),
Soft tissue, Finite element methods
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Uvod

Motivace

VSechny zivé organizmy se skladaji z organti, které jsou tvoreny jednotlivymi
specializovanymi tkanémi. Historicky byla jejich struktura a funkce popisovana
v ramci biologie. S rozvojem vypocetnich technik k tomuto pfistupu je mozné
pouzit i matematické modelovani. To spolu s biologickym popisem vytvari moz-
nost daleko komplexnéjsiho porozumeéni a popisu fungovani jednotlivych tkani a
potazmo i organi a celych organizmi. V oblasti matematického popisu se muze-
me zabyvat nejenom pevnymi tkanémi tvorici skelety organizmi, ale i tkanémi
mékkymi vnitinich organi.

I pfes rozsahly pokrok v oblasti vyzkumu mékkych tkani biologického ptvo-
du zbyva jesté celad fada otevienych a nevyfesenych problémit. Tato diplomova
prace se zabyva matematickym modelovanim ristu a remodelace (viz kapitola
zivocisnych meékkych tkani metodou feseni soustavy parcidlnich diferencialnich
rovnic.

Souvisejici prace

Rist a remodelace mékkych tkani se v poslednich letech stala intenzivné fesenou
védeckou oblasti. Jeji kofeny ovSem sahaji az do konce 19. stoleti, napt. [21].
Zejména v pocatcich minulé stoleti doslo k vyraznému posuvu v této problemati-
ce, viz napf. [4]. Dané téma zahrnuje modely zabyvajicimi se ristem od bunééné
urovné, viz [10], [6], az po préace soustfedéné na remodelaci kompletnich organd,
viz [8],[18], |19] nebo [17].

Cil diplomové prace

Cilem této prace bylo provést resersi dostupnych pramenti vénovanych se fyziolo-
gickym procestim, které invokuji rtist a remodelaci, seznamit se s teorii poréznich
prostfedi (Theory of porous media - TPM) a jeji aplikaci pro feSeni biomechanic-
kych tiloh. Hlavnim tkolem bylo vybrat a seznamit se s vhodnym matematickym
modelem simulujici rist a remodelaci mékkych biologickych tkani, navrhnout nu-
merické FeSeni vybraného modelu a implementovat jej ve vhodném komerénim
softwaru.

Dalsim cilem prace bylo testovat vybrany model na tlohach akademického
charakteru a néasledné ovérit validitu tohoto modelu spolu s vlivem materidlovych
parametri tkané na vysledné reseni.

Struktura diplomové prace

prvni dvé kapitoly po tomto tvodu jsou vénovany seznameni se strukturou bi-
ologickych mékkych tkani, se zakladnimi fyziologickymi principy jejich ristu a



s teorii poréznich prostiedi. Je v nich stru¢né vysvétlena homogenizace na béazi
objemovych pomérti, dale je zadefinovana pouzitd kinematika a jsou odvozeny
podminky rovnovahy pro multifazova média.

Ve treti kapitole je odvozen matematicky tiifazovy nestlacitelny model po-
pisujici chovani zivé tkané pii procesech ristu a remodelace vychazejici praveé z
teorie poréznich prostiedi. P¥i odvozovani konstitutivnich vztahii je zde vyuzito
termodynamickych a fyziologickych principii odvozenych v predchozich kapito-
lach.

Ve ¢tvrté kapitole je pro odvozeny model navrzeno numerické feseni spocivajici
v inkrementalni aktualizované Lagrangeové formulaci feSené metodou konec¢nych
prvk (MKP). Casové diskretizace je provedena pomoci koneénych diferenci. Po-
drobné odvozeni metody koneénych prvki je souc¢asti apendixu [C|

V posledni kapitole je implementovany numericky model testovan na pocatecné-
okrajové tloze simulujici hojeni mékké tkané po zranéni. Cilem této sekce je odvo-
zeny model validovat na zjednodusené tloze vychézejici z readlnych chirurgickych
zakrokti. Déle je model testovan na vliv materidlovych parametri na vysledné
feSeni v ramci numerického vypoctu. V zavéru prace jsou ziskané vysledky dis-
kutovany.



1. Meékka tkan

Rust a remodelace mékkych tkani

Podle dnesniho pohledu jsou biologické procesy probihajici v zZivych organizmech
zpusobeny primarné vlivem vzajemné interakce molekularnich substanci v danych
zivocisnych systémech. Konkrétné rist mékkych tkani muze byt ovlivnén mnoha
faktory. Napiiklad vlivem genetické predispozice, prisunu ristovych a hormonal-
nich faktort, pristupem zivin, ale i vlivem mechanického napéti. V dnesni dobé
existuje jiz celad fada modeld zabyvajici se feSenim problému ristu. V mnohych
dilech se ale s riistem pracuje pouze coby s procesem invokovanym pouze jednim
vybranym jevem. Napf. autofi v [12], se zabyvali pouze vlivem ¢isté me-
chanickych acinki. Naproti tomu existuji studie vychazejici z tivahy uplatnujici
pouze chemické ucinky, viz [5].

Mekké tkané zivocisného ptvodu obsahuji z velké casti tii slozky: hladkou
svalovinu, elastin a kolagen. Rust téchto entit souvisi priméarné s pfistupem zivin
a rustovych faktori. Ty jsou ve vétsiné pripadi v tkanich distribuovany prostied-
nictvim krevniho obéhu. Vlivem ristovych a hormonalnich faktort, které inter-
aktuji s komponenty vyskytujicimi se v bunééné membrané dojde k inicializaci
rustového procesu. Tyto komponenty ¢astecné funguji i jako mechano-senzorické
subjekty, které mohou byt naruseny ptisobenim mechanickych sil a tim aktivovat
intracelularni procesy, jez jsou odpovédny za predavani informace o riistu do cen-
tra bunky. V [1| byla pro zahrnuti vSech procestt majicich vliv na riist zavedena
veli¢ina biochemické energie spolu s kinetickym zakonem riistu:

C

=Y 1.1

kde v je rtistova rychlost, 7y je maximalni rychlost riistu, ¢ je koncentrace bio-
chemické energie a K je rtistova konstanta.

Obrazek 1.1: V1dknita struktura kosterniho svalu.



S pojmem riistu byva ¢asto spojovan termin remodelace, ktery vyjadiuje spise
zménu struktury, ¢i mechanickych vlastnosti biologické tkané. Tim miize byt my-
sleno napt. tuhost ¢i pevnost, ale i zména vlaken daného materialu ve formé va-
riace délky, ¢i tloustky. Posledni dva zminéné jevy maji souvislost i se samotnym
rastem v mikroskopickém métitku. Riist i remodelace jsou tedy tzce propojené a
Casto vzajemné doprovazené jevy.

P1i simulacich biologickych procesti je zapotiebi dbat na Struktura mékkych
tkani je velmi riiznoroda a lisi se zejména umisténim daného organu v téle jedince,
¢i jeho fyziologickymi vlastnostmi. Do mékkych tkani fadime naptiklad i kosterni
svalstvo. To se od ostatnich mékkych tkani distancuje svou vysoce diferencova-
telnou, ale pravidelnou vlédknitou strukturou, viz

Z mechanického pohledu se jednd o anisotropni material. Pro Sirsi zachyceni
této problematiky bylo proto pfi modelovani zapotiebi navrhnout takové konsti-
tutivni vztahy, které mohou v zavislosti na materidlovych parametrech dané tkané
snadno alternovat a prizptisobit se tak jejich prislusnym materidlovym struktu-
ram.

Obrazek 1.2: Porézni struktura jaterniho lobulu.

Vétsinu mekkych tkani 1ze ale povazovat za porézni material saturovany téles-
nou tekutinou. Jedna se tedy o jakési multifazové médium slozené z hlavni ”ma-
sité” (pevné) slozky a jedné, ¢ vice tekutych slozek. Nadherny piiklad mékké
tkané s porézni strukturou je napi. hexagonalni jaterni lalicek slozeny ze symet-
ricky usporadanych fad hepatocytovych bunék a tzv. sinusoid, viz Z divodu
porézni struktury mékkych tkani bylo v celé fadé praci zabyvajici se procesem
riistu, viz [14], [18], [16], [17], pfihlédnuto k teorii poréznich prostredi (TPM).
Predstavit jeji zakladni myslenky a souvislosti s klasickou mechanikou kontinua
je cilem nasledujici kapitoly.



2. Teorie poréznich prostredi
(TPM)

Pro tlohy mechaniky pracujici s poréznimi médii, které nebylo mozné zaradit do
jiz rozvinutych oblasti mechaniky tuhych téles, ¢i mechaniky tekutin, bylo nutné
vypracovat novou teorii. Teorie poréznich prostiedi, viz [2] a |3], se zabyva pravé
témito tlohami. Hlavnim cilem této nové studie bylo uplatnit jiz znamé principy z
klasické mechaniky kontinua pro multifaizova média. Velkym problémem v tomto
sméru byla homogenizace média, viz dale, pro popis jevil probihajicich v mikro-
skopickém meétitku. Hlavni predpoklad TPM spociva ve vyskytu vsech slozek o
v kazdém misté celkové smési ¢, kde pro k fazi plati

o= ¢ (2.1)

2.1 Koncept objemovych poméru

V kazdém bodé zkoumané oblasti €2 se tedy vyskytuji c¢astice P* od vsech slozek
©“. Pro popis déjii odehravajicich se v jednotlivych bodech kontinua se v TPM
pouzivd homogenizace prostiednictvim zavedeni nové skalarni funkce n®, viz
Jedna se o bezrozmérnou veli¢inu reprezentujici objemové zastoupeni jedné faze
ku celkovému objemu elementu, "bodu”, v kazdém bodé kontinua. Pro material
slozeny z fazi o (o = 1,...) pak plati

k
V= /dv => v (2.2)
0 a=1

Ve = /dv”‘ = /nadv (2.3)

Q Q

kde V je objem. V lokalnim pojeti je mozné objemovy pomér zadefinovat jako

«
o dv

nt = (2.4)

V poréznim médiu uvazuje, ze je kazdy bod plné obsazen jednotlivymi slozkami
a tedy v médiu neni zadné ”prazdné” misto. Musi tedy platit tzv. saturacni

podminka
k
> nt=1. (2.5)
a=1

Rovnice poslouzi v néasledujicich kapitolach jako podminka nestlacitelnosti
pii odvozovani termodynamickych restrikei konstitutivnich vztaht.



TPM

Pevna faze (3) Tekuta faze (F)

Obrazek 2.1: Homogenizace kontinua ve smyslu TPM.

7 dusledku zavedeni objemového pomeéru bylo potieba zadefinovat dva typy
hustot pro odlisny popis vlastnosti jedné faze viici jejimu vlivu na celkové médium:

c1 . dme
arcialni: p® =
p P dv"‘ 9

e ’ «
materidlova:  p°® ddﬂ ,
v

pricemz pro nestlacitelnou fazi ¢ plati

d paRR
dt

P = konst, =0. (2.6)
S vyuzitim definice objemového poméru lze jednoduse odvodit spojitost mezi
materidlovou a parcialni hustotou ve tvaru

p* = npf, (2.7)

2.2 Kinematika

V teorii poréznich prostfedi je predpoklddano, ze zkoumané kontinuum je ve
vSech prostorovych bodech v soucasné konfiguraci zaroven okupovano ¢asticemi
P% od vsech fazi . Kazda tato ¢astice vychazi ze své vlastni polohy v referenc¢ni
(materidlové) konfigurace, viz Proto je pro kazdou slozku zavedena vlastni
funkce popisujici pohyb dané éastice. Rovnice [2.§| pfedstavuje Lagrangetiv popis
kontinua.

X = Xa(Xa,t). (2.8)



Existence inverzni pohybové funkce y, ', splnénd podminkou nesingularity jako-
biadnu, viz [2.9] vede k Eulerové popisu kontinua.

OXa
0X,,

Xo = Xo 1 (x,1), Jo = det # 0. (2.9)
Pro kazdou slozku je déale zavedeno pole rychlosti a zrychleni zadefinované pomoci
materidlové derivace v Lagrangeovo, resp. Eulerovo popisu:

_ Oxa(Xa,t) ., 0?Xa(Xq, t)

_ T XalRat) 2.1
*a o *a o (2.10)

resp.
X, = Xo(x, 1), X0 = Xa(x,1). (2.11)

0

Obrazek 2.2: Kinematika v TPM.

Obecné pro materidlovou derivaci skalarni, f, resp. vektorové, f funkce (x,t)

plati

(f(x,1), = Dfl(;;’ B _ afg;, 2 F(x,1) - %, (2.12)
resp.

(£(x, 1)y, = 2E00t) OEO0D) ey g (2.13)

Dt ot

kde (-) znaci parcialni derivaci (-) vzhledem k prostorovym souradnicim v aktudlni
konfiguraci. Pro objektivni popis libovolné tekuté slozky 3 byla zavedena relativni
rychlost wgg jako rozdil materidlovych derivaci pevné a tekuté slozky

Wgs = Xg — Xg. (2.14)
Pro posuvy pevné faze u plati
u=xg — Xg, (u)y = %g. (2.15)
Deformacni gradient v Lagrangeove, resp. Eulerové byl definovan ve tvarech

F = Gradxg, resp. F! =Xg, (2.16)

10



kde Grad(-) zna¢i parcialni derivaci (-) vzhledem k prostorovym soufadnicim v

referen¢ni konfiguraci. Dale bude zavedena rychlost deformace L jako gradient
rychlostniho pole pevné faze spolu se svou symetrickou, resp. antisymetrickou
casti

L = %g, (2.17)
1 T
D:§(L+L ), (2.18)
resp.
1
W = 5(L —L7). (2.19)

2.3 Podminky rovnovahy

Podle Truesdellovych principti teorie smési, [22], pro podminky rovnovahy me-
chanickych veli¢in jednotlivych fazi plati stejné principy jako pro homogeni jed-
nofazové médium. Pro skalarni, resp. vektorové veli¢iny pak mtzeme v obecném

pojeti psat
D, A
E/\Iladv = /(gzﬁa-n)da—l—/aadv—i—/‘lladv, (2.20)

Q A Q Q
resp.

D R
2 / O, dv / (®on)da + / oodv + / @.do, (2.21)
Q Q

A Q

kde W, ¢i W jsou objemové hustoty dané mechanické veliciny, ¢, resp. ® jsou
povrchové hustoty, n je vnéjsi normala k plose A, ¢ nebo o jsou prirtustku dané
veli¢iny z okolniho prostfedi a slozky \il, resp. \il, jsou produkce veli¢in uvnitt
kontinua.
S vyuzitim Gaussovy véty pro prevod plosnych integral na objemové mtizeme
zapsat obecné podminky rovnovahy v lokalni formeé

(0, + Uodiv %o = div ¢ + 00 + ¥, (2.22)

(O), + U, div %, = div &, + 04 + ¥,,. (2.23)

kde div je operator divergence. Podminky rovnovahy byly vyjadfeny pro nasle-
dujicich nékolik mechanickych velic¢in:

hmotnost: (p™)L, + p* +div %, = p°,
hybnost: p*X, = div T + p“b + p*,

moment hybnosti: 0=1IxT*+m"

11



energie: p*(e*)!, =T : L, —div q* + p®r® + €%,
entropie: p*(n®)., = div ( - 2—:) + % + e
(2.24)

kde T je Cauchytv tenzor napéti, p je produkce hybnosti, b jsou objemové sily,
m je produkce momentu hybnosti, € je energie, q je tepelny tok, r je pTirtstek
energie z okolniho prostfedi, n je entropie, € je vnitini produkce entropie, é je
vnitini produkce entropie a 6 je teplota. Pro dodrzeni vSech termodynamickych
principi musi pro prirtstky jednotlivych velicin platit nasledujici podminky

hmotnost: ZZ=1 p* =0,
hybnost: 22:1 p* + p¥x, =0,
moment hybnosti: S m® 4+ x, X (P + p%%4) =0,
energie: 22:1 €Y+ p* - X + p¥(e* + %)’(a “X4) =0,
entropie: ZZ=1 ¢ + pon* > 0.

(2.25)

S prihlédnutim k [2.3] a [2.3] mizeme posledni nerovnost rozsirit do tvaru

k
Ne N 1 1 o, 0
Z [ (™), + P 0™ + V- <9_aq) — gl | >o. (2.26)
a=1
S pouzitim Helmholtzovi volné energie:
P =€ — 0%n°, (2.27)

a za predpokladu izotermického stavu (0* = 6 = konst.) ziskame

k
A ’ ~AQU o] 1 I 7 SO
Z [Ta Lo — pa(¢a):x —P* - Xo — P (V* + §Xa Xo) € } > 0. (2.28)
a=1

Tato nerovnice entropie bude v nasledujicich kapitolach pouzita k odvozeni re-
strikei konstitutivnich vztahii potfebnych pro konstrukci modelu RR.

12



3. Model mékké tkané

Hlavnim cilem této prace bylo vybrat a seznamit se s vhodnym matematickym
modelem popisujici rist a remodelaci mékkych biologickych tkani. V této praci
byl vybran model poprvé uvedeny v [16]. Model se sklada ze tii slozek. Z pevné
nestlacitelné slozky znacené indexem S (z Angl. solid) pfedstavujici napft. svaly,
slachy, facie, ktizi atd. Tento porézni skeleton je saturovan tekutinou, znaceno
indexem L (z Angl. liquid). Tato slozka obecné predstavuje jakoukoliv nestlaci-
telnou tekutinu. Nicméné ji v problémech zabyvajici se riistem lze povazovat za
krev.

Jak jiz bylo zminéno v tivodni kapitole, rist biologickych struktur je indukovan
celou fadou procest vychazejicich ze slozitych fyziologickych vlastnosti dané tkané
pracujici s celou fadou rustovych faktort, nutri¢nich prvk hormont atd. Zde byla
pro jednoduchost pro vSechny tyto substance zavedena jedina slozka N (z Angl.
nutrients) predstavujici veskeré ziviny, které v tkani tcinkuji. Pfedpoklada se, ze
ziviny jsou v biologickych systémech distribuovany primarné krevnim obéhem,
proto bylo mozné zavést jedinou rychlost pro tekutou i nutriéni slozku xXp.

Ptipomenmé, ze diivodu nestlacitelnosti plati

p™f = konst., (p™ = 0. (3.1)

[0

Pro zjednoduseni bylo dale zanedbané zrychleni jednotlivych slozek. Model vy-
chéazi z podminek rovnovahy vicefazovych médii uvedenych v predchozi kapitole.
Konkrétné z podminek zachovani hmotnosti pro vsechny slozky

(p%)s + pidiv xg = p°, (3.2)
(p™M)y + pNdiv xp = pV. (3.3)
(p™)y, + pldiv xp, = ph. (3.4)

S vyuzitim vztahu [3.5
(0")a = (n®p), = (n®)op™ + 0 (P, = (n*) ™", (3.5)
byly rovnice [3.2] az upraveny do nésledujicich tvari:

i

(n®)s +ndiv xg = e (3.6)
(n™)y +nNdiv Xy = P (3.7)
(nbY, + ndiv %, = ppL—R. (3.8)
Dale podminek rovnovahy hybnosti pro kapalnou a nutri¢ni slozku
div TV + p¥b = p¥ (wis + %s) — B (3.9)
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div T* + p'b = p*(wps + %5) — p© (3.10)

a podminek rovnovahy hybnosti pro celou smés

div (TVE) + (p"NEb + p° + p* = p%s + pF %5, (3.11)
=0

3.1 Konstitutivni modelovani

Model je potfeba doplnit o konstitutivni vztahy pro napéti, rychlost a objemovy
nartist. Pfi odvozovani konstitutivnich vztah bylo nutné dodrzet termodyna-
mické principy, viz Rovnice je nutnou podminkou omezujici objemovy
nartst jednotlivych slozek. Proto byla pouzita v nerovnici entropie. Bylo zde
vyuzito principu Lagrangeovych multiplikatori. Pro zjednoduseni zapisu bylo v
dalsim pfistoupeno k novému znaceni operatorii divergence a gradientu ve smyslu
div(...)=>V-(...),grad(...) > V(...) aGrad(...) = Vx(...).
Podminka byla pfenasobena Lagrangeovym multiplikatorem A

A = (%) — (")) — 0Ny + V- wpg + VL WNS:| = 0. (3.12)

Dale pak, jednotlivé podminky rovnovahy hmotnosti byly vynasobeny svym spe-
cifickym multiplikdtorem A“

A\ [(n“)’a +n%Dg, - 1) — ;—QR} =0. (3.13)

Nerovnice entropie, viz pro nase t1i slozky ma tvar

3

~Q (O 1 ;o o At s
D A=), = 070" = Ska%ka) + T Dy — P - %o} 2 0. (3.14)

a=1

Dosazenim [3.12] a [3.13| pro S, L, F do [3.14] bylo ziskdno

Dg - |T° — 2n°p°FFy i ——FL 4+ \5%T| + Dy - | TF — nhptfuy (M’HAL L1
805 aJL
o oy®
Dy - TN_ NR —1 L LI I S S SR
+ Dy { JIn NoTe +A } (n )S{)\ A7 +np ans]
op* / o
— (n"), {/\ PR LRa . — (VY )\_)\N+anNRanN
1 1 1 1
~L L 2 / L S , , S
—p |:(1/J —§XL-XL+pL—R/\ )—(¢ —§X5'Xs+pS—R)\ ):|
NPT PRV SEVSRDRFIES DU SR
—p | (W —§XN'XN+W ) — (¥ —§XS'XS+pS—R )
— Wrg { —)\Vn}—w]vg-{p —)\VnN}>O
(3.15)
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Nerovnice musi platit i pro pevné zvolené hodnoty systémovych promén-
nych. Potom musi platit

Dg- TS—2nSpSRFsa—wF£+)\SnSI +Dy, - TL—anLRJLa—quL/\LnLI +
0C5 8JL
0 =0
o O
N _ N, NR L.L s S .S SR
DN~[T —n'p JNEI—l—)\nI]—(n )’S[)\—)\ +n’p W]_
=0 ; QEN
o o .
(nt), {/\ — A\t anLRW] —(nN)y {)\ — AV 4 anNRan_N} +Dis >0, (3.16)
N L >0
=0 =0
kde
Dis = —p* |(v" - 1 L\ s_ 1 L\ 3.17
is=—p"|(¢ — XXt g ) — (¥ —g%s Xst+ - ) (3.17)
S N = Lyt Y 8 - Ly kg 09)| (3.18)
P o XN “ XN NE 5 X5 Xs Sk .
— WLs {p — AVn 1 — Wps - [f)N — )\VnN] (3.19)

Se splnénim nésledujicich podminek

apf o123 =0, (3.20)
N
0, >0, (3.21)
LN
6,7 >0 (3.22)
pak pro interakcni sily a vymény hustot z disipacni ¢asti nerovnice entropie plati
f)L = )\V?”LL - SLWLS - ﬂéNWNS, (323)
]SN = )\VRN — SNWNS — ﬁéNWNs, (324)
pl=—6L(Wh — W%) — 5N (TN — @) — SIN(F — ), (3.25)
P = =0 (BN — W) — V(W — w8) — 5N (W — BN, (3.26)

kde ¥ je chemicky potencial vyjadien nasledovneé:

| a1
T = L Kt a;fa + (3.27)
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3.1.1 Napeéti

S uvézenim OVEY /0]y, y = 0 pak z nerovnice entropie pro Cauchytv tenzor
napéti pevné a tekuté slozky plyne
o

T = —n AT + T3, = —n° M\ + 2p°F ——F7, (3.28)
dCg

TF = —nf'AlL (3.29)

kde ) je tlak, Cg je pravy Cauchy-Greentiv deformacni tenzor, 1»° je volna Hel-
mholtzova energie a n!’je objemovy pomér tekuté slozky a zivin (nf = nt +n?).
Vliv volné energie na napéti tekutin byl v této praci zanedban. Jak jiz bylo zmi-
néno na zacatku textu, biologické tkané vykazuji anisotropni chovani z divodu
jejich vlaknité struktury. Z tohoto divodu byl zaveden tenzor anisotropie M jako

M=A®A, (3.30)

kde A je normalizovany preferovany smér vlaken v poc¢atecni konfiguraci a plati
|A|| = 1. Energeticky ¢len efektivniho napéti byl vyjadien pomoci prvnich tfech
invariant tenzoru Cg

I = tr(Cs), (3.31)
I, = tr(det CsCy"), (3.32)
I = det Cg, (3.33)

a prvnich invariant tenzortt CsM, CZM,

Iy = tr(CsM), (3.34)

Is = tr(CEM). (3.35)

Pro podrobnéjsi odvozeni je ¢tenar odkdzan na |13]. Helmholtzova volna energie
tak byla rozdélena na izotropni ¢ast U9  zavisejici pouze na tenzoru deformace a

S0

na pifi¢né izotropni ¢ast We zavisejici i na strukturnim tenzoru vlaken

U =09 I, Iy, I3, I, I)
— WS (05, 1y, I, Is) + W5 (I, I5)

ns n
= <$> \I]io,neo(nsajhj%IB) +\iji([47]5)7
0

(3.36)

kde n je materidlovy parametr identifikovany v [11] pro hodnotu n = 2. Izotropni
¢ast volné energie byla ve [14] navrzena ve tvaru

1 1 1
\Ijio,neo - p_s (Asé(lnjsy - :uSanS + §:U’S([1 - 3))7 (337)
0
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kde A% a p¥ jsou Lamého konstanty.

V mékkych tkanich se predpoklada, ze vlakna nebudou klast odpor pii zkra-
covani. Z tohoto dtivodu byla pri¢né izotropni ¢ast energie rozdélena v zavislosti
na ¢tvrté invarianté, viz [16], ve tvaru.

1 ot
\Iji_{ﬁal(IZI_l) 2 1421,

3.38
0 Iy <1, (3:35)

kde a; a ap jsou materidlové parametry predstavujici tuhost vlaken. Po dosazeni
3.37, [3.38], [3.36] do [3.28] bylo pro efektivni napéti tuhé slozky ziskano

n+1
S nS S TLS g
TE = S JSTE,neo + _S‘]STE7ti; (339)
Nos Nos
1
Thineo = 7~ [17(Bs = 1) + A (log Js)1], (3.40)
s
S 1 as—1
Tgu = J—SOélt)éQ [tr(m) — 1] "m, (3.41)

kde Bg je levy Cauchy-Greentiv tenzor a m = FA ® FA je strukturni tenzor v
aktualni prostorové konfiguraci.

3.1.2 Relativni rychlost tekuté slozky

Z nerovnice entropie dale plyne

p" = AVn" — Spwps, (3.42)
kde
1 _
SF = —SF — IﬁF [OéFlI + OZFQM:| ! (343)

je tenzor konduktivity mezi pevnou a tekutou slozkou. Parametry ap; a aps zde
rozhoduji mezi kompletné izotropnim stavem materidlu (apy = 0) a kompletné
anisotropnim stavem materialu (ap; = 0). Materidlovy parametr Sr byl v [14]
navrzen ve tvaru
ks [nos F

SF = /Lﬁ [n—F] + 0, (3.44)
kde n{ je objemovy pomér vech tekutin, k§ je Darcyho permeabilita a uf'® je
viskozita. Dosazenim podminky pro rovnovahu momentu hybnosti tekuté slozky

do byl ziskan konstitutivni tvar
wrs = K[ —n"VA+p"b — pi%s], (3.45)

kde K = S”~! je tenzor permeability.
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3.1.3 Produkce hustoty zivé tkané

V této praci byl objemovy nartist tkané uvazovan pouze na tkor dodanych zivin,

plati tedy
N

p°=-p", pt=o. (3.46)
Z nerovnice entropie |3.1| pro p° plyne

S _ sNigN s

55 = 6N (WY — ), (3.47)

kde 5},\7 > 0 a ¥ je chemicky potenciél. Ve [16] je pro produkeci hmoty tuhé slozky
postulovan konstitutivni vztah vyhovujici termodynamické restrikci ve tvaru

ﬁs = ﬁilaxﬁngAiMﬂ
pin =—exp[— K (n™)?] +1, (3.48)

ﬁf,UM,L- = —2exp [— 10g<2)TvMi/TvMi0] + 1,

kde 7,57; je napéti vztazené k efektivni ¢asti Kirchhoffova tenzoru napéti v dvou-
rozmérném prostoru dané vztahem.

— 2 2 2

Toario je optimalni efektivni napéti ve stavu kdy nedochézi k riistu, p5hax a K~
jsou materidlové parametry biologické tkané.

Je zde tedy predpokladéano, ze rtst tkané zavisi jak na pfisunu zivin, tak na
mechanickém napéti. V [14] byl konstitutivni vztah rozsifen o ¢len souvisejici
explicitné z deformaci.

AS _ AS  AS S ~S
Y _pmaxpanTvMiszv

A (3.50)
pﬁs =—exp | — Ky,(Js — 1)%] +1,

kde K, je opét materidlovy parametr. Zde jsme se pro jednoduchost omezili
pouze na tvar [3.48]

3.2 Model tkané

Pro feseni problému riistu a remodelace byly za vychozi rovnice zvoleny bilance
hybnosti pro celou smés, viz bilance hmotnosti pro pevnou, resp. nutri¢ni

slozku, viz resp. a celé smési:

AS

55
(n*s + (nF)p + p¥div xg + pFdiv %p — + p’OTR =0, (3.51)

pS_R
Po tpravach a vyuziti vztahu [3.52

(ns)'s + (nf)p = (ns)fg + (nF)'S + gradn! - xp — gradn® - xg4
= (n”)s + (1 — n%)s + gradn® - (Xp — Xg) (3.52)

= gradn® - wpg,
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vznikl systém c¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych veli¢inach {uS,nS .n, /\} Vyjé-

dfeny v prostorové konfiguraci:

div (TS + TF) + (pS +p)b + pPwps =0,

1 1.
grad(anFg) + t?‘DS + [pN_R - pS_R:| pS = 0,

1
(n®)y — P ntrDg = 0,

1
5 — TR[)N — grad n™xg + grad(nVwpg) = 0.

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Reseni tohoto systému je predmétem nésleduji kapitoly s pfihlédnutim k apendi-

xtm [Al a [Bl
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4. Numerické reseni

4.1 Slaba formulace

Systém az byl feSen pomoci metody koneénych prvki. Celkova oblast
Q(t), resp. jeji hranice 0€2(t) byla rozdélena na ¢asti 0,2 a 0,§2 souvisejici s
Dirichletovymi okrajovymi podminkami pro posuvy a tlak. Déle pak na 0,€) a
0,,€) souvisejici s Neumannovymi podminkami. Pritom plati:

00 =0,0U9,Q, 0,0N00,0 =0 (4.1)
00 = HQUILL, 0HQNQ=0. (4.2)

Ve smyslu standardni Galerkinovy metody byly zavedeny prostory pro pfi-
pustna posunuti, tlaky a objemové poméry

V(t) = {v|v =uy na 0,2(t)},
P(t) = {plp = Ao na 0\Q(1)},
(t) = {6°16° = 1§ na D,50(1)}, 43)
QY (t) = {¢"|o™ = n}) na duwQ(t)},
a prostory pro testovaci funkce
Vo(t) = {v|v = 0 na 9,Q(t)},
Po(t) = {plp = 0 na 0,Q(1)},
QS (1) = {6°16° = 0 ma D5 0(1)}, “4)
QY (t) = {o™]¢™ = 0 na 9w Qt)},

Slab4 formulace problému az s fesenim (u, A\, n®, n) € V(&) x P(t) x
Q%(t) x QN(t) byla ziskédna vynisobenim jednotlivych rovnic p¥islugnymi testo-
vacimi funkcemi a zintegrovanim per-partes. Pro ¢ > 0 plati:

®,((u, A, 0%, n™); (v,p, 0%, ¢")) =0 V(v,p,¢° ¢") € V(t)oxp(t)onﬁ(t)XQéV)(t),
(4.5
kde

S, F
<I>t((u, )\,ns n ) v, 0,0, O /(ZT“) :Vde—/ﬁSwFS-de—/t-vdS,
« Q

o)
(4.6)
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11
@, ((u, A\, n% n");(0,p,0,0)) :/”FWFS - Vpd§2 — / {trDs + KpN_R B ﬁ)ﬁs}pda

Q Q
N / n"wpg - npds,
o0
1
®,((u, A, n°,n");(0,0,6%,0)) :/ {(ns)/s — —0" - nStrDS}¢SdQ,
A P
1
®,((u, A, n,n"); (0,0,0,6")) :/ {(nN)/s ~ vl - vnNu}¢NdQ
Q

— / nNwpg - Vo' dQ

Q

— / nNwpg - neVds,
oN
(4.7)

kde n je vnéjsi normala a t = ¢ - n je vektor trakénich sil piisobicich na hranici
0,€.

4.2 Aktualizovana Lagrangeova formulace

Z divodu nelinearity podminek rovnovahy a konstitutivnich vztahi bylo nutné
fesit tllohu inkrementalni formulaci, tedy hledat feSeni pomoci kone¢ného mnoz-
stvi malych casovych krokt, ve kterych jsou jednotlivé vztahy linearni.

V této praci byla zvolena aktualizovana Lagrangeova formulace, ve které je za
referen¢ni konfiguraci povazovana posledni znaméa. Pro vyjadifeni budouci konfi-
gurace, Q, v case t+6t zavisejici na posuvech pevné faze byla zavedena perturbac¢ni
rychlost V, V € V(t),

x=x+7V(x), Q=0{x[xeQ@)}, (4.8)

kde 7 je perturbacni cas.

Ptirtstkova formulace vychazi z Newtonovy metody s funkcionalem ®, viz
vyjadienym v case t+dt. Se zavedenim systému znamgch velicin S = (a, A, nS,nN )
v ¢ase t a systému testovacich funkci Z = (v, p, ¢°, ¢") pak pro novy stav S(t-+4dt)
plati

¢)t+5t(s<t + 6t)7 Z) ~ @t<sv Z) + 6@t(sa Z) © (687 5tv> ; 07 (49>

— 0D,(S,Z) o (6S,6tV) = —®,(S, Z), (4.10)
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kde

u=1u-+du, ou=udt,
A=A+0), O\ =\,
nS =nS +6n5, onS=nSst,

nN = nN 4 on®,  ontN = nN§t.

(4.11)

Linearizace jednotlivych konstitutivnich vztahii byla provedena pomoci mate-
ridlové derivace (...) = %hzo. Perturbace napéti TF, 6T, relativni rychlosti
tekutin dwpg a nartistu hustoty dp° jsou uvedena v apendixu . Volbou refe-
ren¢niho stavu S = (u, A\,n°,n") a jeho perturbace 6S = (du,d\,°,n") a s
pfihlédnutim k apendixtim [A] a [B] pro levou stranu rovnice plati

§®,(S; (v,0,0,0)) o (6S,6V) —/TS : VvV~5VdQ+/6TS : VvdQ
Q Q

— / TS : (VvVéV)dQ

Q

+/TF : VVV-5VdQ+/5TF - Vvdf
Q Q

_ / T . (VvVV)dQ
Q

— /5,55WF5 -V + ﬁS(SWFS -V + ﬁSWFS vV - 6VdQ
Q

—/5t-vdS,

o0
(4.12)

d®,(S;(0,p,0,0)) o (4S, V) :/nFWFg -VpV -8V + dnf'wrs - Vp+ nl'owpg - Vp
)
—nfwpg - (VpV6V)dQ

1 1. .q
- [{oteps)+ | (G = 5o )05 o
Q
1 1Y .
+ t’f’Ds+ pN_R_pS_R P chWdQ

- /6(nFWFS -n)pdS,
G9)
(4.13)
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1
5®,(S;(0,0,$°,0)) 0 (6S,6V) = / {5(n5)g — ps—R5ﬁS — ontrDg — ns5(trD3)}¢S
Q

1
+ {(ns)'s — pS_R’aS — ’I’LStT’DS}QbSV . VdQ,
(4.14)

1
§®,(S;(0,0,0,¢™)) o (48, 0V) :/ {5(nN)g - pN—RapN — (Vo — vV VV)u
Q

— VnNéli}¢N

- {(nN)g — pNLR,aN — vnNu}¢Nv - 6VdQ

— / nNwpg - VNV -8V + onNwpg - V¥
Q
+nNowpg - Vol —nNwpg - (Vo ViV)dQ

— /5(nNWp5 . Il)(bNdS
o0N

(4.15)

4.3 Casova diskretizace

Pro feSeni problémt na bazi TPM bylo napf. v [7] navrzena ¢asova integrace po-
moci implicitnich metod typu Runge-Kutta (DIRK). Déle pak model remodelace
sinusoid v jaterniho parenchymu, taktéz na bazi TPM, byl v [15] feSen pomoci
Newmarkovy metody. V této praci jsme se omezili pouze na metodu konecnych
diferenci. Casovy interval [0, T] byl rozdélen na kone¢ény pocet ekvidistantnich uz-
Ia ty, k =0,1,2,...,n. Znaceni *a zde odpovida funkéni hodnoté a(ty). S volbou
zpétnych diferenci byly 1. a 2. ¢asové derivace aproximovany

d(t) ~ fa—a — cSk_a
D R VA
. Fo —2a+*%2a  6Fa—da
a(t) =~ =
(6¢)2 (6t)?

(4.16)

Aproximace i(t) je zde uvedena, nebot se v prirtstkové formulaci vyskytuji per-
turbace prvnich ¢asovych derivaci, naptiklad du. Ze pak plyne du = uot.
Konvektivni rychlost byla taktéz aproximovana zpétnymi diferencemi, tedy
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2 6—“ Pfipomenime, ze plati 4V = Vit. Casovou diskretizaci bylo ziskano

®,,({S"}i<k; (v,0,0,0)) /(Z"‘TQ> VvdQ — /k‘ SkaS-de—/kt-vdS,

Q o0

1 1Y\,
@ ({S'}i<k; (0, p,0,0)) :/kanWFS - Vpd§) — / {tr’“Ds + |:(pN_R - pS_R>kpS}de
Q

Q

/kanWFS np,
o0
! S 0" n® I 55 — nStrk s
@, ({S"}1<£:(0,0,9°,0)) = 5 oF p tr*Dg r ¢°d(Q,
Q

®,,({S" V1< (0,0,0, 6™)) —/ ot L _ gk, v o SN AD
k 1<k, 5 Uy Uy _Q 5t ,ONR (St

Q

— / FnNrw pg - ng™ds.
o0
(4.17)

Diskretizaci az vyjadiené v Case t € [tg, t11] a dosazenim 0V = §*u
jsme ziskali

5B (S, {S}1<kr1; (v,0,0,0)) o (6S) = / M5 VYV - §FudQ + / SFITY : VvdQ

Q Q

/ TS (VvVFu)dQ

Q
+ / FTE . VvV - 6FudQ + / SFHTE . YvdQ
Q Q

/ FTE L (VvVeRu)dQ

. /5k+1ﬁSkWFS v+ kpAS(Sk+1WFS v

+ kpSkWFS -vV - 5kudQ
— / §F Lt - vdS.

o0
(4.18)
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5®,(S, {S"} 1<k+1: (0,p,0,0)) o (8S) :/kanWFS - VpV - d*u + "t Fwpg - Vp
Q
+ 5" weg - Vp — Fnf P wipg - (VpV§Fu)dQ

5k+1 _5k: (5k:+1
—/{tr(V 5 B v v Y

ot
Q
1 1 .
|G )
1 1 \sa
+ {tr"“DS + KpN_R - ,ﬁ)kps}pv - 6*udQ

— /6k+1(anFg . l’l)pdS,
onN

(4.19)

R 5k+1nS 1
5®,(S, {S'}1<ks1:(0,0,0°,0)) 0 (08) = / { Tl pS—RékHﬁs—ék“nStrsz
Q
Sty — 5k Sk+lg

_ k.S o.""u—om k
n’tr(V 5 \% 5 Vo )}(;5

6k+1n5 1
+ { T —="p° - anktrDs}qﬁSV - FudQ,
P

(4.20)

N . N Sk tin 1 k+1 AN
(S(I)t(s> {S }l§k+1; (Oa 07 07 ¢ )) o (58) = St o pNR5 P

5k
o (V6k+1 vk NV(Sk ) 52,:

5k+1u _ 5k;u

+ {5k+1nN . k15N
ot pNR
5k+1

S5t
/ankaS . V(bNV . 5ku -+ (5k+1nNkWFS . V(bN
Q
+ an(SkJrl Wrg - V(bN
—FpNrwpg - (Vo ViFu)dQ
- /(5k+1(nNWFS -n)¢™VdS.

o0

— VEn }¢Nv - 5 udQ

(4.21)
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Pro tvary 6*H1T9, *1TF, §**lwpg a 6*1 5% se autor opét odkazuje do apen-
dixu . Ulohu v ¢asové hladin€ ;. je nyni mozné formulovat nasledovné
Najit ¢tvefici neznamych (85 1u, 6F1N, §5F1nS FHInN) € §V (try1) X OP(tgy1) X
5Q%(try1) X 0QN (try1), tak Ze plati

/ TS VvV - 6FudQ + / SFHTY . VvdQ — / TS (VvVeFu)dQ
Q

Q Q
+ / FTE VvV - 6fudQ + / SFHITE . vvdQ — / FTE L (VvVFu)dQ
Q Q Q
/5’““ 5 wrg - v+ 00" wpg - v 4+ ¥ weg - vV - FudQ
Q
S,F
—/5k+1t-vdS: —/ <Z’“T°‘> deQ+/’f SkWFS-VdQ—i—/kt-VdS,
LY Q a Q

o0
(4.22)
pro viechna v € Vy(ty),

/kanWFS . va . 5ku + 5k+1anWFS X Vp + knF(Sk+1WFS . Vp
Q
k., Fk

— " pg - (VpV et u)dQ
5k+1 _5k 5k+1 . 1 1

. oo+ v - 5k+1 ~S

/{tr(v ot Vo Vo KpNR /)SR) g }p

Q

2 1 L \i.s k
+ tTDS—F pN_R_pS_R 1% pV(SudQ
1 1

— /5k+1(anFS ‘n)pdS = — /kanwFS - VpdQ + / {trkDS + [(— — —R) kﬁs}de

NR s
p p
9) Q Q

F
+/kn kW FS - Np,
0N

(4.23)
pro v8echna p € FPy(tx),

5k;+1 S 519 S 1
/ { n = n- e SEF15S — hHlpStrkD g
Q

5k+1 _5k 5kz+1
— knStr(V u& U v 5 St )}¢5+

" *+ns L sk sk s k 0*n® Ly s nStrk s
{ 5 pS—Rp —Fkn tng}¢ V-dudQ:—/{ 5 pSRp trDs}d)dSL

) (4.24)
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pro viechna ¢° € Q5 (t4) a

SN — ghn N L AN k1, k. Ny sk 0*u
/{ - ot = (VO — Vit w)

Q

5k+1u _ 5k:u

+{5k+1”N— FHY -V Nék; }d)NV dFudQ

ot pNR

_/k‘nNk‘WFS v¢Nv5ku+5k+lnNkasv¢N

Q
+an5k+1 V¢ _ n WFS ( ¢Nv5k )

5k N 5k

19)9]
—i—/ankW Vo dQ—i—/k Newps - ng™NdsS

Q o0

(4.25)

pro viechna ¢V € Q¥ (t1.).

Prostorovéa diskretizace byla provedena metodou koneénych prvkia (MKP).
Oblast 2 byla rozdélena na m ¢tyt uzlovych elementd €).. Pro splnéni Babus-
ka—Brezziho podminky, viz [9], byly pro aproximace posuvi voleny kvadratické
funkce. Ostatni veli¢iny byly aproximovany linearné. Po aplikaci MKP na4.22| az
4.25| vznikl linedrni systém

An A A Ay
Ay Ay Ay Ay
Az A Az O

Ay Ap A Ay

(4.26)

|
£h SR SR B

kde u, n®, n" a X jsou uzlové hodnoty jednotlivich hledanjch veli¢in. Pro

podrobnéjsi odvozeni MKP se autor odkazuje na apendix [C|
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5. Numericky priklad

V této casti bude model testovan na akademické okrajové tloze. Jedna se obdél-
nikovou oblast s kruhovym otvorem ve svém stfedu. Touto jednoduchou tlohou
muizeme naptiklad simulovat hojeni rany vzniklé po implantaci stentu.

Pro okrajové podminky byly pfedepsany nulové posuvy pevné slozky na okra-
jovych hranicich. Tyto hranice byly dale uvazovany jako propustné, viz Okra-
jové podminky pro tlak byly na krajnich hranicich predepsany ve tvaru

Aa(t) = e 1), (5.1)

kde )\ je pocateéni podminka pro tlak platna v celém médiu. Charakteristika
této funkce je vykreslena na obr. [5.1]

Aa

101

N
T

2 1 6 8 10
Obrézek 5.1: Okrajova podminka pro tlak.

Ostatni podminky jsou vcetné vSech pouzitych materidlovych parametri uve-
deny v tabulkach a . Uloha byla feSena pro 218 prostorovych elementt
a 1000 casovych kroki o velikosti 6¢ = 0.01s. Simulace byla provedena pro dva
pripady. V prvnim piipadé byla tkan uvazovana jako ¢isté izotropni, viz Dale
pak byla tiloha fesena pro kompletné anisotropni pripad. V druhém pripadé byla
uloha testovana pro sklon vldken o thlu 60° od osy x.
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Obrazek 5.2: Prostorova diskretizace s okrajovymi podminkami.
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Obrazek 5.3: Objemové zastoupeni tuhé slozky pro ¢isté izotropni material.
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Obrazek 5.4: Objemové zastoupeni tuhé slozky pro kompletné anisotropni mate-

rial.

Z divodu nedostupnych informaci byly materidlové parametry v této praci
voleny s ohledem na feseni jednotlivych tloh. Kritickym parametrem je zde ve-
likost ¢asového kroku. Vysoka citlivost programu na 0t mize spoc¢ivat v chybné
volbé ¢asové integrace, zde provedené metodou konec¢nych diferenci. Vysledky zis-
kané zde nebylo mozné posoudit z vysledky ziskanymi napi. v [14], ¢i nebot
ve zminénych pracich nebyly autory uvedeny vsechny parametry potfebné pro

vypocet.

Tab. 5.1: Tabulka uvadéjici hodnoty parametrt pouzitych pti vypoctu 1. simulace.

Parametr Hodnota Jednotky Parametr Hodnota Jednotky
ToMi0 47 N/m2 /JS 1- 104 Pa

05 0.1 kg/sm? P 10° Pa
R 200 kg/m? a; 2 -

prE 1000 kg/m? g 2 -
pNE 10 kg/m? apy 1 -

m 2 - Q9 0 -

n 2 - UER 1077 Ns/m?
Ao 10 Pa kS 21077 m/s
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Tab. 5.2: Tabulka uvadéjici hodnoty parametrii pouzitych pii vypoctu 2. simulace.

Parametr Hodnota Jednotky Parametr Hodnota Jednotky
ToMi0 46 N/m? e 1-10° Pa
i 0.1 kg/sm? P 510 Pa
P 200 kg/m? a 2 -

ptE 1000 kg/m? g 2 -
pNE 104 kg/m? apy 0 -

m 2 - o 1 -

n 2 - UER 1077 Ns/m?
o 10 Pa kS 2.1077 m/s
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Z.aver

V ramci diplomové prace byla provedena reserse dostupnych pramenu tykajici se
problému ristu a remodelace mékkych tkani a mechanickych teorii umoznujici
tyto tlohy tesit. Konkrétné byla prezentovana Teorie poréznich prostiedi spoci-
vajici v homogenizaci multifazovych prostredi.

Dale byl sestaven trifazovy matematicky model, ktery umoznuje simulovat
rist a remodelaci mékké tkané biologického ptivodu. Model se skladal z jedné
pevné faze a dvou tekutych fazi reprezentujici télni tekutiny a ziviny v nich dis-
tribuované. Model byl odvozen na bézi teorie poréznich prostiedi za predpokla-
du izotermickych podminek a se zanedbanim akceleracnich Gc¢inkd jednotlivych
slozek.

Numerické feseni modelu bylo navrzeno v kapitole [4. Z divodu nelinearity
modelu bylo navrzeno feseni prostfednictvim inkrementalni formulace s vyuzitim
aktualizované Lagrangeovy metody. Prostorova diskretizace byla provedena po-
moci metody kone¢nych prvki. Podrobné odvozeni této bylo predmétem apendixu
[C] Po prostorové a ¢asové diskretizaci provedené metodou koneénych diferenci byl
numericky model implementovan v komer¢nim softwaru MATLAB.

Prezentovany model byl nasledné testovan na pocatecné okrajové tloze aka-
demického charakteru. Z divodu nedostupnosti realnych fyziologickych dat byly
v této praci voleny jednotlivé parametry s ohledem na fesSeni.

Ziskané vysledky nebylo mozné posoudit s vysledky uvedenymi v [16], nebot
zde autory nebyly prezentovany kompletni informace tykajici se volenych mate-
ridlovych parametri a okrajovych podminek.

Model 1ze obecné vyuzit pro vsechny mékké tkané, jejichz strukturu lze cha-
rakterizovat pomoci t¥i fazi - jedné pevné a dvou tekutych. Pro konkrétni tkan je
vyvinuty model mozné jednoduse upravit volbou vhodnych parametri. Model byl
pouzit pro simulaci remodelace jaterniho parenchymu s uvazenim zjednoduseného
pristupu spocivajicim se zapoc¢tenim pouze izotropni ¢asti volné energie.
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A. Materialova derivace

A.1 Materialova derivace integrac¢ni oblasti

Pro Fj;, resp. J plati:
o 0r;  O(x; +7V5)
Y 0X; x; (A1)
i _dT ij |T=0 — an7
resp.
. : d
J = (det F) =1 det(F +tVxV)|,=o
= det Ftr(VxV-F1) (A.2)
= det Ftr(VV)
=det F(V-V).

S piihlédnutim k pak pro zménu oblasti lze psat

T P
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B. Perturbace konstitutivnich
vztahu

B.1 Perturbace ve spojitém case
Prirtistek hustoty mékké tkané:

ﬁs = ﬁiaxﬁSNﬁvaﬁ

pin = —exp [ — K (n™)?] + 1, (B.1)
ToMi } + 1’

ﬁfuMi = —2exp [ — In(2)
Ty M0

5ﬁs - ﬁliaX(SpAinAfv]\/“ + ﬁilaxﬁsNéﬁva”
6psn = 2K, exp [ — K, (n")*|nNén™,
In(2)

ToM3

6p° vy =2 exp [— In(2) }57’1,1\41-,
v TuMi0 TuMi0
aTvMi
OTyMi = ———0Tij,
M sz: 87'1] J
Z 0Ty _ 271,1 — 72,2 i 371,2
7 O 2 oy + 378 — TiaTag + T3, 2\/712,1 + 378 — TiaTea + Ty
n —T1,1 + 2722 .
2\/71271 + 37‘1271 — T11T22 + 7‘2272
(B.2)
Relativni rychlost tekutin:
wrs = K[(n® — 1)V — p"1], (B.3)

swrs =0K[(n® — 1)VA+ p"b — p"u] + K[0n®VA + n° VoA — n°VAVY — VA + VAVY

— é6pfa— pléu).
(B.4)
Cauchytv tenzor napéti (S,F):
nS\"
T3 =(n+1) ($> on[u® (Bg — 1) + X\ log JT]
0
TZS n+1
+ (ﬁ) [11°(VéuBg + Bg(Vou)?) + A5V - sul], (B.5)
0

ST = — n AT — 6\ + 0T,
STF =0n\I — (1 — n%)sAL
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B.2 Perturbace po casové diskretizaci

Po ¢asové diskretizaci navrzené v sekci bylo pro konstitutivni vztahy ziskano:

5k+1[55 = ﬁmax5k+1pstﬁf Mi + pmax pnN6k+1

Fp0 = 2K v exp [ - K,n(Fn)? }k Nkt

pTv]\/H

In(2 ki
gt Af =2 2) exp [ - ln(Q)M]ékJrlTvMi; (B.6)
M ToMi0 ToMi0
or,
k+1 vMi k+1
S g = Z o )
k41 _ skl [k, S k Fk _kAF(Sk_u
O wpg ="K [("n® — 1)V A+ p"*b 6t}
kK[(SkJrl Svk)\ + anV5k+1/\ V(SkJrl)\ 4 5k+1 AS(S u n kAS5k+lu}
ot P ot
k
"K' VAV u — VEAVE 4 F AS(S&]
(B.7)
ko, S\ ™
SFITS =(n + 1) (%) SIS (Bg — I) + A log JsI]
0

g
L

5k+1TS - 5k+1nSk)\I _ kn55k+1)\1 + (Sk—HT%
5k+1TF :5k+1n5k/\1 o (1 o kns)5k+1)\1.

ko S\ ntl
+ (l> (15 (V& uBg + Bg(Ve )t — 1) + AV - 6% ul],

(B.8)
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C. Metoda konec¢nych prvku

Ve smyslu standardni Galerkinovy metody byly hledané proménné 65'u, 61\,
SF*1nS, §¥+1nN aproximovany pomoci bazovych funkei. Pro splnéni BabuskaBrezziho
podminky, viz [9], byly posuvy aproximovéany kvadratickymi funkcemi. Ostatni
veli¢iny byly aproximovéany linedrné, viz [C.1]

8
O hui(x)| o, = Y 0" Ml (€ m), (C.1)
k
u, = [5k+1u1, SRyl ot 2 g2 ,5k+1u§5k+1ug]T , (C.2)
A = [5164-1)\1 5k+1)\2 5k+1)\3 5k+1>\4} (04)
4
()|, = D0 v (€ m), (C.5)
k
n = [F1nf, 55 g, 65l s gl (C.6)
4
(Sk—HTLN(X)‘Q _ Z 5k+1n;€\/¢k(£’ n)’ (07)
k
nY = [5k+1n1 Ryl 75k+1n3 i) }T’ (C.8)

Bazové funkce ¥ a ¥ zde byly zvoleny ve tvaru

P =€ D-1-n).  ¢Em =0 -0+ €~ 1)
Pem)= 1= ), PEm)= 11~ -n)(~E—7-1)
Pen=10+00-n,  $En=;0+00-nE-7-1)
Pem=0+O0+n, e =1+ +E-1),

e = 51— (1 +n)(1 — )
e = 51+ -1 -)

FEm) = £ (1 +E)(1+n)(1— )
Pen) = 51+ + (1)
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1/)6 = [¢17¢2a¢3a¢4] ) (Cg)

w1 0 ]...]ps O
L= . C.10
v [ 0 ¢ 10 308} ( )
1© Be ©4
onS, 6nN, 54 O
3 7
-® ®
Su @
2© G ©3
n

Obrazek C.1: Referencni element.

Stejnym zptisobem byly aproximovany i znamé veliciny:

Fu, = [6Ful, 6Ful, 2, 65 ul, . . sFuSotud] " (C.11)
Fa, = [k”u}, Fud, Fud Rl ,kuﬁgkug]T : (C.12)

T A = [BFAL, 652, 6503 501" (C.13)

X, = [FALFAZ FA3 A1) T (C.14)

§'nd = [6"n7, 0 n5, 6*nf, 6"n ] : (C.15)

Fps = [knf,kng,kng,knﬂ , (C.16)

sFn = [6Fn, 6Fnd 6Fnd 6Fnl ] (C.17)

Fpll = [kn]lv,knév,knév,kniv]T. (C.18)
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Operator gradientu posuvt byl nahrazen maticovym operatorem B:

61901 0 . 8190’“ 0
_ ! 0 oo | Oap 0 o B
b= 0 ot |...] 0 ook || vec(Vu) = Bu,. (C.19)
0 Op'|...] 0 On2¢F

Operator gradientu tlaku a objemového pomeéru zivin byl nahrazen maticovym
operatorem By:

oy

By = { A

| vk
"

N _ N
vnt = B4l’le .

. } | {VA — B\, (.20

7 divodu vektorizace byly zavedeny pomocné operatory

4

©; =0, Z piBSqiTB,
4

0, =0, Z piBquTTBv
4

63 =0, Y p;Bs*u.q/B, (C.21)
4

0, =0, Z Pimeq:;'rB,

4
0, =0, Z pimeqiTTBa

m, = vec(a® a),

1000

0010

T= 0100}’

0001
(100 00000O0T1T00O00O0O0 O]
O, — 000010O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1ITQO0O®O0
1001000000001 0000]|"
| 0000001 O00O0O0CO0O0OO0O0T1]
(100 00010000O0O0O0O0 O]
o 01 0000O0O1O0O0O0OO0OO0OO0O®O0O
1000000001 000O0O0T1O0]|°
| 000000O0O0OO0CT1TO0OO0O0OO0O0T]
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o e — |
o}
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I ™
e e e e N e B R e S e B e Wi e B e B e Sl e Wi ) c
| — |
OO0 AC OO0 OO
o—o o
CoOo0oo0c o000 O00O0O0C O OO .
CcCoocoHo0o o000 OoCcOoOocoOoO0 0O Il
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o
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M i = N e Ml e W e Sl e Bl e B e S e Bl e Bl e B e Bl o Bl Bl

P1 =

d=11,0,0,1].

I=[1,0,0,1]7",

Déle byla zavedena maticova funkce A (x)

(C.22)

A(x) = Ri(¥)Ra + R3(*)Ry,

kde
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Pro prehlednéjsi zapis prostorové diskretizace systému rovnic - byly

zavedeny nasledujici substituce:

(5k+1 S) —pS [ _ oK (n)? 1} [2ln( In( T;ﬁfg} Z 87’UMz

7—sz(] aTz]
L™ Nns1 (s S s
Kng) ()" (4561 + 46, + \1dB)
1
+ (an) (g — 1)ayaz(dm, — 1)**?m.d
(n§) (

+ ajas(dm, — 1)02’1> . (@4 + @5)} ;

nS l n TvMi av z
(5k+1ﬁ§> :ﬁfnax[_e N(nN)2+1H n(2 l(27MMO}Z ToMi

Ty Mi0 87—13

(n+1)— <kn§>n(u5<B5—I>+A51n<Je>I)

—

(ng)"
1 Fn?
iy () e (dm)
0 0

v ko .
<5k+1 e) _pmaz [2K v —e K (knleV)Qk;néV] [_ 26_ln(2) TU]UVIA;IS - 1]’
1, u
sFHlw FS) . —A K)o, 6" e<5k+1 As)
< w) =2 e+ A(K)pedtu )
TZN 1 N
(o) st
A
(5k+lw5 S) —A(K.0."n%)B, — A(K.)B,,

R
<5k+lwfs> =A(K.) [A(Békue)Bf/\e(l — p.fnd) — 5tcp65kuekﬁf],

( 5k+1wps>”5 [ [(nf — DBFA A+ ErpSeusu] 0.0
¢ 0,0, [(*nf — 1)By A + 5565
I+ asM,
,uFR m[l—knf} (1_kn§)2(a1 +azM)
1 S
£ AGKIBEA + S AK g0t u, (05455
kde 1 L
_ ko g
Ke = JPR (T~ g mg) (01 T 02M)
a

M, = vec(A ® A).
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Aplikaci MKP na rovnici pro jeden prvek bylo ziskano:

n+1
VT / [BT[(AS) o) (450, + 150, + A1dB)]
Qg "o

+ %(kng) ((a2 — Dajay(dm, — 1)**m.d
+ ajas(dm, — 1)0‘2_1> . (@4 + @5)]

— @l WIS (84155) " — @lp8 (5wl )| det Fdgu,

T / [BT ((n +1) (n(%n (kn)" (uS(BS 1)+ ASIn(J)I

k.S nsS ns
+—Sana(dm)™ m, ) = el fwlS (6755)T - ol (6 wlS) | det Pdén
L

ot [ = e (50) " - g (5 we®) " et Raen?

Qgr
A
+v7 / =BT ol (04 wES) | det Fag,
Qr
- / B’ |“TfdBo*u, + “Tfdo*u, + TS + 1] | - ['TS + Pl
Qr
+ ol [ - PwlSEpSdBs u, — FwE S pS ) | det Fag,
- VZAiIHe + VZAiQﬂf + VeTAi3HéV + VZA§,4Ae = v/ ff. (C.23)
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Dale pak pro rovnici plati:

T T koS ( sk+1o FS\" 17 17 T k
p’ [34(1— n (5 w! ) -5 dB+ = d6, -"dBs'u.dB
Qr

(g ) 52 v

- TLS nS
+ pZ/ — BZ’“W?S +BT(1 - knf) <5k+1wfs> T kwfs <5k+1ﬁf> } det Fdégf
O
T [ [RT(1 _ kS [ sktlo, FS ”N_T L1\ s n N
+ pe B4 (1 ne) 5 We NR SR 6 pe det Fdfﬁe
g p p
- A
+pl / B7(1 —knf)<5k+lwfs> }dethQe
O
- _pZ/ — BI'*wS(1 — *n®)dBé*u, + BT A(Bé*u,)" (1 — "nd)rwi™
Qr
17 k T k 1 L Vs Tk FS k.S
_a dB5ue+ dB(5ue pN_R_pS_R pe_B4 W, (1— ne)
r[1 k 1 L Vs Tk FS T ks (gt oo rs\
+ [&dBé U+ w5~ =g pe] -B,"w.” —B; (1 — ne)<6 w, ) det Fd¢,
p p
= p, A5 u, +p; As,nd +plAjsnl +pAS A, = p. ;. (C.24)
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Pro rovnici bylo ziskano:

S\T 17 k41 45\ " 17 s k 17
(¢e) / [_ pS_R (5 Pe> — & n, dB(l +9 lledB) + E d@g] det FdEl_l6
Qr
1 T 1 T 1 T nS 1 T
S\T - = ke k41 S = S
(@) /[51& 5t 4B~ o <5 p€> T ]deth@e
Qr
1 T nN
+ (¢2)" / [pS—R (6’”1;35) }dethggé\[
Qr
ST 1 & 17
== _(¢e) ﬁdBé Ue + "SR det ng,
e P P
— (¢2) A5 u, + (@) AG 02 + (¢2)TAG 0 = (¢2)f5. (C.25)
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Pro posledni rovnici [£.23] plati:

T

1 1
( iV)T/[ [pN—R—(knéV)TBz;T& —&dBMue(k iV)TBz;T‘Pe]

— BI*n? <6k+lwfs>u det Fd€u,

S

nv

o (077) ]

_T 1 S n
N\T kt1 A Tk N (sktl. FS S
+(¢e) /_ pN (6 > B4 n, ((5 W, > }dethSge
Qgr
! 1
N\T IRV IR St k
s [ =5 utel + fdBtu +
Op L

A
+B4T< Fwls N((SkH FS)) det FdénY

+ (pM)” / [ BT*n (5k+1 )A} det FAEA,

Qr
! 1
— @) [ | [50"0) el ABS B Y + () Bl .,
Qr
+ —dBéku + B i(5’“u )'o!B an}
p e pNR 5t e e P24 ¢
R
+ B! [ — FwESkpNdBs*u, — FnlY <6k+lwfs>

+ (A(B&*u, ) ThwFSknN _ kg PSky N}

€ € €

det Fd,

= (¢0) A, + (¢0) AGn? + (¢0) ALy + (&) AL, = ()1

(C.26)

Sec¢tenim lokalnich rovnic [C.23], [C.24], [C.25 a [C.26] ve smyslu metody konec-

nych prvki byl ziskan vysledny linearni systém, viz [4.26]

An A Az Ay
As Ay Ay Ay
Az Az Az O

Ay Ap A Ay

|
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