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A N O TA C E A K L Í Č O VÁ S L O VA

Předložená práce je věnována studii, modelování a aplikacím magnetoreologických elas-
tomerů (MRE). Byla provedena řada měření magnetických a mechanických vlastností,
ze kterých vyplynul hyperelastický charakter a nelinearita saturace materiálu magne-
tickým polem. Dále bylo na základních experimentech prezentováno chování MRE v
externím magnetickém poli. Na základě výsledků studie byl formulován monolitický
matematický model. Závěry a výsledky těchto analýz byly uplatněny při úpravách dvou
prototypů úchopových systémů využívajících MRE.
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A N O TAT I O N A N D K E Y W O R D S

The study, mathematical modeling and applications of magnetorheological elastomers
(MRE) are presented. A series of measurements of magnetic and mechanical properties
was performed from which a hyperelastic behaviour and nonlinear magnetic saturation
of the material emerged. After that, a group of experiments presenting the behaviour of
MRE in the external magnetic �eld was performed. A monolithic mathematical model
was formulated on the basis of these results. The obtained results and conclusions were
used for adjustments of two gripper prototypes based on MRE’s.
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S E Z N A M S Y M B O L Ů A Z K R AT E K

m g hmotnost
mFe/m % koe�cient plnění
B T magnetická indukce
H A ·m−1 intenzita magnetického pole
N − počet závitů cívky
U V elektrické napětí
I A elektrický proud
l, L m délka
µ H ·m−1 permeabilita
A Wb ·m−1 magnetický vektorový potenciál
J A ·m−2 proudová hustota
φ Wb magnetický indukční tok
F N síla
f N ·m−3 vektor objemové hustoty sil
t s čas
ν − Poissonovo číslo
E Pa Youngův modul pružnosti
σ Pa mechanické napětí
ε − poměrné prodloužení
u m vektor posuvů
w J ·m−3 objemová hustota energie
W J energie
c1, c2, c3 Pa materiálový koe�cient
I − jednotková matice
κ − objemový modul pružnosti

MRE Magnetoreologický elastomer
MR Magnetoreologický
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Část I

Ú V O D D O P R O B L E M AT I K Y



i.1
D E F I N I C E Z Á K L A D N Í C H P O J M Ů

Magnetoreologický elastomer (MRE) je kompozitní materiál s magneticky citli-
vými částicemi rozptýlenými či seřazenými v nemagnetické matrici elastomeru

[1]. Materiál vykazuje magnetoreologický efekt, čímž je umožněno externím magne-
tickým polem kontrolovat jeho vlastnosti. Po odstranění magnetického pole se materi-
álu obnoví jeho předchozí vlastnosti. Předmětem práce je tedy materiál, který vykazuje
jak vlastnosti feromagnetických materiálů, tak i mechanické vlastnosti elastomerů, kon-
krétně materiálů na bázi silikonu. Magnetoreologickým1 efektem je rozuměna změna
materiálových vlastností vlivem aplikace externího magnetického pole [3]. Do odvětví
materiálů vykazujících MR efekt patří rovněž magnetoreologické kapaliny.

Elastomerů vykazujících MR efekt existuje vícero druhů, což je dáno tím, že MRE není
v současné době komerčně dostupné a je vyráběno prozatím jen v výzkumných labora-
tořích. Lze je rozlišit dle typů elastomeru či typu a úpravy použitých částic, díky nimž
vykazují různé vlastnosti a odpovídá vhodné použití [4]. Základní rozdělení dotovaných
částic může být na částice magneticky tvrdé a měkké. Magneticky tvrdé částice (napří-
klad NdFeB [5]) mohou po magnetizaci vykazovat nenulovou remanentní indukci, čili
je v aplikaci možno elastomery nejen přitahovat, ale i odpuzovat nebo je lépe řečeno
polohovat [6]. Magneticky měkké částice (například Fe85Si15 [7]) jsou naopak charakte-
ristické tím, že po odstranění externího magnetického pole se jejich vlastnosti okamžitě
vrátí do původního stavu, nevykazují tedy žádnou remanentní indukci [8].

Dalším základním kritériem rozdělení MRE může být orientace částic v matrici elas-
tomeru, jež jsou materiálem získány typickým postupem výroby. Vlastnost je dána pří-
tomností externího magnetického pole během fáze tuhnutí elastomeru. Jsou-li částice
dostatečně uchycené v matrici, aby nedošlo k jejich vytržení a přesunu, dojde přítom-
ností magnetického pole pouze k jejich natočení a vytvoření řetězců. Tím materiál získá
anizotropní magnetické vlastnosti [9].

Tato práce se bude věnovat izotropním magnetickým elastomerům bez magnetizace,
jejichž výrobou a aplikací se zabývá ve své dizertační práci Ing. Vojtěch Skřivan. Stručný
popis výrobního postupu používaného v rámci této práce je stručně popsán dále.

1 Reologie je vědní obor mechaniky spojitých prostředí (mechaniky kontinua), který se věnuje zkoumání a
modelování proudění a deformačních vlastností látek, zejména závislosti deformace a napětí [2].
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definice základních pojmů

výrobní postup mre

Výroba magnetoreologických elastomerů zkoumaných v této práci [7] je založena na mí-
chání silikonové báze s katalyzátorem. Oba díly jsou části silikonové matrice, po jejichž
smíchání začne fáze tuhnutí. Po smíchání této směsi se přidávají ferromagnetické částice
(Fe85Si15 s průměrnou velikostí 27.2 µm).

Před odlitím do formy se směs dává do vakuové komory, ve které se z ní odsaje nadby-
tečný vzduch, který se do směsi dostal předešlým mícháním. Materiál je možné opětovně
umístit do vakuové komory po jeho odlití do formy. Směs však nesmí být v komoře pří-
liš dlouho, neboť před ztuhnutím směsi nejsou částice stále pevně uchycené v matrici a
mohou se oddělit a část jich zůstat na dně formy sypká a nenavázaná. Fázi tuhnutí lze
urychlit zvýšením teploty okolí na 60 ◦C.

V rámci výzkumu MRE na Katedře teoretické elektrotechniky bylo testováno několik
druhů adičních silikonů (například super-měkký adiční silikon EcoFlex 00-30 nebo silikon
s názvem Dragon Skin FX-PRO) a jejich aditiv (například Glidesil, Slacker či Thinner) k
úpravě a adaptaci materiálových vlastností pro speci�cké aplikace. Zjednodušeně řečeno,
Glidesil sloužil k vulkanizaci, povrchové úpravě odlitého silikonu, díky němuž se sníží
jeho přilnavost, Slacker snižuje tuhost výsledného materiálu a Thinner prodlužuje dobu
tuhnutí směsi, čímž je zjednodušena manipulace směsi v tekuté fázi.

Vzorky pro studii vlastností materiálu byly vyrobeny ze silikonu typu FX-PRO. Ke
speci�kaci materiálových vlastností vzorků je využíván tzv. koe�cient plnění mFe/m
určující poměr hmotnosti přidaných feromagnetických částic mFe ku celkové hmotnosti
směsi m, neboť se zvyšujícím se množstvím částic vykazuje MRE silnější reakci na mag-
netické pole, snižují se však jeho elastické vlastnosti. Na základě výrobních experimentů
se ukázalo, že je možné dosáhnout faktoru plnění až 80% (poměr silikonu ku feromag-
netickým částicím 1 : 4). Při vyšším poměru nedojde k dostatečnému provázání jednot-
livých složek.

60µm60µm

Obr. 1: Detail struktury neorientova-
ného MRE získaného pomocí
�uorescentní mikroskopie.

60µm

Obr. 2: Detail struktury orientovaného
MRE získané pomocí �uorescentní
mikroskopie.
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definice základních pojmů

magnetoelastický jev

V současné době existují dvě formulace2 popisující model chování MRE v magnetickém
poli [10]. Přímá Eulerovská formulace, přístup postavený na zákonech zachování me-
chaniky kontinua, nebo nová plná Lagrangeovská formulace, založená na minimalizaci
funkcionálu potenciální energie bez omezujících předpokladů.

Pro popis a modelování jsou uvažovány následující předpoklady.
Magnetizace částic je uvažována nulová. Vzorek MRE (Obr. 3) byl podroben citlivému

měření magnetické indukce (Obr. 4) pomocí vyvinutého magnetického skeneru, který je
blíže popisován v diplomové práci Bc. Martin Vítka [11]. Maximální naměřené hodnoty
odpovídali řádově magnetickému poli Země včetně okolního rušení, magnetizace vzorku
je tedy považována za zanedbatelnou.

30mm

8mm

Obr. 3: Vzorek MRE určený k měření rema-
nentní indukce.

Obr. 4: Rozložení velikosti magnetické in-
dukce ve vzorku MRE.

Rozmístění částic je uvažováno homogenní. Ze záběru �uorescenční mikroskopie (Obr.
1) je patrné náhodné rozmístění a velikost částic v silikonové matrici. Částice jsou pova-
žovány za kulaté (nedochází k destrukci matrice při jejich orientaci), tuhe a makrosko-
pické magnetické vlastnosti izotropní. Materiál je uvažován nestlačitelný [10] [12]. Dále
není uvažován vliv orientace domén spontánní magnetizace částic či natáčení celých čás-
tic na objem ani tvar vzorku [4]. Ačkoliv byly tyto jevy dříve popsány [10], jejich vliv je
z makroskopického hlediska zanedbatelný. Magnetostrikce MRE tedy není předmětem
dále popisovaného výzkumu.

2 Rozsah a hloubka obou formulací však sahá nad rámec této práce a jsou podrobněji popsány v publikaci [10].
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i.2
S O U Č A S N Ý S TAV P O Z N Á N Í

Magnetoreologicý efekt, byl poprvé objeven ve 40. letech Jacobem Rabinow [13] při vý-
zkumu spojky využívající magnetoreologickou kapalinu. Kapaliny mají stále širokou
škálu využití zahrnující brzdové systémy [14], tlumiče [15] či uchycení motorů a dal-
ších [16]. Oproti kapalinám však elastomery nevykazují nevýhody jež kapaliny dopro-
vází jako usazování částic, netěsnosti a náchylnost k poškození obalu, vysychání či zne-
čišťování prostředí, čímž se elastomery stávají přednostní volbou při výzkumu a vývoji
aplikací dříve využívajících kapalin [17].

Magnetoreologický elastomer byl publikován až v roce 1985 [18] ve snaze implemento-
vat magnetoreologický efekt v lékařství a metrologii. První hlubší výzkum magnetoreo-
logických elastomerů byl proveden až v roce 1996 [3], který porovnáním kvazistatického
dipólového modelu s experimenty zkoumal modul tuhosti elastomeru při změně vnějšího
magnetického pole a položil základy fyzikálního principu MR efektu u elastomerů. Od
té doby výzkum magnetoreologických elastomerů přílákal pozornost a začalo přibývat
více publikací popisujících výzkum MRE.

Stále probíhá aktivní výzkum materiálových vlastností jako je struktura [9], mecha-
nické vlastnosti [19] [20] či výroba materiálu [21]. Materiál skrývá velký potenciál a
proto je hojně využíván v leteckém průmyslu [22], strojírenství [23] [24], automobilo-
vém průmyslu a dopravě [25] [26] [27] [28] nebo stavebnictví [8] [29].

současné aplikace mre

Různé mechanické systémy jsou citlivé na vysokofrekvenční vibrace, které mohou vést
k rychlejší únavě materiálu. Rovněž různá zařízení v lékařství či elektronice mohou být
citlivá na krátkodobé či dlouhotrvající vibrace. Právě v oblasti tlumení vibrací leží řada
aktuálních aplikací MRE [30] [31].

Zajímavým příkladem aktivního tlumení vibrací pomocí MRE mohou být ložiska dál-
ničního mostu [30]. Tyto vibrace mohou způsobit různé povětrnostní podmínky, do-
pravní ruch na mostě, ale rovněž vzácnější události jako lehká lokální zemětřesení, které
přináší řadu zatížení struktur mostu o různé intenzitě, které dlouhodobě oslabují mate-
riál. Představená technika tlumení může najít řadu aplikací také v energetice a dalších
výkonových odvětvích.
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současný stav poznání

Zařízení se skládá z osmi cívek schopných generovat magnetické pole až 1.3 T skrze
čtyři bloky magnetického obvodu. Magnetický obvod se skládá střídavě z ocelových
plátů (použitá ocel 1018 pro její vysokou permeabilitu) a MRE vyrobený z TAP plati-
nového silikonu dotovaného částicemi karbonylového železa. [30]

S rozvojem 3D tisku se rozvíjí také výroba MRE. V současné době byla představena
technologie tisku magnetoreologických elastických struktur se současnou magnetizací
[5]. Na Obr. 5 je patrný princip tisku. Filament z kompozitního materiálu s náhodně
orientovanými dipólovými částicemi je pod tlakem dopraven do oblasti trysky, kde se
vlivem nárůstu teploty uvolní uchycené částice ve �lamentu. Díky magnetickému poli
přiléhající cívky se částice natočí v jednom směru a �lament je vytlačen mikro-tryskou.

Obr. 5: Ilustrace principu 3D tisku MRE [5].

Magnetickým stíněním je zaručeno rovnoměrné rozložení magnetického pole v pro-
storu ústí trysky a tedy minimální vychylování �lamentu při tisku. Materiál pro tisk
je předem připraven mícháním neodymových částic (NdFeB), mikronizovaných křemiči-
tých oxidů a silikonové matrice a následnou saturací a magnetizací silným magnetickým
pulzem (přibližně 2.7 T).

Novou technologií ve výrobě MRE je dále vytvrzování polohy orientovaných částic
pomocí UV-záření [32]. Základní částí sestavy tvořící zařízení na Obr. 6 je projektor UV-
záření a polohovatelný permanentní magnet s více stupni volnosti. Polohováním mag-
netu jsou natáčeny magneticky tvrdé, magnetizované částice materiálu dle požadavku.
Následným ozářením dojde k vytvrzení světlocitlivé polymerní vrstvy a upevnění částic
v současné poloze.

Oba výše uvedené postupy se zabývají výrobou �exibilních miniaturních robotů ak-
tuovaných magnetickým polem. Pohybem a aktuací minirobotů se rovněž zabývá průlo-
mová studie, jež představila techniku multimodálního pohybu struktury s komplexním
rozložením magnetizace [6].

7



současný stav poznání

Obr. 6: Ilustrace zařízení pro orientaci částic a vytvrzování MRE pomocí UV-záření [32].

Na Obr. 7 jsou zobrazeny různé způsoby pohybu miniaturního prostorově nevázaného
robota z MRE – (a) plavání, (b) potápění, (c) vynoření (d) skákání a (e) plazení. Podob-
ným tématem se zabývá další studie [33], jejichž cílem je aplikace miniaturních robotů
v lékařství, kde robot slouží k dopravě léčiva na požadované místo v lidském těle [34].

Obr. 7: Experimenty různého druhu pohybu miniaturního robota tvořeného MRE [6].
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i.3
M O T I VA C E A C Í L E P R Á C E

Ilustrativní příklad, uvedený na Obr. 8, zachycuje chování přibližně milimetrové fólie z
magnetoreologického elastomeru v magnetickém poli silného permanentního magnetu,
které bylo snímáno vysokorychlostní kamerou1.

2.675 s

0.0 s 2.5 s

2.575 s

10mm

magnetireologický
elastomer

feromagnetické
částice

permanentńı magnet

silikon

20µm

Obr. 8: Ilustrace chování MRE v silném magnetickém poli

Chování pevných kovových materiálů v magnetickém poli je z makroskopického hle-
diska prosté - materiál je přitažen ke zdroji pole a tím proces končí. U elastických materi-
álů však dochází dále ke změně tvaru a deformacím. MRE je tak z hlediska jeho chování
v magnetickém poli často jen velmi těžko představitelné.

Na snímcích v Obr. 8 jsou zachyceny dva zajímavé okamžiky. Na druhém snímku je
MRE přitahováno ke středu zdroje magnetického pole avšak na třetím a čtvrtém snímku
se MRE dále přitahuje k hranám permanentního magnetu. K jednoznačnému popisu cho-
vání je třeba znát řada parametrů a informací o vlastnostech tohoto materiálu či o mag-
netickém poli na něj působící.

1 Pro tyto typy experimentů byla v této práci využívána vysokorychlostní kamera Chronos 1.4 s objektivem
12.5− 75 mm f/1.2.
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motivace a cíle práce

Cílem práce je studie základních vlastností MRE a jeho popis pomocí fenomenologic-
kého matematického modelu. Tento model umožní porozumět chování MRE v magne-
tickém poli – velikosti a rozložení vnitřních sil a z nich vyplývající deformace a aktuace.
Získané poznatky mohou následně umožnit návrh topologie magnetických obvodů s po-
žadovanými vlastnostmi.

metodika práce

Všechna měření materiálových charakteristik, která jsou prezentována v této práci, byla
prováděna opakovaně a dosažené výsledky byly vždy analyzovány na průměrných hod-
notách. Vzorky použité pro měření permeability byly odlity vždy dva z jedné směsi, vy-
hodnocován byl rovněž jejich průměr.

Magnetické i mechanické modely jsou vždy numericky řešeny metodou konečných
prvků v softwaru COMSOL Multiphysics. U všech modelů byla provedena konvergenční
analýza jemnosti sítě a u magnetických polí umístění �ktivní hranice, tak že rozdíl vý-
sledků celkové energie magnetického pole, sil či prodloužení nepřesáhly 0.5%.

Pro většinu problémů mechaniky byl zvolen přímý řešič MUMPS (Multifrontal Massi-
vely Parallel Sparse Direct Solver) [35]. Řešič MUMPS byl využit rovněž k řešení někte-
rých (viz. kapitola iv.1) modelů magnetických polí. Většina modelů magnetických polí
však byla řešena iteračními řešiči především typu FGMRES [36] (Flexible Preconditioned
Generalized Minimal Residual Method), Geometric Multigrid [37]. Všechny iterační me-
tody implementované v COMSOL Multiphysics jsou přitom založené na metodě konju-
govaných gradientů [38] využívajících numerických úprav řešené soustavy. Řešiče měli
vždy nastaveny toleranci na jednu tisícinu.

Shrnutí a diskuze výsledků je vždy uvedena za každou ucelenou částí práce, a to z
důvodu přehlednosti a možnosti odkazovat na konkrétní údaje, grafy a obrázky.

Na přiloženém CD jsou pro přehlednost uloženy zdrojové soubory grafů, které byly
využívány pro identi�kaci koe�cientů hyperelastického modelu MRE. Uvedené grafy
zobrazují výsledky provedených analýz v trojrozměrném prostoru a jejich zobrazení z
jednoho úhlu pohledu je tak často nedostatečné. Dále jsou přiložena videa z prováděných
experimentů a také předtisk publikací na konferencích RoboSoft a Compumag.
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Část II

S T U D I E M AT E R I Á L U



ii.1
M A G N E T I C K É V L A S T N O S T I

Z magnetických vlastností bylo nejdůležitější stanovení relativní permeability ma-
teriálu. K tomuto účelu sloužili vzorky identického tvaru s různým faktorem plnění,

čímž bylo možné stanovit závislost relativní permeability na množství částic v materiálu.
Relativní permeabilita vzorku byla odhadována v rozmezí jednotek [17], [39] a bylo

účelné ji tedy určit s velkou přesností. Na tomto parametru totiž silně závisí sycení mate-
riálu a síla (kapitola iv.1), jež na něj působí. Za účelem přesného měření relativní perme-
ability vzorku MRE bylo provedeno vícero pokusů. Z každého odlévání MRE o daném
koe�cientu plnění byly odlity dva vzorky, díky nimž se zaručila opakovatelnost prove-
dených měření, každý vzorek byl změřen jednou.

K měření relativní permeability byl využit magnetický obvod na Obr. 9. Za předpo-
kladu známých rozměrů (magnetický obvod 128× 128 mm o čtvercovém průřezu 24×
24 mm s navinutou cívkou o 1130 závitech) a stanovení materiálu obvodu je možno pří-
mou aplikací Maxwellových rovnic určit relativní permeabilitu neznámého materiálu v
mezeře.

ii.1.1 analytický postup

Nejprve bylo třeba určit permeabilitu samotného železa magnetického obvodu (Obr. 10
modře), k čemuž byl nejprve zvolen analytický postup. Magnetický obvod byl upraven
tak, aby měl dvě vzduchové mezery, jednu větší pro vkládání vzorku MRE (Obr. 10 δ) a
jednu menší pro vložení sondy teslametru1 (Obr. 10 l0).

Využitím Ampérova zákona (1) ve stacionárním tvaru lze, při integraci po střední čáře
magnetické indukce (Obr. 10 červeně)∮

c
H dl = NI , (1)

kde H je intenzita magnetického pole a NI značí celkový proud procházející průřezem
cívky, odvodit následující vztah

HFe1lFe1 + HFe2lFe2 + H0l0 + Hδlδ = NI, (2)

1 Pro tyto typy měření byl v této práci využíván teslametr Elimag MP-1 s 1D Hallovou sondou.
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ii.1.2 numerický postup

Obr. 9: Magnetický obvod použitý
k měření permeability.

lFe1

lFe2

δ
NI

l0

Obr. 10: Model měřícího obvodu s popisy k
analytickému výpočtu.

kde označuje H je velikost intenzity magnetického pole pro daná místa v obvodu (Obr.
10) a l označuje délku úseků obvodu.

Ve výše uvedených výpočtech byla magnetická indukce uvažována konstantní po in-
tegrační čáře BFe = B0 a byly zanedbány rozptylové toky do okolí. Jinými slovy byla
permeabilita železa uvažována lineární, velká a vzduchové mezery dostatečně malé. Z
výše uvedeného vztahu (2) lze odvodit relativní permeabilitu železa

µrFe =
lFe1lFe2

NIµ0
B − l0 − lδ

. (3)

kde B označuje hodnotu měřené magnetické indukce v mezeře l0.
Uvažováním těchto předpokladů se však došlo k nereálným výsledkům, relativní per-

meabilita železa vycházela záporná (µrFe = −94). S takto velkou chybou nebylo možné
dále pokračovat ve výpočtu materiálové konstanty. Důvodem byl záporný člen ve jme-
novateli NIµ0

B , což bylo projevem nelinearity obvodu.

ii.1.2 numerický postup

Nepřesnosti předpokladů analytického postupu měl odstranit numerický přístup k pro-
blému. Přístup byl založen na lineárním stacionárním trojrozměrném modelu magnetic-
kého měřícího obvodu realizovaného metodou MKP. Matematický model je založený na
rovnici

rot
1
µ

rotA = J ext, (4)

kde A je magnetický vektorový potenciál a J ext označovalo externí proudovou hustotu.
Model doplňovala jediná okrajová podmínka na umělé hranici A = 0.

Stanovení permeability bylo provedeno v několika krocích. Nejprve se provedlo mě-
ření magnetické indukce pro různé budící proudy Bm(I) v reálném měřícím obvodu. V
numerickém modelu se provedla analogická simulace Bi(I, µFei) pro i = 36 simulací s
různou permeabilitou od µrFe = 100 do µrFe = 275 s krokem 5.
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ii.1.2 numerický postup

Zvolený rozsah a krok se projevil jako nejvhodnější z předchozích pokusů. Na počátku
a konci magnetizační křivky (kde se křivka více ohýbá) je permeabilita nízká a rychle se
mění, krok numerického výpočtu by musel být jemnější. Tyto hodnoty permeability však
nebylo nutné znát a simulace byla zaměřena spíše na střední část magnetizační křivky.

Porovnáním konkrétních naměřených hodnot magnetické indukce se simulací byla
získána nelineární závislost magnetické indukce na budícím proudu BFe(I) respektující
nelineární permeabilitu železa.

Maximální hodnota relativní permeability železného obvodu µrFe = 275 byla dosa-
žena při nejnižším proudovém zatížení (magnetizační charakteristika železa vykazuje
nejvyšší strmost), nicméně z hlediska relativní chyby dB = 0.14% v tomto místě jsou
dále další simulace pro stanovení relativní permeability MRE prováděny v okolí zátěž-
ného proudu I = 1.25 A, kde relativní chyba dosáhla hodnoty nejnižší dB = 0.08% a
hodnota permeability železa µrFe = 230.

Obr. 11: Numerický postup získání nelineární magnetizační křivky železa. Křivky s
konstantní permeabilitou BFei(I, µrFei) (modrá), výsledná magnetizační křivka
BFe(I) (černá) získaná porovnáním s naměřenou.

Z modelu na Obr. 14 je vidět značná nerovnoměrnost magnetické indukce (v rozsahu
od 0.4 do 1.6 T; barevnou škálou) v obvodu včetně rozptylových toků (bílými čarami),
jež jsou patrné v mezerách a jeho okolí.

Nyní, když je známo nelineární chování permeability železa, je možno stejným po-
stupem stanovit relativní permeabilitu MRE. Byla provedena řada měření magnetické
indukce závislé na budícím proudu cívky Bi(I, µUi) pro několik vzorků značených pís-
menem „U“ sloužících k měření jejich relativní permeability (Tab. 1).

Následně byl opět použit model magnetického měřícího obvodu, avšak do vzduchové
mezery δ byl vložen vzorek MRE. Proběhla opět řada simulací variující konstantní perme-
ability vzorku, permeabilita železa již byla z předešlého stanovení známá pro daný proud.
Relativní permeabilita vzorku byla zvolena od 1 do 10 s krokem 0.2. Budící proud byl v
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ii.1.2 numerický postup

Obr. 12: Porovnání naměřené magnetizační křivky železa Bm(I) (modrá) s křivkou obdr-
ženou numerickým modelem BFe(I) (zelená). Na ose (vpravo) je relativní chyba
v procentech – v grafu vyznačena žlutými body

Tab. 1: Základní vlastnosti vzorků pro měření magnetických vlastností
Název vzorku Rozměry Hmotnost Koe�cient plnění

(mm) (g) mFe/m (%)

U1 24× 24× 5.7 6.0 59.9
U2 24× 24× 5.7 6.0 63.3
U3 24× 24× 5.7 7.7 69.4
U4 24× 24× 5.7 5.1 46.2

simulaci zvolen v rozsahu od 0.5 do 3.75 A s krokem 0.25 A (rozsah byl zvolen v provozní
části magnetizační křivky měřícího obvodu, tak aby nedocházelo k výrazným výkyvům
permeability železa vlivem jeho sycení). Celkem bylo tedy provedeno 644 simulací (bez
zahrnutí simulací nutných k určení permeability železa).

Na Obr. 15 vlevo jsou vynesené hodnoty relativní permeability odpovídající konstant-
nímu budícímu proudu 1.25 A. Je vidět, že permeabilita vzorku roste nelineárně s plně-
ním, čili je do budoucna vhodnější větší podíl železa k dosažení vyšší síly na materiál
MRE. Dále jsou hodnoty aproximovány exponenciální funkcí µr = 12.77B5.8 + 1.32 s
chybou 0.4 RMS, tato funkce může být rovněž aplikována v modelu pro snazší stanovení
relativní permeability dalších vzorků. Tuto funkci však nelze extrapolovat, neboť horní
limit je dán mechanickými vlastnostmi materiálu.

Na obrázku vpravo jsou vyneseny magnetizační křivky vzorků. Jejich klesající trend
se zvyšující se magnetickou indukcí ukazuje vliv přesycení feromagnetických částic. Je
však možné pozorovat i možné maximum trendu v oblasti kolem 400 mT. V tomto místě
částice vykazují nejvyšší hodnotu permeability a působí nejvyšší silou.
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ii.1.3 shrnutí a diskuze výsledků

Obr. 13: Sycení magnetického obvodu a
rozložení relativní permeability -
hodnotu udává barevná škála (-).

Obr. 14: Rozložení magnetické indukce v
měřícím obvodu - udává barevná
škála (T) a siločáry.

Obr. 15: Na obrázku vlevo je zobrazení růstu relativní permeability s koe�cientem pl-
nění µr(mFe/m) a vpravo jsou magnetizační charakteristiky vzorků s různým
plněním µr(B, mFe/m).

ii.1.3 shrnutí a diskuze výsledků

Ze studie magnetických vlastností vyplývá, že relativní permeabilita MRE roste s koe�ci-
entem plnění a je silně nelineární v závislosti na magnetické indukci (maximální hodnoty
relativní permeability µr bylo dosaženo při magnetické indukci přibližně B = 0.5 T).

Získaná magnetizační charakteristika použitého magnetického obvodu může být také
dále využita při analýze nelinearity vzorků magnetických materiálů. Nelineární model
stacionárního magnetického pole s těmito daty byl použit pro zobrazení rozložení rela-
tivní permeability na Obr. 13 a magnetické indukce Obr. 14.
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ii.1.3 shrnutí a diskuze výsledků

Nelineárních magnetizačních charakteristik a jejich strmosti by se dalo v blízké době
využít při výzkumu selektivního polohování magnetickým polem (prostorové, nezávislé
polohování vícero geometricky identických těles externím magnetickým polem). Budou-
li tělesa tvořena rozdílným materiálem, tak aby jejich magnetizační křivky byly vzájemně
posunuty, bude teoreticky možné docílit přesycení jednotlivých těles při různých hodno-
tách magnetické indukce. Na přesycená tělesa pak bude působit výrazně nižší síla než na
tělesa nepřesycená. Pouhou volbou budícího proudu by se tak dalo docílit selektivního
polohování. Tyto vlastnosti i chování budou dále předmětem zkoumání.
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ii.2
M E C H A N I C K É V L A S T N O S T I

Ke stanovení mechanických vlastností magnetoreologických elastomerů byly odlity dva
druhy vzorků k měření v tahu a tlaku (Tab. 2). Vzorky k měření v tahu mají válcový tvar o
průměru 20 mm a délce 100 mm v ustáleném stavu, značené jsou písmenem "S". Vzorky
k měření v tlaku, značené písmenem "P", jsou široké 35 mm a o délce 32.65 mm (je
zachován objem obou vzorků) v ustáleném stavu. Ke zkoumání mechanických vlastností
mají vzorky S5 a P5 shodný koe�cient plnění, odpovídající koe�cientu plnění v nejčastěji
vyráběných odlitcích. Byl však odlit i vzorek z čistého silikonu S1 pro porovnání. Měření
byla provedena pětkrát za sebou pro všechny vzorky k vymezení chyby měření.

Obr. 16: Přípravek použitý k měření
vzorků v tahu.

Obr. 17: Přípravek použitý k měření
vzorků v tlaku.

Tab. 2: Základní vlastnosti vzorků pro měření mechanických
Název vzorku Rozměry Hmotnost Koe�cient plnění

(mm) m (g) mFe/m (%)

S1 ∅20× 100 32.5 0.0
S2 ∅20× 100 57.4 54.5
S5 ∅20× 100 59.4 53.4
P5 ∅35× 32.7 60.5 53.4
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ii.2.1 měření v tahu

ii.2.1 měření v tahu

Pro měření byl sestaven přípravek k měření se siloměrem1. Měření bylo koncipováno
následujícím způsobem. Vzorky typu S byly uchyceny do čelistí, vytištěných z materiálu
Flex�ll 98A, a sevřeny šroubem, jenž zároveň procházel vzorkem. Přesah čelistí činil 3
centimetry (Obr. 16) – prodloužení se počítalo vůči rozteči šroubů ve vzorku v ustáleném
stavu. Průměr vzorku se měřil ve stejném místě – vždy v polovině vzorku.

Obr. 18: Měření v tahu. Křivky popisující průměr (vlevo) a prodloužení (vpravo) vzorků
působením axiální mechanické síly. Vzorek S1 je z čistého silikonu a S5 odpovídá
MRE s plněním 53%. Erorrbary ukazují směrodatnou odchylku měření.

Na Obr. 18 vlevo je vynesená závislost působení síly na zužování vzorků S1 a S5, na
obrázku vpravo je pak závislost prodloužení na působící síle. Na první pohled je patrná
tuhost materiálů - k dosažení stejného prodloužení či zúžení materiálu je zapotřebí něko-
likanásobná síla oproti vzorku S1. Měřen byl vzorek i S2, jenž má oproti S5 téměř shodný
koe�cient plnění. Pro tento vzorek se stanovovali koe�cienty charakterizující materiál.

Jedním z těchto koe�cientů je například Poissonovo číslo, popisující vztah mezi příč-
nými a podélnými deformacemi. Poissonova čísla se porovnávala se vzorky S1 a S2
(m/m(Fe) = 54 %). Trend Poissonova čísla (Obr. 19) vzorků S1 i S2 ukazuje první známky
charakteru chování materiálu. Silikon ani MRE nejsou lineárně elastické materiály. Pois-
sonovo číslo lineárně elastického materiálu má konstantní hodnotu. To však neplatí pro
uvedená měření.

Na Obr. 20 vpravo je zobrazeno chování Youngova modulu pružnosti v tahu pro mate-
riály, které nejsou lineárně elastické. Pro lineárně elastické materiály by modul měl opět
konstantní hodnotu. Youngův modul nám zde říká, že tuhost materiálů stoupá se zvyšu-
jícím se pnutím. Zajímavější je však graf na Obr. 20 vlevo zobrazující závislost pnutí na
prodloužení materiálu (angl. Stress-strain curves) pro všechny tři vzorky S1, S2 a S5. Tyto
křivky se používají k popisu vlastností jednotlivých typů materiálu. Je vidět že vzorky
S2 a S5 se téměř překrývají, z toho důvodu je dále postupováno pouze se vzorkem S5,

1 Pro tyto typy měření byl v této práci využit digitální siloměr Omega DFG60-110.
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ii.2.2 měření v tlaku

Obr. 19: Porovnání Poissonových čísel pro vzorky S1 a S2 (m/m(Fe) = 54.5 %). Erorr-
bary ukazují směrodatnou odchylku měření. Jednotlivými body jsou pak vyne-
seny Poissonovy čísla pro každé měření.

pro který existuje dvojče pro měření tlaku. Dle Martinse [40] odpovídá průběh tahového
diagramu S1 a S5 tzv. hyperelastickému charakteru.

ii.2.2 měření v tlaku

Vzorek typu P byl umístěn volně na upevněnou vodorovnou rovinu a kolmo shora bylo
působeno silou. (Obr. 17) Prodloužení se počítalo vůči původní délce vzorku v ustáleném
stavu. Průměr vzorku se měřil vždy ve stejném místě – v polovině vzorku.

Na Obr. 21 vlevo je vynesená závislost působení síly na rozšiřování vzorku P5, na
obrázku vpravo je pak závislost prodloužení na působící síle. Oproti měření v tahu jsou
křivky lineární a při působení velkých sil docházelo ke znatelně nižším deformacím. Vzo-
rek se také znatelněji rozšiřoval, k výraznému stlačení byly zapotřebí vyšší síly.

ii.2.3 shrnutí a diskuze výsledků

Z analýzy mechanických vlastností vyplývá především značná tuhost MRE (k prodlou-
žení čistého silikonu a MRE o 150 % je silový rozdíl přibližně 40 N), při stlačování je
MRE výrazně tužší. Naměřené charakteristiky tlaku se však jevily lineární oproti mě-
ření tahu, jež vykazuje nelineární charakter. Z tahového diagramu materiálu vyplývá
hyperelastický charakter MRE.

Po opakovaných měřeních při nízkých silách působících na vzorek S1 je patrná vý-
raznější odchylka od lineární aproximace naměřených hodnot, což může být známkou
plasticity materiálu. Pravděpodobně byl materiál natahován nad svoji mez elasticity a
v ustáleném stavu se tímto způsobem projevili trvalé známky deformace. Plasticita je
patrná i na vzorku S2, není ovšem pro jeho tuhost tak výrazná.
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ii.2.3 shrnutí a diskuze výsledků

Obr. 20: Tahový diagram (vlevo) a Youngův modul pružnosti v tahu (vpravo)

Obr. 21: Měření v tlaku. Křivka popisující rozšiřování (vlevo) a zkracování (vpravo)
vzorku působením axiální mechanické síly. Erorrbary ukazují směrodatnou od-
chylku měření.
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ii.3
H Y P E R E L A S T I C K Ý C H A R A K T E R

Než se pustím do vysvětlování, domnívám se, že je potřeba úvod k hyperelasticitě sa-
motné, k čemu slouží, jak se projevuje či jak se s ní počítá a podobně. Jelikož jsem byl
z mého pohledu vržen do víru neznáma mechaniky, dovolil jsem si lehce prozaičtější,
chronologický přístup k vyložení následující problematiky namísto tradičního odbor-
ného postupu.

ii.3.1 elasticita a hyperelasticita

Zkouška tahem, zatížení materiálu na tah, je nejčastěji užívanou zkouškou k vyhodno-
cení mechanických vlastností materiálu. Jedná se o jednu z řad statických zkoušek - zjed-
nodušeně řečeno se při vyhodnocování neuvažuje doba trvání zkoušky. Zkoušený mate-
riál je upraven do vzorku, předem stanovených parametrů, který je upevněn a natahován
v trhacím zařízení často až do roztržení vzorku. Stroj během zkoušení zaznamenává řadu
veličin, jejichž vyhodnocením je získán tahový diagram (závislost zatěžovacího napětí na
prodloužení vzorku), ze kterého lze odečíst řadu informací o materiálu.

A

B C

D

σ(Pa)

ε(−)

Plastické

deformace

Elastické

deformace

Obr. 22: Tahový diagram oceli.

Na obrázku 22 je vidět výsledný tahový diagram oceli s řadou charakteristických oka-
mžiků a vlastností. Pole vyznačené zelenou odpovídá elastickým deformacím a pole žluté
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ii.3.1 elasticita a hyperelasticita

deformacím plastickým. Po směru narůstání deformace jsou body mez úměrnosti (A),
mez elasticity (B), mez kluzu (C) a mez pevnosti (D). Po překročení každého z těchto
okamžiků dochází k mechanicky zajímavým dějům. Dle zaměření této práce je však nej-
zajímavějším okamžikem mez úměrnosti a elasticity, tyto meze jsou velmi blízko sebe a
udávají velikost mechanického napětí, po kterou se vzorek deformuje lineárně. Po bod
úměrnosti totiž platí Hookův zákon a lineární deformace oceli vznikající ve vzorku jsou
jednoznačně zachyceny Lamého rovnicí elasticity(

νE
(1 + ν)(1− 2ν)

+
E

2(1 + ν)

)
grad (divu) +

E
2(1 + ν)

∆u+ f = 0, (5)

kde E označuje Youngův modul pružnosti v tahu, ν je Poissonovo číslo, u popisuje pole
posuvů a f značí další hustoty vnitřních sil.

Je-li Lamého rovnice uvedena v tomto transparentním tvaru (5), jsou přímo patrné pa-
rametry na kterých je závislá. Z tohoto důvodu bylo v předešlých odstavcích zkoumáno
Poissonovo číslo ν či Youngův modul pružnosti E pro MRE. Tato rovnice a její parametry
však platí pouze pro lineární elasticitu například oceli, jejíž tahový diagram byl na Obr.
22. Tahový diagram MRE (Obr. 20 či 23) však lineární není.

Jakým způsobem jsou tedy popsány vznikající deformace a posuny nelineárního ma-
teriálu? Odpovědí se zabývá právě hyperelasticita, jež je de�nována pomocí vztahů de-
formace a pnutí k velikosti deformační energie akumulovaném v materiálu.

Hustota deformační energie je pro lineárně elastický materiál de�nována jako

wS =
1
2

σε, (6)

což odpovídá ploše pod křivkou lineárního tahového diagramu a pomocí deformační
energie (11) pak lze dopočítat deformace nastávající v materiálu (9). Způsob pro stano-
vení deformační energie pro nelineární tahové diagramy však není jednoznačný a exis-
tuje mnoho způsobů, jakým popsat deformační energii daného materiálu (Obr. 23) - tyto
způsoby se nazývají hyperelastické modely.

Existují tři typy hyperelastických modelů, jakými lze popsat hustotu energie. Mecha-
nistické modely, jež jsou přímo odvozené a podložené teoretickými předpoklady a úva-
hami (zabývají se strukturou materiálu až na molekulární úrovni), čemuž odpovídá jejich
složitost. Zástupci tohoto typu modelů jsou Arruda-Boyce [41] nebo Neo-Hookean.

Fenomenologické modely, jež vznikly pozorováním chování na makroskopické úrovni
a nejsou přímo odvozené z obecné teorie. Aproximují hustotu deformační energie růz-
nými funkcemi a parametry. Modelů tohoto typu je nejvíce, patří mezi ně například
Mooney-Rivlin (z teorie rozsáhlých deformací [42] [43]), Ogden [44] [45] nebo Yeoh [46].

A třetím typem jsou hybridní hyperelastické modely, jež kombinují fenomenologický
a mechanistický přístup. Zástupcem tohoto typu je například model Gent [47].

Ve své práci jsem vybral model Yeoh (10), jež byl tvarově nejpodobnější k tahovému
diagramu MRE a dalšími typy jsem se hlouběji nezabýval. Význam jednotlivých členů
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ii.3.2 identifikace materiálových parametrů

Obr. 23: Geometrické vyjádření hustoty deformační energie.

modelu Yeoh je popsán v části iii. Yeoh model lze použít doplněním třech materiálových
konstant c1, c2 a c3 a právě identi�kací těchto konstant se věnuje následující sekce.

ii.3.2 identifikace materiálových parametrů

Exaktně stanovit materiálové konstanty hyperelastického modelu Yeoh lze dvěma způ-
soby. Jednoznačně určit invarianty gradientního deformačního tenzoru a materiálové
konstanty dopočítat, což je matematicky složitá úloha, nebo materiálové konstanty určit
optimalizačními metodami. Zvolen byl postup využívající optimalizační metody.

Ke stanovení konstant popisujících konkrétní materiál je třeba optimalizačními me-
todami určit množinu kombinací materiálových koe�cientů odpovídajících libovolným
deformacím materiálu. Pouze měření v tahu však plně nerespektuje libovolné deformace
a bylo třeba množinu kombinací tahu porovnat s další měřenou deformací. Z tohoto dů-
vodu byla prováděno i měření v tlaku, aby bylo možné mezi sebou množiny možných
koe�cientů konfrontovat a získat řešení pro konkrétní materiál.

Pro představu o významu koe�cientů Yeoh modelu byla provedena řada systematicky
stanovených parametrických analýz. Veškeré následující analýzy a modely byly založeny
na MKP (metoda konečných prvků). Geometrie modelu měla prostý válcový tvar, dopl-
něný třemi okrajovými podmínkami. Pro simulace tahu byla �xní podmínka na horní
ploše a zatížení na dolní, dále bylo u dolní plochy stanovená nulová deformace v radiál-
ním směru. Simulace tlaku měla podmínky naopak, tedy �xní na dolní ploše a nulovou
radiální deformaci se zatížením na horní. V modelech bylo vždy simulováno zatížení
F = 30 N. Pro podrobnější pohled na získané výsledky jsou uvedené 3D grafy uloženy
na přiloženém disku.

Prvotní rozsah parametrické analýzy pro určení koe�cientů pro simulaci tahu byl zvo-
len dle stanovení koe�cientů modelu Yeoh pro čistý silikon [40] [27]. Bylo očekáváno,
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ii.3.2 identifikace materiálových parametrů

že koe�cienty budou řádově podobné právě s koe�cienty čistého silikonu. Rozsah byl
stanoven v rozmezí ± 5 · 104 Pa pro každý koe�cient, na kterém bylo vždy 20 bodů v
každém směru, celkem tedy bylo v tomto prostoru 8000 zkoumaných kombinací.

Obr. 24: Výsledky prvotní analýzy koe�ci-
entů pro simulaci tahu při zatížení
F = 30 N.

Obr. 25: Zobrazení výsledků prvotní
analýzy s prodloužením
εS = 84.51± 5 %.

Zobrazení této prvotní analýzy koe�cientů pro simulaci tahu pouze při F = 30 N je
na Obr. 24. Jednotlivé body v grafu odpovídají jedné kombinaci koe�cientů dle souřad-
ného systému, červeně jsou zobrazená kladná prodloužení, modře prodloužení záporná,
tedy zkrácení, jež nemají při kladně působící síle v tahu fyzikální význam. Velikost pro-
dloužení, resp. zkrácení, odpovídá přímo úměrně sytosti barvy a velikosti bodů.

Z tohoto grafu lze vyčíst několik zajímavých informací o chování prodloužení vzorku
při simulaci tahu v závislosti na materiálových koe�cientech. Na první pohled je pa-
trné, že polarita koe�cientu c1 odpovídá polaritě prodloužení, tj. c1 je kladné pro kladná
prodloužení a naopak. Dále je patrné, že MKP model se nedopočetl řešení v každém z
de�novaných bodů. Důvodem je že výpočet nedokonvergoval k řešení, model Yeoh v
tomto prostoru pravděpodobně není de�nován.

Pro sílu F = 30 N bylo v tahu naměřeno prodloužení (Obr. 18) εSm = 84.51% (index
"S"značí tah a "m"značí fyzicky změřenou hodnotu). Koe�cienty c1 se pohybují pouze
v kladných hodnotách, koe�cient c2 v záporných a c3 opět v kladných. Pro nedostatek
dat byl interval zobrazených prodloužení zúžen ±5% od εSm a graf byl vykreslen se
stejnými daty znovu (Obr. 25).

Dle zjištění z tohoto grafu s příliš řídkou hustotou bodů byla provedena následná pa-
rametrická analýza pro podrobnější pohled. Rozsah prostoru byl zvolen c1 ⊆< 0, 5 >

·104 Pa, c2 ⊆< −3, 0 > ·104 Pa, a c3 ⊆< 0, 10 > ·103 Pa. Počet zkoumaných bodů
zůstal stejný, tedy 20× 20× 20 = 8000.

Výsledky této analýzy jsou na Obr. 26 se zobrazením všech prodloužení. Během vý-
zkumu se začíná projevovat nestabilita a nejistota modelu. S koe�cienty blíže k nule
model diverguje, případně rostou prodloužení nade všechny meze, z tohoto důvodu byl
vyňat bod kombinace c1 = 0 Pa, c2 = 0 Pa, c3 = 1.053 · 104 Pa.
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ii.3.2 identifikace materiálových parametrů

Obr. 26: Výsledky následné analýzy koe�-
cientů pro simulaci tahu při zatí-
žení F = 30 N.

Obr. 27: Zobrazení výsledků následné ana-
lýzy s prodloužením pouze εS =

84.51± 1.5 %.

Při zobrazení prodloužení pouze εS = 84.51± 1.5%, bylo dosaženo výsledků na ob-
rázku 27. Vidíme nyní množinu prodloužení odpovídající zatížení F = 30 N s chybou
prodloužení ±1.5%.

Nyní je tedy stanovená množina tahu odpovídající zatížení F = 30 N. Stejný po-
stup byl aplikován při stanovení množiny tlaku při shodném zatížení. Při působení silou
F = 30 N se vzorek během měření zkrátil o εPm = 11.81 % (Index "P"značí zkrácení a
"m"značí fyzicky naměřenou hodnotu).

Obr. 28: Výsledky prvotní analýzy koe�ci-
entů pro simulaci tlaku při zatí-
žení F = 30 N.

Obr. 29: Zobrazení výsledků prvotní ana-
lýzy se zkrácením εP = 11.81±
1.5 %.

Analogicky s postupem měření v tahu i zde byla provedena řada parametrických ana-
lýz. Na obrázku 28 je opět prvotní analýza. Při působení silou v opačném směru oproti
simulacím tahu jsou způsobené deformace obrácené - tahové deformace odpovídají zá-
porné polaritě koe�cientu c1 a jsou vykreslovány červeně, tlakové deformace odpovídají
kladné polaritě koe�cientu c1, označeny modře (zkrácení vzorku je uvažováno kladné).
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ii.3.2 identifikace materiálových parametrů

Obr. 30: Výsledky následné analýzy koe�-
cientů pro simulaci tlaku při zatí-
žení F = 30 N.

Obr. 31: Zobrazení výsledků následné ana-
lýzy se zkrácením pouze εP =

11.81± 0.5 %.

Všechny body zobrazující kombinace koe�cientů tlaku byly zvětšeny dvakrát pro lepší
patrnost v obrázcích.

Nyní se zúženým intervalem zkrácení εPm = 11.81± 1.5% je rozsah prvotní parame-
trické analýzy simulace tlaku (Obr. 29) podobného rozsahu jako u tahu 25 se zúženým
prodloužením. Byly zkoumány naprosto shodné kombinace koe�cientů jako při simula-
cích tahu, avšak již v tomto grafu je patrné rozdílné rozmístění bodů v prostoru.

Následná, jemnější analýza pro simulaci tlaku je na Obr. 30 a zobrazení se zkrácením
εPm = 11.81± 0.5 % je na Obr. 31. Výsledná množina bodů popisující zkrácení vzorku
dle simulovaného zkrácení εP rovněž připomíná plochu. Průnik právě plochy tahu a tlaku
vymezuje množinu kombinací koe�cientů (Obr. 32), které odpovídají prodloužení v tahu
i zkrácení v tlaku dle naměřených hodnot.

Díky těmto řízeným parametrickým analýzám byla získána představa o významu ma-
teriálových koe�cientů. Všechny kombinace koe�cientů do této chvíle však popisovali
deformace při 30 N a bylo nutné určit koe�cienty v každém bodě tahové charakteristiky.

Dalším úkolem bylo tedy sestavit vícekomponentní model, sestávající z modelu tahu
i tlaku, a na jeho základě optimalizovat kombinace koe�cientů. Funkcionál optimalizace
byl stanoven jako

F(εS, εP) = (εS − εSm)2 + [(εP − εPm) · 10]2, (7)

kde εS značí okamžité prodloužení simulace tahu, εSm označuje hodnotu naměřeného
prodloužení při konkrétní síle, εP reprezentuje okamžité zkrácení simulace tlaku a εPm

označuje hodnotu naměřeného zkrácení při konkrétní síle. Funkcionál respektuje pouze
prodloužení, a to z důvodu urychlení konvergence.

Jelikož byly hodnoty prodloužení εS a zkrácení εP nesouměřitelné, byl funkcionál
F(εS, εP) upraven tak, aby každému členu byla přikládána přibližně stejná váha. Tato
váha byla určena podle výsledků předchozích měření.
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Až do této chvíle nebyla použita žádná optimalizace, především proto, abych měl kon-
trolu nad rozložením všech bodů, respektive nad kombinacemi koe�cientů, a zpětnou
vazbu k prodloužení či zkrácení. Nyní, když už je znám užší rozsah a přibližné místo
průniku množin tahu a tlaku, bude vybrána nejvhodnější optimalizační metoda.

Rovněž k optimalizacím byl použit COMSOL Multiphysics, vybíráno bylo mezi gradi-
entní metodou Coordinated Search [48] a heuristickými metodami Nelder Mead [49] a
Monte Carlo [50]. Porovnání optimalizačních metod bylo provedeno na modelu s de�-
novaným funkcionálem dle (7), jehož řešení pro zatížení 30 N již bylo známo z paramet-
rických analýz dříve. Všechny metody začínali ve stejném počátečním bodě (v obrázcích
značeno jako tmavě zelené kolečko) a optimum (oranžové kolečko) hledali ve stejném
prostoru dle tabulky 3.

Tab. 3: Nastavení a vymezení prostoru optimalizačních metod.
Název Počáteční bod Dolní mez Horní mez

parametru (Pa) (Pa) (Pa)
c1 3 · 104 2 · 104 4 · 104

c2 −1.5 · 104 −2 · 104 −1 · 104

c3 5 · 103 3 · 103 7 · 103

Na Obr. 33, 34 a 35 je vidět porovnání výstupů optimalizačních metod. Jelikož není
cílem jedno globální optimum, ale množina bodů s nejnižším funkcionálem (7), jako nej-
vhodnější metoda se ukázala metoda Monte Carlo. Tato metoda umožňuje nalézt vícero
optim oproti ostatním metodám (Nelder Mead a Coordinated Search), jež směřují vždy
k optimu jednomu. Proto byla dále využívána metoda Monte Carlo a od metod Coordi-
nated Search a Nelder Mead se upustilo.

Obr. 32: Zobrazení průniku obou množin
tahu a tlaku při zatížení 30 N.

počátečńı
bod

optimum

Obr. 33: Zobrazení postupu optimalizační
metody Monte Carlo.

Obrázky 32 - 35 mají všechny stejný rozsah a pro lepší orientaci je v každém zobrazen
průnik množin určený dříve. U optimalizačních metod je tmavě zeleným kolečkem vy-
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počátečńı
bod

optimum

Obr. 34: Zobrazení postupu optimalizační
metody Coordinated Search.

počátečńı
bod

optimum

Obr. 35: Zobrazení postupu optimalizační
metody Nelder Mead.

značena počáteční kombinace koe�cientů, světle zeleným křížkem je značené úspěšné
dopočtení deformace a černým křížkem kombinace s nekonvergujícím řešením. Z opti-
malizace Monte Carlo je nejlépe patrná hranice konvergence po kterou je možné počítat
deformace danou kombinací koe�cientů.

Numerickými experimenty bylo dále zjištěno, že různému zatížení odpovídá různá
kombinace koe�cientů c1, c2 a c3 – koe�cienty jsou nelineární. Pro úplný mechanický
model MRE bylo potřeba dále určit lokální optima pro různá zatížení pomocí optimali-
zace Monte Carlo. S ohledem na provedená měření (kapitola ii.2) byl zvolen rozsah za-
tížení F od 10 N do 70 N. S krokem 10 N byla vždy provedena optimalizace a nalezené
kombinace s nejnižším funkcionálem byly aproximovány polynomem.

Obr. 36: Nalezená lokální optima v pro-
storu koe�cientů.

Obr. 37: Zobrazení závislosti koe�cientu
c1 na síle F.
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Obr. 38: Zobrazení závislosti koe�cientu
c2 na síle F.

Obr. 39: Zobrazení závislosti koe�cientu
c3 na síle F.

Z dat na obrázcích 37 - 39 jednoznačně vystupuje trend chování jednotlivých koe�ci-
entů při zvyšování zatížení. Hodnoty nalezených koe�cientů s nejnižším funkcionálem
byly aproximovány následujícími polynomy

c1(F) = 138.24 · F + 32383.71, (8a)
c2(F) = 5.90 · F2 − 432.00 · F− 6582.87, (8b)
c3(F) = −84.80 · F + 7688.76. (8c)

Rovnice byly implementovány do mechanického modelu (9) a ověřeny v plném roz-
sahu zatížení (od 10 do 70 N). Byl tak vytvořen model materiálu MRE s hyperelastickým
charakterem a nelineárními materiálovými koe�cienty pro různá zatížení.

ii.3.3 shrnutí a diskuse výsledků

Numerickými postupy byly stanoveny materiálové koe�cienty modelu Yeoh popisující
hyperelastický charakter MRE. Na základě obdržených výsledků byly závislosti koe�ci-
entů vyjádřeny rovnicemi (8) a pro představu i zobrazeny v grafech (Obr. 37 - 39).

Mechanický model odpovídá provedeným měřením v tahu s chybou do 6% a pro mě-
ření tlaku s chybou do 3%. Při tahových deformacích εS > 100% však model začíná při
náhodných zatížení divergovat. Tyto deformace odpovídají zatížení od 40 N dále a jsou
pravděpodobně následkem nepřesné identi�kace kombinací parametrů optimalizací.

Z tohoto důvodu byla provedena Monte Carlo optimalizace s výrazně širším rozsahem
(c1 ⊆< 0, 15 > ·104 Pa, c2 ⊆< −15, 15 > ·104 Pa, a c3 ⊆< −15, 15 > ·104 Pa) a
vyšším počtem analyzovaných kombinací koe�cientů (20 000 kombinací).
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V grafu na Obr. 40 je zobrazen opět prostor kombinací koe�cientů. Červeně jsou zobra-
zeny nalezené kombinace koe�cientů (vždy je zobrazeno 50 kombinací s nejnižší hodno-
tou funkcionálu) při síle F = 10 N, zeleně F = 30 N, modře F = 50 N, černě F = 70 N
a závislost koe�cientů na síle c(F) určená dříve je vyznačena oranžovou čarou přibližně
uprostřed prostoru (kvůli množství dat není zřetelná). Intenzita barvy jednotlivých bodů
udává hodnotu funkcionálu (tmavší jsou nižší). Světle zelený kvádr ukazuje rozsah pr-
votní parametrické analýzy a červený menší kvádr ukazuje rozsah následné paramet-
rické analýzy s užším rozsahem, ve kterém byly prováděny původní optimalizace.

následná analýza

prvotńı analýza

Obr. 40: Výsledky rozsáhlé optimalizace.

Z výsledků je patrné, že velké množství lokálních optim pro různé zatížení se nachází
mimo červeně zobrazený rozsah a původně provedené optimalizace tyto kombinace ko-
e�cientů nepostihují. Průnik množin, které byly použity pro určení daného rozsahu opti-
malizací byl tedy příliš omezen. Parametrická analýza byla provedena pouze pro zatížení
F = 30 N, ale nejlepší výsledky získané pro toto zatížení leží mimo původně stanovený
rozsah prvotní analýzy. Řešenou optimalizační úlohu lze tedy považovat za multimodální
a tedy obsahuje řádově stejná optima ve velmi širokém rozsahu.

Pro přesnou identi�kaci nelineárních koe�cientů c1, c2 a c3 Yeoh modelu by bylo za-
potřebí provést výrazně rozsáhlejší optimalizaci. Prozatím získané výsledky reprezento-
vané rovnicemi (8) jsou pro aktuálně řešené aplikace MRE dostatečné.
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ii.4
M E C H A N I C K É V L A S T N O S T I V M A G N E T I C K É M P O L I

K analýze chování MRE ve vnějším magnetickém poli byla provedena řada experimentů.
Zkoumal se vliv magnetického pole na změnu mechanických vlastností (tuhosti) a defor-
mace či aktuace v externím magnetickém poli.

ii.4.1 vliv magnetického pole na tuhost

Tato sekce se zabývá účinky magnetického pole na MRE ve smyslu mechanických vlast-
ností. Všechny závěry v této sekci byly výsledkem statických měření ve smyku, tahu
i tlaku. K měření se využili vzorky z měření permeability (viz. Tabulka 1), konkrétně
vzorky typu U2.

Obr. 41: Přípravek použitý k experimen-
tům ve smyku.

Obr. 42: Přípravek použitý k experimen-
tům v tahu či tlaku.

Experimenty byly vždy prováděny na měřícím stojanu, na který byly pevně uchyceny
struktury vytištěné z PLA na 3D tiskárně (Obr. 41, 42). Jedna strana testovaného vzorku
byla vždy přilepena k pohyblivé struktuře (červeně) a druhá strana vzorku ke struktuře
nepohyblivé (modře), jak ukazuje Obr. 43 a 44. Změny geometrie při zatížení vzorku byly
zaznamenávány pomocí mikroskopu1 a mikrometru a zatížení pomocí siloměru.

1 Pro tyto typy měření byl v této práci využit digitální mikroskop Dino-Lite AM73915MZT.
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ii.4.1 vliv magnetického pole na tuhost

MRE

z

Br

Obr. 43: Schématické uchycení vzorku pro
měření ve smyku.

MRE

z
(tah)

z
(tlak)

Br

Obr. 44: Schématické uchycení vzorku pro
měření v tahu či tlaku.

Pevná struktura byla při měření smyku uchycena vertikálně a zdroj externího magne-
tického pole (NdFeB permanentní magnet, viz. sekce ii.4.2) působil v ose x (oranžově), při
měření tahu a tlaku pevná struktura byla uchycena ve vodorovné poloze a externí magne-
tické pole působilo v ose z (oranžově). Volná struktura se vždy pohybovala ve směru osy
z (zeleně) a jednotlivá měření byla vždy provedena se zdrojem externího magnetického
pole a pro porovnání také bez něj.

Br

z

Obr. 45: Detail měření ve smyku. Obr. 46: Výsledky měření ve smyku.

Výsledky měření ve smyku jsou zobrazeny v grafu na Obr. 46. Průběhy proložené
přímkou jsou takřka totožné. Dle tohoto měření nemá externí magnetické pole výrazný
vliv na mechanické vlastnosti MRE ve smyku.

Měření v tahu je na Obr. 48. Průběhy jsou proložené rovněž přímkou. Jejich trendy
jsou zdánlivě rovnoběžné s konstantním rozdílem 3.3 N. MRE tedy v tahu vykazují lehce
vyšší tuhost v magnetickém poli než bez něj. Rozdíl však není tak závratný. Měření v
tlaku na Obr. 50 je zajímavější. Oba průběhy mají kvadratický charakter a s vyšší defor-
mací se znatelněji rozbíhají. Již při deformaci 1 mm je silový rozdíl 10 N a dále narůstá.
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ii.4.2 deformace a aktuace v magnetickém poli

z

Br

Obr. 47: Detail měření v tahu. Obr. 48: Výsledky měření v tahu.

z

Br

Obr. 49: Detail měření v tlaku. Obr. 50: Výsledky měření v tlaku.

ii.4.2 deformace a aktuace v magnetickém poli

Dále byla provedena řada experimentů zkoumající deformaci či aktuaci MRE v externím
magnetickém poli. Pro tyto účely byl vytvořen přípravek (Obr. 51) umožňující statické
a stabilní umístění permanentního magnetu nad nímž lze pohybovat různými vzorky
elastomerů po průhledné desce z PMMA (plexisklo). Některé vzorky (Obr. 57) použité
v tomto experimentu byly malých rozměrů (jednotky milimetrů), aby se snížilo tření
vzorku s podložkou a vzorek se tak mohl volně pohybovat.

Permanentní magnet použitý při těchto experimentech je neodymový magnet o roz-
měrech 40× 40× 20 mm a s remanentní indukcí přibližně 1.3 T. Magnetické pole mag-
netu bylo měřeno a modelováno po čáře (Obr. 51 silná červená čára) rovnoběžné s osou
symetrie přibližně 4 mm nad povrchem magnetu. Opět byl použitý statický model mag-
netického pole dle rovnice 4 numericky řešený v trojrozměrné kartézském souřadnico-
vém systému.

Na Obr. 52 jsou zobrazeny výsledky měření. Křivka popisuje simulované hodnoty mag-
netické indukce B nad povrchem magnetu, body jsou vyznačeny naměřené hodnoty. Z
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ii.4.2 deformace a aktuace v magnetickém poli

4mm

Obr. 51: Přípravek použitý k experimen-
tům s usazeným permanentním
magnetem.

Obr. 52: Porovnání naměřených a simu-
lovaných hodnot permanentního
magnetu.

Obr. 53: Rozložení magnetické indukce
permanentního magnetu – dle
barevné škály (T).

Obr. 54: Rozložení hustoty energie magne-
tického pole permanentního mag-
netu – dle barevné škály (J/m3).

měření jednoznačně vyplývá, že pole u středu magnetu v této výšce není nejsilnější. Nej-
vyšší hodnoty magnetické indukce se nachází blíže ke krajům, kde se siločáry zakřivují.

Na Obr. 53 je zobrazené rozložení magnetické indukce permanentního magnetu v řezu.
U povrchu magnetu jsou patrné vyšší hodnoty magnetické indukce na okrajích než u
jeho středu. Rozložení hustoty energie magnetického pole je zobrazeno na Obr. 54 opět
v řezu. Na každé hraně je patrný nárůst hustoty energie oproti okolí. Jsou to oblasti ve
kterém jsou siločáry nahuštěny a silně zakřiveny.

Pro základní analýzu aktuace a deformací MRE byla provedena řada experimentů. Na
Obr. 55 je zobrazen vliv statického magnetické pole na nepohyblivý vzorek umístěný
nad středem magnetu. Stlačení magnetickým polem vzorku (vzorek U3 dříve použitý
k měření permeability) je měřitelné, avšak nepříliš výrazné. Na Obr. 56 byl nad střed
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ii.4.2 deformace a aktuace v magnetickém poli

permanentního magnetu umístěn vzorek s přibližně 20 mm dlouhými výstupky. Vzorek
se zdeformoval po směru siločar (Obr. 53).

B r

4.598mm 5.223mm

Obr. 55: Stlačení vzorku ve statické poloze
permanentním magnetem.

Br

Obr. 56: Naklánění výstupků vzorku nad
permanentním magnetem.

Dále byl v externím magnetickém poli byl proveden experiment s velmi malým vzor-
kem (přibližně 2× 8× 0.5 mm), kterým bylo pohybováno nad permanentním magnetem
přibližně po dráze shodné s dříve měřenou (viz Obr. 51). Na Obr. 57 jsou zobrazeny cel-
kem čtyři polohy tohoto vzorku ve statické poloze, 1. poloha je ve středu magnetu, dále
bylo postupováno k hraně. Z experimentů je patrné, že síly působící na vzorek jej opět
vychylují ve směru siločar magnetického pole.

Pro ilustraci chování malého vzorku byl proveden podobný doplňující experiment
(Obr. 58). Vzorkem (30 × 8 × 0.5 mm - tentýž vzorek uváděný na Obr. 3) bylo pohy-
bováno opět 4 mm po dráze shodné s měřením. Snímky z Obr. 58 byly prováděny v pěti
polohách nad permanentním magnetem. Z výsledků jsou patrné deformace vzorku, nyní
však jeho deformaci pravděpodobně bránili adhezní síly s podložkou.

Obr. 57: Změna polohy (1. - 4.) vzorku
posouváním nad permanentním
magnetem Br.

1.

2.

3.

4.

5.

Obr. 58: Změna polohy (1. - 5.) vzorku
posouváním nad permanentním
magnetem.
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ii.4.3 shrnutí a diskuse výsledků

ii.4.3 shrnutí a diskuse výsledků

V návaznosti na studii magnetických a mechanických vlastností MRE bylo zkoumáno
chování MRE v externím magnetickém poli. Výsledky ukázali, že magnetické pole má na
MRE při smykovém či tahovém zatížení nepatrný vliv. V tlaku však rozdíl vznikajících
sil roste zároveň se zvyšujícím se zatížením. MRE je v tlaku za přítomnosti magnetického
pole znatelně tužší.

Dále byly provedeny základní experimenty deformace a aktuace MRE ve vnějším mag-
netickém poli. Z experimentů je patrné vychylování vzorků ve směru růstu magnetické
indukce (Obr. 52) a pravděpodobně také k oblastem s vyšší hustotou energie (Obr. 54),
tedy místům s vyšší hustotou siločar. Je potřeba zopakovat, že i když jsou vzorky fero-
magnetické, vykazují nepatrnou magnetizaci (Obr. 4). Je-li magnetizace trvalá, mohla by
přispět k výslednému chování vzorků (Obr. 57 a 58) v magnetickém poli.
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Část III

M AT E M AT I C K Ý M O D E L



Mechanika obecného elastického materiálu je popsána Lamého rovnicí elasticity. V
tenzorové formě ji lze zapsat následovně

∇ · (I+∇u)⊗ S+ f V = 0, (9)

kde I značí jednotkovou matici, u je vektor posuvů, S je druhý Piola-Kirchho�ův tenzor
pnutí a konečně f V značí vektor měrné hustoty dalších vnitřních sil. Tenzor pnutí S je
doplněn Yeoh modelem, aby byla respektována hyperelasticita materiálu MRE. Obecný
Yeoh model popisuje skalární hustotu energie pnutí WS ve formě

WS = c1(I1 − 3) + c2(I1 − 3)2 + c3(I1 − 3)3 +
1
2

κ(J − 1)2 (10)

zde I1 reprezentuje první z invariant Cauchyho-Green deformačního tenzoru, c1, c2 a c3

jsou materiálové koe�cienty, κ je objemový modul pružnosti a J značí determinant de-
formačního gradientního tenzoru pnutí F. Poslední člen modelu Yeoh udává stlačitelnost
materiálu. Druhý Piola-Kirchho�ův tenzor pnutí je pak získán vztahem

S =
∂WS

∂ε
, ε =

1
2
(FTF), (11)

kde ε zastupuje Green-Lagrangeův tenzor pnutí.
Rozložení magnetického pole je popsáno parciálně diferenciální rovnicí pro magne-

tický vektorový potenciál A ve formě

∇× (µ(| B |)−1(∇×A− Br)) = J ext, (12)

kde µ popisuje nelineární permeabilitu (Obr. 15), symbol Br zastupuje remanentní in-
dukci permanentních magnetů a J ext representuje externí proudovou hustotu.

Sdružení rovnic (9) a (12) je pak založeno na Maxwellovu tenzoru pnutí

σM = − 1
2µ

(B · B) I+ 1
µ
B⊗ B, B = ∇×A (13)

kde B je magnetická indukce či hustota magnetického indukčního toku. Vektor měrných
sil v 9 pak musí být uvažován jako f V = ∇ · σM pro úplné monolitické řešení.

Slabé sdružení, založené na integrální Maxwellově síle FM de�nované jako

FM =
∫∫
S

σM dS, f V = FM ·V−1 (14)

může být také využito, avšak přijdeme tím o přesné rozložení hustoty objemových sil v
modelu.
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ilustrativní příklad

Slabé sdružení bylo ověřeno na experimentu [51] dle uspořádání na Obr. 61 (vlevo). Vzo-
rek typu S2 s plněním mFe/m = 54.5 % byl na jedné straně uchycen do čelistí a umístěn
nad permanentní magnet (magnet viz. sekce ii.4.2). Při experimentu bylo naměřeno pro-
dloužení vzorku dLm = 5.2 mm.

Okrajové podmínky mechanického modelu byly stanoveny pouze �xní. Na Obr. 59 je
detail uchycení vzorku do čelistí při měření tahu. Dle neurčitosti nepohyblivých a uchy-
cených částí vzorku byly �xní okrajové podmínky nastaveny dle Obr. 60 (modře), tedy
na horní straně otvoru pro šroub a po stranách horní části válce, kde vzorek přidržovali
čelisti. Okrajová podmínka magnetického modelu byla pouze jedna - nulový vektorový
potenciál na okraji �ktivní hranice.

Obr. 59: Detail uchycení vzorku při měření
tahu.

Obr. 60: Geometrie modelu a nastavení
�xní okrajové podmínky.

Ke sdružení mechanického modelu s magnetickým je použito integrální Maxwellovy
síly jež byla stanovena pro pět částí modelovaného vzorku zvlášť. Tímto způsobem bylo
docíleno kompromisu mezi rozložením sil f V dle Maxwellova tenzoru (Obr. 61 uprostřed)
a celkovou integrální silou působící na vzorek. Konstanty hyperelastického modelu Yeoh
byly pro spodní část zvoleny dle odpovídající síly F = 5 N. Pro čtyři horní části, jejichž
silové zatížení bylo zanedbatelně nízké, byly konstanty nastaveny na shodnou hodnotu
F = 0.05 N. Výsledky modelu jsou na Obr. 61 (vpravo).
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Obr. 61: Fotogra�e uspořádání experimentu (vlevo), schématické uspořádání experi-
mentu (uprostřed) a výsledný slabě sdružený model (vpravo) – barevná škála
udává velikost posunutí (mm).

Výsledek modelu udává prodloužení vzorku přibližně dL = 5.6 mm. Simulované pro-
tažení odpovídalo měření s chybou 7%. Tato chyba bude dána přesností stanovení mate-
riálových koe�cientů hyperelastického modelu.
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Část IV

A P L I K A C E M A G N E T O R E O L O G I C K ÝC H E L A S T O M E R Ů



iv.1
S I L O V É Ú Č I N K Y M A G N E T I C K É H O P O L E

Relativní permeabilita MRE je v rozmezí jednotek (kapitola ii.1). V následující ka-
pitole bude diskutován vliv relativní permeability na vznikající sílu v porovnání s

magnetickou indukcí zdroje externího magnetického pole. Cílem je zjistit do jaké míry
je nutno navyšovat koe�cient plnění MRE ke znatelnému zvýšení sil na úkor elasticity.

Provedený numerický experiment je zaměřen na porovnání vlivu relativní permeabi-
lity a remanentní indukce permanentního magnetu. Pro tento účel byl sestaven jedno-
duchý model - feromagnetické tělísko (Obr. 62 šedě) umístěné naproti permanentnímu
magnetu (Obr. 62 modře).

r

z

Br

Obr. 62: Geometrie modelu perma-
nentního magnetu (modře) a
feromagnetického tělíska (šedě).

Obr. 63: Rozložení magnetické indukce v
modelu - barevná škála (T), vek-
tory a siločáry.

Na modelu byla následně provedena parametrická analýza sestávající ze tří parametrů
- remanentní indukce permanentního magnetu Br, relativní permeability feromagnetic-
kého tělíska µr a vzdálenosti mezi tělískem a zdrojem pole v ose z. Rozmezí parametrů
bylo zvoleno Br ⊆< 0.1, 2 > T (100 hodnot v daném rozsahu), µr ⊆< 1, 100 > s
krokem 1 a z ⊆< 1, 10 > mm s krokem 1 mm. Výsledky simulace ukazují velikost
magnetické indukce B ve středu mezi objekty, sílu Fz působící v ose z na feromagnetické
tělísko a to pro každou jeho pozici.
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silové účinky magnetického pole
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Obr. 64: Analýza závislosti B = f (z, Br) s
konstantním parametrem parame-
trem µr = konst. = 50
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Obr. 65: Analýza závislosti Fz = f (z, Br) s
konstantním parametrem parame-
trem µr = konst. = 50
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Obr. 66: Analýza závislosti B = f (z, µr) s
konstantním parametrem parame-
trem Br = konst. = 1 T
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Obr. 67: Analýza závislosti Fz = f (z, µr) s
konstantním parametrem parame-
trem Br = konst. = 1 T

Z výsledků analýzy je patrné, že s lineárně rostoucí remanentní indukcí (Obr. 64) se
magnetická indukce v mezeře mění rovnoměrně. Pochopitelně, neboť hodnota magne-
tické indukce je na remanentní přímo závislá a změna indukce proto bude lineární. Tuto
vlastnost analogicky přebírá závislost síly (Obr. 65).

Zajímavější jsou proto výsledky s měnící se relativní permeabilitou (Obr. 66), neboť
s lineární změnou permeability se hodnota indukce v mezeře mění nerovnoměrně. Je
dobré připomenout, že se zvoleným krokem remanentní indukce je na dříve daném roz-
mezí zkoumáno 100 hodnot, avšak v tomto grafu je patrných pouze několik křivek. Z
tohoto důvodu napomáhá barevná škála, díky níž lze vyvodit, že drtivá většina křivek
je nahuštěna ve svrchní vrstvě. Jelikož spodní křivka musí odpovídat µr = 1, pak s
dalším jednotkovým přírůstkem skočí hodnota indukce o několik desítek procent (při
z = 1 mm je přírůstek 22%), avšak od určité hodnoty µr se již magnetická indukce B v
mezeře příliš nemění.
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iv.2
R O B O T I C K É Ú C H O P O V É S Y S T É M Y

Tato kapitola je věnována soft-robotickým úchopovým systémům, jejichž koncepce jsou
nedílnou součástí dizertační práce Ing. Vojtěcha Skřivana. Pozornost je věnována proto-
typu Beak (Obr. 68) a prototypu Manus (Obr. 69).

elektromagnet

rám

MRE čelist

B 6= 0

Obr. 68: Koncept prototypu Beak.

MRE prst

elektromagnet

rám

kloub

magnetický obvod
pokrytý silikonem

B = 0

Obr. 69: Koncept prototypu Manus.

Kritickým faktorem obou prototypů je síla působící na MRE struktury v rozevřeném
či nedovřeném stavu, kdy není plně uzavřený magnetický obvod. V přímém kontaktu
MRE s magnetickým obvodem, vzniká značnou sila (desítky Newtonů). Tato síla však se
vzdáleností rapidně klesá, jak ukazuje studie v předchozí kapitole (iv.1). Právě zvýšení
silových účinků u obou prototypů je předmětem této kapitoly.

iv.2.1 prototyp beak

Prototyp Beak Obr. 68 je úchopový systém využívající magnetického pole k aktuaci
dvou čelistí vyrobených z magnetoreologického elastomeru [7]. Čelisti jsou umístěny
pod zdrojem magnetického pole, které je přitáhne a uzavře.

Zdroj magnetického pole tohoto prototypu je tvořen permanentním magnetem s cív-
kou navinutou po jeho obvodu (přídržný elektromagnet) [52]. Magnetické pole Br působí
neustále a buzením magnetického pole cívky BC jej lze zeslabit a tím eliminovat magne-
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iv.2.1 prototyp beak

tické pole B v oblasti čelistí (B = BC + Br). Princip prototypu je zobrazen na Obr. 70, a
jeho rozložení magnetického pole na Obr. 71.

Br

F

Ic
Bc

Obr. 70: Původní funkční schéma proto-
typu Beak.

Obr. 71: Rozložení magnetického pole v
původním prototypu – dle ba-
revné škály (T).

Na Obr. 70 je zobrazen schématický řez prototypem. Vespod jsou umístěny čelisti z
MRE (vyznačené hnědě) na které působí pole přiloženého magnetického obvodu (šedý).
Je-li cívka vypnutá, působí na čelisti pole permanentního magnetu Br a jsou přitaho-
vány vzhůru - čelisti se deformují a zavírají. Po vybuzení cívky proudem IC dojde mag-
netickým polem cívky BC k vyrušení pole magnetu Br a prototyp se vlivem elasticity
materiálu (vnitřního pnutí F) otevře.

Prototyp má v tomto uspořádání silně nelineární závislost síly na vzdálenosti od zdroje.
Její velikost při rozevřených čelistech prototypu je tedy velmi nízká. V následujících sek-
cích budou prezentovány výsledky analýzy ovládacích elektromagnetů s cílem zvýšení
silových účinků - řízení externího magnetického pole a úprava magnetického obvodu.

Řízení magnetického pole

Zvýšení síly působící na MRE čelisti prototypu Beak lze dosáhnout inverzním buzením
cívky elektromagnetu, kterým se výrazně zvýší hodnota magnetické indukce v oblasti
čelistí. Možnost řízení napájení cívky, poskytuje také příležitost ovládat dynamiku čelistí.

Pro ovládání prototypu bylo vyvinuto elektronické zařízení. Zařízení využívá mikro-
kontroleru, který komunikuje s programovatelným zdrojem prostřednictvím protokolu
UART a převodníku na RS232 v externí jednotce s integrovaným obvodem MAX232.
Mikrokontrolerem je řízena velikost napájecího napětí ovládací cívky elektromagnetu.
Orientace napájecího napětí je ovládána pomocí externího H-můstku řízeného stejným
mikrokontrolerem. Blokové schéma je vykresleno na Obr. 72. Pomocí elektronického za-
řízení je tak možno prototyp ovládat centrálně z PC a napájet různými druhy signálů.
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BEAK

Mikrokontroler
USBRX

TX

ZDROJ

RXTX

RS232/
UART

H-můstek

IN1 IN2 5VGND

Obr. 72: Blokové schéma ovládání prototypu. Černé čáry symbolizuji datové vodiče, ba-
revné čáry vodiče napájecí.

Při neřízeném spínání obvodu odpovídá dynamickému průběhu levé čelisti prototypu
Obr. 731. Skokový nárůst napětí U = 20 V na cívce prototypu uvolní čelisti, jež se s kmi-
táním ustálí v otevřené poloze. Při odepnutí napájení se čelisti vrací do sevřené polohy
(B 6= 0), avšak vlivem nedostatečné síly a nesymetrie čelistí nedojde k plnému uzavření
čelistí. Na průběhu zavírání je také patrný odskok a následné pomalé uzavírání čelisti.

Obr. 73: Pozice x levé čelisti závislá na
čase t při zapnutí a vypnutí
elektromagnetu.

Obr. 74: Pozice x levé čelisti závislá na čase
t při zapnutí a řízeném vypnutí
elektromagnetu.

Přepólováním napájení cívky elektromagnetu pomocí H-můstku lze vytvořit inverzní
budící proud, který magnetickou indukcí BC přispívá k poli magnetu Br a zvyšuje sílu F
působící na čelisti (Obr. 74). Doba neřízeného sevření je 346 ms a doba řízeného je 57 ms.
Překmit patrný v Obr. 74 je způsoben chybou optického měření.

Řízení proudu elektromagnetu lze tedy využít pro zvýšení síly pro uzavírání MRE
čelistí. Nicméně, inverzní buzení cívky zvyšuje energetickou náročnost celého systému.
Proto byla provedena numerická studie věnující se úpravě magnetického obvodu.

1 Pro toto měření byla v využívána opět vysokorychlostní kamera. Následná analýza vzniklého videozáznamu
byla provedena aplikací Tracker (Video Analysis and Modeling Tool).
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Úprava magnetického obvodu

Je-li permanentní magnet umístěn v horní části magnetického obvodu (Obr. 75), je cel-
kový magnetický indukční tok v oblasti čelistí výrazně snížen o rozptylové toky, které
se uzavírají ze středního sloupku do pláště magnetického obvodu s konečnou hodno-
tou relativní permeability (Obr. 71). Mírného zlepšení je možné dosáhnout přesunutím
magnetu na konec středního sloupku, čímž se dosáhne nižších rozptylových toků.

Magnetická indukce v oblastí obou čelistí u daného elektromagnetu však dosahuje
jen velmi nízkých hodnot a působí na obě čelisti stejně (Obr. 71). Rozdělíme-li magne-
tický obvod na dvě části s antiparalelní orientací středních magnetů (Obr. 76), vznikne
mezi oběma částmi silné magnetické pole, které bude čelisti přitahovat (F = 0.41 N pro
předchozí verzi magnetického obvodu a F = 17.95 N pro nově navrhovaný obvod).

Aby bylo možné výsledky porovnávat, byl u upraveného magnetického obvodu za-
chován celkový objem a průřez simulovaných permanentních magnetů, nicméně, síla
vznikající na MRE čelisti je v takovém případě příliš vysoká, aby jí bylo možno plně elimi-
novat ovládací cívkou. Výsledky analýzy slouží tedy k ilustraci možné úpravy prototypu
s cílem zvýšení silového působení. Pro reálný prototyp je tedy nutné použít magnetů s
výrazně nižší remanentní indukcí.

Br

F

BcIc

Obr. 75: Funkční schéma navrženého
prototypu.

Obr. 76: Rozložení magnetické indukce v
upraveném prototypu – dle ba-
revné škály (T).

K otevírání čelistí budou sloužit dvě cívky soustředěné kolem dílčích částí magnetic-
kého obvodu, jejichž buzení umožní superpozici magnetických indukčních toků elimi-
naci magnetického pole v oblasti čelistí. Tato koncepce elektromagnetu umožní směřo-
vat indukční tok pro každou čelist zvlášť a tím nezávislé řízení každé čelisti.
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iv.2.2 prototyp manus

Prototyp Manus (Obr. 69 a 83) je úchopový systém využívající magnetického pole k ak-
tuaci tří prstů prostorově otočených po 120◦. Každý prst je složen ze tří článků z mag-
netoreologickým elastomerem, které jsou vzájemně propojeny pomocí vnitřní struktury
vyrobené z PLA. Tyto prsty jsou umístěny pod zdrojem magnetického pole, které články
přitáhne a prototyp tak sevře Obr. 84. Koncept prototypu je inspirován lidskou rukou.
Pro přehlednost bude dále zobrazován vždy jen jeden prst.

Zdroj magnetického pole prototypu Manus je tvořen válcovou cívkou navinutou na
magnetickém jádře. Princip a rozložení magnetického pole prototypu je patrné na Obr. 77
a 78. První prototyp Manus, byl ovládán velmi vysokými proudy, proto bylo analyzováno
rozložení magnetického pole a obvod byl následně upraven.

F

Obr. 77: Schématický řez prototypem. Bu-
dící cívka (zeleně), magnetické já-
dro (šedé) a prsty z MRE (hnědé).

Obr. 78: Rozložení magnetické indukce v
prototypu před úpravami – dle ba-
revné škály (T).

Analýzou hustoty energie magnetického pole prvního prototypu (Obr. 79) bylo zjiš-
těno, že nejvyšší hustoty je dosahováno ve vrchní části magnetického obvodu (jádra ovlá-
dacího elektromagnetu). Hustota energie v těchto místech dosahovala více jak 10 kJ/m3.
Jelikož je výkon elektromagnetu konstantní a omezený (Jouleovy ztráty v cívce elektro-
magnetu způsobující jejich výrazné oteplení), je důležité maximum energie magnetic-
kého pole směrovat do prostoru aktuovaných prstů a maximalizovat tak sílu působící na
prsty a magnetickým obvodem.

Směrování magnetického toku bylo provedeno kovovými pásy mířenými do oblasti
prstů (Obr. 81), tím se snížila se hustota energie v horní části a soustředila se do prostoru
prstů (Obr. 80). Síla působící na všechny články jednoho MRE prstu byla před úpravou
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iv.2.3 shrnutí a diskuze výsledků

Obr. 79: Rozložení hustoty energie magne-
tického pole prototypu – dle ba-
revné škály (J/m3).

Obr. 80: Rozložení hustoty energie mag-
netického pole upraveného proto-
typu – dle barevné škály (J/m3).

F = 0.04 N a po úpravě F = 0.11 N. Uzavření obvodu je tedy pro dosažení silových
účinků zásadní úpravou.

iv.2.3 shrnutí a diskuze výsledků

Z provedené analýzy silových účinků plyne, že pro návrh elektromechanických zařízení
využívajících MRE je zásadní hodnota relativní permeability elastomeru. Ta je však ome-
zena maximálním koe�cientem plnění (i). Při nízkých hodnotách relativní permeability
její malý nárůst výrazně ovlivní magnetickou indukci v mezeře a tím i velikost síly.

Další navýšení silových účinku je pak možné zvýšením energie zdroje magnetického
pole (remanentní indukce permanentních magnetů nebo příkon ovládacích cívek). Jak
však ukazuje analýza úprav magnetického obvodu prototypu Beak, při zachování stej-
ného příkonu je možné změnou topologie obvodu výrazně zvýšit silové působení. Díky
řízení budícího proudu ovládacího elektromagnetu lze následně docílit zvýšení dyna-
mických vlastností pohyblivých částí zařízení. U prototypu Manus se navýšení silových
účinků dosáhlo uzavřením magnetického obvodu. Využití nástavců magnetického jádra
(Obr. 77) sice zvýší magnetickou indukci v oblasti MRE prstů ale reálného zvýšení je
možné dosáhnout až při uzavření magnetického obvodu.

Pro návrh zařízení využívající MRE lze tak z výše popsaných zkušeností formulovat
následující doporučení: maximální možný koe�cient plnění MRE odpovídající potřebné
elasticitě materiálu (maximalizace relativní permeability), optimalizace topologie mag-
netického obvodu (maximální hustota energie magnetického pole v oblasti ovládaného
MRE tělesa) a v poslední řadě pak navýšení celkové energie systému (remanentní in-
dukce permanentních magnetů nebo příkon budících cívek).
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F

Obr. 81: Schématický řez prototypem po
úpravě magnetického obvodu
(uzavření magnetického obvodu).

Obr. 82: Rozložení magnetického pole ko-
lem upraveného prototypu po –
dle barevné škály (T).

Obr. 83: Fotogra�e prototypu Manus v ote-
vřené poloze.

Obr. 84: Fotogra�e prototypu Manus v se-
vřené poloze.
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Předložená práce je věnována studii, modelování a aplikacím magnetoreologických
elastomerů. Byla provedena měření, experimenty a analýzy jejichž výsledky a závěry
byly uplatněny v návrhu dvou prototypů soft-robotických úchopových systémů.

shrnutí práce

První části práce je věnována stručné rešerši dosavadních znalostí týkajících se fyzikál-
ních principů MRE, jeho modelování a nejčastějších či nejzajímavějších aplikací.

Druhá část práce popisuje studii magnetických vlastností MRE (stanovení nelineární
charakteristiky relativní permeability a její závislosti na koe�cientu plnění) a vlastností
mechanických (tahové diagramy, hyperelastický charakter materiálu a koe�cienty jeho
modelu). Na konci byl experimentálně analyzován vliv magnetického pole na mecha-
nické vlastnosti MRE, a to jak pro prostorově vázaná, tak nevázaná tělesa. Část dosaže-
ných výsledků byla publikována v rámci mezinárodní konferenci RoboSoft 2019 [7].

Ve třetí části je formulován monolitický matematický model, který je následně ověřen
na ilustrativním, slabě sdruženém a numericky řešeném příkladu. Formulovaný model
bude publikován v rámci mezinárodní konferenci Compumag 2019 [51].

A konečně čtvrtá část je věnována analýze silových účinků magnetického pole a ná-
vrhu ovládacích elektromagnetů pro dva prototypy robotických úchopových systémů –
prototypy Beak a Manus. Na základě získaných zkušeností byla následně formulována
doporučení pro návrh zařízení využívající MRE.

směry pokračování práce

Další pokračování výzkumu MRE bude směřovat jak k hlubší studii fundamentálních
principů chování MRE v obecném prostředí silného nehomogenního magnetického pole,
tak k novým aplikacím MRE v oblasti elektromechaniky a energetiky.

K dosažení maximální přesnosti hyperelastického modelu bude k vyčíslení jeho koe�-
cientů potřeba využít funkcionál závislý také na průřezu. V oblasti modelování a simulací
bude výzkum zaměřen na numerickou interpretaci Maxwellova tenzoru pnutí pro přesné
vyjádření rozložení objemových sil v materiálu vlivem magnetického pole. Již také pro-
bíhá výzkum materiálu s orientovanými částicemi a také částicemi magneticky tvrdými
(NdFeB). Výsledky tohoto výzkumu otevřou rozsáhlé možnosti využití a aplikací MRE.

S ohledem na současné aplikace MRE v oblasti energetiky a výkonových systémů se
jako perspektivní využití jeví prvky zajišťující tlumení kmitů při kontaktu pohyblivých
částí lineárních elektromagnetických aktuátorů s pevnou konstrukcí. Tyto prvky nalez-
nou uplatnění například v oblasti elektromagnetických ventilů [53], které patří mezi
jedny z nejčastěji využívaných regulačních prvků pro řízení toku tekutin. Náhradou běž-
ných elastických tlumících a těsnících materiálů lze v této oblasti dosáhnout výrazného
zvýšení přídržných sil elektromagnetu (až desítky procent) při zachování požadované
elasticity i těsnosti.

53



Zajímavou a prozatím neprostudovanou aplikací MRE ve výkonových systémech se
zdá být také jejich využití jako pružných součástí magnetických obvodů (transformátory,
elektrické točivé stroje a jiné), kde využití MRE s vysokým koe�cientem plnění umožní
eliminovat rozptylové toky a současně také vibrace vznikající při provozu zařízení. MRE
by tak mohlo být využito pro tlumení elektrodynamických sil či hlučnosti elektrických
strojů, jejich izolaci vůči kapalinám (MRE je hydrofobní materiál), ochraně nemagnetic-
kých součástí nebo například k vyrovnávání dilatací vlivem tepelné roztažnosti (MRE
je odolné teplotám více jak 200◦ C). Například nanesením velmi slabé vrstvy MRE při
vrstvení transformátorových plechů by bylo také možné dosáhnout tlumení elektrody-
namických sil a vibrací. MRE tedy poskytuje jedinečnou příležitost pro výrobu tvarově
adaptabilního magnetického obvodu.
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