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UvoD

JiZz na zakladni Skole se vyucuje délitelnost Cisel. Vznika zde mylna predstava o tom, Ze se
tato problematika tykd pouze celych Cisel. Tato bakalarskd prace onu predstavu vyvraci,
jelikoz se zabyva délitelnosti v rliznych oborech integrity. Byly pro ni zvoleny nasledujici

obory integrity: celd Cisla, Gaussova cela Cisla a polynomy.

Obor integrity spada do algebraickych struktur. Jednou z relaci algebraickych struktur je
relace délitelnosti, kterou se prace podrobnéji zabyva. Stejné jako kazdé jiné odvétvi
matematiky maji i algebraické struktury své dulezité prvky, bez kterych se nelze obejit. Mezi
vyznamné prvky jsou fazeny jednotkovy prvek, asociovany prvek a euklidovska norma.

Vsechny tyto prvky jsou aplikovatelné na konkrétni obory integrity.

Délitelnost jako takovou lze uplatnit nékolika moZznymi zplsoby. Mezi zakladni principy
aplikace délitelnosti patfi kritéria délitelnosti, jejimz prikladem jsou znaky délitelnosti. Tyto
znaky patfi mezi zakladni znalosti, které by si méli Zaci odnést pravé ze zakladni Skoly. Jedna

se o zjistovani, kdy je Cislo délitelné dvéma, tfemi, ¢tyfmi atd.

Malokdo si spoji, Ze soucasti relace délitelnosti jsou také ireducibilni prvky Ci prvocisla.
Ctenar si obvykle pod rozkladem slozeného ¢isla v soucin prvocisel predstavi operaci
nasobeni, avSak princip je opacny. | tato problematika je dukladné rozebrana v jedné

z kapitol prace.

Jednim z nejduleZitéjSich uplatnéni relace délitelnosti je vypocet nejvétsiho spole¢ného
délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku. Tyto dva pojmy jsou spolu velmi silné
provazany, a proto by se nemély opomijet. Nejvétsi spolecny délitel prvkl se da zjistovat
nékolika zplsoby. V praci je pro tento postup pouzit vypocet Euklidova algoritmu, ktery

patfi mezi nejefektivnéjSim zplsobem feSeni této problematiky.

Cilem prace je sjednotit a ucelit poznatky o délitelnosti ve vybranych oborech integrity.

Diléim cilem je prakticka ukazka relace délitelnosti a jeji aplikace na ilustracni priklady.
MOTIVACNI UKOL:

Mohou se objevit situace, kdy je tfeba rozhodnout o tom, zda dané Cislo je prvocislem,

napriklad pfi uréovani spolecného jmenovatele zlomku.
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Uvazujme napfiklad Cislo 13567. Prvociselnost lIze urcit pomoci vice metod. Jmenujme
napfiklad vyuziti znamych znak( délitelnosti pfirozenych Cisel, Eratosthenova sita nebo
aplikovani pocitacového algoritmu, ktery bude postupné zkouset, zda je toto Cislo délitelné
prvocisly od 2 do odmocniny ze zkoumaného Cisla. Zminéné metody Uzce souvisi s obsahem
této prace. Redeni nastoleného problému témito metodami pak objasnime v zav&re¢né

kapitole.
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1 ALGEBRAICKE STRUKTURY

Algebraickou strukturou se rozumi mnoZina néjakych objektl, na kterych je definovana

alesponi 1 bindrni operace, s tim souvisi nasledujici definice.

Definice: Necht je M libovolnd neprazdna mnozina. Bindrni operaci v mnoziné M nazyvame
zobrazeni kartézského soucinu M x M do mnoziny M tzn., Ze kazdé usporadané dvojici

[x,v] z M x M je pFifazen nejvy3e jeden prvek z z mnoziny M.

Algebraické struktury se rozliSuji podle toho, kolik maji definovanych binarnich operaci.
Jestlize je urcuje jedna binarni operace, jedna se o algebraické struktury s jednou bindarni
operaci. Jestlize naopak maji dvé binarni operace, pak se hovofi o algebraickych strukturach

se dvéma binarnimi operacemi.

Definice: Uspotrddanou dvojici (M, +), kde M je neprazdna mnozZina, ve které je definovana

bindrni operace scitani (+), se nazyva algebraicka struktura s jednou operaci.

Binarni operace maiji také své vlastnosti, mezi které se radi neomezena definovanost
v mnoziné M, asociativnost, neutralni prvek, inverzni prvek ke vSsem prvkiim dané mnoziny

M a komutativnost.

Definice: Necht jsou na mnoziné M definovany dvé binarni operace (+) a (-). Rikdme, Ze
operace ndsobeni (-) je distributivni vzhledem k operaci (+) v M pravé tehdy, kdyz plati

Va,b,c e M:(a+b)-c=(a-c)+b-c) Ac-(a+b)=(c-a)+(c-b).

Na zdkladé téchto uvedenych vlastnosti pro binarni operace lze snadno urcit typy
algebraickych struktur. Algebraické struktury rozdéluji na grupoid, pologrupu, grupu,

polokruh, okruh, obor integrity a téleso.



1 ALGEBRAICKE STRUKTURY

Pro lepsi prfehlednost jsou zde uvedeny Tabulka 1 a Tabulka 2, ve kterych jsou zndzornéné

algebraickeé struktury s jednou binarni operaci a se dvéma binarnimi operacemi.

Tabulka 1: Typy algebraickych struktur s jednou binarni operaci

STRUKTURA

VLASTNOSTI BINARNiICH OPERACI

grupoid

neomezend definovanostv M

komutativni grupoid

neomezena definovanostv M,
komutativnost

pologrupa

neomezena definovanostv M,
asociativnost

komutativni pologrupa

neomezena definovanostv M,
asociativnost,
komutativnost

grupa

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutralni prvek,

inverzni prvky pro vSsechny prvky

komutativni grupa = Abelova grupa

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutrdlni prvek,

inverzni prvek,

komutativnost

10



1 ALGEBRAICKE STRUKTURY

Tabulka 2: Typy algebraickych struktur se dvéma binarnimi operacemi

VLASTNOSTI BINARNiICH OPERACI

STRUKTURA
operace (+) operace (-)
neomezena definovanostv M, | neomezend definovanostv M,
polookruh asociativnost, asociativnost,

komutativhost

distributivni k operaci +

komutativni

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

polookruh . distributivni k operaci +,
komutativnost .
komutativnost
neomezena definovanostv M,
asociativnost, neomezena definovanost v M,
okruh neutralni prvek, asociativnost,

inverzni prvek,
komutativnost

distributivni k operaci +

komutativni okruh

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutralni prvek,

inverzni prvek,

komutativnost

neomezena definovanost v M,
asociativnost,

distributivni k operaci +,
komutativnost

obor integrity

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutrdlni prvek,

inverzni prvek,

komutativnost

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

distributivni k operaci +,
komutativnost,

neexistuji netrividlni délitelné
nuly

téleso

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutrdlni prvek,

inverzni prvek,

komutativnost

neomezena definovanost v M,
asociativnost,

distributivni k operaci +,
inverzni prvek

komutativni téleso

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

neutralni prvek,

inverzni prvek,

komutativnost

neomezena definovanostv M,
asociativnost,

distributivni k operaci +,
inverzni prvek,

komutativnost

11



1 ALGEBRAICKE STRUKTURY

1.1 OBORINTEGRITY

V predchozi kapitole je definovano, co to je algebraicka struktura, jaké ma vlastnosti a jak
se rozdéluje. Tato podkapitola je zaméfena na urcitou algebraickou strukturu, kterou je

obor integrity. V Tabulce 2 jsou uvedeny vlastnosti oboru integrity.
Obor integrity musi splfiovat nasledujici axiomy:

1. Operace scitani:

a. Komutativnost:Va,b€l:a+b=b+a

tzn., nezalezi na poradi jednotlivych scitancu.
b. Asociativnost: Va,b,c € I: (a+b)+c=a+ (b+¢)

tzn., Ize libovolné zménit poradi zavorky jednotlivych scitanca.
c. Neutrdiniprveke:de€l,Va€l:a+e=e+a=a

tzn., secte-li se libovolny prvek s neutralnim prvkem, vysledek je ptvodni

prvek.
d. Inverzniprveka:Va€l,3a *€l:a+al=al+a=e

tzn., ke kazdému prvku existuje prvek inverzni.

2. Operace nasobeni:

a. Komutativnost:Va,b €l:a-b=b-a
tzn., nezdlezi na poradi jednotlivych Ciniteld.
b. Asociativnost: Va,b,c €I:(a-b)-c=a-(b-c)
tzn., nezdleZi na poradi provedenych operacich s Ciniteli.

c. Neexistence netrividlnich délitel( nuly:

Va,b,el:a#0Ab+0=a:b #0
tzn., nulovy soucin se ziska pouze nulovymi ¢initeli.
3. Distributivnost: Va,b,c € I:(a+b)-c=(a-c)+ (b-c)

tzn., roznasobeni s¢itancl (Hefler, 2013).

12
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

V této kapitole jsou vysvétleny zakladni pojmy, které se tykaji délitelnosti. Je zavedena
definice délitelnosti, jednotkovy prvek, asociovany prvek ¢i Euklidovskd norma. Dale pak

jsou prilozeny ukazkové priklady na tyto vlastnosti v jednotlivych oborech integrity.

2.1 POJEM DELITELNOSTI

Tato Cast se zabyva délitelnosti v libovolném (komutativnim) oboru integrity, ktery je
znaCen I. Nulovy prvek je znac¢en symbolem 0, naopak jednotkovy prvek symbolem 1

(Blazek, 1985).

Definice: Necht a, b € I. Rekneme, 7e a déli b (respektive a je délitel b nebo b je ndsobek

a, popfipadé b je délitelné a) prave, kdyz existuje x € I tak, Zea - x = b.
Symbolicky zapisujeme, Ze a déli b takto: a|b. Naopak kdyZ a nedéli b, zapisujeme a t b.
Lemma: Necht I je libovolny obor integrity, pak plati

a) Va € I:ala (neplati pro nulovy prvek)

b) Va,b,c € I:(alb Ab|c) = alc

c) Va,bel:(a#bAalb)=(bta)

d) Va,b,c € I:alb = a|bc

e) Va,b,c € I:ab|c = a|c Ab|c

f) Va,b,c€l:(clanc|b)= (cl(a +b)Ac|(a— b))

g) vay, .., an ky, ... ky €I:(clay A...AClay) = c| X kia;

h) Va,b,c,€1l:(c # 0 = (a|b & ac|bc)
2.1.1 CELACISLA
Jak je jiz vySe uvedeno, mnoZzina celych Cisel splfiuje 8 zakladnich axiom( tykajicich se oboru
integrity. Pro tuto podkapitolu se zvoli jako obor integrity mnozina celych cisel. Pro tento

obor integrity se vychazi ze zakladni definice délitelnosti, kdy ¢islo a déli ¢islo b pravé

tehdy, kdyZ existuje ¢islo x € I takové, ze a - x = b. Zapisujeme alb © a-x = b.

13



2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

e Priklad: Méjme Cisla a = 28 a b = 1736. Podle definice délitelnosti naleznéte Cislo

x takové, Ze platia|lb & a - x = b.

albea-x=b

28-x=1736
1736
*= 728

X =62

Hledané cislo x, pro které plati definice je x = 62.

e Priklad: Méjme Cisla a = 13 a b = 563. Podle definice délitelnost dokazte, jestli

platialb © a-x = b.

alb e a-x=b

13- x = 563
563
=13

x =43,3

Vzhledem k tomu, Ze se nachazime v oboru integrity celych cisel a ¢islo x neni celym

¢islem, mizeme tvrdit, ze 13 + 563.

2.1.2 GAUSSOVA CELA CiSLA
UvaZujme obor integrity mnoZinu Gaussovych celych cisel (G, +, -), kde G je mnoZina
vSech komplexnich ¢isel majicich realnou i imaginarni slozku z mnoziny celych isel. Stejné

jako u celych Cisel u Gaussovych celych Cisel vychazime z obecné definice délitelnosti.

Definice: Mé&jme &isla a, B € G. Rekneme, 7e a déli B pravé tehdy, kdy? existuje prvek
¥ € G takovy, 7e plati B = a - y. Cislo a nazyvame délitel a &islo 5 délenec. Zapisujeme
alf B =a-vy.

e Priklad: Mdme ¢islaa = 1 + 2i a f = 5 + 25i. Dokazte délitelnost v (G, +, ) pro

1+ 2i|5 + 25i.

Vyjdeme z definice délitelnosti pro Gaussova celad Cisla, tudiz musi existovat

Gaussovo celé Cislo x; + x,1, pro které plati:
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

5+ 251 = x; + x50 + 2x4i + 2x,i?
5 + 251 = X1 + xzi + lel - 2x2

Ziskdme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych. V jedné rovnici

porovname linedrni slozky a v druhé rovnici porovname imaginarni slozky.

5=ux; —2x, |- (=2)
25 = 2X1+X2

—-10 = _le + 4‘X2

25=2X1+XZ
15=5x2
x2=3
2x1=25_x2
2x, =253
x; =11

Nasli jsme feSeni soustavy x; = 11, x, = 3. Hledané Gaussovo celé Cislo je 11 + 3i

a je dokazano, ze 1 + 2i|5 + 25i.
Pfiklad: Méjme ¢islaa = 1 —ia f = 3 + 2i. Zjistéte zda a|f.
PouZijeme postup jako v pfedchozim pftikladu.

3+2i=x1+x2i—x1i—x2i2

3+21=x1+le—xll+x2

3=x1+x2
2=—x1+x2
5=2x2
_5
x2—2

y y 5 y  x oy v o
Protoze vyslo x, = S a nevyslo celé ¢islo, mGZeme tvrdit, Ze ¢islo a t . Nicméné
jesté ovérime dopocitanim x,.
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

X, =3—x,

5

X1 = —E
1
X1=§

Nasli jsme sice rfeSeni soustavy, ale ne z Gaussova celoCiselné oboru, tudiz

1—-it+3+2i.

2.1.3 POLYNOMY
UvaZujme obor integrity polynom( (T[x], +, -). Pro délitelnost polynom plati nasledujici

definice.

Definice: Rikame, e polynom g(x) z oboru integrity (T[x], +, -) déli polynom
f(x) tohoto oboru integrity (zna¢ime g(x)|f(x)) pravé tehdy, kdyZ existuje polynom
h(x) takovy, ze f(x) = g(x) - h(x).

e Priklad: Pomoci definice délitelnosti polynom(l naleznéte polynom h(x) takovy, Ze

plati f(x) = g(x) - h(x), pokud jsou dany polynomy takto:
f(x) =x7 +3x%+5x> — 10x* — 36x3 — 4x? — 26x — 3,
gx) =x*—4x?+x - 3.

Nejprve je nutné zjistit, jaky stupen polynomu h(x) hleddme.
stlf (0] =7,stlg(x)] = 4

7—4=3

Hleddme polynom h(x) = ax3 + bx? + cx + d.

Podle definice provedeme ndsobeni polynomt g(x) a h(x) a ziskame polynom
f1().

ffx)=((x*—4x>+x—-3)-(ax3+bx?+cx+d) =

= ax’ + bx® — 4ax® + cx® + ax* — 4bx* + dx* — 3ax3 + bx3 — 4cx3 —

—3bx?% 4+ cx?® —4dx? —3cx +dx —3d
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

V dal3im kroku porovname koeficienty mocnin polynomu f(x) a f'(x).
(1) x” = ax’
(2) 3x®=bx°
(3) 5x°=—4ax®+ cx°®
(4) —10x* = ax* — 4bx* + dx*
(5) —36x3 = —3ax® + bx3 — 4cx3
(6) —4x? = —3bx?+ cx? — 4dx?
(7) —26x =—-3cx+dx
(8) -3 =-3d
Ziskali jsme soustavu 8 rovnic o 4 nezndmych.

Z rovnice (1) dostavame koeficient a = 1.

Z rovnice (2) ziskame koeficient b = 3.
Z rovnice (3) vyjadfime koeficientc =5+4-1=09.

Z rovnice (8) obdrzime koeficient d = 1.

Nalezli jsme vSechny 4 koeficienty a,b,c,d. Nasledné provedeme zkousku,

dosadime do rovnic (4), (5), (6), (7) a ovéfime, zda - li se rovna leva a prava strana.
(4) —10x* = ax* — 4bx* + dx*
—10x*=1-x*—4-3-x*+1-x*

—10x* = —10x*

(5) —36x3 = —3ax3 + bx3 — 4cx3
—36x3=-3-1-x3+3-x3-4-9.4x3

—36x3 = —36x3

(6) —4x? = —3bx? + cx? — 4dx?
—4x?2=-3-3-x2+9-x2—-4-1-x?
—4x?% = —4x?
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

(7) =26x = —3cx + dx
26x=-3-9-x+1-x
26x = 26x
Po dosazeni koeficientl a, b, ¢, d vysla rovnost pravych a levych stran zbylych rovnic,

tedy nalezli jsme koeficienty hledaného polynomu h(x). Zbyvd uZ jen dosadit

koeficienty do hledaného polynomu h(x).

Ziskali jsme polynom h(x) = x3 + 3x%2 + 9x + 1.

2.2 JEDNOTKOVY PRVEK
Mezi vyznamné prvky oboru integrity jsou fazeny jednotkové a asociované prvky. Tyto dva

pojmy jsou dulezité v relaci délitelnosti.

Definice: Prvek j € I se nazyva jednotka ve smyslu délitelnosti v | (téz jednotka v I)

pravé tehdy, kdy? existuje k prvku j inverzni prvek j=t v 1.

Zaroven lze tvrdit, Ze prvek j je jednotka v I pravé tehdy, kdyz3x € I:j - x = 1 tzn., Ze

jednotka déli 1, nebo-li j|1 (Blazek, 1985).
Véta: Soucinem dvou jednotek je opét jednotka.

e Dukaz: Jako predpoklad zvolime dvé jednotky z I j;,j,. Dle zakladni definice

délitelnosti existuji prvky x, y, pro které plati: 1 = j; -xal =j, - y.

Vynasobime tyto rovnice.

1=0G1- )Gz y)=01J2) (x-y)

Zrovnosti 1 = j; - j, plyne, Ze (j; - j2)|1, tedy prvek j; - j, je téZ jednotka (Drabek).

Véta: Ke kazdé jednotce existuje v oboru integrity (I, +, -) pfevraceny prvek, ktery je opét

jednotka.

e Dukaz: Prvek j opét predpokladame, Ze je jednotkou v I. Opét dle definice

délitelnostiplati1 = j - x, kde x € I.

, . (s .1, . Y .
Upravenim rovnosti dostavame j = - jedna se o prevracenou hodnotu prvku j

(Drabek).
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2 POJEM DELITELNOSTI VE VYBRANYCH OBORECH INTEGRITY

Obecné jednotkovy prvek je takovy prvek, kdyz k nému existuje v oboru integrity I inverzni

prvek.

Pocet jednotek v oboru integrity se odviji od toho, v jakém oboru integrity se nachazime.

2.2.1 CELA CISLA

Pro obor celych Cisel Z existuji pravé dvé jednotky.

Jednotky snadno odvodime. Vime, Zze hleddme takova disla, kterd svym soucinem davaji
Cislo 1.
1-1=1
-D--D=1
Jedinymi dvéma jednotkami z oboru Z jsou ¢isla 1 a —1.

e Méjme libovolny prvek a € Z, necht a je jednotka. Jestlize a je jednotka, pak uréité

musi existovat prvek b € Z, pro ktery platia - b = 1.
la- bl =lal-|bl=1
U

lal =1 = |b| =1

Tedy vtomto oboru integrity existuji jediné dvé jednotky J = {1, —1} (BlaZek, 1985).

2.2.2 GAUSSOVA CELA CiSLA
V oboru integrity Gaussovych celych cCislech je hned nékolik jednotkovych prvkda.
Jednotkami v oboru integrity (G, +, ) jsou Cisla 1,—1,i, —i. MnoZina J je oznacena jako

mnoZinu viech jednotek | = {1, -1, i,—i}.
Ze existuji pouze tyto jednotky v Gaussové celo &iselném oboru Ize opét jednoduse dokazat.

e Predpoklddejme,ze a = a + bije j € G, pak existuje f = c + ditak,Zea - = 1.

Postupujeme stejné jako u oboru celych cisel.

la- Bl =lal- |l =Va? + b%-vc2-d2 =1, kde a,b,c,d € Z, proto vime, ie

a?,b?, c?,d? € N.Ztoho jiz mizeme ur¢it &isla a a b (stejné c a d):
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(a=1Ab=0)=>a=1

(a=—-1Ab=0)>>a=-1

~.

(a=0Ab=1)>a=
(a=0Ab=-1)>a=-i
Jednotkami v oboru integrity Gaussovych celych cisel jsou pravé &isla 1,—1,i, —i

(Blazek, 1985).

2.2.3 POLYNOMY
Podobné jako v oboru integrity celych cisel a Gaussovych celych &islech, tak i v oboru

integrity polynomU nalezneme jednotkové prvky.

Véta: Jednotkami v oboru integrity (T[x], +, -) jsou délitele jednotkového prvku 1.

Jednotkami jsou vSechny nenulové prvky télesa (T, +, ).

2.3 ASOCIOVANY PRVEK

V predes|é kapitole byl zaveden jednotkovy prvek, jenz je Gzce spjat s prvek asociovanym.

Definice: Rikdme, 7e prvek a je asociovdn prvkem b oboru integrity (I, +, -) pravé tehdy,

kdyZ tyto prvky jsou vzajemné délitelné. Zapisujeme a ~ b & a|b A b|a.

Aby jeden prvek byl asociovan druhym prvkem, plati nutna a postacujici podminka. Nutnou

podminku odvodime dikazem z definice, kdy jeden prvek je asociovan druhym prvkem.
e Dikaz:
Vyjdeme z predpokladu a ~ b, pak existuji prvky x a y.
a=b-x
b=a-y
Dosadime druhou rovnici do prvni rovnice.
a=(@-y)-x=a-(x-y)
a-l=a-(x-y)

l=x-y
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Z toho vime, Ze &isla x a y jsou jednotkami daného oboru integrity I. Tedy prvek b
ziskame tak, ze vynasobime prvek a jednotkou j. Nutna podminka je dana vztahem

a=j-b.
Postacujici podminka se dokazuje na shodném principu jako nutna podminka, pouze jako
predpoklad se uréi rovnost a = j - b.
Véta: Dva prvky a, b oboru integrity (I, +, -) jsou vzajemné asociované pravé tehdy, kdyz

platia = j - b, kde j je jednotka daného oboru integrity.

Pocet asociovanych prvkl v jednotlivych oborech integrity zavisi na tom, jaky je pocet

jednotkovych prvk( v daném oboru integrity (Drabek).

2.3.1 CELACISLA
Pro mnozinu Z vychdazime z definice asociovaného prvku. Plati tedy, Ze prvek a je asociovan
prvkem b praveé tehdy, kdyz Cislo a déli ¢islo b a zaroven i b déli a. Jedna se tedy o cela Cisla,

ktera se vzajemneé lisi o znaménko, nebo-li ¢isla a a —a.

e Priklad: Méjme ¢Cislo a = 73 a Cislo b = —73. Ovérte, Ze dana cisla jsou spolu

asociovana.
a~b & albAbla

Vydélime Cislo a Cislem b a nasledné provedeme to samé v opacném ptipadé, Cislo

b vydélime cislem a.
73 +(-73)=-1

(=73)+73 =

I
[

Vysledek se shoduje. Tedy a ~b = b +~a = —1 a tim jsme ovéfili, Ze Cislo a je

asociovano Cislem b.

2.3.2 GAUSSOVA CELA CiSLA
V kapitole 2.2.2 jsou zavedeny jednotkové prvky pro Gaussuv celociselny obor integrity,
mezi které patii mnoZina J = {1, —1, i, —i}. Asociované prvky pro tento obor integrity jsou

¢isla pfendsobena jednotkami, nebo-li ¢isla a, —a, a - i, —a - i.

e Priklad: Méjme Gaussovo celé ¢islo @ = 9 — 4i. Naleznéte vSechny asociovana Cisla

k Cislu a.
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1) a=9—-4i

2) —a=—-09—-4i)=-9+4i

3) a-i=(09—4i)-i=4+9i

4) —a-i=—9—-4))-i=(-94+4)-i=-4-9i
2.3.3 POLYNOMY

Stejné jako u celych Cisel a Gaussovych celych Cislech, tak i u polynom vychazime z definice

pro asociovany prvek.

Definice: Rikame, Ze polynom f(x) je asociovdn s polynomem g(x) pravé tehdy, kdy?
fgx) A g()|f (x). Znatime f (x)~g(x).

Lze také konstatovat, Ze jeden polynom je asociovan s druhym polynom praveé tehdy, kdyz
v oboru integrity polynomU existuje nenulové Cislo ¢ €T takové, Ze plati
f(x) =c- g(x). Jednoduse feceno, polynom f(x) vznikne z polynomu g(x), ktery je
ndsoben nenulovym prvkem z télesa (T, +, -) atyto polynomy jsou navzdjem ekvivalentni.
To znamena, Ze polynomy mlzeme libovolné nahrazovat, to ovsem plati pouze pro relaci

délitelnosti (Drabek & Hora, 2001).
e Priklad:

4x3 + 6x2% +22x + 2 =%-(2x3+3x2+11x+1)
f(x) c gx)

2.4 EUKLIDOVSKA NORMA

Dalsi reSenou problematikou délitelnosti je euklidovska norma. NeZ se budeme zabyvat

euklidovskou normou z hlediska riznych obor( integrity, musime ji nejprve definovat.

Definice: Obor integrity I se nazyva euklidovsky obor integrity pravé tehdy, kdyz v ném
existuje zobrazeni v mnoziny I do mnoziny pfirozenych Cisel N. Tohle zobrazeni se nazyva

euklidovska norma. Pro libovolnd a,b € I,b + 0 plati:
1) alb=v(a) <v(b),
2) dq,rel:(a=b-q+r)A[r=0Vvv(r) <v(b)].

Poznamka: Necht I je euklidovsky obor integrity. Pro libovolné prvky a,b € I, b #+ 0 plati,
alb Av(a) = v(b) = b|a.
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2.4.1 CELACISLA - ABSOLUTNi HODNOTA

Euklidovskou normou v mnoziné celych Cisel je absolutni hodnota celého Cisla. Absolutni
hodnota celého Cisla je nezaporné celé Cislo, které se muze priradit k libovolnému celému
Cislu a. JednoduSe je moziné fict, Ze absolutni hodnota je zobrazeni mnoziny Z na N.

Absolutni hodnotu znac¢ime |a| (Blazek, 1982).
Definice: Absolutni hodnotu celého Cisla a definujeme:
1. Je-lia = 0, pak |a| = a.
2. Je-lia<0,pakl|al = —a.
V nésledujici vété shrneme zakladni vlastnosti tykajici se absolutni hodnoty.
Véta: Pro absolutni hodnotu v Z plati:
a. Ya€Z:|al €N,
b. Va€Z:|la|=0a=0,
c. Ya€Z:|al=]|—al,
d Va€eZ:—|al <a<]a|,
e. VbeENVa€eZ:—=b<a<b=|a|l <b,
f. Va,b € Z:|la+ b| <|al+|b|,

g. Va,b € Z:|la-b|=|al-|b|,

=M,prob¢0.

h. Va,b € Z:
|b|

a
b
2.4.2 GAUSSOVA CELA CISLA - NORMA

Nyni se euklidovska normu aplikuje na obor integrity Gaussovych celych Cisel.

Definice: Méjme Gaussovo celé Cislo @ = a + bi. Normou Gaussova celého ¢isla budeme
rozumét prirozené Cislo N (a), které je definovano nasledujicim predpisem: N(a) = a - @,
kde Cislo @ je komplexné sdruzené Cislo k Cislu . Normu Gaussova celého ¢&isla znadime

N(a).
e Priklad: Méjme Cislo @ = 4 + 7i. Naleznéte euklidovskou normu Cisla a.

Mdame Gaussovo celé Cislo a = 4 + 7i.
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Komplexné sdruzené Cisloje @ = 4 — 7i.
Nyni vyjdeme z definice euklidovské normy.

Na)=a-a

N(a) =(4+7i) - (4—7i)
N(a) = 16 — 28i + 28i — 49i?
N(a) =16 + 49

N(a) = 65

Euklidovskd norma &isla a je rovna N(a) = 65.

Z predchoziho pfikladu jsme zjistili, Ze pro euklidovskou normu téz plati nasledujici

poznamka.

Pozndmka: Mé&jme normu N(a), kterd je rovna souétu &tverch a? + b? podle vzorce
N(a) = a-a, kde a = a + bi. Normu muZeme chapat jako zobrazeni G — N, které

splfiuje rovnost N(a - B) = N(a) - N(B) (Conrad, 2019).

Provedeme jednoduchy didkaz poznamky, ktery vychazi z véty o komplexné sdruzenych

Cislech.
e Dulkaz: Méme aap.
Na-B)=(@-p)-(a-p)=(-B)-(@a-B)=(a-a@)-(B-p)

Zde se u? vychdzi z definice normy pro Gaussova celd &isla N(a) = «a - @, plati tedy:

N(a-B) = N(a) - N(B) (Drébek).

Pomoci ilustraéniho pfikladu je ovéfena multiplikativni vlastnost euklidovské normy. Tedy
podle znéni vySe uvedené poznamky, Ze euklidovskd norma soucinu dvou Gaussovych

celych Cisel je totéz, jako soucin jednotlivych norem Gaussovych celych &isel.

e Priklad: Méjme Cisla a=4+4+7i a [ =12-—3i. Ovéfte, zda plati
N(a-p) =N(a) - N(B).
V minulém pfikladu jsme vypoditali euklidovskou normu éisla a: N(a) = 65.

Vypoéitdme normu &isla B. PouZijeme vzorec N(B) = a? + b?.
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N(B) = 122 + (—3)?
N(B) =144+ 9
N(B) = 153

Déle spocitame a - 5.
(4+7i)-(12—-3i) =48 — 12i + 84i — 21i* = 48 + 72i + 21 = 69 + 72i

Zbyva ovéfitzda N(a - B) = N(a) - N(B).

L=N(a-pB) =692+ 722 =4761+ 5184 = 9945

P =N(a)-N(§) = 65-153 = 9945

bq

=P

Ovéfili jsme rovnost N[(4 + 7i) - (12 — 3i)] = N(4 + 7i) - N(12 — 3i).

2.4.3 VYUZITINORMY GAUSSOVYCH CELYCH CISEL
V minulé kapitole je zavedena norma pro Gaussova celd Cisla. Dalsi ¢asti je vénovana normé

z hlediska délitelnosti a je ukazano vyuziti euklidovské normy. Dale plati nasledujici véta.

Véta: JestliZze jsou Gaussova cela Cisla délitelna, pak i odpovidajici normy Gaussovych celych

Cisel jsou délitelné. Plati vzorec: Va, B € G: a|B = N(a)|N(B).

Jinak receno, jestlize normy nejsou délitelné jako pfirozena disla, pak ani jejich ptislusna

Gaussova cela Cisla nejsou délitelna (Drabek).

e Dukaz: Pfi ddkazu véty vychazime ze vzorce, nasledné aplikujeme definici

délitelnosti.

alf = f=a-x

U
N(B) = N(a - x)
N(B) = N(a) - N(x)
U
N(2)|N(B)
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Ze vztahu N(B) = N(a) - N(x) dostavame délitelnost norem Gaussovych celych
Cisel, tedy pokud jedno Gaussovo celé Cislo déli to druhé, pak i jejich odpovidajici

normy jsou délitelné.

Z véty plyne nutnd podminka délitelnosti euklidovskych norem tedy, pokud Cislo a
déli ¢islo B, pak i N(«) déli N(B). Pak tedy plati, Ze normy Gaussovych celych ¢isel
sice mohou byt délitelné, ale jesté neni jednoznacné dano, Ze i dand disla jsou
délitelna.
Dale je uvedeno nékolik ilustracnich prikladu. V prvnim pfikladu se jednd o jasnou implikaci,
kdy je bran jako predpoklad to, Ze Cislo a déli ¢islo S a z toho vyplyva, Ze i Euklidovské
normy téch Gaussovych celych Cisel jsou délitelné.
Ve druhém a tretim ukazkovém prikladu je pouzita postacujici podminka délitelnosti
norem. Ve druhém pfikladu neni splnéna podminka, Zze N(a)|N(pB), a tedy ani ¢islo a t S.
Naopak ve tretim prikladu je postacujici podminka splnéna, ale Gaussova cela Cisla délitelnd

nejsou.
e Priklad: Méjme Cisla @ = 2 + 3ia f = 7 + 4i. Dokaizte, Ze plati |8 a N(a)|N(B).
Nejprve podle definice, dokazeme, ze a|f.
2+ 3i|7 + 4i

74+ 4i=(2+30) - (x; + x30)
7 + 4i = 2x; + 3x,0 + 2x,1 + 3x,1?

7 =2x, — 3x, [ -3

4 = 3x, + 2x, |- (=2)
21 = 6x; —9x,

—8 = —6x; —4x,

13 = —13x,

x, =—1

2x, =7+ 3x,

2x, =7+ 3(-1)
2x,=7-3
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2x, =4

4
x1=§
x, =2

Nyni dokdZeme délitelnost norem &isel a a 3.

N(a)IN(B)

(2% + 3%)|(7% + 4?)
(4 +9)[(49 + 16)
13|65

Dokézali jsme, ze (2 + 3i)|(7 + 4i) a N(2 + 3i)|N(7 + 4i).
Priklad: Méjme Cisla @ = 3 + 3ia f§ = 4 + 5i. Zjistéte, zda plati a|f.

V tomto pfipadé zacneme nejdfive spocitdnim norem Ccisel a a 3, tedy zjistime, zda
plati nutna podminka.

a=3+3i

N(a)=32+32=9+9=1:

p =4+5i

N(B) =4%?+5% = 16+25=g

N(a) déli N(B)?

? 18|41

18 1 41

Neni splnéna nutna podminka. Normy Gaussovych celych Cisel nejsou délitelné,

tedy ani Gaussova cela ¢isla nejsou spolu délitelna.

Priklad: Méjme ¢islaa =1+ 2ia f = 1 + 3i. Zjistéte, zda plati a|f.
Nejprve opét zjistime, zda je nebo neni splnéna postacujici podminka.
N(a)=12+22=1+4=g

N(B)=12+32=1+9=1

N(a) déli N(B)?
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75|10
5|10

Nutna podminka je splnéna, ale nemizeme jednoznacné fict, Ze ¢islo a déli ¢islo .
Zbyva tedy zjistit, zda a déli S.

1 + 3i = X1 +le + lel + 2x2i2
1+3l =X1+X2i+2xli—2x2

1=X1_2.XZ

3=2.X1+XZ |2

1=x1_2x2

6 = 4‘x1 +2x2

Secteme prvni a druhou rovnici.

7 =5x;
7
X1 =g

Stejné tak jako v predeslém prikladu nam nevyslo celé Cislo, je mozné prohlasit, ze

1+2i+1+3i.
2.4.4 POLYNOMY - STUPEN
| pro polynomy Ize nalézt typ euklidovské normy, jedna se o stupen polynomu.

Véta: Budiz dany polynomy f(x)# 0,g(x) z oboru integrity (T[x], +, -), kde
st[g(x)] = 1, potom existuji polynomy Q (x), R(x) takové, Ze plati:
f(x) = Q(x) - g(x) + R(x), kde R(x) = 0 nebo st[R(x)] < st[g(x)].

Poznamka: Jestlize R(x) = 0 fikame, Ze polynom g(x) déli polynom f(x). Zapisujeme

g(x)|f(x) (Drabek & Hora, 2001).

Ztoho vyplyva, Ze stupen polynomu, ktery déli, nesmi byt vétsi nez stupen polynomu, ktery

je délen.
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e Pfiklad: Méjme komutativni téleso raciondlnich &isel (Q, +, ©) a jsou dany
polynomy f(x) = 4x* +4x3 —2x2+6x+5 a g(x) = x2 — 2x — 1. Naleznéte
polynomy Q(x) a R(x) takové, ze plati f(x) = Q(x) - g(x) + R(x).

(4x* +4x3 —2x2 4+ 6x+5) + (x? —2x—1) = 4x? + 12x + 26
Q(x)

—(4x* — 8x3—4x?)

12x3 4+ 2x%>+ 6x+5

—(12x3 — 24x?% — 12x)

26x%+18x +5

—(26x% — 52x — 26)

70x + 31
R(x)

Nasli jsme polynomy R(x) a Q(x), pro které plati:

(4x* + 4x3 — 2x%2 4+ 6x + 5) = (4x% + 12x + 26) - (x?> — 2x — 1) + (70x + 31).

2.4.5 VYUZITI NORMY POLYNOMU

Obdobné jako je ukazano vyuziti euklidovské normy Gaussovych celych Cisel, tak je ukdazano
vyuziti euklidovské normy polynomu. Opét se vychazi z postacujici podminky, jejiz znéni je
nasledujici. Jestlize polynom g(x) déli polynom f(x), pak stupen polynomu g(x) musi byt

mensi nebo roven, nez stupen polynomu f(x).

Euklidovska norma se uzivd pfi déleni polynomd. Tento princip je ukdzan klasickym
zplUsobem, ktery se vyucuje na zakladni Skole. V dalsi ¢dasti jsou uvedeny tfi ukdzkové
priklady na déleni polynoma. V prvnim a ve druhém pfikladu je splnéna nutnd podminka.
Kdyz je podminka splnéna, nastavaji dvé moznosti. Bud' je jeden polynom délen druhym
polynomem beze zbytku, nebo se zbytkem R(x). Ve tfetim ilustraénim pfikladu neni

splnena postacujici podmin a,tlm adem ani polynom X ) hedell polynom X).
plnéna postacujici podminka, tim pad i poly g(x) nedéli poly f(x)

e Priklad: Mé&jme komutativni téleso racionalnich ¢isel (Q, +, ) a jsou dany
polynomy f(x) = x>+ 3x*—11x3+13x2+18x—8 a g(x) =x2+ 5x — 2.

Urcete, zda polynom g(x) déli polynom f(x).
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Uréime zda st[g(x)] < st[f(x)].

stlg(x)] =2
st[f(x)] =5
2<5

Nutnd podminka je splnéna, tudiz podle ni nelze rozhodnout o délitelnosti

polynom(l a musime ji ovérit délenim zadanych polynoma.

(x5 +3x*—11x3 +13x2+18x—8) =~ (x? +5x—2) =x3 —2x*> +x + 4

—(x5 + 5x* — 2x%)

—2x*—9x3 +13x%>+18x —8

—(—2x* — 10x3 + 4x?)

x349x%+18x—8

—(x3 + 5x2 — 2x)

4x% 4+ 20x — 8

—(4x% + 20x — 8)

0
Zjistili jsme, Ze polynom g(x) =x%2+5x—2 déli beze zbytku polynom
f(x) = x5+ 3x*—11x3 + 13x%2 + 18x — 8.
Pfiklad: Mé&jme komutativni téleso raciondlnich &isel (Q, +, -) a jsou dany
polynomy f(x) = 3x3 —x? + 2x — 6 a g(x) = x? + x + 3. Urlete, zda polynom
g(x) déli polynom f(x).

Uréime zda st[g(x)] < st[f(x)].

stlg(x)] =2
stlf(x)] =3
2<3

Nutnd podminka je splnéna.
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(Bx3—x?+2x—6)+ (x*+x+3)=3x—4

—(—3x3 —3x% 4+ 9x)

—4x%> —7x—6

—(—4x? —4x — 12)

—-3x+6
R(x)

Polynom f(x) neni délitelny polynomem g(x) beze zbytku R(x),

fx)=3x3—-x2+2x—6=((x?*+x+3)-3x—4)+ (—3x+6).

Priklad: Méjme komutativni téleso raciondlnich ¢isel (Q, +, -) a jsou dany
polynomy f(x) = x3 4+ 2x2 —10x+5a g(x) = x° + 4x* + 7x3 — x? + x — 15.

Urcete, zda polynom g(x) déli polynom f(x).

Nejprve opét uréime zda st[g(x)] < st[f (x)].

stf[g(x)] =5
st[f(x)] =3
5«3

Neni splnéna nutnd podminka, tudiz polynom g(x) { f(x).
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3 KRITERIA DELITELNOSTIV OBORECH INTEGRITY

3.1 ZNAKY DELITELNOSTI NA MNOZINE Z

V nasledujici kapitole se je FeSena délitelnost na mnoziné celych Cisel. | pro mnoZinu Z plati
obecnad definice délitelnosti, tedy bla & a = x - b, pro Va, b, x € Z.

Déleni se zbytkem: Ke kaidym dvéma celym cislim a,b (b # 0) existuje pravé jedna
dvojice celych &isel q,7 tak, Ze platia=b-q+ 71, pro 0 < r < |b|. Cislo a se nazyva
délenec, Cislo b délitel, ¢islo g (neuplny) podil a islo r je zbytek. Dllezité je, Ze Cislo r musi

byt nezdporné cislo.

e Priklad:

36812 =30

8

zb. 8

368=12-30+8

Déleni beze zbytku: Zvlastnim pripadem pro déleni se zbytkem pror = 0 namnoZiné Z je

déleni beze zbytku (Péchouckova).
* Priklad:
272 +4 =68
32
zb. O

272=4-68+0

Mezi dalSi znaky délitelnosti rfadime vlastnosti relace, konkrétné vlastnosti relace

délitelnosti. Méjme mnoZzinu M z oboru celych &isel, pro kterou plati:
1) Reflexivita: Va € M: a p a tzn., prvek a je v relaci s prvkem a.
Ya € Z:ala dx€Z:a=a-x
a=a-1
- libovolné nenulové Cislo a déli samo sebe
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* Priklad:

10]10,45(45,—3| — 3
2) Symetrie:Va,b e M,a#b:apb=>bpa

Ya,b € Z,a # b:a|b = b|a
- jestlize Cislo a déli ¢islo b, pak Cislo b déli ¢islo a.

 Priklad:

3|18, ale 18 t 3 = relace délitelnosti neni symetricka, je tedy antisymetricka.
3) Tranzitivita: Va,b,c e M:apb Abpc=apc

VYa,b,c € Z:alb Ab|c = alc

e Priklad:

316 A6/18 = 3|18

3.1.1 DELITELNOST DVEMA

Libovolné cislo je délitelné dvéma praveé tehdy, kdyzZ je posledni Cislice daného ¢isla suda

tzn., pokud je Cislo zakoncené jednou z Cislic 0, 2, 4, 6 nebo 8.
e Priklad: 22,100,72 836, ...
* Dolkaz:
Méjme Cislo a, které ma a, jednotek, a, desitek, a, stovek, a; tisicu atd.
a=ay+a;-10+a, 102+ a;-103+ -+ a, - 10"
Vytkneme 10 z desitek, stovek, tisicq, ...

a=a,+10-(a; + a,-10+ a3 -10* + -+ a, - 10" 1)

X

Ze zavorky a; + a, - 10 + a3 - 10% + --- 4+ a,, - 10" 1dostaneme ¢&islo x.
a=ay+10-x
a=ay+2-5-x

Z toho plyne, je —li ¢islo a, sudé, pak pGvodni ¢islo a je délitelné dvéma.
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3.1.2 DELITELNOST TREMI
Libovolné Cislo je délitelné tfremi pravé tehdy, kdyz je ciferny souéet daného cisla délitelny
tremi.

e Priklad: 21,351,28 431, ...

e Dukaz:

Méjme Cislo a, které md a, jednotek, a, desitek, a, stovek, as tisic atd.
a=ay+a;-10+a,-10*+az- 10>+ -+ a, - 10"

Protoze vime, ze zddnd mocnina 10™ neni délitelnd tfemi, musime si mocninu

upravit.

konktrétné obecné
10=3-3+1 =3x; +1
100=3-33+1 =3x,+1
1000 =3-333+1 =3x;+1

Nasledné obecny zapis dosadime do ptvodniho Cisla a.

a=ayg+a;-Bx;+1D)+a, Bx;+ D) +az-Bxg+1)+-+ a,-Bx,+1)
a=ay+3a,-x;+ay+3a, x, +a,+3az3-x3+az+--+ 3a, -x, +a,

a:(a0+a1+a2+a3+'“+ an)+3'(a1'x1+a2‘xZ+a3'X3+"'+an‘xn)

ciferny soucet x

Z toho plyne, je — li ciferny soucet ¢isla a délitelny tfemi, pak je Cislo délitelné
tremi.
Véta: Cislo vyjadrené v desitkové soustavé dava pridéleni tfemi stejny zbytek, jako dava pfi

déleni tremi jeho ciferny soucet.

3.1.3 DELITELNOST CTYRMI
Libovolné cislo je délitelné ctyfmi pravé tehdy, kdyzZ je jeho posledni dvojcisli délitelné
ctyrmi.

e Priklad: 24,864,352 836, ...
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e Dukaz:

Méjme Cislo a, které ma a, jednotek, a, desitek, a, stovek, as tisicu atd.
a=ay+a,-10+a,-10°+a;-103+--+ a, - 10"
Vytkneme 102 ze stovek, tisict, desetitisicd,...

a=ay+a;-10+10%-(ay, + az- 10+ a, - 102+ ---+ a, - 10"72)

X

Ze zdvorky a, + a3 - 10 + a, - 102 + -+ + a,, - 10" 2 dostaneme &islo x.
a=ay+a;-10+100-x
a=ay+a;-10+4-25-x
Z toho plyne, je —li ¢islo ay + a; - 10 délitelné ¢tyfmi, pak pUvodni ¢islo a je
také délitelné ¢tyrmi.
3.1.4 DELITELNOST PETI
Libovolné Cislo je délitelné péti pravée tehdy, kdyz jeho posledni Cislice je 0 nebo 5.
e Priklad: 35,940,925 675, ...
* Dikaz:
V dikazu délitelnosti péti postupujeme Uplné stejné pfi dlkazu délitelnosti 2.
Méjme Cislo a, které ma a, jednotek, a, desitek, a, stovek, a; tisicu atd.
a=ay+a;-10+a,-102+a;-103+--+ a, - 10"
Vytkneme 10 z desitek, stovek, tisicq, ...

a=ay+10-(a; + ay-10+az- 10>+ -+ a, - 10" 1)

X

Dostavame &islo x ze zédvorky a; + a, - 10 + a3 - 102 + -+ a,, - 10™71,
a=ay+10-x
a=ay+2-5-x

Z toho plyne, je —li Cislo a, délitelné péti, pak pldvodni Cislo a je také délitelné

péti.
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3.1.5 DELITELNOST SESTI
Libovolné Cislo je délitelné Sesti prave tehdy, kdyz je délitelné dvéma a zaroven je délitelné
tremi.

e Priklad: 36,144,2 148, ...

3.1.6 DELITELNOST SEDMI
Existuje vice kritérii pro zjiSténi délitelnosti Cisla sedmi. Nicméné na zakladni Skole se

ani neudi, protoze jsou slozita. V radé pripadu je lepsi délitelnost ovérit délenim cisla sedmi.
e Priklad: 49,455,5 964, ...

Slozitost kritérii bude pfedstaveno na jednim z nich a nasledné predvedeno i na ukazkovém

prikladu.

,0d zkoumaného c¢isla oddélime posledni cifru a dvojnasobek cisla vyjadieného touto
cifrou odec¢teme od cisla zapsaného zbylou ¢asti zapisu. Je-li vzniklé Cislo délitelné sedmi,

je i zkoumané cislo délitelné sedmi.”
(Davidova, 2019, s. 2)
e Priklad: Ovérte, Ze je Cislo 66584 délitelné sedmi.
Podle kritéria nejprve oddélime posledni cifru (4), vyndsobime ji dvéma a odecteme
od zbylé ¢asti zapisu.
6658 —4 -2 =6658—8=@

Cislo 6650 je stadle moc velké, pro jednoduché zjisténi délitelnosti sedmi,

pokracujeme opét oddélenim posledni cifry.

665 —0-2 = 665

66—5-2=5

O Cislu 56 vime, Ze je délitelné sedmi: 56 ~ 7 = 8, tedy i plvodni ¢islo 66584 je

délitelné sedmi.

3.1.7 DELITELNOST OSMI
Libovolné Cislo je délitelné osmi praveé tehdy, kdyzZ je posledni trojcisli daného &isla délitelné

osmi.
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e Priklad: 64,496,6 080, ...

e Dukaz:

Méjme ¢islo a, které md a, jednotek, a, desitek, a, stovek, as tisicl atd.
a=ay+a;-10+a,-102+a;-103+a,-10*+ -+ a, - 10"
Vytkneme 103 z tisic(, desetitisicd,...

a=a0+a1'1O+a2'102+103'(a3+a4'10+a5'102+"'+an‘10n_3)

X

Ze zavorky a; + a, - 10 + as - 102 + -+ + a,, - 10" 3 dostaneme ¢&islo x.
a=ay+a,-10+a, 102+ 103 -x
a=ay+a;-10+a,-102+8-125-x

Z toho plyne, je —li ¢islo ag + a; - 10 + a, - 100 délitelné osmi, pak plvodni

Cislo a je také délitelné osmi.

3.1.8 DELITELNOST DEVITI
Libovolné Cislo je délitelné deviti pravé tehdy, kdyzZ je ciferny soucet daného cisla délitelny

deviti.
e Priklad: 54,4 104,67 788, ...
e Dikaz:
Méjme Cislo a, které ma a, jednotek, a, desitek, a, stovek, a; tisicu atd.
a=ay+a;-10+a,-102+a;-103+ -+ a, - 10"

Protoze vime, Ze zddna mocnina 10™ neni délitelna deviti, musime si mocninu

upravit.

konktrétné obecné
10=9-1+1 =9x; +1
100=9-11+1 =9x, +1
1000=9-111+1 =9x3 +1

Nasledné obecny zapis dosadime do plvodniho Cisla a.
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a=ay+a,-Ox;+1D)+ay, - Ox,+ D) +as;-Ox3+1)++ a,-9x, +1)
a=a0+9a1'x1+a1+9a2'x2+a2+9a3-x3+a3+"'+ 9an'xn+an

a=(at+a;+a,+az+-+a,) +9-(a; xy+a, -x;+az-xz+-+a,-x,)

ciferny soucet x

Z toho plyne, je — li ciferny soucet Cisla a délitelny deviti, pak je Cislo délitelné

deviti.
Véta: Cislo vyjadiené v desitkové soustavé dava pridéleni deviti stejny zbytek, jako dava
pfi déleni deviti jeho ciferny soucet.
3.1.9 DELITELNOST DESITI
Libovolné Cislo je délitelné desiti pravé tehdy, kdyzZ je posledni Cislice 0.

Délitelnost Cisla deseti také souvisi s délitelnosti dvéma a péti. Libovolné Cislo je délitelné

desiti pravé tehdy, kdyz je dané Cislo délitelné zaroven dvéma a péti.

e Priklad: 30,3 520,790 620, ...

3.1.10 DELITELNOST JEDENACTI
Libovolné Cislo je délitelné jedenacti pravé tehdy, kdyz je rozdil souctu cifer sudych rada
a cifer lichych rada délitelny jedenacti.
e Priklad: 88,7 183,105 985, ...
e Dukaz:
Méjme Cislo a, které ma a, jednotek, a, desitek, a, stovek, a; tisicu atd.
a=a,+a;-10+a,-10*+az-103+ -+ a,- 10"

ProtoZe vime, Ze zadna mocnina 10™ neni délitelnd jedenacti, musime si

mocninu upravit.

konktrétné obecné

10=11-1-1 =11x; —1
100=11-9+1 =11x,+1
1000 =11-91-1 =11x;—1
10000 =11-909+1 =11x,+1
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= 11x; + 1 pro sudé mocniny 10
= 11x;, — 1 pro liché mocniny 10
Nasledné obecny zapis dosadime do plvodniho Cisla a.

a=ay+a;(11x; — 1) +a,(11x, + 1) + a3(11x3 — 1) + -+ + a,[11x, + (—1)"]
a=ay+1la;x; —a, + 1layx, + a, + 11lazx; —az + -+ 1layx, + (—1)"a,

a= [ao - a1 + az - a3 + + (_1)nan] + 11 * (a1x1 + azxz + a3X3 + + anxn)

X

a=(a+a,+a,+)—(a;+az+as+-)+11-x
Rozdil souctu cifer sudych radu
a cifer lichych radu.

Z toho plyne, je-li rozdil souctu cifer sudych fadua a cifer lichych rada délitelny

jedenacti, pak je Cislo a délitelné jedenacti.

Véta: Cislo vyjadrené v desitkové soustavé dava pFidéleni jedendcti stejny zbytek, jako

dava pri déleni jedenacti rozdil souctu cifer sudych radd a cifer lichych rada.

e Praktické vyuziti délitelnosti jedendcti: Délitelnost jedendcti se pouziva pro ovéreni

pravosti rodného disla.

o Priklad: Rodné ¢islo je 935209/2310.
cifrysudychfadd > 9+5+0+2+1 =17
cifry lichychtadd > 3+2+9+3+0=17
sudé —liché > 17 -17 =0

Z toho vyplyva, odecteme — li cifry lichych radu od téch sudych, dostavame
zbytek 0. Tudiz ¢islo 9352092310 je délitelné 11 beze zbytku a dokazali

jsme, Ze toto rodné Cislo je pravé (Davidovad, 2019).
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4 POJEM IREDUCIBILNIHO PRVKU A PRVOCINITELE V OBORU
INTEGRITY

Nedilnou soucasti oboru délitelnosti jsou také ireducibilni prvky ¢i prvodcisla. Nejprve je

potieba definovat pojem samoziejmého délitele.

Pod pojmem samozrejmi délitele (téZz nevlastni délitele) ptirozeného Cisla a jsou chapdna

Cislaaal.

Pro kazdé &islo a plati rovnost a = 1 - a. Z této rovnosti jiz vime, Ze pro Cislo 1 existuje

jediny délitel, tim je pravé Cislo 1 (Poldk, 2005).

Definice: Prvek a oboru integrity I takovy, Ze a # 0,a ~+ 1, (tzn. prvek a neni jednotkovym
prvkem v I), se nazyva ireducibilni prvek v I, pravé kdyZ ma pouze nevlastniho délitele.

Reducibilni prvek je nenulovy prvek z I, ktery neni jednotkou a neni ireducibilni.

Definice: Méjme pfirozené Cislo p €1, p > 1. Toto Cislo nazyvdme prvocislem

(téz prvocinitel) pravé tehdy, kdyZ ma pouze samoziejmé délitele.
Zapisujeme: p je prvocislo © D(p) = {1,p}.

Definice: Libovolné prirozené Cislo a se nazyva sloZené cCislo, jestlize neni prvocislo,

to znamena, Ze je délitelné vice jak dvéma déliteli.
Véta: Pro prvek p € I,p # 0, ktery je prvocislo, plati prvociselnd vlastnost:
Vp € N:p|ab = pla V p|b.

Tento zapis fika, jestlize je p prvocislo a déli soucin prvkd a a b, pak déli alespon jeden

z danych prvklia a b.
Pro prvocisla a ireducibilni prvky plati také nasledujici véta.

Véta: JestliZe je pfirozené Cislo p prvocinitelem v I, pak Cislo p je ireducibilni prvek v I.

4.1 ZJISTENI PRVOCISELNOSTI

Rozhodnout zda je Cislo x prvocislem ¢i slozenym cislem patti mezi dllezité vlastnosti

v oboru teorie Cisel. Je nékolik zpUsob, kterymi Ize prvociselnost stanovit.

V predchozi kapitole jsou uvedeny znaky délitelnosti, které jsou pravé jednim zplisobem,

jak prvociselnost zjistit. Timto principem se dané Cislo déli postupné od 2 pres 3,4, 5 atd.
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Vysledkem mohou byt dvé situace. Bud se aplikuji znaky délitelnosti a zadané dislo je
sloZzené ¢Cislo, pak Ize toto Cislo rozlozit v soucin prvocisel, nebo znaky délitelnosti pouzit

nelze a dané Cislo je prvocislem.

Dal$im zpUsobem zjisténi prvociselnosti je Eratosthenovo sito. Tato metoda je vhodn3,
pokud zadané Cislo nema velky pocet radu. Jak funguje Eratosthenovo sito, je podrobné

vysvétleno v ndsleduijici kapitole.
e Priklad: Rozhodnéte, zda je Cislo x = 4851 slozené Cislo ¢i prvodislo.

V prvnim kroku zkusime aplikovat znaky délitelnosti na ¢islo 4851. PoloZime otazku:

Je Cislo 4851 délitelné dvéma, tfemi, ..., jedenacti?

Posledni Cislice zadaného ¢isla neni sudd, tudiz ¢islo 4851 neni délitelné dvéma
zaroven ani ¢tyfmi, Sesti ¢i osmi.

Dale otestujeme, zda je Cislo délitelné tfemi. Ciferny soucet je délitelny tfremi, tedy
i zadané Cislo je délitelné tfemi. Stejné tak je Ciselny soucet délitelny deviti, tudiz i

Cislo 4851 je délitelné deviti.
Posledni Cislice neni 0 ani 5, tim padem ani zadané Cislo neni délitelné péti.

Zbyva vysetfit délitelnost Cisla sedmi a jedendcti. Podle kritéria délitelnosti sedmi,
které je uvedeno v kapitole 3.1.6, je Cislo 4851 délitelné sedmi. Obdobné Ize podle

kritéria délitelnosti jedendcti také urcité, Ze zadané Cislo je délitelné jedenacti.

V zavéru lze konstatovat, Ze x = 4851 je sloZené Cislo dle znakd délitelnosti, které

byly pouZity pro tento pfriklad.

4.2 ERATOSTHENOVO SITO

Zakladni algoritmus pro zjisténi vSech prvocisel do nami zvolené horni meze se nazyva
Eratosthenovo sito. Tato metoda se jmenuje po znamém matematikovi Eratosthenovi,
ktery Zil v Kyréné na prelomu 3. a 2. stoleti pfed nasim letopoctem. Tento algoritmus
spociva v tom, Ze jsou Cisla tzv. prosévana, a tim nalezena vSechna prvocisla v zadaném
intervalu. Postup zacina tak, Ze se napiSou vSechna pfirozena ¢isla od prvocisla 2 do dané
zvolené horni meze. Najde se prvni neskrtnuté &islo, kterym je Cislo 2 a vzapéti se Skrtnou

vSechny jeho nasobky (tedy cisla 4, 6, ...). Obdobné se pokracuje dalSimi neSkrtnutymi Cisly
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(napt. 3, 5, 7, ...) a jejich ndsobky. Postupuje se dal, dokud se nedojde k poslednimu ¢islu

horni meze zvoleného intervalu (Vojacek, 2019).
Metoda Eratosthenova sita bude ukazana na vzorovém pfikladu.
e Priklad: Najdéte vSechna prvocisla do n = 100 pomoci Eratosthenova sita.

Zlutou barvou ozna&ime prvni nejmensi ¢islo v tabulce, kterym je ¢&islo 2, a véechny
jeho ndsobky preskrtneme. Poté oznacime dalsi nejmensi nepfeskrtnuté Cislo 3 a ze
zbylych Cisel opét preskrtneme jeho ndsobky. Stejné tak postupujeme i s Cislem 5,
Cislem 7. Po vyskrtani téchto Cisel a jejich nasobkl zlstavaji v tabulce pouze Cisla,

jejichz ndsobky jsou preskrtnuté. Zbyla Cisla opét oznacime Zlutou barvou.

Z toho vyplyva, Ze vSechna prvocisla do n = 100 jsou v Tabulce 3 zvyraznéna vyplini

celé bunky.

Tabulka 3: ZjiSténi prvocisel pomoci Eratosthenova sita

2|13, 4 |5 |6 |7 |8|9 |1
11 |22 |13 |4 | 15|36 |17 |18 |19 | 20
21 22|23 |24 |25 |26 |24 | 28|29 | 30
3132|3334 |35|36 |37 |38 |39 40
41 (42 |43 |44 |45 |46 |47 |48 |49 | S50
5152|5354 |55|56 |57 |58|59| 60
61 |62 |63 |64 |65 |66 |67 |68 |69 | 70
71| 2|73 |4 |75 |76 | H |+ |79 &
8182|8384 |8 |8 |8/ |88 |89 90
911929394 (95|96 |97 |98 |99 100

4.3 ROZKLAD PRVKU V SOUCIN IREDUCIBILNiCH PRVKU

Prvocisla se uplatiuji pti rozkladu sloZzeného ¢&isla v soucin prvociniteld. Jednd se o zakladni
vétu a fika se, Ze slozené Cislo rozklddame v soucin ireducibilnich prvkd nebo také hovori

se o prvociselném rozkladu.
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v vy v s v T3 .
Véta: Kazdé slozené Cislo Ize zapsat ve tvaru a = p{l -pgz “ Py, kde pq, o, ., Py jSOU
prvodisla a 74,75, ..., 7, jsou pfirozend &isla. Rekneme, Ze jsme provedli rozklad sloZzeného

Cisla v soucin ireducibilnich prvku.

Metoda prvociselného rozkladu funguje na zakladé postupného déleni prvocisel tedy, zZe

kazdé cislo je déleno vidy nejmensim moznym prvocislem (Poldk, 2005).

Mezi zdkladni viastnosti prvocisel je fazena skutecnost, Ze Cislo p neni mozné rozloZit
v soucin dvou prvkl. Pokud dané Cislo nelze uz dale rozlozZit, je zfejmé, Ze se jedna
o prvocislo. Nastavaji dvé moznosti, jak to zjistit. Méjme Cislo x = p - a. Vezmeme-li prvek

a zrozkladu x = p - a pak,
1. dislo a je jednotkou,

o Priklad:

7=7-1
2. nebo Cislo a je asociované s Cislem x.

o Priklad:

—225 =15 (—15)

Pro prvociselny rozklad se téZ pouZiva véta, ktera se nazyva véta o existenci rozkladu cisel

v soucin prvocisel, kterd je formulovana nasledujici zplsobem.

Véta: Kazdé prirozené Cislo a > 1 Ize formulovat, jako soucin kone¢ného poctu prvocisel

tzn., Ize zapsat vetvarua = p; *p3 * ... * Pn.

Prvociselny rozklad je mozné pocitat a zapisovat nékolika zpUsoby. Jedna se o metodu, kdy
se hledaji nejmensi mozna prvocisla, ktera déli sloZzené cislo. Pomoci ilustracnich prikladd

budou uvedeny 3 zpUsoby zapisu, které se uci na zakladni Skole.

4.3.1 GRAFICKA METODA

Graficka metoda je jednou z nejpfehlednéjsich, ale zaroven jednou z nejpracnéjsich metod
prvociselného rozkladu. Nejprve se zapiSe slozené Cislo (x) a hledd se nejmensi mozny
prvociselny délitel (a) ¢&isla x. KdyZ se nalezne &islo a, pak se &islem a vydéli &islo x a ziska
se Cislo (b). Tento rozklad se zapiSe tak, Ze pod Cislo x se daji dvé ¢ary, kazdd z nich vede

k jednomu z &isel a a b. Cary znadi dany soucin &isel a a b. V dal$im kroku se stejnym
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zpUsobem rozkladd cislo b. Takto se pokracuje, dokud nezbydou pouze prvodisla.

Tato prvocisla se vyndsobi a ziska se prvociselny rozklad sloZzeného cisla (Rais, 2011).

e Priklad: Urcete prvociselny rozklad ¢isla 36 pomoci grafické metody.

36
——
2 18
———
2 9
——
3 3

Schéma 1: Grafickd metoda prvociselného rozkladu

Schéma 1 predstavuje prvociselny rozklad. Cervenou barvou jsou vyznacena

prvocisla, ktera tvofi prvociselny rozklad. Prvociselny rozklad cisla 36je 2 -2 - 3 - 3.

4.3.2 TABULKOVA METODA

PFi pouziti tabulkové metody se vytvofi tabulka se dvéma sloupci a n + 1 rfadky, kde n je
pocet vSech moznych prvocisel, na které Ize sloZené Cislo x rozlozit. Do prvniho sloupce na
prvni fadek se zapise ¢islo (x) a nalezne se nejmensi mozné prvocislo (a), kterym lze délit
&islo x beze zbytku. Vydélenim &isla x &islem a se nalezne ¢&islo (b). Cislo a se zapi$e do
druhého sloupce na prvni fadek a Cislo b na druhy fadek do prvniho sloupce. Stejnym
postupem se pokracuje tak dlouho, dokud se neobjevi v prvnim sloupci na poslednim fadku
¢islo 1 a v pravém sloupci prazdné pole. V pravém sloupci se nalezne prvociselny rozklad

slozeného cisla x (Rais, 2011).
Tabulkovd metoda bude ukazana v dalsim prikladu pomoci Tabulky 4.

e Priklad: Uréete prvociselny rozklad ¢isla 276 pomoci tabulkové metody.
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Tabulka 4: Tabulkova metoda prvociselného rozkladu

276 2

138 2
69 3
23 23
1

Prvociselny rozklad Cisla 276 predstavuje soucin 2 -2 - 3 - 23.

4.3.3 RADKOVA METODA

Metoda spociva v tom, Ze se do radku zapiSe slozené Cislo, které se rozklada. Slozené Cislo
(x) se vydéli nejmensim mozZnym prvocislem (a) tak, aby vysledek byl beze zbytku.
Vydélenim sloZeného Cisla se ziska druhy Cinitel rozkladu (b). Prvni rozklad za rovnitkem je
tedy tvoren soucinem Cisel a a b. Timto postupem se pokracuje do té doby, dokud se

nedojde k rozkladu v soucin prvocisel (Rais, 2011).

e Priklad: Urcete prvociselny rozklad ¢isla 64 pomoci fadkové metody.

64=2-32=2-2-16=2-2-2-8=2-2-2-2-4=2-2-2-2-2-2

Rozklad ¢isla 64 je tvofen sou¢inem 2 -2 -2-2-2-2.

4.4 CELA CISLA

V pripadé oboru integrity celych Cisel se vychazi ze zakladni definice prvodisla. Z toho plyne,
Ze prvocislo z oboru Z je Cislo délitelné samo sebou, jednickou a v neposledni fadé je také

ireducibilnim prvkem.

Jak je znamo, prvocisel je nekonecné mnoho. Pro zajimavost nejdel$i znamé prvocislo ma
44 cifer, ma hodnotu 20988936657440586486151264256610222593863921. Bylo

objeveno roku 1951 Francouzem Aimém Ferrierem (Splichal, 2018).

Pomoci Tabulky 5 jsou uvedena prvni prvocisla do ¢isla 100.
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Tabulka 5: Priklady prvocisel do 100

13 17 19 23 29

31 37 41 43 47

53 59 61 67 71

73 79 83 89 97

4.5 GAUSSOVA CELA CISLA

Co se ty¢e oboru integrity Gaussovych celych ¢isel (G, +, -), vime, Ze pro ireducibilni prvek
plati r = a - b, tudiZ vychazi pouze mozinosti r ~ a nebo a = j, kde j je jednotka oboru
integrity. V pfipadé, Zze a = j, potom nastava r ~ b.

Definice: Prvek r oboru integrity (I, 4, -) nazyvame ireducibilnim prvkem tohoto oboru
integrity pravé tehdy, kdyZz platir=a-b=>r~a vVr ~b.

V Gaussové celociselné oboru je kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem. Tyto prvocinitele

predstavuji Gaussova prvocisla.

Definice: Necht a je Gaussovo prvocislo, které neleZi v Z. Pak i a je Gaussovo prvocislo a
a - @ je prvoéiselny rozklad N(a) v Z[i], kde N(a) je norma Gaussova &isla. Gaussova
prvocisla, kterd neleZi v Z, jsou ve tvaru a + bi, kde a,b € Z a a? + b? je prvotislo.

Je —li n&jaké prvotislo v Z ve tvaru a® + b?, pak @ = a + bi a@ = a — bi jsou prvo€isla.

Véta: Gaussovo prvocislo v oboru integrity (G, +, -) je nenulové Gaussovo celé Cislo, které

je rlizné ode vSech jednotek tohoto oboru integrity, tj. (1,—1, 1, —i).

Véta: Celociselné prvocislo p je Gaussovo prvocislo, pravé tehdy kdyz p = 3 mod 4

(Gaussova prvocisla, 2019).
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4.6 POLYNOMY

Pro ireducibilnimi prvky z hlediska polynomu je v prvni fadé nutné zformulovat pojem
primitivni polynom. Nasledné je mozné vysvétlit ireducibilni prvky v oboru integrity

polynomd.

Definice: Polynom f(x) = a,x™ + ap_1x™" 1 + -+ + a,x? + a;x + ay, a, # 0 nazyvame
primitivnim polynomem nad oborem integrity (T[x], +, ) pravé tehdy, kdyZ jeho

koeficienty predstavuji nesoudélna isla.
Gaussova véta plati pro libovolné primitivni polynomy.

Véta: Jestlize vynasobime dva primitivni polynomy, pak dostavame opét primitivni

polynom.

Dale je zndmo, Ze kazdy neprimitivni polynom, ktery ma nejméné prvni stupen, je polynom

reducibilni. Tento fakt Ize jednoduse dokazat.

e Dulkaz: M&jme polynom f(x) = a - g(x), kde |a| = 1 a g(x) pfedstavuje primitivni

polynom. Prvky a a g(x) prezentuji vlastni délitele polynomu f(x).

Z ddkazu plyne, Ze ireducibilni prvky se nachazi v oboru I a v mnoZiné primitivnich

polynom{. Nyni je mozné zavést pojem ireducibilniho prvku v oboru integrity polynoma.
Véta: Ireducibilni prvky v oboru integrity (T[x], +, -) jsou:
a) vsechna prvocisla z oboru integrity celych Cisel,

b) vSechny primitivni polynomy stupné alespon prvniho z oboru integrity (T[x], + ,),
které jsou ireducibilnimi polynomy nad oborem integrity (Q(x), +, -).

Typickym pF¥ikladem ireducibilniho polynomu je polynom f(x) = x? 4+ 1. Polynom f(x) je

ireducibilni, protoZe v mnoZiné raciondlnich cisel ho uZz nelze ddle rozloZit v soucin

ireducibilnich prvk(. Koeficienty by se nachazely v mnoziné komplexnich Cisel.
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5 SPOLECNY DELITEL

Tato kapitola je vénovana spole¢nému déliteli prvkd, ktery je nedilnou soucasti teorie
délitelnosti. Spolecny délitel dvou prvkl je vyu€ovan jiz na druhém stupni zakladnich Skol,

a proto je nutné se u tohoto tématu na chvili pozastavit.

Definice: Méjme libovolné prvky a,, a,, ...,a, z I. Spolecnym délitelem prvk( nazyvdme

Cislo d € I pravé tehdy, kdyz d|a,,dla,, ..., d|a,.

Definice: Necht ay,...,a, € I. Prvek D € I se nazyvd nejvétsi spolecny délitel prvki

a, ..., a, prave tehdy, kdyz plati:
1. Dla; ADl|a, A ... AD|ay,
2. vd €l:(dla; Adlay A ...Ad|a,) = d|D.

Znatime: D(ay, ...,a,) nebo jen D. Cislo D je nejvétsim spoleénym délitelem prvkd
ay, ..., ay prave tehdy, kdyz Cislo d je spolecny délitel prvkl a zaroven kdyZ kazdy spolecny

délitel d je také délitelem cisla D.

Poznamka: Nejvétsim spolecnym délitelem pfirozenych cisel a,b rozumime Cdislo

Max d(a, b). Déle plati d(a, b) = d(a) N d(b) (Drabek, 1985).

Nejvétsi spolecny délitel dvou a vice prvkd se klasicky nejjednoduseji urcuje pomoci

Euklidova algoritmu, ktery je uveden v podkapitole vénované tomuto algoritmu.

5.1 VETY O SPOLECNYCH DELITELICH

V nasledujici podkapitole jsou zformulovany zdakladni véty, které plati pro spole¢ného

délitele Cisel a aplikace vét na jednoduchych prikladech.

Véta 1: Jestlize je Cislo d spolecnym délitelem Cisel a,b € I, pak je také délitelem Cisla

kia + k,b, kde k4, k, jsou libovolna ¢isla a pro kya > k,bje délitelem k,a — k,b.

Jinak feceno, jestlize je Cislo d délitelem cisel a,b € I, pak je Cislo d délitelem i souctu

a rozdilu nasobku &isel a a b vzhledem k ¢islim k, a k,, proa > b.

e Priklad: Mé&jme ¢isla a = 15, b = 6, k; = 4 a k, = 7. Urete d(a, b), déle ovéite,

Ze soucet kya + k,b arozdil kya — k, b je téz délitelny Cislem d(a, b).

Provedeme rozklad na prvocinitele Cisel a a b.
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a=15=[3]-5
b=6=2-[3]
Spolecny délitel ¢isel a a b je Cislo d = 3.

Ovéfime, Ze Cislo d = 3 déliisoucet k a + k,b arozdil kya — k,b.

SOUCET: kq a + k,b ROZDIL: k,a — k,b

4.15+7-6 =102 4-15-7-6=18
18+-3=6

102+3=3 -

Ovérili jsme, Ze d = 3 je spole¢nym délitelem a a b a déli i soucet k;a + b a rozdil

kla - kzb

Véta 2: Jestlize jsou a,b € I a d je spolecnym délitelem cisel a,a + b,a — b, pro a > b,

pak je také délitelem cisla b.

Priklad: Méjme ¢isla a = 30, b = 5. Urcete d(a, b), soucet a rozdil prvkd a a b.
a=30=2-3-[5]

b=

Spole¢nym délitelem je Cislo d = 5.

SOUCET:a + b ROZDiL:a — b

a+b=30+5=35 a—b=30-5=25
35+5=7 25+5=5

b=5
5+5=1

Cislo d = 5 je spole¢nym délitelem a jestlize déli a,a + b a — b, pak délii &islo b.

Véta 3: JestliZe je Cislo d délitelem alespon jednoho z ¢isel a,b € I, tzn. d|a VvV d|b, potom

je také délitelem jejich soucinu a - b.

Ptiklad: Mdme ¢isla a = 78 a b = 325. Urcete d(a, b), soucin prvki a a b.
a=78=2-3-[13]
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b=325=5-5-[13]
Spole¢nym délitelem je Cislo d = 13.
a-b=78-325= 25350

25350 +13 = 1950

Cislo d = 13 je délitelem alespori jednoho z prvkl a a b, pak tedy plati, Ze je délitel

i soucinu prvkd a a b.

Véta 4: Jestlize je Cislo d spolecnym délitelem Cisel a,b € I, pak je soucin téchto cisel

délitelny &islem d?.

Ptiklad: UvaZujme Cisla a = 14 a b = 63. Urcete d(a, b), soucin prvkli a a b,

dale ovérte, Ze soucin je délitelny spole¢nym délitelem umocnénym na druhou.
a=14=2-[7]

b=63=3-3-[7]

Spolecny délitel jed = 7.

Spoleény délitel umocnény na druhou: d? = 7% = 49

a-b=14-63 =882

882+ 49 = 18

Spole¢ny délitel ¢isel a a b umocnény na druhou je téz délitelem jejich soucinu.

Véta 5: Nejvétsi spolecny délitel D(a,b) ma ve svém prvociselném rozkladu vSechny

spolecné prvocinitele rozkladd cisel a a b s nejmensim mocnitelem, ktery se v téchto

rozkladech vyskytuje (Poldk, 2005).

Priklad: Urcete nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a = 36 a b = 276.

V prvni fadé provedeme prvociselny rozklad Cisel a a b a vybereme shodnou ¢ast z

obou rozkladd.

a=36= 3

b=276= .23

D=2-2-3=12

Nejvétsi spoleény délitel Cisel 36 a 276 je Cislo 12.

50



5 SPOLECNY DELITEL

Se spole¢nym délitelem Cisel je Uzce spjat pojem soudélnosti prvku. Plati pro n nasledujici

definice.

Definice: Cisla a,, a,, ..., a,, kterd maji alespori jednoho spoleéného délitele d > 1, se
nazyvaji soudélnad cisla. Jestlize nemaji Cisla a4, a,, ..., a, Zadného spole¢ného délitele

d > 1 tzn, ze D(aq, ay, ..., a,) = 1, se nazyvaji nesoudélnd Eisla.

e Priklad: Méjme Cisla a =13 a b = 21. Rozhodnéte, zda jsou Cisla soudélna

¢i nesoudélna.

Nejprve urc¢ime nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b.

13=13-1
21=21-1
D(1321) =1

Cisla 13 a 21 jsou ¢&isla nesoudélnd, protoze D(13,21) = 1.

e Priklad: Méjme Cisla a =54 a b =92. Rozhodnéte, zda jsou Cisla soudélna

¢i nesoudeélna.

54=2-3-3-3
92=2-2-23
D(54,92) =2

Cisla 54 a 92 jsou &isla soudéIng, jelikoz D(54,92) = 2.

Jak je vySe uvedeno, k uréeni nejvétsiho spolecného délitele se pouziva spiSe Euklidiv

algoritmus, ktery je dikladnéji popsan v ndsledujici kapitole.

5.2 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL - EUKLIDUV ALGORITMUS
Jednd se o postup, kterym se zjistuje nejvétsSiho spolecného délitele dvou a vice Cisel.
EuklidGv algoritmus Ize vyuZzit v riznych oborech integrity. V nasem pfipadé se podivame,

jak tento princip funguje z hlediska celych ¢isel, Gaussovych celych ¢isel a polynom.

Euklidav algoritmus: Méjme dva nenulové prvky a a b z Euklidova oboru integrity I, a > b.

Déle vime, Ze v I existuji prvky 19,01, ---, Mn, 71, T2, ---, Ty, takové, Zze 1, = D(a, b) a plati pro

v

ne:
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a=b-ny+n N(ry) < N(b)
b=r-n+mn N(rz) < N(r1)
T =dy 1M+ N(r3) < N(r)
Tieg =71 M + T N(ri4q1) < N(1p)
The2 =Thn—1 " NMn-1t+ N(Tn) < N(Tn—l)
They =Ty Ny +0 (Hefler, 2013).

Algoritmus za¢indme tak, Ze nejprve délime vétsi Cislo a mensim cislem b, dale
pokracujeme délenim mensiho Cisla b zbytkem prvniho déleni r;, stejnym postupem
pokracujeme do té doby, nez dostaneme zbytek po déleni nula. NejvétSim spole¢nym

délitelem Cisel a a b je pak posledni nenulovy zbytek po déleni, tedy &islo 7.

5.2.1 CELACiSLA
V dalsi ¢asti je ukazano nékolik nazornych prikladd na poditani nejvétsiho spole¢ného
délitele pomoci Euklidova algoritmu. Jak je vidét ve vySe uvedeném nazvu podkapitoly jako
obor integrity je zvolen obor celych &isel. Tento postup je pouZivan zejména pfi zjistovani
nejvétsiho spolecného délitele Cisel s vétSim poctem radu.
o Priklad: Zjistéte nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel a = 638 a b = 451 pomoci
Euklidova algoritmu, D = (638,451)?
638 =1-451+ 187

451 =2-187+77
187 =277+ 33

77 = 2-33 +[11]
33=3-11+0

D(638,451) = 11

Poslednim nenulovy zbytkem je Cislo 11, které je tedy nejvétsim spole¢nym

délitelem ¢isel 638 a 451.
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e Priklad: Vypocitejte nejvétsiho spolec¢ného délitele Cisel a = 5376 a b = 621.

5376 = 8- 621 + 408
621 =1-408 + 213
408 =1-213 4 195
213 =1-195+18
195=10-18+ 15
18=1-15+[3]
15=5-3+0

D(5376,621) =3

Nejvétsim spolecnym délitelem cisel a a b je Cislo 3.
e Priklad: Pomoci Euklidova algoritmu vypocitejte D(572169,349852).

572169 = 1-349852 + 222317
349852 = 1222317 + 127535

222317 = 1- 127535 + 94782
127535 = 1-94782 + 32753
94782 = 2 - 32753 + 29276
32753 = 1-29276 + 3477
29276 = 8 - 3477 + 1460
3477 = 2 - 1460 + 557
1460 = 2 - 557 + 346
346 =1-211+ 135
211=1-135+75
135=1-75+ 60
75=1-60 +[15]
60 =4-1540

D(572169,349852) = 15

Cislo 15 je nejvétsi spole¢ny délitel.
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5.2.2 GAUSSOVA CELA CISLA

Stejné jako v oboru celych &isel, tak i v oboru Gaussovych celych ¢islech bude uplatnén

Euklid(v algoritmus k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele dvou Cisel.

Ptiklad: Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte D(a, 8), jestlize jsou Cisla zadand

takto:a =5+ 5i, f = 3 — 4i.

Nejprve zjistime, jaky je podil a a .

1
B 3—4i (3—4i)-(3+4i) 25 5

@« 5+50 (5+50)-(3+4) -5+35

, 1 7.
Zvolime A = —=, B = -1.
5 5
Nyni u¢ime &islo 7 = a + bi. Cisla a a b zvolime jako nejbliz$i nejmensi mozna celd
Cisla k ¢isldm A a B, tudiz a = 0, b = 1. Odtud dostdvame n = i.
Déle stavime Cislov =a — f - 1.

v=(5+5)—i-(3—4i))=5+5i—3i+4i*’=1+2i

Dostavame prvni fadek Euklidova algoritmu: 5 + 5i = (3 — 4i) - i + (1 + 2i).
Provedeme zkousku:

L
p

5+ 5i
i-3—-4)+(1+2i)=3i—4i’+1+2i=5+5i

Il
]

Zkouska vysla a pokracujeme druhym radkem Euklidova algoritmu.
a=3—-4i,=1+2i

a_3-4i_(3-4)-(1-20)_ -5-10i_
B 1+2i (1+20)-(1-20) 5 = ——=

3—4i=(1+4+2i)-(-1-2i)=3—-4i+0
Odtud rovnou vidime, Ze L = P a nemusime provadét zkousku.

V poslednim kroku sestavime jeSté jednou cely Euklidiv algoritmus a uréime

nejvétsiho spolec¢ného délitele.
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(1) 5+5i=@B—4i)-i+ (1+2i)

(2)3—-4i=(14+2))-(-1-20)+0
Nejvétsim spoleénym délitelem Cisel a a B je &islo D(5 + 5i,3 — 4i) = 1 + 2i.
5.2.3 POLYNOMY

Na zavér této kapitoly zbyvaji pfiklady z oboru integrity polynom( a aplikujeme na néj opét

EuklidGv algoritmus. Zadani priklad(i jsem prevzala ze skript Algebra: Polynomy a rovnice.

e Pfiklad: Vypocitejte nejvétsiho spoleéného délitele polynom f(x) a g(x), jestlize
jsou polynomy zadény takto: f(x) =x*—2x%2+1, glx) =x3+3x2—x—-3
(Drabek, 2001).

V prvnim kroku budeme délit polynom f(x) polynomem g(x).
x*=2x2+1=n - (x3+3x2—x-3)+n,

(x*—2x>+1)+(x>+3x>?—-x—-3)=x—-3

—(x* 4 3x® — x% — 3x)

—3x3—x%43x+1

—(—3x3—9x24+3x+9)

8x%2—18

Z prvniho déleni dostavéame 7, = x — 3 a zbytek ; = 8x2 — 8.
Provedeme zkousku, zda se rovna prava a leva strana rovnice.
L=x*-2x*>+1
P=(x—-3)-(x*+3x*—x—-3)+(8x*—-8) =

=x*4+3x3—x?—-3x—3x3—9x*+3x4+9+8x>?—-8=x*—2x%>+1

o~

=P

Vzhledem k tomu, Ze nam zkouska vysla, tak jsme ziskali prvni fadek Euklidova
algoritmu. Nyni pokracujeme ddle v pocitani. Pro lepsi pocitani si upravime zbytek

r; = 8x2 — 8 na asociovany polynom r{ = x? — 1.

x34+3x2—x—-3=n,-(x =1 +n,
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(x34+3x2—-x-3)+(x?2—-1)=x+3

—(x* —x)
3x% -3
—(3x2-13)

0
Z druhého déleni dostavame 7, = x + 3 a zbytek r, = 0.

Opét spocitdme pro kontrolu zkousku.

L=x3+3x*—-x-3
P=(x+3)-x*-1)+0=x3+3x>—-x-3
L=P

Zkouska vysla a ted uz mizZeme zapsat znovu cely Euklidav algoritmus pro lepsi

prehled.
(1) x*—2x2+1=(x—-3)-(x3+3x2—x—-3)+(x2-1)
(2) x343x2—x—-3=(x+3)-(x2—1)+0

Ted uZ Ize jednoznacné urcit nejvétsi spolecny délitel polynomd f(x) a g(x),

kterym je polynom D(x* — 2x2+ 1, x3+3x? —x—3) =x2— 1.

Pfiklad: Vypocitejte nejvétsiho spole¢ného délitele polynomu f(x) a g(x), které
jsou dany takto: f(x)=x*4+x3+x?—-x-2, glx)=x3+6x>+7x+10
(Drabek, 2001).

xt+x3+x?—x—-2=n-(x3+6x>+7x+10)+n,

(x*+x3+x2—x—-2)+ (3 +6x*+7x+10)=x—-5

—(x* + 6x3 4+ 7x% + 10x)

—5x3 —6x%2—11x -2

—(—5x3 — 30x% — 35x — 50

24x% 4+ 24x + 48
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Po prvnim déleni dostdvame n; = x — 5 ar - 24x? + 24x + 48.
Zkouska:

L=x*4+x34+x*?-x-2
P=(x—5) - (x3+6x2+7x+10) + 24x% + 24x + 48 =
=x*+6x3+4+7x%+ 10x — 5x3 — 30x% — 35x — 50 + 24x% + 24x + 48 =

=x*+x34+x?2—x-2

bq

L=P
Polynom 7,- 24x2 + 24x + 48 vydélime 24 a dostaneme polynom r{ = x? + x + 2.

x3+6x24+7x+10=n, - (x> +x+2)+1n,

(x3+6x2+7x+10)+(x?+x+2)=x+5

—(x3 4+ x% + 2x)

5x% 4+ 5x + 10

—(5x% + 5x + 10)

0
Ziskali jsmen, =x+5ar, =0.
Zkouska:

L=x34+6x?>+7x+10
P=(x+5) -(x2+x+2)=x3+x?>+2x+5x2+5x+10 =
=x3+6x%+7x+10

h

=P

EuklidGv algoritmus:

(1) x*+x34+x2—x—-2=(x—=5) - (x3+6x%2+7x +10) + (24x> + 24x + 48)

(2) x3+6x2+7x+10=(x+5) - (x*+x+2)+0
Nejvétsim spoleénym délitelem polynomu f(x) a g(x) je polynom

Dx*+x3+x?—x—-2,x3+6x2+7x+10) = x>+ x+ 2.
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6 SPOLECNY NASOBEK
Nejmensi spole¢ny nasobek se vyuéuje spolu s nejvétsim spolecnym délitelem

Jak je uvedeno v predchozi kapitole, nejvétsi spolecny délitel prvkl je obecné bran jako

Max D(a, b). Naopak nejmensi spole¢ny ndsobek je obecné bran jako Min N(a, b).

Definice: Jsou-li prvky a4, a,, ..., a, libovolné prvky z I, prvek n € I se nazyva spolecny
ndsobek prvki a,,a,,..,a,, jestliie platii a;InAazInA..Aa,|n. Znalime
N(aq,ay, ..., ay).

Definice: Necht a4, a,, ..., a, € I. Prvek N € I se nazyva nejmensi spolecny ndsobek prvkii

a,, ay, ..., a, prave tehdy, kdyz plati:
1. a;|N Aay|N A ...A a,]|N,
2. vn€el:(a;lnAaznA...A a,|n) = N|n.

To znamen3, Ze Cislo N je nejmensi spole¢ny ndsobek prvk( aq,a,, ..., a, pravé tehdy,
kdyz Cislo x je spole¢ny nasobek vsech prvkli a4, a,, ..., a,a zaroven kazdy spolecny ndsobek

n téchto prvkl je nasobkem prvku N. Znacime x = n(aq, a,, ..., a,).

Véta: Necht v oboru integrity I k libovolnym dvéma prvkim existuje nejvétsi spolecny
délitel. Pak existuje v I i nejmensi spolec¢ny nasobek k libovolné kone¢né mnoZiné prvka z I.
Platin=(a-b)+D=(a+D)-b=a-(b=+D).

Vypocet nejmensiho spole¢ného nasobku je jednoduchy. PFi vypoctu se pouziva prvociselny
rozklad. Kazdé z cCisel se rozlozi v soucin prvocisel, vybere se kaidy prvek s nejvétsi
mocninou ze soucinu. Nejmensi spolecny nasobek je roven soucinu vsech vybranych

prvocisel ze vSech rozkladd v soucin prvocisel. Zjisténi nejmensiho spole¢ného ndsobku se

nazorné ukaze ilustracnim prikladem.

e Priklad: Méjme Cisla a = 64 a b = 235. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek Cisel

aab.

Nejprve provedeme prvociselny rozklad.
64=2-2-2-2-2-2=[2°]
235 =[5 - 47]
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6 SPOLECNY NASOBEK

V zavéru provedeme soucin prvocisel.

n(64,235) = 26-5-47 = 15040

Nejmensi spolecny nasobek Cisel 64 a 235 je 15040.
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ZAVER

ZAVER
V Uvodu prace byl zvolen motivacni ukol, ktery je zde vyfeSen. K rozhodnuti o tom, zda je

zadané Cislo 13567 prvocislem slouzi nékolik zpUsobu. Jaky zpUsob je vhodny pouZzit zavisi

na poctu rada zadaného dCisla.

Pokud se nékomu zada priklad na rozklad prvocisel, pravdépodobné jako prvni metodu
pouzije znaky délitelnosti. Kritéria pro pouziti této metody jsou podrobné rozebrana
v kapitole 3.1 Znaky délitelnosti na mnoziné Z. Jedna se o zakladni kritéria znak( délitelnosti
pro Cisla od 2 do 11. Aplikuji-li se na Cislo 13567, dojde se k zavéru, Ze timto zplsobem
prvociselnost tohoto Cisla nelze stanovit. Dalo by se pokracovat dalSimi kritérii pro cisla

vétsi nez 11, avsak tato kritéria se béZzné nepouzivaji, protoZe jsou pocetné narocna.

Druhym zpUsobem zjisténi prvociselnosti daného Cisla je Eratosthenovo sito. Tento zplsob
se da efektivné vyuzit v pripadé, Ze zadané ¢islo nebude mit velky pocet radu. V opacném
pfipadé by tabulka Eratosthenova sita byla velmi obsahla, tudiz by metoda zjisténi
prvociselnosti byla pocetné narocna a velmi zdlouhava. Tento zpUsob se da snadno pouzit
pro Cisla do 3 radu, napr. pro Cislo 396. V tomto pripadé by vysledek byl 2 -2 -3 -3 -11.

V pfipadé Cisla 13567 je metoda Eratosthenova sita tedy také neefektivni.

Dvé vySe zminéné metody se vyucuji na zakladni Skole a jsou soucasti obsahu této prace.
Dal$im moZnym zpUsobem fesSeni, ktery je vSak nad ramec této prace, je pocitacovy
algoritmus. Tato metoda se vyuzivd, pokud pomoci pfechozich dvou metod nelze stanovit

prvociselnost. Jedna se o pocitacové programy k tomu urcené.

Metody pro zjiSténi prvociselnosti byly aplikovdny na ¢islo 13567. Pomoci prvni a druhé
metody nebylo dosaZeno kladného vysledku. Naopak pomoci pocitacového algoritmu lze
zjistit, Ze zadané Cislo 13567 je prvocislo. Existuji tabulky prvocisel, podle kterych je mozné

ovérit prvociselnost zvoleného ¢isla.

Bakalarska prace na téma ,Délitelnost v rGznych oborech integrity” se zabyvala relaci
délitelnosti v oboru integrity celych Cisel, Gaussovych celych &isel a polynoma. Byly

vysvétleny zakladni prvky oboru integrity a zavedeny znaky délitelnosti.

60



ZAVER

Dal$i ¢ast prace byla vénovana ireducibilnim prvkim a prvocislim. Soucasti této
problematiky je rozklad slozeného Cisla v soucin prvocinitell, ktery se vysvétluje tremi
moznymi zpUsoby zapisu.

V zavéru prdce byla vénovana kapitola nejvétSimu spolecnému déliteli a nejmensimu
délitelnosti. Nejvétsi spolec¢ny délitel se uziva k prevodu zlomku na zakladni tvar nebo pfi
kraceni zlomku. Oproti tomu nejmensi spoleény nasobek je nezbytny ke zjisténi spoleéného

jmenovatele vice zlomkd.

Cilem prace byla praktickd aplikace teoretickych poznatkd na ukazkovych prikladech.
Pomoci vlastnich priklad( byla zaroven dokazana platnost danych definic a vét, které byly

zminény.
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SHRNUTI

Délitelnost je jedna z dulezitych odvétvi matematiky. Tato bakalarska prace se vénuje
délitelnosti z pohledu celych Cisel, Gaussovych celych Cisel a polynomu. Prace je ¢lenéna do

6 kapitol.

Prvni kapitola popisuje algebraické struktury, vymezuje jednu ze zékladnich algebraickych
struktur, kterou je obor integrity. Druhd kapitola obsahuje obecnou definice délitelnosti,
dale vyznamné prvky algebraickych struktur a naslednou aplikaci na vybrané obory integrity
z hlediska délitelnosti. Ve tfeti kapitole jsou vymezeny kritéria délitelnosti, zejména pak
znaky délitelnosti na mnoZiné celych ¢&isel. Ctvrtd kapitola pojednava o pojmu ireducibilniho
prvku a prvocisla. Je zde popsano, jak se zjisti prvociselnost daného prvku pomoci znakt
délitelnosti ¢i Eratosthenova sita. Soucasti této kapitoly je rozklad prvku v soucin
ireducibilnich prvk(. V paté kapitole je popsan spolecny délitel prvkd a nejvétsi spolecny
délitel prvka. Je zde uveden Euklid(v algoritmus, ktery je vhodnym zplsobem pro zjistovani
nejvétsiho spolec¢ného délitele. V neposledni radé Sesta kapitola pojednava o spolecném

nasobku a nejmensim spole¢nym nasobku.
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RESUME

Divisibility is one of the most important parts of mathematics. This bachelor thesis focuses
on divisibility of integers, Gaussian integers and polynomials. The thesis is divided into 6

chapters.

First chapter describes the algebraic structures, defines one of the basic algebraic
structures which is the integral domain. Second chapter contains a general definition of
divisibility, important elements of algebraic structures and subsequent application to
selected integral domains in terms of divisibility. Third chapter defines the divisibility
criteria, especially the divisibility characters of integers. Fourth chapter deals with the
concept of irreducible element and prime number. It describes, how the primality od
specific elements is determined using the divisibility characters of the sieve of
Eratosthenes. Part of this chapter is also the decomposition of the element into the product
of irreducible elements. Fifth chapter describes the common divisor of elements and the
greatest common divisor. In this chapter is presented Euclidean algorithm which is
a suitable way to find the greatest common divisor. Finally, the sixth chapter deals with a

common multiple and the least common multiple.
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