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Uvop

Uvop

Vtéto praci se pokusim prozkoumat, popsat a replikovat metody naSich predku
matematikd a jejich vynalézavé zplsoby feseni algebraickych rovnic tretiho a vyssich
stupnl pomoci grafickych metod. Detailné se budu vénovat predevsim feSeni kubickych
problému, tedy algebraickym rovnicim tretiho stupné. Algebraickym rovnicim vyssich fada

se také nevyhnu, i kdyzZ v jejich pfipadé nebudu zabihat do pfiliSnych detaild.

Grafickych feSeni algebraickych rovnic tfetiho stupné jsem v literature nalezla hned nékolik
a nabyla jsem dojmu, Ze nalezeni elegantniho reSeni téchto rovnic nase predky opravdu
trapilo, protoze s rliznymi metodami, pomuickami a dokonce pomocnymi stroji, prichazeji
matematici v prlifezu celych nasich zndmych déjin matematiky jiz od starovéku. Témér
kazdy, kdo v matematice a geometrii néco znamenal, pfiSel s vlastnim navrhem feseni

kubickych rovnic.

Existuji tfi zakladni starovéké problémy, kterymi se matematika zabyvala od starovéku az
po novoveék. Dva z nich podrobné provedeme pozdéji, protoZe se jednd o kubické rovnice,
a témi jsou Delicky problém, jinak zvany problém zdvojené krychle a trisekce uhlu.
Poslednim specidlnim problémem, ktery trapil matematiky stovky let, je kvadratura kruhu,
tedy nalezeni ctverce o stejném obsahu jako ma zadana kruznice. Tim se v této praci
zabyvat detailné nebudu, uz proto, Ze tato Uloha se nepodafila starovékym geometrim a

matematikdm uspokojivé vyresit.

Z dnesniho Uhlu pohledu se vam muzou zdat tyto metody usmévné. Obrovsky pokrok ve

vypocetni technice, numerickych metodach, ale i v algebre jako takové, ucinil tyto metody

vvvvvv

kfivky ¢ télesa, aby vypoletl /2. Vezme kalkulagku a vysledek vidime do nékolika vtefin.
PFi Cteni této prace se tedy pokuste vzit do mysli starovékého matematika, jehoz jedinymi
nastroji jsou papir a tuzka, hlinéna deska a kfida nebo piskovisté, hll a provazek. Po ¢ase
zjistite, Ze i naprosto trividlni kubicky problém, jako je tfeba Delicky problém, uz neni zase
tak jednoduché dopocitat a to i pres veskeré znalosti moderni matematiky (logaritmické

pravitko a tabulky jsou rovnéz nepfipustné pomcky).
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Nasi predci se v téchto pfipadech spoléhali primarné na geometrii a deskriptivu. Jejich
predstavivost a vynalézavost mé opravdu velmi pfijemné prekvapila a doufam, Ze po

precteni této prace nabydete stejného dojmu.

V tuto chvili je nutné podotknout, Ze se v této praci nebudu zabyvat konkrétnimi typy
grafickych nebo deskriptivnich konstrukci, které jsou sice velice zajimavé, ale nejsou
predmétem této prace a davni matematici je evidentné uméli pouzivat stejné dobre, jako
my dnes pocitace a kalkulacky. V teoretickém Uvodu sice pro poradek uvedu nékolik
pouzivanych grafickych konstrukci kuZelosecek, specialné hyperboly a paraboly, to vsak
rozhodné nepokryje vsechny kfivky a plochy pouzité v této praci. U kazdé metody se budu
vénovat postupu, ktery vede k reseni zadaného problému, nikoliv tomu, jak spravné
graficky zkonstruovat parabolu, hyperbolu ¢&i anuloid. Soucdasné s timto popisem
konstrukce se budu snazit pomoci algebraickych rovnic ukazat, Ze tento postup opravdu

vede k pozadovanému reseni.

Caste¢né se dotknu i pfibliznych metod tedeni, tedy metod, které nejsou schopny
vyprodukovat presné fesSeni, které lze algebraicky ovéfit, ale feSeni natolik presné, Ze
grafickou konstrukci na papife o moc lepsi presnosti dosahnout nelze. Pokud se zamyslime
nad tim, Ze kazdd ¢ast grafické konstrukce rysované na papir generuje urcitou chybu, pak
pfibliznd konstrukce o nékolika malo krocich mlze byt ve vysledku mnohem presnéjsi nez
presna konstrukce o padesati krocich. Vzhledem ktomu, Ze jsem vSechny grafické

konstrukce provadéla v pocitaci, tak na problém kumulace chyb a neptesnosti nenarazime.

U kazdé metody nejprve provedu obecny popis konstrukce a poté si toto reseni vyzkousime
na jednoduchém nazorném pfrikladu. U jednodussich konstrukci provedu i algebraické

ovéreni spravnosti provedené grafické konstrukce.

VSechna feSeni a postupy jsou doprovazena obrazky zobrazujici jednotlivé grafické
konstrukce. Vétsina grafickych konstrukci je provedenych v programu GeoGebra, ktery je
velice vhodny pro geometrické konstrukce. Pro modelovani prostorovych utvarl a
v pfipadé nékterych dloh na posouvani byl pouZit software z rodiny CAD — Bentley

Microstation.



TEORETICKY ZAKLAD

1 TEORETICKY ZAKLAD

1.1 ZAKLADNI DEFINICE A VETY O POLYNOMECH

1.1.1 DEFINICE POLYNOMU (MNOHOCLENU)
Necht n je pfirozené Cislo a necht agy, a4, ..., a, jsou realna resp. komplexni cisla. Funkce

P(x), kterou lze definovat pro vSechna (realnd, resp. komplexni) Cisla x pfedpisem
P(x) = apx™ + a;x™" '+ . . .tap_1x +a, = X a;xt

se nazyva mnohoclen (v jedné proménné x s redinymi, resp. komplexnimi koeficienty).
Misto mnoho¢len se také Fika polynom nebo celd raciondlni funkce. Cisla Ay, Ay, --., Ay S€

nazyvaji koeficienty mnohoclenu P(x).

1.1.2 DEFINICE ROVNOSTI POLYNOMU
Dva mnoho¢leny P(x), Q(x) se sobé rovnaji [oznaceni P(x) = Q(x) nebo uritéji P(x) =

Q(x)], plati-li pro kazdé ¢islo a rovnost P(a) = Q(a).

1.1.3 DEFINICE STUPNE POLYNOMU
Stupném mnohoclenu P (x) nazyvdme nejvy$si mocninu proménné x ve vyrazu
P(x) = apx™ + ayx" 1+ . . .tap_1x + a, = X, a;x*%, u niz je nenulovy koeficient.

Je-li vtomto vyrazu a, rdzné od nuly (zapisujme a, # 0), pak P(x) je n-tého stupné.

1.1.4 DEFINICE NULOVEHO POLYNOMU
Mnohoclen, jehoz vSechny koeficienty jsou rovny nule, se nazyva nulovy. Nulovy
mnohoclen nema stupen. Je-li mnohoclen P(x) nulovy, piSeme P(x) = 0 nebo urcitéji

P(x) = 0. Neni-li P(x) nulovy, piseme P(x) # 0 nebo P(x) % 0.

1.1.5 DEFINICE KORENU POLYNOMU

Kofenem (nulovym bodem) mnohoélenu P(x) = Y™ ,a;x™ " nazyvdme takové (obecné
komplexni) &islo @, pro né% P(a) = Y% a;a™ " =

1.1.6 ZAKLADNi VETA ALGEBRY

Kazdy mnohoclen stupné n = 1 ma alespon jeden koren.

[REKTORYS, 2000]



TEORETICKY ZAKLAD

1.2 PARABOLA

1.2.1 DEFINICE

Parabolu nazyvdme mnozinou pravé téch bod( roviny, které maji stejné vzdalenosti od

pevného body F (ohnisko paraboly) této roviny a od pevné primky d (fidici primka

paraboly) této roviny, pficemz ptimka d neprochazi bodem F. [BARTSCH, 1996]

Obrazek 1: Parabola v zakladni poloze
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kanonické tvary rovnice paraboly v zakladni poloze:
(y—n)?=2p(x—m) (osaollx aV=[m;n])

y2=2px (osao=x a V =/[0;0])

Ohnisko takovéto paraboly je pak v bodé: F = E; O].

Na obrazku vidime parabolu

v zdkladni poloze:

V = [m;n] — vrchol paraboly

F — ohnisko paraboly

d — tidici ptimka

o =FV — osa paraboly

p = |DF| — poloparametr paraboly
2p = 2|DF| — parametr paraboly
D — je bod na praseciku osy
paraboly o a fidici pfimky d

PF —ohniskovy privodic

PL — tidici prlvodic

1
|DV| = |VF| = 5P

Znaménko poloparametru paraboly p ndm dale fikd, zda je parabola oteviend doprava

(p > 0) ¢idoleva(p < 0).
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1.2.2 KONSTRUKCE PARABOLY

1) Méjme zadény soufadnicové osy x ay, vrchol paraboly V = [m,n] a bod paraboly
X[x,y].

Postup:

e Bodem P vedeme rovnobéznou pfimku m k ose x. Prise¢im pfimky m a osy y
oznacime jako bod Q.

e Nyni rozdélime usec¢ku PQ délicimi body, které jsou od sebe stejné vzdaleny a
oznalme je jako: A,A5,A45..,A, kde n je libovolné celé Cislo. A usecku
VQ rozdélime délicimi body Bi,B,,Bs...,B,, které maji mezi sebou stejné

vzdalenosti.

e Vytvorime Usecky s pocatkem v bodé V a koncovymi body v A4, A4,,45 ... ,A,.

V obrazku zobrazeny Cervené.

e A pfimky zbodl B4, B,, Bs ... ,B, rovnobéiné sosou x, které jsou v obrazku

zobrazeny zelené.

e Nase hledané body paraboly leZi na prisecikach téchto Usecek a rovnobézek, pravé
tak Ze pro Usecku z A, nds zajima praseci s rovnobézkou z B;, pro usecku z A, nas

zajima prlseci s rovnobézkou z B, atd.

Obrazek 2: Konstrukce paraboly se zadanym vrcholem V, osami x, y a bodem paraboly P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2) Méjme zadano ohnisko paraboly F = [E; O] a fidici pfimka d. Zname tedy i vzdalenost

ohniska F a fidici pfimky d, ktera je rovna poloparametru paraboly p.

Postup:

Z definice paraboly vime, Ze vrchol V lezi na stfedu usecky FD.

Sestrojime pfimku o (osu paraboly), kterd bude prochazet ohniskem paraboly F =

[§ ; 0] a bude kolmé k fidici pfimce d. Vznikly prasecik oznaime jako bod D.

Nyni si na pfimce o zvolme libovolné body A, 45, A5 ... , A, kde nn je libovolné celé

Cislo. V téchto bodech sestrojime k pfimce o kolmice.

V nasledujicim kroku sestrojime n kruznic, které maji stfed v ohnisku paraboly F a

poloméry |DA,|, |DA,|,|DAs| ..., |DA,|.

Priseciky téchto kruznic a kolmic jsou hledané body paraboly.

Obrazek 3: Konstrukce paraboly se zadanym ohniskem F a fidici pfimkou d.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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1.3 HYPERBOLA

1.3.1 DEFINICE

Hyperbolou nazyvame mnozZinu pravé téch bodl P v roviné, které maji od dvou pevnych
bodu F;, F, (ohniska hyperboly) konstantni rozdil |PF;| — |PF,| = 2a vzdalenosti, pficemz
je 0 < 2a < 2e = |F,F,|. [BARTSCH, 1996]

Na obrazku vidime hyperbolu v zakladni

poloze:

S = [m; n] — stfed hyperboly

P = [x; y] — bod na hyperbole

F,, F, — ohniska hyperboly, |F,F,| = 2e

A, B — hlavni vrcholy, |AB| = 2a

C,D — vedlejsi vrcholy, |CD| = 2b
PF;, PF, — pravodice hyperboly
|PF,| — |PF,| = 2a

|SA| = |SB| = a

|SC| = |SD| = b

Obrazek 4: Hyperbola v zakladni poloze.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kanonicky tvar rovnice hyperboly s redlnou osou (Useckou AB) v ose x

(x-m)* (y-n)*
a2 bz

1.

2 2
Pokud ma hyperbola stfed v bodé S = [0; 0] ziskdme tvar rovnice: — — 2= = 1.
a b

Rovnice asymptot hyperboly: y = + %x.
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1.3.2 KONSTRUKCE HYPERBOLY

1) Méjme zadany ohniska F;, F, a délku hlavni osy |AB| = 2a.

Postup:

e Sestrojme kruznice [, [, se stfedy v bodech F;, F, alibovolnym polomérem p.

e Nyni sestrojme kruznice k;, k, se stiedy v bodech F;, F, apoloméremr = 2a +
p.

e Ziskani ctyri prlseciky téchto 4 kruznic jsou hledané body hyperboly.

e Pfizméné poloméru p, ziskame dalsi body hyperboly.

Obrézek 5: Konstrukce hyperboly se zadanymi ohnisky F;, F, a délku hlavni osy |AB| = 2a.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2) Méjme zaddany délky poloos |AS| = |SB| = a a |DS| = |SC| = b.

Postup:

Zvolime si bod S, jako stfed hyperboly.

Sestrojme kruznice [l4,l,, kde obé kruznice maji stfed vbodé Sa kde jejich

poloméry jsou rovny velikosti Usecek a a b.

K témto kruZnicim sestrojime tecny ty, t,, které jsou zaroven kolmé k redlné ose x.

Zvolme libovolnou pfimku, kterd prochazi stfedem S a protina tecny t4, t, v bodech

AyB,.

Nyni sestrojme kruZnici k; se sttedem v bodu S a polomérem rovnym délce usecky

SB; a oznacme prlsecik této kruznice a redlné osy x jako bod C;.

Bodem C; povedeme pfimku m; kolmou k redlné ose x a bodem A; pfimku r;

rovnobézZnou s realnou osou x. Prlsecik pfimek m; a r; je hledany bod hyperboly

H,. Dalsi body najdeme obdobné, jako ja v obrazky viz bod H,.

t1 tz
m m
my 2
32
A B1 H r
A U I
A N\ H,
| I‘g
2 ' |
) ; x
‘Cq c,

Obrézek 6: Konstrukce hyperboly se zadanou délkou poloos |AS| = |SB| = aa |DS| = |SC| = b.

(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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3) Mé&jme zadané osy x a y jako asymptoty hyperboly a jeden bod hyperboly P = [x; y].

Postup:

e Vedme dvé usecky, které vedou bodem P a jsou kolmé k souradnicovym osam x a
y. Prlseciky téchto kolmic a soufadnicovych os ozna¢me jako Q a R.

e Prodluzme usecku PR za bod P a zvolme na tomto prodlouzeni libovolné body
Ay, Ay As ..., Ay, (kde 1 je libovolné celé ¢islo) které spojme se sttedem S = [0; 0].

e Zmist, kde nam usecky A;S,A,S,A3S ... ,A,S tvofi pruseliky s useckou PQ,
povedeme rovnobézky se soufadnicovou osou x.

e Nynizbodl A4, A4,, Az ... , A, vedme rovnobézky s redlnou osou y.

e Pruseciky téchto dvojic rovnobézek nam odpovidaji hledanym boddm hyperboly.

Y

P A, A, A; A,

R
P,
P3
- 4=P4
X

S Q

Obrazek 7: Konstrukce hyperboly se zadanym bodem hyperboly P a osami x a y, kterymi jsou
asymptoty hyperboly. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

11
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4) Méjme zadané asymptoty hyperboly a je jeden jeji bod P = [x; y].
Postup:

e Sestrojme libovolnou pfimku p4, ktera prochdzi bodem P; a protind asymptoty ve

dvou bodech A; a B;.
e Sestrojme kruznici se sttredem v bodu B; a polomérem o délce usecky A;P.

e Prlsecik této kruznice a ptfimky p; oznacme jako bod P,. Tento bod je dalSim

bodem hyperboly.

e Pro nalezeni dalsSich bod( hyperboly, vedeme bodem P; dalsi pfimky a cely postup

opakujeme.

Py Ps Ps P4
Ay
A3
A, Az ?5
P P
P.-
; .3
; B4 -
B3 APy
B2 :
By

Obrazek 8: Konstrukce hyperboly se zadanymi asymptotami a bodem hyperboly P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

12
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2 RESENI LINEARNICH A KVADRATICKYCH ROVNIC

2.1 LINEARNI ROVNICE
Nejprve se podivdme na nejjednodussi pripad a tim jsou linearni rovnice, respektive

soustava dvou linearnich rovnic. Linearni funkce algebraicky zapiSeme takto:

rn:y =a;x + by

7y = ay,Xx + by

Graficky tento pfiklad vyreSime tak, Ze zakreslime obé pfimky do grafu a uréime souradnice
praseciku P[x; y], které jsou zdrover Fesenim soustavy rovnic. Pokud prisecik neexistuje,
tak soustava nema reseni a pokud jsou obé pfimky identické, pak je samoziejmé resenich

nekonecné mnoho.
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Priklad 1:
VyfeSme (pomoci dvou pfimek) soustavu rovnicry: 2x —y = —4ar:x+y = 1.

Algebraické reseni:

Z druhé rovnice vyjadiime hodnotu y = 1 — x a dosazenim do prvni rovnice dostaneme
rovnici: 2x — (1 —x) = —4 a po snadné upravé: x = —1, vypoltenou hodnotu x
dosadime zpétné do druhé rovnice a ziskdme hodnotu y = 2. Tato soustava rovnic ma

pravé jedno feseni a tim je [—1; 2].

Grafické reseni:

e Zprvnirovnice: 2x —y = —4 vyjadfimey: y = 2x + 4.
Sestrojime tedy graf funkce ry: y = 2x + 4.

e Zdruhérovnice:x +y = 1 vyjadfimey: y =1 —x.
Sestrojime tedy graf funkce r,: y =1 — x.

e Zadané rovnice jsou rovnicemi rliznobézek s jednim spole¢nym bodem A. V bodé A =
[—1; 2], kde se obé pfimky protinaji, se nachazi hledané feseni této soustavy rovnic, a

to odpovida feseni, které jsme nalezli algebraicky.

05

X

-3 25 L2 15 -1 -05 o 05 \

Obrazek 9: Graf riznobéznych primek r; ar, ajejich priseciku A.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Priklad 2:
VyreSme graficky (pomoci dvou pfimek) soustavu rovnic g;: x +y =3 a g,:3x + 3y = 0.

Algebraické reseni:

Z prvni rovnice vyjadfime hodnotu y = 3 — x a dosazenim do druhé rovnice dostaneme
rovnici: 3x + 3(3 — x) = 9 po snadné Upravé, tedy: 0 = 0 z éehoZ vyplyva, Ze soustava

rovnic ma nekonec¢né mnoho reseni.

Grafické feseni:

e Zprvnirovnice: x +y = 3 vyjadfime y: y = 3 — x.

Sestrojime tedy graf funkce g;: y = 3 — x.

e Zdruhérovnice: 3x + 3y = 9 vyjadfime y: y = 3 — x.
Sestrojime tedy graf funkce g,: y = 3 — x.
e Vtomto prikladu nam vznikly dvé identické pfimky. Tato soustava rovnic ma tedy

nekonecné mnoho reseni, a to odpovida feseni, které jsme nalezli algebraicky.

¥

92
91 35

054

-0.5 4

Obrazek 10: Graf totoznych piimek g;a g,
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Priklad 3.
Vyres graficky (pomoci dvou pfimek) soustavu rovnich: x —y =1lah,:x —y = =2.

Algebraické reseni:

Z prvni rovnice vyjadfime hodnotu y = x — 1 a dosazenim do druhé rovnice dostaneme
rovnici: x — (x — 1) = —2 po snadné Upravé, tedy: 1 = —2 z &eho? vyplyva, Ze soustava

rovnic nema zadné reseni.

Grafické feseni:

e Zprvnirovnice: x —y = 1 vyjddiemey:y = x — 1.

Sestrojime tedy graf funkce hy: y = x — 1.
e Zdruhérovnice:x —y = —2 vyjadieme y: y = x + 2.
Sestrojime tedy graf funkce hy: y = x + 2.

e Vtomto prikladu nam vznikly dvé rovnobézné primky. Tato soustava rovnic tudiz

nema zadné feseni, a to odpovida reseni, které jsme nalezli algebraicky.

¥

35 h2

25

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 05 1 15 2 25 3

-05

Obrazek 11: Graf rovnobéznych primek h,a h,.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2.2 KVADRATICKE ROVNICE

UvaZujme nyni rovnice obsahujici neznamou ve druhé mocniné, tj. rovnice ve tvaru
ax? + bx +c =0, kde a, b, ¢ jsou redlnd ¢&isla. Algebraické Fedeni kvadratické rovnice uz
neni, tak prosté jako v ptipadé linedrni rovnice. V jednodussich pfipadech je na prvni
pohled vidét rozklad, kterym pfevedeme rovnici ax? + bx + ¢ = 0 do tvaru (dx + e) -

(fx + g) = 0. Potom —2, —% jsou fesenimi takovéto rovnice. Tento zplsob bohuzel ve

vétsiné pripadd fungovat nebude. V takovém pripadé mlzeme pouZzit diskriminant D =
b? — 4ac. Pokud je diskriminant D > 0, pak ma kvadratickd rovnice dva réizné realné
koreny. Pokud je D = 0, pak ma kvadraticka rovnice dva stejné redlné koreny a pokud je

D < 0, pak kvadratickd rovnice nema feseni v obru redlnych ¢isel R.

Pomoci diskriminantu Ize vypocist kofeny kvadratické rovnice dosazenim do nasledujiciho

—-b+Vb2%-4ac

vzorce: X;, = -

Graficky nalezneme fe3eni kvadratické rovnice tak, Ze sestrojime graf funkce y = ax? +
bx + c a sestrojime prlseciky se souradnicovou osou x. Pokud priseciky existuji, potom
ma kvadraticka rovnice feseni. Obecné ma dvé feSeni a ve specidlnim pripadé, kdy se vrchol
paraboly dotyka souradnicové osy x, ma pouze jedno reSeni. V pripadé, ze prisecik

neexistuje, nema kvadraticka rovnice reseni.
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Priklad 1:
Graficky vyfe$me kvadratickou rovnici: p: — 0,5x? + 3x = 0.

e Sestrojime graf kvadratické funkce y = —0,5x2 + 3x, jejiz vrchol tedy lezi v bod& V =

[3; 4,5] a jeji ohnisko v bodé F = [3; 4].

e Jelikoz se ma tato kvadraticka rovnice rovnat 0, pfimkou, na které budeme hledat

pruseciky, je ndm zde osa x, kterd ma rovnici y = 0.

e Konstantaa = —0,5, tedy platia < 0, z toho plyne, Ze maximum funkce y =

—0,5x% + 3x se nachéazi ve vrcholu paraboly.
e Funkce je rostouci na intervalu (—oo; 3) a klesajici na intervalu (3; ).
e Nalezneme pruseciky grafu paraboly s osou x, kterymi zde jsou body A a B.

e Redeni jsou tedy pro tento piiklad dvé: x; =0 x, = 6.

V = (3,4.5)

? 7
A = (0.0)

2 -1 0

T A
B = (6,0)

-14

Obrazek 12: Graf paraboly p , primky x a jejich priseciki 4, B.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Provedeme kontrolu grafického reseni algebraickym vypoctem. V tomto pfipadé nebude
nutné se uchylovat k vypoctu koFend pomoci diskriminantu. Z rovnice —0,5x% + 3x =0
vytkneme x: x(—0,5x + 3) = 0. Z této rovnice je zfejmé, ze x; = 0 a vysledek rovnice:

—0,5x, + 3 = 0 je x, = 6. Vysledek grafického a algebraického feseni je tedy totozny.
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Priklad 2:

Graficky vyreste kvadratickou rovnici: —0,5x? + 3x = 4,5.

Sestrojime graf kvadratické funkce p: y = —0,5x2 + 3x (viz pfiklad 1).

JelikoZ se ma tato kvadraticka rovnice rovnat Cislu 4,5, primka, na které budeme

hledat priseciky ma rovnici y = 4,5.

Konstanta a = —0,5, tedy platia < 0, z toho plyne, Ze maximum funkce y =

—0,5x2 + 3x se nachazi ve vrcholu paraboly.
Funkce je rostouci na intervalu (—oo; 3) a klesajici na intervalu (3; ).

Nalezneme pruseciky grafu paraboly s pfimkou y = 4,5, kterymi je zde bod V, tedy

vrchol paraboly.

JelikoZ pfimka r: y = 4,5 prochazi vrcholem paraboly, ma tato rovnice pravé jedno

feSeni a timjex = 3.

Kontrolu algebraickym vypoétem provedeme takto: rovnici —0,5x% + 3x — 4,5 =
0 vynasobime dvéma a ziskdme vztah: x2 — 6x + 9 = 0, nyni provedeme rozklad na
soucin (x — 3) - (x — 3) = 0. Z této rovnice je ziejmé, Ze x4, = 3. Rovnice ma tedy

pouze jedno feSeni a tento vysledek odpovida grafickému feseni.

V'=(3,4.5) r

Obrazek 13: Graf paraboly p, ptfimky r a jejich priseciku V.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Priklad 3:

Graficky vyreste kvadratickou rovnici: —0,5x? + 3x = 6.

Sestrojime graf kvadratické funkce p: y = —0,5x2 + 3x (viz pfiklad 1).

JelikoZ se ma tato kvadraticka rovnice rovnat &islu 6, pfimka, na které budeme hledat
pruseciky ma rovnicir: y = 6.

(a =-0,5) > (a < 0) ztoho plyne, Ze maximum funkce y = —0,5x? + 3x se
nachazi ve vrcholu paraboly.

Funkce je rostouci na intervalu (—oo; 3) a klesajici na intervalu (3; ).

Pruseciky grafu paraboly s pfimkou y = 6, pro tento pfiklad Zadny neni. Proto rovnice:
—0,5x% + 3x = 6 nema zadné fedeni.

Algebraickou kontrolu tentokrat provedeme pomoci vypoctu diskriminantu: D = b? —
4ac = 32 —4-(—0.5) - (—6) = 9 — 13 = —3. Zaporny diskriminant nam Fika, e tato
rovnice nema reseni. Dospéli jsme tedy ke stejnému zavéru jako v pripadé grafického

reseni.

V = (3,4.5)

5]

Obrazek 14: Graf paraboly p , pfimky r.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2.3 RESENI KVADRATICKE ROVNICE POMOC] KRUZNICE A PRIMKY

V této &asti se pokusime nalézt fedeni kvadratické rovnice ve tvaru dx?+ex+ f =0
pomoci kruZznice a pFimky. Kruinici zapiseme ve tvaru k: (x —m)? + (y—n)?2 =r? a
pfimku ve tvaru s:y = ax + b. Vyjadfeno graficky, hledame prusecik kruznice k o
poloméru r, se sttedem v bodé [m; n], a pfimky s.

Algebraické feSeni bude opét vychazet ztoho, Ze zrovnice pfimky vyjadfime jednu
proménou, naptiklad y a vsadime ji do rovnice kruznice: (x — m)? + (ax + b — n)? = r2.
Je zfejmé, Ze se jednda kvadratickou rovnici, pokusime se ji upravit do tvaru: dx? + ex +

f = 0, abychom mohli vyuZit vzorcl pro vypocet diskriminantu.

- a’x% 4 2abx —2anx + b? = 2bn+m? —2mx+n®+ x> —-r?2=90

> (@ +Dx?+((2b—-2n)a—2m)x +b?> —2bn+m? +n?2 —r?2 =0

Z ptedchazejici Gpravy vyplivd, 72ed = (a> + 1), e = (2b —2n)a—2m, f = b?> — 2bn +
m? + n? — r2. Jak vyuzit diskriminantu pro vypoéet kofent kvadratické rovnice je popsano
v predchazejicim pripadé, takze pouze pfipomenu vysledny vzorec pro feseni kofenu:

—e +./e? —4df

xl‘z = Zd .
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Priklad 1:
Graficky vyfe¥me kvadratickou rovnici: x> = 0 pomoci kruznice a pfimky.

Postup:

Abychom mohli pouZit kruZnici a pfimku, musime rovnici upravit. Pficteme k obéma
strandm 1 a ziskdme rovnici x? + 1 = 1, ze které u jsou zfejmé rovnice kruznice a piimky.
Sestrojme kruznici k: x? + y2 = 1, kterd ma stied v bodé S = [0; 0] a polomérr = 1.

Déle sestrojme pfimku t, ktera ma rovnicit: y = 1.
Pfimka t md s kruznici k jeden spole¢ny bod T = [0; 1], pfimka t je tedy te¢nou kruZnice k.

Tato soustava rovnic ma pouze jedno jediné rfeSeni a tim je x = 0.

Obrazek 15: Graf kruZznice k, primky t a jejich praseciku T.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Priklad 2:
Graficky vyfe$me kvadratickou rovnici: x2 = 0,75 pomoci kruznice a pfimky.

Postup:

Abychom mohli pouZit kruZnici a pfimku, musime rovnici upravit. Pficteme k obéma
strandm 0,25 a ziskdme rovnici x? + 0,25 = 1, ze které uZ jsou ziejmé rovnice kruznice a
primky.

Sestrojme kruZnici k: x% + y% = 1, kterd ma stied v bodé S = [0; 0] a polomérr = 1.

Ddéle sestrojme ptimku t, kterd ma rovnici s: y = 0,5.

Pfimka s ma s kruZnici k dva spole¢né body: A = [—0,87;0,5], B =[0,87;0,5] pfimka s

je tedy se¢nou kruznice k.

Tato soustava rovnic ma pravé dvé rfeseni, kterymi jsou: x; = —0,87 x, = 0,87.

A = (-0.87,0.5) B = (0.87,0.5)

Obrazek 16: Graf kruznice k, ptimky s a jejich priseciki 4, B.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

23



RESENI LINEARNICH A KVADRATICKYCH ROVNIC

Priklad 3:
Graficky vyfe$me kvadratickou rovnici: x2 + 3 = 0 pomoci kruznice a p¥imky.

Postup:

Abychom mohli pouZit kruZnici a pfimku, musime rovnici upravit. Pficteme k obéma
strandm 1 a ziskdme rovnici x> + 4 = 1, ze které uz jsou ziejmé rovnice kruznice a pFimky.
Sestrojme kruznici k: x? + y2 = 1, kterd ma stied v bodé S = [0; 0] a polomérr = 1.

Dale sestrojme pfimku v, kterd ma rovnici v: y = 2.
Pfimka nema s kruznici k Zzadny spolecny bod, jde tedy o vnéjsi prfimku kruznice k.

Tato soustava rovnic nema feseni.

S
/

o

Obrazek 17: Graf kruznice k a primky v.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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3 RESENi ROVNIC 3. STUPNE

3.1 RYZE KUBICKA ROVNICE x> = 2a3 (PROBLEM ZDVOJEN{ KRYCHLE)

Jedna se o jednu z nejstarsich kubickych uloh nasi z obdobi zhruba 400 let pf. n. |. Legenda
fika, Ze na ostrové Délos vypukla epidemie moru, obyvatelé umirali. Vypravili proto
poselstvo do delfské véstirny s dilezitym poslanim: zjistit, jakym zptsobem si naklonit bohy,
aby mor pominul. Pythie odpovédéla, Ze je tfeba zdvojit oltar boha Apolldna, ktery mél tvar
krychle a byl ze zlata. Byla tedy odlita druhd zlatd krychle, stejné velkd, a postavena na
krychli prvni. Mor vsak trval. Poselstvo se opét vydalo do delfské véstirny. Dozvédéli se, Ze
je tfeba navic zachovat tvar oltdre. Tuto ulohu vsak na ostrové Délos resit neuméli. Obradtili
se s prosbou o pomoc na Platona. Ten jim vsak pravil: ,Bohové se na vds hnévaji, nebot se

mdlo vénujete geometrii." [BECVAR a FUCHS, 1993]
V duchu této legendy se o zdvojeni krychle hovofi jako o délském problému ¢i délské uloze.

Tuto Ulohu miZe algebraicky zapsat takto: x3 = 2a3, kde a je velikost hrany stavajici

krychle a x je hledana velikost hrany krychle o dvojndasobném objemu. Rovnici mizeme
upravit do tvaru: x = aV2.

Napriklad:

Pavodni (zelend) krychle ma délku stranya = 1m aobjemV =1-1-1=1m3.

Dale chceme vytvofit takovou krychli, pro kterou plati, Ze jeji objem je dvojnasobkem
krychle zelené, tedy: x3 = 2a® do této rovnice dosadime a = 1 a ziskdme rovnici: x3 = 2,

s . , ’ , v , . , , . 3 v v
nyni jen cely vyraz odmocnime tfeti mocninou a hledany vysledek je: x = Y2 z ¢eho?

vyplyva, Ze: x = 1,26. Hledana (Cervena) krychle ma tedy délku strany x = 1,26 m.

V=2.00m

V=1.00m

Obrazek 18: Zelena krychle: hrana a a objem VV = 1 m3. Cervena krychle o dvojnasobném objemu V =
2 m3 o délce hrany x. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Microstation)
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3.1.1 ARCHYTAS Z TARENTU (430 L PR.N. L.)

Historikové matematiky se shoduji, Ze nejstarsi zplisob feseni tohoto problému pfinasi
Archytas z Terentu, statnik, filozof, matematik, nasledovnik Pythagora a osobni pfitel
Platona. Ve své dobé byl slavny a jsou mu pfipisovany rGzné zasluhy a vynalezy. Byl
generalem armady svého méstského statu po 7 let (zakon zakazoval jednotlivci drzet tento
urad déle nez rok) a nikdy nebyl porazen. Byl pravdépodobné prvni, kdo systematicky

popsal zakonitosti mechaniky na zakladé matematickych principa.

Jim navrZené feSeni je sice velice nepraktické, ale na druhou stranu ukazuje neuvéfitelnou
predstavivost vynalézavost tehdejsich matematik(. Pri feSeni vyuzZil anuloid, valcovou a
kuzelovou plochu.

Vyjdeme z predpokladu, Ze mame dvé Usecky a, b pro které plati, Ze a < b a pokusime se

i x y e ey Co . . b .
najit dvé stfedni umérné usecky r, s, tj. Usecky pro které tedy plati: —= £ = 2, nebo také

r? = bs,s? = ar.

Sestrojme v pravouhlé soustave (jako pocatek soustavy zvolime bod Q) tfi plochy:

1) Anuloid (€ervend) s rovnici x? + y* + z% = by/x2 + y?
y . d e v . g .1
(Cervena plocha vznikld otdcenim kruznice k se stfedem v bodé [Eb; 0; 0] a
y 1 .
polomérem Eb v roviné xz, kolem osy z).
2) Rotacni valcova plocha (zelend) s rovnici x? + y? = bx

(vznikla rotaci osy z okolo pfimky (% b; 0; z))

2

L . - b
3) Rotaéni kuzelova plocha (modra) s rovnici x? + y? + z% = Exz

2
(vznikla rotaci polopfimky s rovnici y = /(% —1)-x,x > 0,x € R okolo osy x)
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Z obrazku je patrné, Ze existuji celkem 4
vzajemné prlseciky téchto tfi ploch.
Vzhledem ksymetrii je mozné si vybrat
jakykoliv z nich. Ozna¢me ho P(x;y;z) a
jeho pldorys oznaéme jako P;(x,y). Potom

rovinna vzdalenost prliseciku P; od pocatku

O je hledand Usetka s =.x%24+y?=
Vb-a%a prostorova vzdalenost priseciku P

od pocatku O je hledand use¢ka: r =

Jx2+yt+z2 = Vb? - a a zvolime-li b =

2a, pak je hrana zdvojené krychle rovna Obrazek 19: Prostorovy model anuloidu, rota¢ni
valcové plochy a rotaéni kuZelové plochy.
. 3 3
hodnoté s = V2a-a? = a V2. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Microstation)

Y

Obrazek 20: Prostorovy model anuloidu, rota¢ni valcové plochy a rotacni kuzelové plochy.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Microstation)

27



RESENI ROVNIC 3. STUPNE

Priklad 1:

VyFedme kubickou rovnici x3 — 2 = 0.

Ze zadani vidime, Ze a = 1 a abychom mohli pouzit Archytasovu metodu, tak musime zvolit

za b dvojnasobek a, tedy b = 2.

e Sestrojime anuloid, ktery bude mit rovnici: x* + y* + z% = 2,/x2 + y2, tedy se bude
jednat o plochu vzniklou otdéenim kruZnice k se stfedem v bodé [1; 0; 0] a polomérem
1vroviné xz, kolem osy z.

e Sestrojime rotaéni véalcovou plochu danou rovnici: x% + y? = 2x, tedy plochu, ktera
vznikne rotaci osy z okolo pfimky (1; 0; z).

e Sestrojime rotaéni kuZelovou plochu danou rovnici: x? + y? + z* = 4x?, tedy plochu,
ktera vznikne rotaci polopfimky s rovnici y = V3x,x > 0,x € R okolo osy x.

Vzhledem k tomu, Ze tuto metodu uvadim pouze pro poradek a jako kuriozitu, tak dale

nebudu detailné popisovat deskriptivni konstrukci téchto ploch a metodu nalezeni jejich

prasecik. PouzZila jsem nastroje CAD, které mi umoznily pomérné snadno namodelovat
dana télesa a urcit jejich prasecik. Na Obrazku 21 je zobrazen pldorys a bokorys véetné kot

vztazenych k praseciku.

0.7937

0,9785
U

—r=

0.9656|0.9656

N

]

0,9785

Obrazek 21: Pidorys (vlevo) a bokorys (vpravo) anuloidu, rota¢ni valcové plochy a rotacni kuzelové
plochy. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Microstation)

Vysledné soufadnice praseciku jsou tedy P =[0,7937; 0,9785; 0,9656] a P; =
[0,7937; 0,9785]. Vzdalenost: s = 1,2599 = /2, tedy Feseni zadané ulohy zdvojeni
krychle.
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3.1.2 MENAECHMUS (1320 L. PR.N.L.)
Menaechmus pfichazi hned se dvéma zpulsoby reseni. V obou vyuziva kuzelosecek a jejich
vzajemnych prasecikQ. V prvnim pfipadé pouZijeme dvé paraboly a v druhém pripadé

parabolu a rovnostrannou hyperbolu.

Menaechmus byl bratrem Dinostratuse, ktery pouzil kvadratrix k reSeni kvadratury kruhu.
Zaroven se k nému vztahuje pribéh o krali, ktery chtél zkratku ke geometrii. Tento pribéh
vypravi pravé o Menaechmusovi a Alexandrovi. Kral povidd Menaechmusovi ,,pro cestovdni
po kraji jsou k dispozici krdlovské cesty a cesty pro prosty lid, ale v geometrii existuje pouze
jedna cesta pro vsechny.” Tento nebo podobny ptibéh byva casto pripisovan k Euclidovi a
Ptolemyovi, ale byla spiSe snaha pozdéjsSich autorll pfipsat tento pribéh zndméjsimu
matematikovi. Bohuzel se mnoho informaci o jeho praci nedochovalo. Nejvétsim jeho

pocinem byl pravdépodobné objev vzniku kuzelosecek fezem kuzelové plochy.

1. Reseni
Sestrojime dvé paraboly:

e Prvni bude mit ohnisko v bodé F; = E; 0] a vrchol V = [0; 0] a lze ji vyjadfit rovnici
c:y% = bx. V obrézku 22 jde o parabolu &ervené barvy.
e Druha bude mit ohnisko v bodé F, = [O;%] a vrchol V = [0; 0] a lze ji vyjadfFit rovnici

d:x? = ay. V obrazku 22 jde o parabolu zelené barvy.

Sestrojime prasecik P  téchto
parabol v prvnim kvadrantu.
Algebraicky tento prisecik ziskdme
tim, Ze z prvni rovnice c: y? = bx
vyjadfime x.
y? ‘
Tedy x==— a dosadime do Fo
b

rovnice druhé d: x* = ay. v F

1
Obrazek 22: Graf parabol ¢ a d a jejich prisecik P. (Zdroj:
Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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4
Dosad' y? = bx, do y? = %
x4-
E = bx
x3 =a%b
x = 3aZb

. , v 3
zdvojené krychle rovna &islu x = a V2.

Priklad 1:

, y?
Dosad x = 5

b y

y4—

b=

y3=ab? y=3ab?

Prisetik parabol ma tedy soufadnice P = [3\/a2b; 3\/abz]. Zvolime-li b = 2a je hrana

Zvolme tedy a = 2, b = 4. Sestrojime dvé paraboly:

Prvni bude mit ohnisko v bodé F; = [1;0] a vrchol V = [0; 0] a lze ji vyjadFit rovnici

c:y? = 4x.V grafu jde o parabolu &ervené barvy.

Druhd bude mit ohnisko v bodé F, = [0;%] a vrchol V = [0; 0] a lze ji vyjadFit rovnici

d: x? = 2y.V grafu jde o parabolu zelené barvy.

¥

d

P = (2.52,3.17)

Obrazek 23: Graf parabol: ¢ a d a jejich prisecik P. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Sestrojime prisecik v prvnim kvadrantu a zjistime jeho soufadnice P = [2,52;3,17].

Provedeme algebraickou kontrolu: dosadime a =2 a b = 4 do odvozeného obecného

vztahu P = [3\/a2b; 3\/abz] a dostavame praseéik: P = [23&/?; 23{/1] = [2,52;3,17].

Je zfejmé, Ze souradnice priseciku zjisténé grafickou konstrukci odpovidaji hodnotam

vypoctenym algebraicky.
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2. ReSeni

Sestrojme parabolu, ktera bude mit ohnisko v bodé F; = [g; O] a vrchol V; = [0; 0] a lze ji
vyjadFit rovnici p: y? = bx. V obrazku 24 jde o kfivku Eervené barvy.

Sestrojme hyperbolu, kterd bude mit stfted S = [0; 0] a vrcholy v bodech V, = [\/@; \/@],
Vs = [-Vab; —Vab]| a lze ji vyjadfit rovnici h: xy = ab. V obrazku 24 jde o kfivku zelené

barvy.

Obrazek 24: Graf paraboly p , hyperboly h a jejich prisecik P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Opét sestrojime prusecik P paraboly a hyperboly v prvnim kvadrantu. Algebraicky tento

priisecik ziskdme tim, Ze z rovnice paraboly p: y? = bx vyjadfime x a y.

2
Tedy x = y?. A dosadime do rovnice hyperboly: xy = ab.
Dosad y? = bx do x?>y? = a®b? 52
Dosad x = "

x%bx = a?b?
y_3 =ab
x3 =a®b b

x = 3/ a?b y3 = ab?, y = 3\/ ab?

Hledany prisecik ma souradnice P = [BVaZb; 3\/abz]. Zvolime-li opét b = 2a je hrana

. , 7 3
zdvojené krychle rovna &islu x = a V2.
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Priklad 2:

Zvolmea = 1, b = 2.

Sestrojme parabolu, ktera bude mit ohnisko v bodé F; = E, O] avrchol V; = [0; 0] a lze ji
vyjadFit rovnici p: y? = 2x. V obrazku 25 jde o kfivku Eervené barvy.

Sestrojme hyperbolu, kterd bude mit stfed S = [0; 0] a vrcholy v bodech V, = [\/E; \/f],
Vs = [-V2; —V2] alzeji vyjadFit rovnici h: xy = 2.V obrazku 25 jde o kfivku zelené barvy.

Sestrojime prlsecik v prvnim kvadrantu a zjistime jeho soufadnice P = [1,26; 1,59].

-3

Obrazek 25: Graf paraboly p, hyperboly h a jejich prisecik P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Provedeme algebraickou kontrolu: dosadime a =1 a b = 2 do odvozeného obecného
vztahu P = [3Va2b; 3\/abz] a dostavame prasecik: P = [ei/z W] = [1,26; 1,59].
Je zfejmé, Ze souradnice prlseciku zjisténé grafickou konstrukci odpovidaji hodnotam

vypoctenym algebraicky.
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3.1.3 DESCARTES (1596-1650)

René Descartes byl doslova renesancni cClovék, ktery se zabyval filozofii, biologii,
matematikou a fyzikou. Zndméjsi je pravdépodobné jako vyrok ,Ego cogito, ergo sum“
(Myslim, tedy jsem). Ale jeho prace na poli algebry a geometrie je také velice vyznamna. Je
povaZovan za otce analytické geometrie, kartézsky souradnicovy systém je pojmenovan po
ném. Na poli algebry se zabyval polynomy a je autorem znaménkového pravidla. To, Ze se
zactal matematikou vlibec zabyvat, je trochu dilem nahody. Pfi cesté do Nizozemi, ve mésté
Breda, zahlédl billboard, ktery vyzyval kolemjdouci k feSeni slozité matematické ulohy.
Povedlo se mu ji snadno vyresit a tim presvéddil sam sebe, Ze ma matematické nadani a ze

by se tedy matematice mél dale vénovat.
Descartovo feseni Delického problému:
Mé&jme parabolu c, jejiz rovnice je c: x2 = ay. Pro dal3i vypotty vyjadfime x a y:
_ x2 . v e s . erv . . . 1 2 1 2 _
x=ay , y= —. Sestrojme kruZnici k, jejiz rovnice je k:(x — Eb) +(y— Ea) =

i(a2 + b?), tedy kruznici se stfedem S Gb;%a) a prochazejici vrcholem paraboly. Dale

feSme rovnice:

Dosad'y = x? Dosad x = \/ay
¢ 1 1\2 1\2 1
LY (2 L) ZL (Vo =30) +(v-3¢) =5@+p)
__ - _Z — (2 2
(x-30) +(a 2a> L (@ +1?)
2 aZ aZ bZ
2 4 2 2 2 —_ / R 2 _gv 4 — — —
x2_xb+b_+x__x2+__a__b_:() ay b ay+4+y ay+4- 4 4 0
4 2 4 4
o4 y? =b\/ay
—Xb+—2=0
a y4=b2ay
—xba? +x*=0 33 = b?a
x3 = ba? 5
y = v ab?

Re$enim rovnic nalezneme spoleény priisetik P = [Va2b; Vab?]. Zvolime-lib = 2a, kde a
je délka hrany plvodni krychle, poté je nas hledany vysledek (délka hrany zdvojené krychle)

, v . 3
x-ova soufadnice x = aV?2.
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Obrazek 26: Graf paraboly ¢, kruznice k, ajejich prisecik P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 1:

Zvolimea=1ab=2: ’ c

Mé&jme parabolu o rovnicic: x2 =y, P =(1.26,1.59)
v obrdzku 27 je parabola oznacena

Cervené. Sestrojme kruznici, se 1

stftedem vbodé S, kterd mda po

dosazeni a,b tvar k:(x—1)%+

(y — %)2 = i(l2 + 22). Sestrojime

prasec¢ik v prvnim kvadrantu a E -
zjistime jeho soufadnice P =

[1,26;1,59]. Obrazek 27: Graf paraboly ¢, kruZznice k a jejich prisecik P.

(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Provedeme algebraickou kontrolu: dosadime a =1 a b = 2 do odvozeného obecného
vztahu P = [m; W] a dostavame prasecik: P = [Bi/z W] = [1,26; 1,59]. Z éeho?
vypliva, Ze hrana hledané krychle o dvojnasobném objemu ma hranu o délce x = V2.

Je zfejmé, Ze souradnice prlseciku zjisténé grafickou konstrukci odpovidaji hodnotam

vypoctenym algebraicky.
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3.1.4 GREGOIRE (1668)

Resi problém zdvojené krychle nasledujicim zptisobem:

Zvolime obdélnik ABCD, ktery ma délku stran rovnu a, b. Volime b = 2a.

Sestrojme k tomuto obdélniku kruZnici opsanou k; jejiz rovnice je k: x? + y? = bx + ay.
Ddle sestrojme hyperbolu h, jejiz rovnice je h: xy = ab. Tato hyperbola ma stfed O

v bodé A (zapiSme: A = 0) a jde vrcholem C = [a; b].

Dosadme x = C;—b (popfipadé y = a?b) do prvni rovnice k: x? + y% = bx + ay.

Dosad x = 22 Dosad'y = ab
y X
2 2 (ab)? Zp
* (aybz) +y*="“F+ay o HtRT= b
o (ab)? +y* = abZy + ay® e (ab)?+x* = a’bx + bx3
° (ab)z _ abzy — ay3 _ y4 ° (ab)2 —a’bx = bx3 —x*
o ab?+(a—y)=y3*(a—y) o a’bx(b—x)=x3*x(b—x)
o ab?=y3 e a*h=x3
e v= Vab? e x= VaZb
.Y
i h
| S
o), ,c
S
\ X
A=0] B

Obrazek 28: Grégoire- reseni delického problému. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Dalsi hledany prusecik P ma souradnice [3\/a2b; 3\/abz]. Z toho vyplyva, Ze pokud pavodni
krychle méla zadanou délku hrany a krychle o dvojndasobném objemu ma tedy délku

hrany x = Va?b.

35



3 RESENI ROVNIC 3. STUPNE

Zvolme obdélnik ABCD o délce strana =1 b = 2:

Sestrojme k tomuto obdélniku kruZnici opsanou k; jejiz rovnice je k: x? + y? = 2x + 1y.

Ddle sestrojme hyperbolu h, jejiZ rovnice je h: xy = 2. Tato hyperbola ma stfed O v bodé
A (zapiSme: A = 0) a prochazi vrcholem C = [2; 1]. Vznikly priseéik téchto dvou
kuzelosecek oznaé¢me jako P, tento bod ma souradnice [?{/7, W] Z toho vyplyva, ze
pokud plvodni krychle méla zadanou délku hrany a = 1, krychle o dvojnasobném objemu

ma tedy délku hrany x = /2.

P = (¥2,74)

Obrazek 29: Grégoire- FeSeni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Provedeme algebraickou kontrolu: dosadime zvolené stranya = 1a b = 2 do odvozeného
obecného vztahu P = [Va2b; Yab?] a dostavame prisecik: P = [V/2; V4],
Je zfejmé, Ze souradnice prlseciku zjisténé grafickou konstrukci odpovidaji hodnotam

vypocétenym algebraicky.
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3.1.5 PLATON (429-347 L.PR.N.L.)

Tento vyznamny fecky filosof, pedagog a matematik sestrojil jeden z nejstarsich
mechanismd na feSeni problému zdvojené krychle. Byl to Zak Sokrativ, zalozZil slavnou
Athénskou akademii, kterda se pozdéji stala inspiraci a vzorem vznikajicich evropskych
univerzit. Znaméjsi jsou spiSe jeho filozoficka dila, ale i v nich se odkazuje na matematiku a
geometrii. Ve své sedmé knize , Ustava” (nékdy také prekladano jako ,Republika“) obecné
popisuje i svlj vztah k matematice, kterou rozdéluje do Ctyf odvétvi na aritmetiku,
geometrii, stereometrii (prostorovou geometrii) a astronomii. Matematiku povazuje za
prvni krok ve vyuce filozofie. Na dvefich jeho Skoly vysela cedule s napisem: ,ten kdo

G

pohrdd geometrii, nesmi vstoupit do mych dveri“.

Popis tohoto aparatu:
Tento aparat se sklada z pevného ramu, ktery na obrazku 30 oznacdime jako obdélnik ABCD.
Do rdmu zasadime pravitko, které oznacme jako usecku EF, pro kterou plati, Ze je vzdy pfi

posouvani rovnobézina se spodni hranou ramu, tedy EF || AB.

Na vedlejsi list papiru si narysujme dvé navzajem kolmé Usecky o velikostech a a b, pricemz

plati, Ze b = 2a, patu kolmice ozna¢ime jako bod O.

List papiru s narysovanymi Useckami a a b rovname pod sestrojeny ram, pricemz zaroven
posouvame pravitko (podle obrazku 30), tak aby platilo: Ze prodlouzena uUsecka a ndm
prochdzi na jedné strané bodem E, které leZi na pravitku a na strané druhé nam vytvofi
prasecik s Use¢kou AB, ktery oznacime jako M. A prodlouzena Usecka b nam prochazi na
jedné strané bodem A a na strané druhé nam vytvofi prisecik s useckou EF, ktery

oznacime jako N.

Pro takto sestrojeny aparat plati, Ze pro Use¢ku AO je jeji délka rovna x, tedy: |AO| = x a

pro Usecku EO je jeji délka y, tedy: |[EO| = y.
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D C
M

Obrazek 30: Platon- reSeni delického problému. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Bentley

Microstation)

Z obrazku 30 jsou patrné vztahy:

x? =ay y? = bx
2
_ Y
x =.[ay x=5
2
y
\a =? /b
bay =y? /?
1
b’ay = y* /-
y
b%a =y3 /N
y = i/ ab?

Tedy krychle o dvojnasobném objemu ma hranu o délce x = Va?b.

x? =ay y? = bx
2
x
y== y =Vbx
a
2
Vbhx = — /a
avbx = x? /2
1
20, _ 4 -
a*bx = x /x
a’b = x3 A

x = aZb
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Priklad: Zvolime-li délku Usecek a = 1 a b = 2 a dosadime do pfedchazejicich rovnic:
3 3 . , , 3 . 3 .
x = y/ab?, y = Va?b, vyjdou ndm hledané hodnoty x = Y2 = 1,26 ay = V4 = 1,59.

Tedy krychle o dvojndsobném objemu ma hranu o délce x = V2 = 1,26.

o
zZ

2000 |

= 1000

Obrazek 31: Platon- reSeni delického problému. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Bentley
Microstation)
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3.1.6 ERATOSTHENES Z KYRENY

Tento fecky matematik, astronom a geograf sestrojil specidlni aparat zvany mezolabium,
ktery v naSem pripadé reSi problém zdvojené krychle. Ve svém epigramu navadi své
pratele, aby se nesnaZily resit Delicky problém pomoci sloZitych konstrukci Archytase nebo

Menaechmuse, ale pouzili jeho vynalez.

Obrazek 32: Eratosthenés z Kyrény- aparat na reseni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Tento aparat se sklada ze tii obdéInikovych desticek (oznacme fimskymi Cislicemi I, I1, I11),
které jsou specifické tim, Ze maji stejné rozméry a jsou upevnény v kolejnicich. Jsou tudiz
posuvné a navic se daji podsouvat jedna pod druhou. Vzdalenost kolejnic ozna¢me jako b.

Dale vyznacme uhlopficky jednotlivych desticek s oznacenim uq, u,, us.

Obrazek 33: Eratosthenés z Kyrény- aparat na reseni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pro lepSi nazornost opatfime desticky barvami:
e obdélnik A;B;C;D, ¢. I zastoupi barva modrd
e obdélnik A,B,C,D, €. I zastoupi barva zelena

e obdélnik A3B3;C3D5 C. 111 zastoupi barva Seda
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Na krajni hranu Sedé desticky, tedy na usecku C3 D5 naneseme usecku C3 Ps, jejiz délka bude
rovna hodnoté a. V nasem pfipadé tedy a = g. Nyni budeme zasouvat tabulky podle
obrazku 33, tedy Sedou tabulku pod zelenou a zelenou tabulku pod modrou, tak aby
uhlopficka u, protinala usecku C;D; v bodé P; a uhlopficka us protinala usecku C,D, v
bodé P,. Vznikla Usec¢ka C;P; ma délku |C;P,| = y a uUsecka C;P; ma délku |C,P,| = x.
Desticky posouvame tak dlouho, dokud nebudeme mit body B; P;, P,, P; na jedné pfimce,

kterou oznacme pismenem p.

Z obrazku 33 plati:

y PC, x P,C3
b 'y x
y x a

= /ay

= /ax

dosad’ (a zaroven dosadime misto b

2
y = x" hodnotu 2a)
a
3
x
202 = —
a » /a
2a3 = x3 /N
x=al2

Méjme krychli o hrané a, krychle o dvojndsobném objemu bude tedy mit hranu x = al/2.
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3.1.7 PRIBLIZNE KONSTRUKCE

Pojmem ,pfibliznd konstrukce” budeme oznadovat takové konstrukce, které
z algebraického hlediska neddvaji presny vysledek, ale pouze se k nému blizi. Z dnesniho
uhlu pohledu, kdy rysovani grafickych konstrukci provadime v pocitacovych softwarech a
jediné co nas omezuje v presnosti, je presnost reprezentace desetinného Cisla v pocitadi,
respektive v daném softwaru, se mize zdat pouziti téchto metod jako Uplné nesmysiné.
Méjme ale na paméti, Ze pfi rysovani na papite uzitim pravitek a kruzitek vzdy pfi kazdé
operaci udélame néjakou drobnou chybu. Pokud mame metodu, kterd vede k presnému
feSeni po sto krocich a metodu kterd vede k pfibliznému reSeni po péti krocich, tak ta

priblizna ndm da v praxi pravdépodobné lepsi vysledek nez metoda teoreticky presna.

Metoda 1: fetézové zlomky

Retézovych zlomk(i se dotknu pouze okrajové. Budeme pouZivat fetézové zlomky

. . 1 X o
v nasledujicim  tvaru: g + N I ,kde q3,q3,...,q, E Na g, € Ng.  Cisldm
L PP S—
qat+ T

o
qs an

41,92, ---,qn fikdme neulplné podily. Vzhledem ktomu, Ze se budeme snazit pomoci
fetézovych zlomk( rozepsat iracionalni ¢isla, bude pocet prvkid q4, q5, ..., gn nekonelny.

Obecné lze postup pro sestaveni fetézového zlomku popsat takto:

Budiza > 0,a € (R—Q),a = [a] + ai kde zavorky [ ] znaéi celou &ast.
1

Potomq, = [al,a; > 1, E(R—Q) > a; = - q, = [aq],a, = ) e

a—q; ai—qz

Priklad 1:

veis v v , o ev o vr 3
Za poutiti fetézovych zlomkd rozviri ¢islo V2.

3 1
q, = [\/i] =1, a = T2
e
2 |3 - 9, U — 1
2—1 —
V2 T
1 1
qz = l 1 ] =1, as = T
=3 —1
V2-1 3 -3
2-1
1 1
qs = 1 =5, a, = T
1 -1 1 -5
3 -3 T -1
V2-1 3 3
V2-1
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1

—s -5
-1

3

1
1
1 —_—
3z-1

S —— |
=
=
|
R
|
41
|
[u=y

[
615:I
|

Jak je vidét, tak vypocet dalSich ¢lenu je nesmirné slozity a bez pocitacového vybaveni a
znalosti moderni matematiky dale neproveditelny. Dle [SEIFERT, 1951] je tato metoda

pouzitelnd pouze pro kvadratické problémy.

V2 =1+ ——— = 1.25925, pro porovnani: V2 = 1,25992.

Tato metoda je ale velice zdlouhava a pro rovnice vyssich fadl nepouzitelna. Proto je lepsi
davat ptednost konstrukci, kterou 1ze provést s nejmensim poctem piimek a kruznic a pfi
niZ je odchylka od spravného vysledku tak mald, Ze S ni musime pocitat pfi praci s naSimi

pomuckami nebo Ze ji nelze smysly ani postfehnout.
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Metoda 2: Apollonius z Pergy (270-186 1. pi. n. L)

Apollonius z Pergy byl vyznamny geometr, ktery zkompletoval poznatky o kuzeloseckach

se zaméfenim normdly, minima a maxima, které vedly k definici poloméru kiivosti pro

kazdy bod kuzelosecky a ve vysledku ke konstrukci evoluty. Da se fict, ze Apollonius

Z Pergy uzavira poznatky staroveké fecké geometrie. A rovnéz je autorem nésleduji piiblizné

konstrukce vedouci k feSeni Delického problému.

Postup:

e Narysujeme obdélnik ABCD, kde |AB| = b, |AD| =a, b = 2a.

e Sestrojme stied obdélniku ABCD, ozna¢me ho S. Tento stfed leZi na priseciku
uhlopiicek obdélniku ABCD.

e Dile sestrojme kruZnici k se stfedem v bod€ S, ktera protina prodlouZené strany
obdélnika v bodech M, N. Body M, N, C lezi na jedné ptimce, kterou nazveme p.

e Vzniknou nam use¢ky DM a BN, jejichz délky jsou nasledovné: [DM| =y, |[BN| = x.

=Z 4 g

A b B X

Obrazek 34: Apollonius z Pergy- feSeni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra) M
Z obrazku 35 vidime, Ze plati: ¢
X b y
a vy a
xy = ab
. . B X N =
(1) v obrazku 36 oznaceno jako o ¢
) Obrazek 35: Trojuhelniky A BNC a A DCM.
zelena hyperbola hy (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Jelikoz body M, N leZi na jedné kruznici o stfedu S, plati: |[MS| = |NS]|, neboli:
2 2 2

et + () = (o 30) + 3

1 1 1 1
yz+ay+—az+zb2 =x2+bx+zb2+—a2

4 4
x*—y?=ay—-bx (2) v obrazku 36 oznaceno jako ¢ervena hyperbola h,
h2
P = (1.26,1.59)
h1

Obrazek 36: Graf hyperbol: h, a h, ajejich prisecik P, proa=1ab = 2.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Nyni je potieba nalézt prisecik rovnic (1) a (2), ktery nalezneme jako feSeni této soustavy

rovnic. Z rovnice (1) vyjadiime x a y, tedy: x = C;—b, y = ‘;—b a dosadime do rovnice (2).

Dosad x = 2 Dosad'y = ab
y x

2p2 2 a’b? a®b

a’h —yzzay_ﬂ xz— > =——bx
yz y X X

a?b? — y* = ay® — ab?y x* —a?b? = a’bx — bx3
ab?(a +y) = y3(a + y) a’b(b +x) = x3(b + x)
y3 = aqb? x3 =a%b

y=3 ab? x = i a2b

Hledany prusecik je tedy P = [i/azb; 3\/ab2].
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Metoda 3: Vargiova konstrukce (1877)

Postup:

e Méjme krychli ABCDEFGH , ktera ma hranu krychle o délce a = 1.

e Sestrojme Uhlopfitku stény ABCD a oznaéme ji u. Délka thlopticky je u = av2 = /2.
e Sestrojme stfedni geometricky imérnou obou Usecek a, u a dostaneme vztah

my=va-u=+va-av2 =2 ‘{/_—24—1189207

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou usecek u, m; a dostaneme vztah

31 3
\/71_\/ 1/22 24_\/;_215: 28 = 1,296839.

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou Usecek m,, m, a dostaneme vztah

51 5
=\m; -m, = f24 zs \/;_2§5= 216 = 1,241857.

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou Usecek m,, m3 a dostaneme vztah

3 5 111
m4=m= ’25-21_6= ‘216_2162—232;1269050

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou usecek ms, m, a dostaneme vztah

11 21 211
= /mz-my = 216 232 = ([232 = 2322 = 264 = 1,255380.

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou Usecek m,, ms a dostaneme vztah

11 21 43 431
232+ 264 = 1’264 = 2642 = 2128 = 1,262197.

e Sestrojme stfedni geometricky Umérnou Usecek ms, mg a dostaneme vztah

85 85 1 85

= /ms -mg = \/264 2128 = \/ZFs = 21282 = 2256 = 1,258784.

e Kazdym daldim krokem se vice pfiblizujeme k pozadovanému wvysledku: V2 =

1.259921.
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Metoda 4: G. Buonafalce (1876)
Uvedeme si zde jednu z mnoha vyznamnych metod tohoto matematika.

Postup:

Méjme ¢tverec ABCD, ktery ma délku strany |AB| = a = 1.
e Sestrojme Uhlopfricku BD ¢tverce ABCD a oznacme ji u.
e Délka Uhlopfitky je |IBD| = u = av2 = 2.

e Uhlopfi¢ku u rozdélime na 6 dilk(i o stejné délce tak, Ze zvolime poloptimku pod Ghlem
45°, v naSem pripadé to bude polopfimka — DC. Na této polopfimce sestrojime Sest
kruznic o stejném libovolném poloméru. Prvni kruznice bude mit stfed v bodé D, kazda
dalsi kruznice bude mit stfed vnové nalezeném prlseciku predeslé kruznice a
polopfimky — DC. Z posledni priseciku, ktery oznacime jako bod X, sestrojime usecku
XB.Z kazdého dalsiho praseciku vedeme rovnobézku k Usecce XB. Prliseciky vzniklych

rovnobézek a Uhlopfricky AD jsou hledané body, které déli dhlopficku na Sestiny.

UA a 1B

Obrazek 37: Postup na déleni tisecky DB.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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V dal$im kroku nalezneme bod E, ktery lezi na Useéce AD a plati pro néj vztah |DE| =
%lBD |. Sestrojime tedy kruZnici se sttedem v bodé D a polomérem r = %\/Z prasecik

této kruznice a Use¢ky AD, je hledany bod E.
Vime tedy, Zze |AE| =1 — %\/f.

Podle Pythagorovy véty plati vztah:

2 -
|BE| =\/1+(1—§\5) :\/1+1‘§‘5+§:\/74;§ - = 125863,

Vzdalenost: v = |BE| = 1,25863 je pfiblizné rovna hledanému &islu ¥/2 =1,2599.

u=s+v2=1.4

v =1.25863

Obréazek 38: G. Buonafalce- feseni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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Metoda 5: Quemper de Lanascol

Nyni zde popisSeme jednu z mnoha konstrukci tohoto autora na reSeni delického

problému z jeho spisu ,,Géométrie de compas”.

Postup této konstrukce:

Zvolme libovolny bod a ozna¢me ho pismenem O.

Narysujeme kruznici k(O,r = 1), tedy kruZznici se stfedem v bodé O a polomérem
r=1.

Sestrojime na kruznici k za uZziti pomocnych kruznic body A4, B, C, A,, tak Ze plati:
|A{B| = |BC| = |CA,| = poloméru kruznice k = 1.

Dale sestrojime dvé kruznice h(Aq,r = |A;C|), L(A,, v = |A,B]). Prisecik téchto
dvou kruZznic ozna¢me jako bod D.

Nyni sestrojime bod X, ktery leZi na kruznici k a plati pro néj vztah: |4, X| = |A,X]|
|OD.

Bod S najdeme tak, Ze sestrojime kruznici m se stfredem v bodé X a poloméremr = 1.

Zapisujeme m(X,r = 1).
Nase hledané feseni je rovno délce strany SD, tedy |SD| = x = 1,259281, co? se

pfiblizné rovna &islu V2 = 1,2599.

Obrazek 39: Quemper de Lanascol- feSeni delického problému.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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3.2 OBECNA KUBICKA ROVNICE POMOCI TRISEKCE UHLU

Dalsim typem ulohy, ktera trapila nase predky, je trisekce Uhlu. Metodami eukleidovské
geometrie umime pomérné snadno rozdélit ihel nebo kruhovy oblouk na dvé stejné ¢asti.
Problém nastdva, pokud chceme uUhel rozdélit na tfi stejné casti. Tato uloha je pro
eukleidovskou geometrii nefesitelnd. Starovéci Rekové, ve snaze tento problém vyfesit,

nalezli nékolik neeukleidovskych konstrukci.

C

A B

Obrazek 40: Uhel <BAC = 3¢ rozdéleny na tfi stejné asti.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Cesta, ktera vede od rozdéleni Uhlu na tti stejné casti ke kubické rovnici, neni na prvni
pohled zfejma jako u Delického problému, kde se navic jedna o ryze kubickou rovnici.
V tomto pfipadé budeme muset pouzit goniometrickych funkci. Pouzijeme vzorec pro
tangentu trojnasobného Ghlu. [BARTSCH, 1996]

3tgp —tgie

tg3p =
g°9 1-3tg?¢p

3

Provedeme substituci: tg3¢ =a, tge = x a dostaneme rovnici: a = rovnici

1-3x2’
vynasobime 1 — 3x a upravime na x3 —3ax? —3x +a = 0.

Substituci x = y + a ji Ize pfevést na kubickou rovnici bez kvadratického ¢lenu:
(y+a)®—-3aly+a)>—3(y+a)=0

y3 + 3ay? +3a’y + a® —3ay? —6a’y —3a® -3y —3a—a=0
y3—3a%?y—2a®—-3y—2a=0

y3 =31 +a?)y—2a(1+a?)=0
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Priklad
Najdéte Fedeni rovnice x3 —3x?2 —3x +1 = 0.

e Abychom mohli provést feseni kubické rovnice pomoci trisekce Uhlu, musi zadani

odpovidat tvaru ax3® — 3ax? —3x +a = 0.

e Vtomto pfipadé je vidét, Ze zadani odpovida predpisua a = 1.

e Zpredchazejici teorie vime, ze: a = tg(p) a ¢ = arctg(a) = E.
o Nyni provedeme konstrukci a rozdélime uhel na tfi stejné &asti.
e Ziskame tedy uhel 1”—2

e Potom tedy tangenta tohoto Uhlu je feSenim zadané rovnice.

x=tg (1”—2) = 0.2679

Dosazenim vysledku do zaddni snadno ovéfime spravnost reseni.

Tento postup lze obecné aplikovat na vSechny metody trisekce Uhlu, protoze tyto metody
»pouze” graficky déli zadany uhel na tfi stejné casti.
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3.2.1 HippIAs Z ELIDY (5. STOL. PR. N. L.)

Hippids byl sofista, vSestranné vzdélany ¢lovék, matematik a astronom. Byl vSak i znalcem
literatury, hudby a historie, ovladal i néktera remesla. Kritizoval sou€asnou spole¢nost; mj.
prohlasoval, Ze zakon je tyranem lidi, Ze se dopousti mnoha nasilnosti proti pfirodé, ze
uzavird lidi do mistnich spolecenstvi, a¢ jsou od pfirody pribuzni atd. Pfipisuje se mu objev

kfivky quadratrix, pomoci které bylo mozno provadét napfriklad i trisekce Uhld.
[BECVAR a FUCHS, 1993]

Tento UZasny matematik pfiSel s feSenim metody , trisekce uhl(“, které spocivalo v tom, Ze

prevedeme problém déleni uhlu na déleni usecek.

Postup této konstrukce:

Sestrojme ¢tverec ABCD
Dale provedme dvé operace, které je nutno provést naraz a kde nase hledana krivka bude
leZet na prlsecikach, které ndm vzniknou.

e Posouvejme usecku BC rovnomérné do Usecky AD.

e A zaroven posouvejme Use¢ku AB rovnomérné do usecky AD, pficemz A je pevny bod,
kolem kterého se Usecka AB otdci. Bod B, se tedy posouva po kruznici k se stfredem

v bodé A a polomérem, ktery bude rovny délce usecky AB.

D C, c
o0 -
k
Obé use¢ky BC a AB, které rovnomérné
posouvame, tvofi radu prisecikl, kterymi
v u wi e E h B,
prolozime kfivku a oznac¢ime ji pismenem
h. Tato kfivka zacind vbodé B a konci X
v bodé na Useéce AD, ktery oznaéme jako
E. y
Ktivka h se nazyva kvadratrix.
X
A B, B

Obrazek 41: Hippias z Elidy- kfivka kvadratrix
oznacena pismenem h.
(Zdroj: Vlastn{ zpracovani v programu GeoGebra)
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Nyni jiz mame pfipraveny aparat na reSeni problému déleni Uhlu, staci ukazat jak s nim dale

pracovat (viz obrazek 42):

Uréeme libovolny uhel <BAB, (v obrazku 42: vyznacen ¢ervenou barvou), kde bod B,
lezi na ¢asti kruznice k(A, r = |AB|), ktera vede z bodu B do bodu D, tak jako na

obrdzku 42. Tento uhel bychom radi rozdélili na tfi stejné dlouhé useky.
Usecka AB, nam protina Hippiovu kfivku v bodé, ktery oznaéme jako bod X.

JelikoZz vime, Ze bodem X prochazi i posunuta usecka BC, snadno nalezneme jeji

prusecik s use¢kou AB a tim bude bod B;.

Use&ku B;B rozdélime na tii &asti. Tak, Ze si zvolime polop¥imku napfiklad pod dhlem
45°, v naSem pfipadé to bude polopfimka +— B;F. Na této polopfimce sestrojime 3
kruhové oblouky o stejném libovolném poloméru. Prvni kruznice bude mit stfed v bodé
B, kazda dalsi kruznice bude mit stfed v nové nalezeném priseciku predeslé kruznice
a polopfimky +— B;F. Z posledni praseciku, ktery oznacime jako bod G, sestrojime
usecku GB. Z kazdého dalSiho priseciku vedeme rovnobézku k usecce GB. Pruseciky
vzniklych rovnobézek a usecky B, B jsou hledané délici body, které déli usecku B; B na
tretiny. Vytvorené délici body naneseme pres kolmici na Hippiovu kfivku, kde nam

vzniknou body X, X,. Nyni sestrojime usecky AX; a AX,.

D C
k
E h BZ
X1
X,
A B, B
G

Obrazek 42: Hippias z Elidy- feSeni problému trisekce tihlu. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu
GeoGebra)
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Nasi kfivku h, tedy Hippiovu kfivku si nyni vyjadfeme analyticky:

Souradny systém bude mit stfed v bodé A a jako osy poslouzi usecky AB a AD, pro které

bude platit: |AB| = |AD| = 1 (viz Obrazek 41).

Oznacme jako a zvoleny Uhel «BAX (a = ¥BAX), kde bod X je prisecik usecky AB, a
usecky B, C; (tedy bod na Hippiové kfivce) a jeho soufadnice jsou oznaceny jako x a y (viz

Obrazek 41).

Z obrazku 41, vidime vztah:

a 1—x
T~
2
T
=—(1-
a 2( x)

Dale z vlastnosti pravouhlého trojuhelniku
plati: X
y
tga = —
g X
y
y=x-tg(a)
¢ (T[ 7TX)
e x 0 — — —
y g 5 o l
X
X A B1
y =x-cotg (T) Obrazek 43: Pravouhly trojihelnik A AB; X.

(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Na obrazku 44 vidime graf této funkce.

Délka uUsecky AD odpovida limité

X

funkce y = x - cotg (%), kde x se blii

LS )

k 0, tedy: 2

|AD| = lim x - cot (E)—E
_x—>0x cotg 2  m

Obrazek 44: Graf funkce y = x - cotg (nz—x)

(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu Maple)
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3.2.2 METODA VKLADANI
Recka metoda, kterd vznikla v 5. - 4. stoleti p¥. n. |., Fesi problém trisekce thlu nasledujicim

zplsobem.

Postup:
e Sestrojme libovolny Ghel <ABC.

e Na pravitku vyznadime body X a Y, tak Ze plati: |XY| = b.

T L XYl b
e Usecka AB ma délku |[AB| = lz—l =5 =a
e Nyni povedeme pfimku r, ktera bude prochdzet bodem A a zaroven bude rovnobézna

s useckou BC. Zapisujme A € r Ar |l BC.

e Sestrojme pfimku k, ktera bude prochazet bodem A a zdroven bude kolma k Usecce BC.

Zapisuime A€ k Ak 1 BC.

e Nyni pfiloZime a posuneme pravitko tak, aby prochazelo bodem B a zdroven protinalo
pfimky r a k, kde prlseciky oznacime jako body E a F, tak Ze pro délku usecky EF plati,
Ze je rovna délce usecky XY, tedy |EF| = |XY|. Podle takto pfilozeného pravitka

sestrojme pfimku m.

e Sestrojime stfed usecky EF a ozna¢me ho bodem S.

Obrazek 45: Problém trisekce tihlu feseni metodou vkladani.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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ProtoZe trojuhelnik A FAE je pravouhly a bod S je pulici bod pfepony, vime Ze |SF| =
|SA| = |AB| = a, z toho vyplyva, Ze trojuhelniky A AFS a A BSA jsou rovnoramenné a

tedy plati:
IAFS = <FAS (v obrazku 45: modré dvojité uhly)

AABS = 4 ASB (v obrazku 45: ¢erné uhly)

Jelikoz vidime jiz z Obrazku 45, Ze uUhel <BSA je vnéjSim uUhlem rovnoramenného
trojuhelniku A ASF a zaroven je znamo, Ze velikost vnéjsiho Uhlu trojuhelnika je rovna
souctu velikosti protilehlych vnitfnich uhli, miZeme konstatovat, Ze jeho velikost je rovna

dvojnasobku Uhlu <SFA, tedy |<BSA| = 2 - |&XSFA]|.

Uhly <AFS a <SBC jsou stfidavé a proto se jejich velikosti rovnaji: |<AFS| = |«SBC].

Z téchto poznatk( vyplyvd, <SBA = 2 - «SBC a proto Uhel <SBC je presné jednou

tretinou zvoleného Uhlu <ABC.
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3.2.3 PAPPUS Z ALEXANDRIE (4. STOLETiN. L.)

Byl to recky matematik a predevsim vyznamny geometr, ktery jako prvni pouzil k feSeni
problému trisekce uhlu kuZelosecky. V nasem pripadé budeme uvazovat hyperbolu a
kruznici.

Postup konstrukce:

Sestrojme hyperbolu, kterd ma vrcholy v bodech 4, B, stfed v bodé S = [m; n], tedy pro
tento priklad: S = [0; 0] a jeji asymptoty sviraji uhel 120°. Hlavni poloosa hyperboly je

rovna &islu a a vedlejsi poloosa je rovna &islu b = a+/3.

Rovnice této hyperboly pak je:

obecna rovnice hyperboly

a? b2
2 2
a? 3a?
h: y?> = 3x* — 3a?

Nyni sestrojime na redlné ose x bod C tak, Zze pro néj plati: |0C| = |AB| = 2a (sestrojime

tedy tento bod jako prisecik osy x a kruznice [(O; r = 2a)).

Nyni se dostavame do faze, kdy nam do konstrukce vstoupi uhel ¢, ktery chceme rozdélit
na tfi stejné ¢asti. V bodech A a C vyneseme z bodu 4, C uhly o velikosti 90° — ¢. Prasecik
ramen téchto UhlG oznacime S. Sestrojime kruznici k se stredem v bodé S a polomérem

SA = SC. Prlsecik kruznice k a hyperboly oznacime X.

Uhel <ACX ozna¢me jako 8 a Uhel CAX oznaéme jako a. Dokdzeme, ze f = 2a a = %(p.

Dukaz tvrzeni f = 2a:

(@) =——  tg() = 52—
o 2tg@)  2y(a+x) 2y(a+x) _ Yy
WO T g @ @r0r -y @rx 36 -a) 2a-x P
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. . 1
Dukaz tvrzenia = 39

Pro dikaz tohoto tvrzeni vyuzijeme toho, Ze body A, C, X lezi na jedné kruznici se stredem
v bodé S. Tedy trojuhelniky A AXS a A SXC jsou rovnostranné. Potom, podle véty o souctu

Uhld trojuhelnika, I1ze ahly u vrcholu S zapsat takto:
XASX = 180° — 2((90° — @)+ a) =2¢ —2a
XXSB = 180° — 2((90° — @) + f) = 29 — 2B = 2¢p — 4«
Z obrazku 46 je zfejmé, Ze soucet Uhll XASX a <XSB je roven dvojnasobku ¢, tedy:
IASX + <XSB = 2¢ = 2¢ — 2a + 2¢ — 4a = 4¢ — 6a, z ¢ehoz Upravou ziskame:

@ =3a.

Obrazek 46: Pappus z Alexandrie- reSeni problému trisekce thlu.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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3.3 RESENI KUBICKYCH ROVNIC POMOCI KRIVEK VYSSICH STUPN(

Stati matematici nebyli pfilis nadSeni z pouzivani kfivek vyssich stupnl pro rfeseni kubickych
problému. Podle Chaslese bylo poufziti takovych kfivek metodicky nespravné. Dlvod
pravdépodobné spocival vtom, Ze konstrukce kuZelosecek byly vté dobé dokonale
popsany, existovaly pomlcky k jejich konstrukci, kdezto pro krivky vyssich stupnud toto
neplatilo. Zaroven je ale nutné uvést, Ze kuZelosecek se da uzit maximdalné pro reseni
kubickych a bikvadratickych uloh, ale uZitim kfivky tfetiho stupné ve spojeni s kruzitkem lze

resit i nékteré rovnice Sestého stupné.

3.3.1 KUBICKA PARABOLA
Jednou se zakladnich kfivek tretiho radu, kterou lze pouzit k feseni kubickych rovnic, je

kubickd parabola, kterd ma rovnici p: y = x3.

Méjme tedy kubickou rovnici ve tvaru x3 — ax — b = 0. Re$enim bude nalezeni praseciku

kubické paraboly p: y = x3 a p¥imky o rovnici y = ax + b.
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Priklad 1:

Vyreste rovnicix3 —x — 2 = 0.

e Narysujeme kubickou parabolu p: y = x3.

e Narysujeme pfimku s:y = x + 2.

e Urdime soufadnice prusecik( kubické paraboly a pfimky P = [1,52; 3,52].
e x = 1,52 je reSenim dané kvadratické rovnice.

e Pro kontrolu provedeme algebraické feSeni. To uz je ale pro tento typ rovnice znacné

sloZité, a proto si pomUZeme vypocetni technikou, kterd dokaze nalézt presné reseni

x =227 + 3V78 + ——— = 1,5214. Tedy algebraické Feieni odpovidd tomu
3 2743178
grafickému.

35

P=(1.52,3.52)

25

0§ 1 18 2 25

Obrazek 47: Graf kubické paraboly p, pfimky s a jejich priseciku P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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3.3.2 DIOKLOVA KISOIDA

Dalsi pouzivanou kfivkou byla Dioklova kisoida (zastarale cissoida), kterou lze zapsat rovnici

x3

c:y? = Opét budeme hledat priisecik s pfimkou p: y = ax + b. Pfevedeme-li obecné

2r—x"
vyjadreni Dioklovy kisoidy na parametrické, tak ziskame nasledujici parametrické rovnice:

2rt? _ertd
ez’ VT T

Dosadime parametrické vyjadfeni do rovnice pfimky p: y = ax + b a ziskame

2rt3 2rt?
=a
1+t2 1+t2

+b - 2rt3 =2art?+ b+ bt? - 2rt3 = 2art? = bt>—b =0

2rt3 — Qar + b)t>?—b = 0.
Konstanty nahradime: d = 2r; e = —2ar — b; f = —b.
A dostavame kubickou rovnici ve tvaru: dt3 + et? + f = 0.

Podle geometrického vyznamu je t = %

Priklad 1:

Vyfeste rovnici t3 — t2 + 2 = 0.

e Nejdfive musime z rovnice uréit parametry primky a Dioklovi kisoidy.
o f=-b->2=-b->b=-2;

o d=2r -2r=1 —>r=%;

e e=—-2ar—b - —1=—2a%+2 ->a=3

3

e Narysujeme Dioklovu kisoidu c: y? = 1x_—x

e Narysujeme pfimku s: y = 3x — 2.

e Urdime soufadnice pruseciku Dioklovi kisoidy a pfimky P = [0,5; —0,5].

-0,5
=—=1.

e Vzhledem k tomu, Ze parametr t = 05

=R I

e Dosazenim vysledku do rovnice provedeme algebraickou kontrolu:

13—-12+2 =0 - 0 = 0. Nalezena hodnota je feenim dané kubické rovnice.
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Obrazek 48: Graf Dioklovi kisoidy c , primKky p a jejich priseciku P.
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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4 RESENi ROVNIC ¢TVRTEHO STUPNE

V tomto pripadé vyjdeme z obracené logiky, tedy vybereme si dvé kuzelosecky, napftiklad

parabolu a kruznici, a ukdZzeme si na jaké typy rovnic ¢tvrtého stupné je Ize pouzit.
Pouzijeme parabolu ve tvaru p: y = x? a kruZnici ve tvaru k: (x —m)? + (y — n)? = r2.
Dosadime rovnici paraboly do rovnice kruznice a tim eliminuje y.
x—-miP+(x?—n)l=r?->x2-2xm+m?+x*-2x’n+n* -1r2=0
xt=2x>n+x?-2xm+m?+n® —-r?=0
x*+(=2n+Dx? -2mx+m?+n®>—-r?2=0
Dosazenim za konstanty c= 1 — 2n,d = —2m,e = m? + n? — r? dostaneme rovnici:
x*+cx?+dx+e=0.

PouZitim pevné paraboly o rovnici p: y = x? a kruZnice se stfedem v bodé [m, n] a
poloméru r, Ize vyresit libovolnou rovnici ¢tvrtého stupné ve tvaru

x*+cx?+dx+e=0.
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Priklad 1

Najdéte Fedeni rovnice x* + 4x? + 6x + 1 = 0.

Sestrojime parabolu p: y = x?2, tedy parabolu s vrcholem v bodé [0; 0] a ohniskem v bodé
[0; 0,25]. Déle sestrojime kruznici, jejiz stied vypoéteme z pfedchazejicich rovnic. Tedy ¢ =
4=1-2n -»n= —%; d =6 =—-2m - m = —3, tudiZ souradnice stfedu kruznice jsou
v bodé: S = [—3; —1,5]. Polomér kruznice uréime dosazenim do posledni rovnicee = 1 =

m?>+n?—1r2=9+4+225-r? - r=,/10,25 = 3,20156.

Sestrojime prlseéiky paraboly a kruinice P; =[-0,19;0,04], P, = [—1;1], FeSenim

rovnice jsou soufadnice x téchto prusecikd, tedy x4 = —0,19 ax, = —1.

Obrazek 49: Graf paraboly p, kruznice k a jejich priseciky P; a P, .
(Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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ZAVER

ZAVER

Tato prace mé zavedla pfedeviim do starovékého Recka, kde jsem s UZasem objevovala
genialitu tehdejSich matematikd. V nékterych pripadech bylo pomérné slozité prevést
jejich postupy a metody, které byly vytvoreny k reSeni konkrétnich problému, na feSeni
algebraickych rovnic. Nékteré metody mé presunuly i do renesance, tedy do doby, kdy
Evropa zadala objevovat Antickou moudrost. V matematice se byla opét schopna, po
dlouhych dobach temna, dostat na Uroveri starovékych Rekdl a zaéit jejich myslenky déle
rozvijet. V tuto chvili jsem si teprve uvédomila, jak slozité to pro né muselo byt, protoze az

Descartes prichazi s néjakou formou algebraického zapisu.

Osobné mé nejvice zaujaly diky své ndzornosti metody, které vedly ke konstrukci pomucek
a aparatd, jako byla Platonlv rdm pro feSeni Delického problému, nebo mesolabium

Eratosthena. Platon(iv ram jsem se pokusila i s pfimérenym Uspéchem sestrojit a pouzit.

Béhem prace jsem se znacné zlepsila v pouzivani matematickych softwar(, specialné ve
vytvareni geometrickych konstrukci v programu GEOGEBRA. Predpokladdam, Ze tyto
dovednosti vyuziji ve své budouci praxi a dostojim tim slibu doc. RNDr. FrantiSku Jezkovi,
CSc., Ze budu predevsim ve vyuce geometrie, jako budouci pedagog, aplikovat Komenského
nazornost, tedy ke kazdému teoretickému vykladu pridat také mnoho vysvétlujicich

obrazkd.
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RESUME

RESUME

This bachelor thesis is focused on the historical ways on how to solve algebraic equations
of the third degree and higher using graphical means. The main part is devoted to solving
algebraic equations of the third degree. Much of the thesis is dedicated to solving two great
problems of the ancient Greeks - the trisection of any given angle and the doubling of the

cube.

The first part shows the basic theoretical background and the basic construction of conic
sections and the basic means of how to solve quadratic equations graphically. The main
part contains several historical methods on how to solve algebraic equations of the third

degree. The last part is devoted to solving algebraic equations of higher degrees.
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