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SEZNAM ZNAKU

Seznam znaku

N mnozina prirozenych Cisel

R mnozina realnych Cisel

C relace ,,byti podmnoZinou”

an, bn, Xn,...  0znaceni n-tého ¢lenu posloupnosti a, b, x...
S. V.. pro skoro vSechna n

€ nalezi

3 existuje

A neexistuje

v pro vsechny prvky



Uvop

Uvod

Ma diplomova prace na téma ,Posloupnosti realnych cisel a reSené piiklady“
pojednava, jak uz nazev napovida, o posloupnostech realnych cisel.
Pod pojmem posloupnost si dokaZe néco predstavit uz stfedoSkolak, protoze pravé na

stredni Skole se o posloupnostech néco dozvidame prvné.

Rada bych Ctenare seznamila nejen se zakladnimi typy posloupnosti jako je
aritmeticka a geometricka, které pravé zname uz ze stredni Skoly, ale i témi méné
znamymi posloupnostmi mezi lidmi, ktefi se matematikou nezabyvaji. Takovou

posloupnosti je napt. Fibonacciho posloupnost.

U kazdého typu posloupnosti, ktery tu budu zminovat uvedu nékolik ptikladi, aby vse
bylo nazorné a snadné k pochopeni, protoze z prikladi se clovék nauci Iépe nez

Z teorie.

V prvni kapitole si pfipomeneme, co to vlastné posloupnost je, jaké ma vlastnosti a jak
se vySetiuje.

V druhé kapitole se budu vénovat tém nejbéznéjsSim posloupnostem - témi jsou
aritmeticka a geometricka a zvlast i prirozeny prirtistek a ubytek.

Treti kapitola bude vénovana pouze reSenym prikladlim a prevodim mezi
jednotlivymi zadanimi posloupnosti.

Ctvrta kapitola bude pravé o specialnich posloupnostech, tou je tieba Fibonacciho

posloupnost.
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Kapitola prvni: Pojem posloupnost

Vymezeni pojmu

Definice (Posloupnost realnych cisel)

Posloupnost realnych cisel, resp. realna posloupnost je funkce, ktera na
defini¢nim oboru nabyva hodnot mnoZiny prirozenych Cisel N a na oboru hodnot

nabyva hodnot podmnoZiny redlnych ¢isel R.

Je to tedy vlastné zobrazeni. Pokud tuto podmnozinu realnych ¢isel oznacime H, tedy
HcR, pak toto zobrazeni mizeme zapsat jako

N — H: n — Xn.

N-ty Clen posloupnosti zna¢ime jako an, nebo jakékoli jiné pismeno s dolnim indexem

n, podle toho, jak je posloupnost nazvana.

Motivace

Proc¢ vlastné posloupnosti zavadét? Kazdé téma si zaslouzi kratkou motivaci.

1. modelovani diskrétnich jevi - ekonomické a finan¢ni modely, demografie, biologie,

vypocetni sloZitost, ...

2. pomoci posloupnosti (popf. fad) se definuje spojita analyza, zavadime pojmy

spojité analyzy jako jsou napriklad: limita, spojitost, derivace, integraly, ...

Zpusoby zadavani posloupnosti

e Vzorcem pro n-ty ¢len (explicitné): Zadana posloupnost an je funkce
S proménnou n.

Priklad: an = n!
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e Rekurentnim zdpisem: Vypisem ¢lent a vzorcem.
Priklad:ai1=5;an+s1=2'an-1;n €N
e Vyctem prvku: Priklady: (1, 2, 3,4, 5,6, ...); (1,4, 9, 16, 25, 36, ...)

NejznaméjSim rekurentnim zapisem posloupnosti jsou aritmeticka a

geometricka posloupnost, se kterymi se bliZze seznamime v dalsi kapitole.

Mezi jednotlivymi zplisoby zadani posloupnosti se mize prechazet. To si ukdaZeme na
kratkém prikladu:

Pr.: Méjme posloupnost zadanou vyctem prvka: (-7, -2, 3, 8, 13, ...). Urcete rekurentni
a explicitni zadani posloupnosti.

Reseni:

- nékolik prvnich ¢leni posloupnosti:

a; = (=7)
a, =(-2)
a; =3
a, =8

a5:15

Postieh: dalsi ¢len se ziska pri¢tenim 5 k predchozimu ¢lenu posloupnosti —

rekurentni zapis: ai1=(-7);ans1=an+5;n €N
- hledam zavislost mezi n a numerickou hodnotou n-tého ¢lenu posloupnosti, pri
znalosti, Ze je kazdy nasledujici ¢len o 5 vétsi
-napi.a; = (-7)=5-1-12
a,=(-2)=52-12

—> explicitni zpis: an=-12+5n;n €N

Grafické (geometrické) zndzornéni posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako klasické funkce, mizeme i graficky znazornovat. Pro
znazornovani posloupnosti se nejcastéji vyuziva souradnicového systému v roviné.

DalSim, avSak méné Castym zplsobem je znazorniovani na redlné Ciselné ose. Oba tyto
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zpusoby si nyni ukazeme, ale v dalSich feSenych prikladech v této praci budu uzivat

uZ jen souradnicového rovinného systému.

Priklad 1 (Grafické znazornéni posloupnosti)

Zadani: Vypiste prvnich 10 ¢lent posloupnosti a,, = (Z—:;) a graficky je znazornéte.
n=1

Vypocet:
141 641 7
UETI273 %=6r2 8
2+1 3 7+1 8
=271 =TI
341 _8+1 9
=37275 =852 10
4+1 5 9+1 10
Ay =——=- Qg = ——=—
4+ 2 9+2 11
541 6 1041 11
B=51277 0= T0+2 " 12

Graf v rovinné soustaveé souradnic vygeneruji pomoci matematického softwaru

Mathematica8: n+l

In[il:= aln ] =

n+2
Table[a[n], {n, 1, 10}]
a"s 6 7 8 8" 1w 11’ 12}
InE:= Show [Plot[{y, 0, 1}, {x, 1, 10}],

ListPlot[Table[a[n], {n, 1, 1011,
PlotStyle » {Blue, PointSize[0.02]1}]]

1.0

(R4 L ]

06

Out[3}=

0.1F
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A jesté zbyva zobrazeni na realné ciselné ose:

. ® & @ ® ¥ 280

ds
al aZ a3 a:- a-’

Zde se samozi'ejmé jedna pouze o diskrétni body.

Vlastnosti posloupnosti

V definici realné posloupnosti jsme si pripomnéli, Ze se vlastné jedna o zvlastni pripad
funkce majici za defini¢ni obor mnozinu prirozenych c¢isel N. TakZe stejné jako funkce

maji i posloupnosti vlastnosti, které dokazeme urcit.

1. OMEZENOST
Posloupnost (a, )=, se nazyva:

e shora omezenj, jestlize 3 Cislo S takové, Ze plati: a,, < S, VneN,
e zdola omezen3, jestliZe 3 Cislo Z takové, Ze plati: a,, = Z, VneN,
e omezena, jestlize 3 ¢islo A>0 tak, Ze plati: |a,| < A4, Vnel,

nebo-li je omezend shora a zdola zaroven.

Dilezitym tvrzenim pfti urCovani omezenosti je pravé toto tvrzent:

JestliZe (a,) konverguje na mnoziné R, pak je (a,,) omezena.

Musime si dat ovSem pozor na to, Ze se zde jedna o implikaci ,=*, ne o ekvivalenci

,<", takze toto tvrzeni nemusi platit obracené.

Priklad 2 (Urc¢eni omezenosti posloupnosti)

Zadani: Urcete, zda je posloupnost (a,)y=; omezena, omezena shora ¢i zdola, nebo

. . 1
neni omezena. (a)meqg =1— -
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Jako prvni si ovéime konvergenci:

1
lim (1 — —) =1
n—oo n

Posloupnost je konvergentni, je tedy zarucené omezena. VypiSeme-li si prvnich par

¢lent, hned pozname, jakymi hodnotami je omezena.

a, = 1-1=0
1
G=1-5=5
1
I afn ]=1--;
n
a3 — _—_= = Table[a[n], {n, 1, 20}]
,3123456?89101112131415161?181&
QutfdlE g0y —e T T T T T T T T TTe TCe TTe T TTw T T o T T
Y2 3 4 5 & 7 8 &% 10 11 12 13 14 15 1& 17 12 18 20°
1 3
a, = R In[7}:= Show [Plot[{y, O, 1}, {x, 1, 20}],
4
4 ListPlot[Tablel[a[n], {n, 1, 20}],
PlotStyle -+ {Blue, PointSize[0.02]}]]
1.0
e o 8 o0 o 800
as=1—==-
5 5 sl «*
L ]
L]
[ X3
Out] L
04F
L1 .
Qo =1—==-~
20 20

10 15 20

1
Tato posloupnost je tedy shora omezena hodnotou 1 a zdola omezena hodnotou pr
2. MONOTONNOST

JestliZe je posloupnost monoténni, tak to znamena, Ze je bud’ rostouci, nebo klesajici,

nerostouci ¢i neklesajici.
Posloupnost (a,)=; se nazyva:

e rostouci, praveé tehdy kdyZz VneN plati, Ze: a,,.1 > a,,
o klesajici, prave tehdy kdyz VneN plati, ze: a1 < a,,
o neklesajici, pravé tehdy kdyz VneN plati, zZe: a,,,1 = a,,

e nerostouci, pravé tehdy kdyZz VneN plati, Ze: a,,1 < a,.
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V odbornych textech se miiZzeme setkat i s pojmem ,ryze monoténni posloupnost” coz

je posloupnost, ktera je ostre rostouci nebo ostre klesajici.

Priklad 3 (Urceni monoténnosti posloupnosti)

_ (n+1)!

Zadani: VySettete, zda je posloupnost (a,)yeq = T monoténni.
Vypocet:
an ?7? An+1

(n+1)! . (n+2)!
n s n+1

n+1)-n! ?7(n+2)-(n+ 1) -n!

2n 22"
1 . n+ 2
7?7 —
1 77n+1
2?7 <
0 < L
2

Vysledkem je, Ze n-ty ¢len posloupnosti je mensi nez n + prvy Clen. Takze tato

posloupnost je ostfe rostouci, je tedy i ryze monotdénni.

Extrémy posloupnosti

Minimum a maximum:

Minimalnim ¢lenem posloupnosti (a,) je ¢len am < plati pro kazdé n € N:

a, = ap.

Maximalnim ¢lenem posloupnosti (a,) je ¢len am < plati pro kazdé n € N:

a, < apn.

V nékteré literature jsou tyto Cleny oznacovany jako nejmensi (minimalni) a nejvétsi

(maximalni) ¢leny posloupnosti.

10
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Infimum a supremum:

Infimum posloupnosti (a, ) nazyvame infimum mnoziny M = {a,,a,, as, -, a,},je-1li

posloupnost (a,) zdola neomezend; zapisujeme inf(a,) = —oo.

Supremum posloupnosti (a,,) nazyvame supremum mnoziny M = {a,, a,,as, -, a,},

je - li posloupnost (a,,) shora neomezena; zapisujeme sup(a,,) = oo.

Jinymi slovy se vSechny tyto 4 extrémy posloupnosti daji shrnout do této souhrnné

definice:

Necht' M je neprazdnd mnoZzina, potom:

Minimum mnoZiny M je nejmensi prvek mnoziny M,
maximum mnoziny M je nejvétsi prvek mnoziny M,
infimum mnoZiny M je nejvétsi dolni mez mnoZiny M,
supremum mnoziny M je nejmensi horni mez mnoZiny M,

pokud existuji.

Priklad 4 (Vvsetieni extrému posloupnosti)

VySetrete extrémy nasledujicich posloupnosti:

(@i = MIN | MAX | INF SUP

(bu)? =5 (a)f | -1 1 1 1

()T = (=)™ (b)Y A 1 0 1
(cn)? A A —00 +00

Vse je hezky vidét i z grafii danych posloupnosti. Tyto grafy byly vytvoreny v softwaru
Mathematica8.

11
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1. posloupnost (an)
M= aln ] = (-1)7
Takle[a[n], {n, 1, 11}]
Show [Plot[{y, -1.5, 1.5}, {x, 0, 11}],
ListPlet [Table[a[n], {n, 1, 11}],
Plot5tyle - {Blue, PointSize[0.02]}]]

oufi= (-1)7"

oufz= {-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1}

1.5
10 L] L] L] » »
05

Ot :: T T T | 1 1 1 1

. 4 & ] 10

05
-1o0f e . . . . .
-1:pF

2. posloupnost (bn)
Inf4]= b[n ] = (1/m)
Table[b[n], {n, 1, 10}]
Show [Plot[{y, 0, 1.1}, {x, 0, 10}],
ListPlot[Table[b[n], {n, 1, 10}71,
PlotStyle —+ {Blue, PointSize[0.02]1]]

1oF L

[ A

(=]
E
]
i

04

=
da
o
=
—
=]

12
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3. posloupnost (cn)
Inf10}= e[n ] = (-2)7
Takble[c[n], {n, 1, 11}]
Show [Plot[{y, -64, 64}, {x, 0, 6}],
ListPlot[Tabkle[c[n], {n, 1, 11}],
Plot5tyle -+ {Blue, PointSize[0.02]}]]

Out[10}= (-2)"

ouit= {-2, 4, -8, 16, -32, €4, -128, 256, -512, 1024, -2043)}

g0l .

aolk

=]
il
e

Priklad 5 (I]loha k procviceni vySetireni vlastnosti posloupnosti)

2n->5
Pro zadanou posloupnost (a,){ = o1

a) Urcete prvnich 10 ¢lent
b) Zjistéte, zda je monoténni
c) Zjistéte, zda je omezena

d) Vykreslete graf posloupnosti

13
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ResSeni:
2:1-5 -3 1 2:6-5 7
a = = —= - = = - = 7
) 17214117 -9 3 67 26-11 1
22-5 -1 1 27-5 _ 9
a, = = — = - a; = =-=3
22-11 -7 7 2:7-11 3
2:3-5 1 1 2:8-5 11 11
a3 = == a8 = = —_—= —
2-3—-11 -5 5 2:8—11
2:4-5 3 29-5 13 13
a4: :—:—1 a9: = — = —
2:4-11 -3 2:9-11 7 7
2:5-5 5 2:10-5 15 5
a5= =—=—5 alO_ = __—_ =2
2:5-11 -1 2:10-11 9 3
b)
a, 777 Ani1
2n—15 o 2:-(n+1)-5
2n — 11 2-(n+1)—-11
Vysledkem je, Ze n-ty ¢len
2n—75 oo 2n—3 y )€ 4
2n — 11 T 2n—9 posloupnosti je vétsi nez n + prvy

Clen. TakZe tato posloupnost je
4n? — 28n + 45 ?7?? 4n? —28n + 33 5 _
ostre klesajici, je tedy i ryze

45 > 33 monotonni.

c) Nejprve si ovérme konvergenci:

2n—>5 o0 2n 1‘%)
1im< )———lim =1
n—oo 2n—11 o0 n—-oo 11

2 1—2—)
n

Posloupnost je konvergentni, je tedy zarucené omezena. Shora je omezena Sestym

Clenem, tedy Cislem 7, zdola je omezenda patym c¢lenem, tedy cislem (-5).

14
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d) Graf vygenerovany softwarem Mathematica8:

inzzi= aln 1= ((2n-5) / (2n-11))
Table[a[n], {n, 1, 30}]
Show [Plot[{y, -10, 10}, {x, 1, 50}],
ListPlot[Table[a[n], {n, 1, 50}],
PlotStyle » {Blue, PointSize[0.01]}]]

15 47 4% 17 53 55,

-5+2n
Out[22=
-11+2n
13 5 17 1% 7 23 25 9 2% 31 11 35 37 13 41 43
Out[23F {_r_r__r_lr S50 T 3 T T T T T T TTa T T T TTa T T T TTh TTh T T T T T T ]
7 3 11 13 5 17 19 7 23 25 & 28 31 11 35 37 13 41 43 15 47 49
10
sk
T e - . ererrrencreees
. 10 20 30 el 50
5k
-10
Vv ’ 7
ZvétSeni samotného grafu:
10F
-
] )
L]
-
L ETT
| L N T Y S S R I
Ciut[24]= .D--..uul||.-.I|.|1I.||.I|..|I
L . 10 20 30 40 30
- ™
-10F

15
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Podposloupnost posloupnosti

Pro danou realnou posloupnost (an): N — R a posloupnost prirozenych ¢isel (kn):

N — N zavddime podposloupnost posloupnosti (an) a zna¢ime ji (ay, ).

Priklady:
a, = (D" > (a,) = (-1,1,-1,1,-1,1,...)
b, = 2n > (by) = (2,4,6,8,10,...)

(ap) = (L,1,1,...)
(by,) = (4,8,12,16, ...)
(by,,) = (8,16,32,64, ...)

Véta: Monotonni podposloupnost

Z kazdé posloupnosti lze vybrat monoténni podposloupnost.

Véta: Bolzano - Weierstrassova

Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

[lustrace:
7\
ey 1 7 T 7
fen)]
4 774/
-14. pra 5¢ X %

Limity posloupnosti

,2Limita“ pochazi z latinského ,limes“ coZ by v jazyce ¢eském bylo preloZeno jako

«

,mez".

VySe jiz byla limita posloupnosti vypocitana u ovéreni, zda je posloupnost omezena.

16



POJEM POSLOUPNOST

Definice (Limita posloupnosti)

a) Rekneme, e posloupnost (an) ma vlastni limitu, existuje - li a € R tak, Ze plati:

provSechna€ >0 3Iny, €N provSechha n€N: n>ny=|a, —al <e.

Poté fikame, Ze posloupnost (an) je KONVERGENTNTI a piseme:

an
asE 4 — I ——
R e 1/ L4 ki
+
+
+
+

No

b) Posloupnost je DIVERGENTNI, pokud neni konvergentni (tedy nema vlastni limitu).

e diverguje k +oo, pokud pro vSechna K > 0 In, € N provSechnan >ny = a, > K

ediverguje k —oo, pokud VK > 0 In, € N pro vSechnan >ny, = a, < —K

Nevlastni limita .... lim a, = +o

n—-oo

c) Takové posloupnosti, ktera nema ani vlastni limitu ani nevlastni limitu rikame

posloupnost OSCILUJICI. Jeji limita tedy neexistuje.

Vlastnosti konvergentnich posloupnosti

Pro kazdou konvergentni posloupnost plati, Ze:

1. kazda posloupnost ma nejvySe jednu limitu,

2. kazda konvergentni posloupnost je omezena, |K=0

3. kazda omezend a zaroven monoténni posloupnost je konvergentni. | 0O+M=K
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Posloupnosti

@ nemtiZe nastat (0+M=K)
Q/ nemiiZe nastat (K=0)
M = monotdnni posloupnosti

K = konvergentni posloupnosti

0 = omezené posloupnosti

Dukazy:
1. 3 nejvysSe 1 limita

SPOREM: 3 alespon 2 limity a, b

da€eR VE Any, Vm: n>ny = la, —al <e

db#a,beR VEIn, Vm:n>n, = |a,—b|<e

v, . |b—al
Staci zvolit € =

b_
Ang: n>n0:|an—a|<%

a z toho plyne

18
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2.K=0
Z definice konvergence: 3a VE Any, Vn, n > ny: la, —al <e
zvolim pevné €: Ang: Vn>n, a—c¢<a,<a+e¢

MnoZina M = {al,az, ...,ano}je konetna > 3P = max{al, a,, ...,ano}

dp = min{al, a,, ...,ano}

dn + * *P
+ at e
+
+ + +
SN IR DS A S
* & + +
+ a-¢
. * xp
m = min{p,a — €} O

M = max{P,a + &}

3.0+M=K

Z definice omezenosti: 3m,M € R m < a,, < M (existuje infimum a supremum

posloupnosti a,,).
Isupa, —|Ve|In* €N Ay > supa, — €
an* je uvnitr € — pasu

staci zvolitn, =n" —1 ]

Algebra limit
Méjme dvé konvergujici posloupnosti (an) a (bn) takové, Ze jejich limity:

lim a, =a
n—+oo

lim b, = b.

n—-+oo

19
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Potom 3 limity a,, + b,,; a,, - bn;Z—" kde b, #0a b # 0.
a) lirP(a-aniB-bn)=a-aiﬁ-b kde a, BeR
n—->—+4oo

b) lim a,-b,=a-b

n-—-+oo

. an _ a
c) lim =

n-+oo by

Neurcité vyrazy v limitach posloupnosti

Nékdy pri vypoctu limity posloupnosti se stane, Ze vyjde tzv. ,neurcity vyraz“. Za

cokoliv

Vi s/ o o 0 0 q00 T
neurcité vyrazy povazujeme —, 00 — 00,0 - 0o, ,0%,00%, 1%, Tyto neurcité vyrazy

poskytuji riizné vysledky a zplisob vypoctu téchto limit bude ukazan v reSenych

prikladech nize.

LIMITY POSLOUPNOSTI — RESENE PRIKLADY

» Limity bez neurditych vyrazu

. 1
elim-=0
n-oon

e limn = o

n—-oo

e limn? = o

n—-oo

o lim (%+5)=5

n—-0oo

e lim (4+%)=4

n—-oo
Tyto nejjednodussi typy limit vypocitame snadno. Za n se dosadi hodnota, ktera je
dana pod symbolem pro limity ,/im“ a vyjde hodnota celé limity.
Limitam, ve kterych vyjde konkrétni ¢islo, Fikame limity vlastni. Naopak v pripadech,

kdy vyjde oo, tak témto limitam rikame nevlastni.

n+2 1

n-ooo 2n+1 - 2

20
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V tomto prikladé se n nevyskytuje jen jednou a limitu vypocteme tak, Ze najdeme
nejvyssi stupen n - v tomto konkrétnim prikladé je to n? a vysledek odpovida jejich
koeficientlim.

» Nékteré zpusoby vypoctd limit s neuréitymi vyrazy

4 1
an*+n? o, ., n (4+n_z)
e lim Y lim — i — 4
n-oo nN*+n o) n—oo n4(1+—2)
n
. 2n?-(n-2) . 2n3-4n? 2
Iim ———= lim —— = —-
n-oo (1—-3n)-(2+n?) n—oo 2+n2-6n-3n3 3
4 (1,27 1,27
w27 o nh(Gn) ()
e lim — = =< = lim ==0
n-oo n*+15 n—oo n4-(1+—4) n—oo (1+—4)
n n

V tomto pripadé se uz nejvyssi stupné mocniny u n nerovnaly. Proto se musi vytknout

stejny stupen mocniny n pired zavorku a v dals$im kroku vykratit.

e lim n+D!+(n+2)! .. (n+1)!+(n+2)-(n+1)! .. 1+(n+2)
noow  (M+4)! | pSe (n+4)(n+3)-(m+2)(n+1)! | noco n3+9n2+26n+24
3 1 3
n+3 ; n(5+3)

= 9 26 24):0

lim — 3 i )
n—oo n3+9n2+26n+24 n—oo n3- (1+ +_+_
n

n1/2- ’1+l 1+l
vn+1 . n+1 B n : n " 1 "

e lim = lime—m—m—m—=lim——————===1lim == ="—"=®
n—-oo 3\/ n—oo 61/(n+2)2 n-ooo 1/, 6 n2+4n+4 n—-oo 6 1,44 0+
n3 n n2 n3
n[(3\"
lim 3N42.5M T 5 [(5) +2] 2
. - = — > 1 _Z
n—oo 50t1-_2n n-—oo gn. [5 2)n] 5
5
vni+n+vni+1
e limVvnZ+n—vn2+1=o-0 = lim(Vvn2+n—-vnz+1 =
o Tl—’°°( ) VnZ+n+vn2+1

lim (n2+n)-(n+1) _ - lim —1 1 =2 g — ) 1__
oo V2 n+VnZ+l | noco VRZ4ntvnZ+l oo n-oo < /1+ —+ /1+—>

V tomto prikladu se elegantné vynasobenim ,chytrou jednickou“ piejde od neurcitého

7 n n ol 7 7 o 1 7 7 V7 T4
vyrazu "o — co” k neurcitému vyrazu " —", ktery se lépe pocita a byl pocitan

v prikladech vyse.
2 2 2 3 2 3 2
. n n . n+4)—-n<(n+5 n>+4n“—-n>-5n
[ ] llm (— —_ —) = “OO-OO“ = l]m ( ) ( ) l i
n—ooo \n+5 n+4 n—ooo  (n+4)(n+5) n—ooco  NZ2+9n+20

2

lim ———
n—oo N2+9n+20
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. 5n+2 n O, . vi s s w Oy o v v
e lim ="=-" _—» dostaneme-li neurcity vyraz " —" miizeme pouZit tzv.
n-ooo N+1 oo} By

L’ Hospitalovo pravidlo [¢teme: Lopitalovo], které rika, Ze samostatné Citatel
i jmenovatel zlomku se musi zderivovat. Toto pravidlo lze pouZit i opakované
v jednom prikladu. Ted se vratme k prikladu a dopocitame jej:

5n+2_"OO"EP_ 5

=5

m m -
n-oo n+1 [e'e} n-oo 1

Definice Eulerova cisla

Eulerovo Cislo je iracionalni - ma tedy nekonecny desetinny rozvoj bez periody. Dale
je Eulerovo ¢islo i transcendentni - tzn., Ze nemize byt kofenem kone¢ného
mnohoclenu, ktery ma celociselné koeficienty.

Zadefinuji ho pomoci limity:

n

e:= lim (1 + —)
n—-+oo n

limita ,e” - pro ostie rostouci posloupnost (an)
- pro omezenou posloupnost (an)

- pro konvergentni posloupnost (an)
e=2,7182818284...

e&Q

» Vypocty limits ,e“:

_ 1" 1
lim (1——) =e l=C
e

n—-+oo n

n+ 3\" 1 \"Hn+e
lim ( ) = lim (1 — ) =e!
n->+oo \n + 4 n—+oo n+4
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n2 1\

1
lim (1+—) = lim (1+—) = 4o
n—-+oo n n-+oo n

n n

1 1
lim (1+—> = lim (1+—) =el=1
n—o+oo n2 n—+oo n2

Co2n+5\"°  2n454+2-2\""°% 2 \"e
ler ( ) = lim ( ) = lim (1— )
n—-+4oo

2n+7 n—+oo 2n+7 n—+oo 2n+7
2n+7
(n+6) 3757
— 1 2 _ 4
= dm 1oy =€
2

Véty o nerovnostech posloupnosti

a) a, = b, proskorovsechnan= lim a, = lim b,
n—oo n—oo
b) lim a, > lim b,, = a,, > b, pro skoro vSechna n
n—ooo n—ooo

Poznamka: Pozor!

lim a E lim b a, = b

Nn—o0 nn_)oo n>§ A n

anbn pro skoro vSechna n’>¥ nll_t:f(l)0 a nll_rgo b,

Véta o sevieni posloupnosti

Tato véta je i znama jako véta ,,0 dvou policajtech”.
Méjme posloupnosti (an), (bn), (cn) splitujici:
1. an < bn < cn pro skoro vSechna n.
2. lima, =1lim ¢, =a
n—oo n—oo

pak plati, Zze lim b,, = a.
n—oo
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4\
an | %
*
*
¥
%
e ®
¥ ™
Ve >
®
@ — = == == 5
» » ”
* » -
e
X
x
X
>
n
Priklady s ireSenim, které vyuzivaji vétu o sevi‘eni:
e lim Vn h - velmi mala hodnota
n—-oo
1<VYn<. n<@+n*  swvn /Y
1<Vn<1+h
> limYn=1
n—-oo
e lim n
n—ooo n
0< n o _ 1234 |1
nn nnn..n n
l cn—>0
an— 0
. !
= lim —=0
n-oon

LVedlejsi“ vlastnosti limit posloupnosti

1. ,Cauchyovskost“ - alternativni definice limity

Posloupnost (an) je Cauchyovska, pokud
»2 prvky se lisi
Ve>0 3dngeN vmneN, m,n>ny=|a,—a,| < libovolnémilo"

24



POJEM POSLOUPNOST

Lemma:

e (= 0 [je-li posloupnost Cauchyovska, je i omezend]

an N

*mv "

>
N

e K& C[posloupnost je konvergentni prave tehdy, kdyz je Cauchyovska]

Posloupnosti

Omezené
posloupnosti

2. Hromadny bod posloupnosti

(an) je realna posloupnost. Cislo ¢ € R je hromadny bod (¢aste¢na limita)

posloupnosti (an), existuje-li podposloupnost a; . = c.

MnoZinu vSech ¢aste¢nych limit posloupnosti (an) oznacime

M = {c € R: c je Castecna limita (a,)}.

25



Priklady (hromadny bod posloupnosti):

1
1.an=;

I=aln]=1/n

Table[a[n], {n, 1, 15}]
Show[Plet[{y, 0, 1}, {x, 0, 15}],
ListPlot[Table[a[n], {n, 1, 15}]1]1]

|~

LY

2.b, = (D"

n#l= bn ] = {-1)*n

Table[b[n], {n, 1, 6}]
Show [Plot[{y, -1, 1}, {=, 0, 7}],
ListPlet[Table[b[n], {n, 1, 6}],
FlotStyle -+ {Blue, Point3ize[0.03]}]]

-1"

== {-1, 1, -1, 1, -1, 1}

1.0 ! 3 ® L
os|
L L L L L L L
1 1 3 4 5 7
—0sf
-10f L ] - -

26
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. n
3.a, = sm?"

Ny

A
4'L ¢ -
™% % & ¥ &'
A4 °
M={-1;0; 1}
4.d,, = (nmod6)
Awp
5t © ° 3
® L] ¢
- e o . °
1 [} L ] °
5 . . 10 . 15 7,w

M={0;1;2; 3; 4; 5}

3., Dolni“ a ,horni“ limita

MnoZinu vSech ¢aste¢nych limit posloupnosti (an) oznacime

M = {c € R: c je Castecna limita (a,)}.

Doln{ (spodni) limita posloupnosti (an) je ¢islo lim a, := infM =liminfa,
n—-o0o

n—oo

jinak zndma i jako LIMES INFERIOR.

Horni limita posloupnosti (an) je ¢islo lim a,, == supM = limsup a,
n—-oo

n—oo

jinak znama i jako LIMES SUPERIOR.
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Znaceni:

e DOLNILIMITA: lim a,,

n—-oo

e HORNILIMITA: Iim a,,

n—->oo
Priklady:
lim(-1)" = -1

n—->0oo

Im(-1)*=1
n—>oo

lim (=2)" = —o0
n—-oo

Iim (—2)" = +o0

n—oo

Priklad: Urcete predpis (+graf) posloupnosti, kterda ma lim a,, = 0a lhim a,, = +oo.

1’l—>_00 n—oo
oz ] Do e ,
6T g
M = {0; + oo} '

o i L

2 H G g 10 7W

Véta: O limité podposloupnosti vvbrané z dané posloupnosti

Ma-li posloupnost (an) limitu, pak kazda jeji podposloupnost (ay, ) ma tutéZ limitu.
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Vo

Kapitola druha: Nejbéznéjsi posloupnosti

Aritmeticka posloupnost

Definice aritmetické posloupnosti

Aritmetickou posloupnosti rozumime takovou posloupnost, v niZ je rozdil dvou
(bezprostiedné) po sobé jdoucich ¢lenti konstantni. Tento rozdil an+1 - an = d, kde d je

tzv. DIFERENCE, d € R.

DULEZITE VZORCE PRO VYPOCTY V ARITMETICKE POSLOUPNOSTI

Rekurentni vzorec aritmetické posloupnosti:

Qn+1—dn=d neboli an+1=dn+d kden € N.

Vzorec pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti:

an=ai1+(n-1)-d

Vzorec pro vypocet souctu prvnich n ¢lenii:

Sp=ay +a+az+--+ay

n-(ay +ay,)
=TT

Vzorec pro rozdil dvou ¢lenti aritmetické posloupnosti:

a-—as=(r—s)-d

RESENE PRIKLADY NA ARITMETICKOU POSLOUPNOST
1. ]Je dana posloupnost {2, 5, 8, 11, 14, 17, ...}. UrCete, zda se jedna o aritmetickou

posloupnost a pokud ano, vypocitejte azo.
Reseni:
Jedna se o aritmetickou posloupnost, protoze d = 3.

azo=a1+19-d=2+19-3=2+57=59
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2. Rozhodnéte, zda se jedna o aritmetickou posloupnost, ktera je dana rekurentné:
ai=7

ant1=2-an-3n-1
Reseni:

Abychom mohli rozhodnout, zda se jedna o aritmetickou posloupnost, dopocitame

nékolik dalSich ¢lenti a zjistime, jestli ma posloupnost diferenci.
az=2+ra1-3-1-1=2-7-3-1=10 D )

a3=2'a2-3'2-1=2-10-6-1=13

D — [a=3
as=2-a3-3-3-1=2-13-9-1=16 )

as=2+a4-3:4-1=2-16-12-1=19

Posloupnost je tedy aritmeticka.

Dukaz:

Apyq = 20, —3n—1

Any1=ap,+d=a, +3

2a,—3n—1=a, +3

4=a,—3n

a,=4+3n

-dale plati, ze:a, =d-(n—1)+a;, =3-(n—-1)+7
3-(n—1)+7=4+3n

in—3=4+3n-7

3n—-3=3n-3 - to musi platit pro vSechnan. m
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3. Je dana aritmeticka posloupnost: as = 11

as =14
ar=7?
d=?

Regeni:

d=as-a4+=14-11=3

ait=as-3-3=11-9=2

4. Je dana aritmeticka posloupnost: azo = 35
aso =55
az =7

Reenf:

azo=az+10-d - 10-d=a30-a20=55-35=20 - d=20:10=2

azs=ax+5-d=35+5-2=35+10=45

5. Je dana aritmeticka posloupnost: a1 =450
d=(-24)
an=210
Sn=7

Reeni:

an=ai+(n-1)-d
210=450+ (n-1) - (-24)
210 - 450 = (-24n) +24
210 - 450 -24 = (-24n)
-264 = (-24n)

n=11
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n-(a; +ay)
=T

11 - (450 +210) _11-660

=11-330=3630
2 2

S11 =

6. Je dana aritmeticka posloupnost: a1 = 2

Redeni:

n-(a, +ay,)
sn=—2

Do vzorce pro prvnich n-Cleni potrebuji an, které ze zadani nezname:

an=ai1+(n-1)-d=2+n-1)-3=2+3n-3=3n-1

Ted uz miiZzeme Clen an dosadit do vzorce pro soucet prvnich n-¢lent, zatim

vyjadreny pomoci neznamého n.

_n-(ag+ay)

Sn 2

2+3n—-1
2

7=n
154 =n-3n+1)

154 =3n% +n

3n2+n—-154=0
D=b*—4ac=1*-4-3-(—154) =1+ 1848 = 1849

VD = /1849 = 43
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-b+VD -1+43

2a 6
2_
n ==
_44 22
=" T3

Tzn., Ze n = 7. Dopocitejme Clen an:

an=3n-1
an=3-7-1
an=20

7.Je dana aritmeticka posloupnost: a1 = — =

ReSeni:

310=31+(n—1)'d=(—§)+(10_1).E =(_Z)+9_§=1?1

n-(a, +ay,)
=TT
——>_.10 =

2

(OSTRN
DO |wol o
—_
o
Il
Wl
ul
Il

S10 =

8. Je dana aritmeticka posloupnost: aso = 6

d=0,04
n=100
ai=7?

33
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a0 =7

Redeni:

a1=as0-49-d=6-49-0,04=6-1,96 = 4,04

awoo=a1+99-d=4,04+99-0,04=4,04+39=8

_n-(a+a,)  100-(404+8) 100-12,04 1204

Sn = 2 2

NEIBEZNE]S{ POSLOUPNOSTI

9. Urcete aritmetickou posloupnost pomoci prvniho ¢lenu a: a diference d, kdy?z vite,

Ze soucet druhého a Sestého clenu je roven 18 a soucet ¢tvrtého a devatého clenu je

roven 38.
Reseni:
az+ae=18

a4+ a9 =38

(ai+d) +(a1+5-d)=18

(a1+3-d)+(ar+8-d)=38

2-a1+ 6-d=18 — /(-1)
+
2+a1+11-d=38 \f_
5-d=20
d=4

- dosad’'me napf. do prvni rovnice:
2-a1+ 6-d=18
2-a1=18-24

ar=(-3
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Zkouska rovnice:
L1=(-3)+4+(-3)+5-4=(-2)+20=18=P1

L2=(-3)+3-4+(-3)+8-4=(-3)+12-3+32=38=P2

Tato aritmeticka posloupnost je tedy urcena takto: a1 = (-3), d = 4.

Slovni ulohy reSené pomoci aritmetické posloupnosti:

10. Délnik za svou sménu vyrobi 25 soucastek. Kdyby zvySoval sviij viykon denné o 3
soucastky, kolik by vyrobil celkem soucastek za 18 dni? A kolik soucastek by vyrobil

osmnacty den?

Regent:

Zapis:

a1=25

az =28

d=3

Vypocet:
aig=a1+17-d=25+17-3=25+51=76

_n-(at+a) 18-(25+76) 18-101
-T2 TowsT 2 T2

Sn =9-101 =909

Slovni odpovéd': Osmndacty den by délnik vyrobil 76 soucastek. Celkem by za 18 dni

vyrobil 909 soucastek.

11. Ro¢ni sporeni na letni ¢i zimni dovolenou: Kdybychom prvni mésic dali stranou
300 K¢, druhy mésic 600 K¢, treti mésic 900 K¢ a tak dale, zvladli bychom nasetrit na

dovolenou, anizZ bychom davali stranou velky obnos penéz?
ReSeni:
a1=300

d=300
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n = 12 (sporime cely rok po mésici)
aiz=a1+11-d=300+11-300=300+3300=3600

_n-(ai+a,)  12-(300+3600) 12-3900

z =5y, = 2 >—— = 63900 = 23400

Coz znamen4, Ze pii sporeni timto zplisobem by se za 12 mésictli nasettilo 23 400 K.
Za to uzlze dovolenou sehnat. Posledni ¢astka, ktera se odloZi stranou je za 12. mésic

3600 K¢.

12. Jaka teplota je v dole 1 020 m pod povrchem, vime-li Ze teplota ptribyva o 1 °C na
33 m hloubky. Dale vime, Ze v hloubce 25 m pod povrchem je 9 °C.

Resen:
2bm ] a1=0
d=33
dn = 995

[ 9%5m an=a1+(n-1)-d

995=0+ (n-1)-33

995 =33n- 33

1020m L. —
1208 =33n

n=31,15
V hloubce 1 020 m pod povrchem je v dole teplota 31, 15 °C.

13. Zelezné trubky jsou srovnany v deseti fadach tak, Ze vrchni fada ma 15 trubek a

kazda dalsi fada ma o 1 trubku vice. Kolik je celkem téchto trubek?

Regenf
QQQ » 15 trubek
COOO >l
> +1

CO000U

10 rad
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a1 =15
d=1
n=10

an=ai1+(n-1)-d
alo=15+(10-1)-1=15+9=24

n'(al +an)
Sp =
10 - (15 + 24)

510= > =539=195

Trubek je celkem 195.

14. Kolik ¢leni aritmetické posloupnosti vloZime mezi ¢isla 8 a 20 tak, aby jejich

soucet byl 1967
Regenf:

ai=8

an =20

sn =196

n'(a1+an)
ST

196 = 14n
n = 14 — vloZeno 12 ¢isel, protoZe 2 ¢leny nam byly znamy

Mezi Cisla 8 a 20 vloZime 12 ¢lenti aritmetické posloupnosti.
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POHADKA 0 MALEM GAUSSOVI

0 kom Ze je rec¢? O Friedrichu Gaussovi narozeném rok 1 777 v Brunsviku na izemi
dnesniho Némecka. Rik4 se, Ze to byl jeden z nejgenialnéjsich matematiki od dob
Archiméda a traduje se o ném nespocet historek, jejichZ pravdivost asi zlistane
zahalena. Pry umél poc¢itat a &ist je$té pired nastupem do $koly. Cislim vénoval ale

vZdy vétsi pozornost nez-li pismentm.

Do Skolni dochazky nastoupil v sedmi letech a mezi svymi 100 spoluzaky nijak
nezaril. To se ale mélo zménit v jeho deviti letech. Ta nejznaméjsi historka se totiz

stala, pravé kdyz Gaussovi bylo devét let.

Gausstv ucitel - J. G. Biittner si chtél pri jedné hodiné odpocinout, a tak zadal zakiim
nelehky tkol: ,Sec¢téte ¢isla od 1 do 100, ekl. Zaci méli poté vysledek napsany na

bridlicové tabulce odevzdat ke kontrole uciteli.

Za okamzik maly Gauss odevzdal - se slavnym vyrokem ,tady je“, ale ucitel tomu nijak
pirespiilis pozornosti nevénoval. Pri kontrole vysledki, kdyz dosel ke spodni tabulce,
si vybavil bledého hocha, ktery mél vysledek zahy. A vysledek? Hoch tam mél
vysledek 5 050. Ucitel uzasl a hned se nevyrazného chlapce zeptal, jak je moZné, Ze

odevzdal spravny vysledek za tak kratky cas.

Gauss vysvétloval: ,Vysledek se da fici témér hned zpaméti, neni potieba postupného
souctu vSech cisel. Staci si vSimnout, Ze soucet 1 + 100 je 101 a soucet 2 + 99 je také
101, dale soucet 3 + 98 je opét 101 a tak dale. Poté je nutné si uvédomit, kolik
takovych dvojit je pravé v tomto souctu - no a téch je 50. Ted' uZ jen staci vynasobit

50 a 101 a dostaneme vysledek 5 050.

Kdy?z to ucitel slySel obstaral Gaussovi tehdy nedostupnou u€ebnici matematiky a

prohlasil, Ze uZ Gausse nema co naucit.

A proc cely tento pribéh? Vypocet, kterym soucet Gauss provedl by nam mél byt
povédomy. Jedna se vlastné o soucet aritmetické posloupnosti. Jako zkousku si klidné
miiZeme dosadit do vzorecku:

n-(a+a,)  100-(1+100) 100-101

Sp = 2 = S100 2 2 = 50 -101 = 5 050
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Geometricka posloupnost

Definice geometrické posloupnosti

Geometricka posloupnost je takova posloupnost, v niZ je podil dvou (bezprostiedné)
po sobé jdoucich cleni konstantni. Tento podil znac¢ime jako q, g € R, rikdme mu

KVOCIENT.

DULEZITE VZORCE PRO VYPOCTY V GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI

Rekurentni vzorec geometrické posloupnosti:

(pe1 = Ap " q neboli g =" kden € N

an

Vzorec pro n-ty €len geometrické posloupnosti:

— . An—1
an =4a,"q

Vzorec pro vypocet souctu prvnich n ¢lent:

Sp=aq +a;+az+--+ay

Sp, =n-aq proq =1
qn_1 1_qn
snzal-q_lzal-l_q proq 1

Pro kazdé dva ¢leny geometrické posloupnosti plati:

— . TS
aT - aS q

RESENE PRIKLADY NA GEOMETRICKOU POSLOUPNOST

1. Geometricka posloupnost je dana:a1=2,q = é Vypocitejte prvnich 5 ¢lent této
posloupnosti vyuZitim rekurentniho vzorce.

Reenf:
az=ai-q=2-

2
a3=a2-q=§-
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2. Geometricka posloupnost je dana: a1 =8, q = % Vypocitejte prvnich 5 ¢lent této

posloupnosti vyuZitim vzorce pro n-ty clen.

Redeni:

3.]Je dana geometricka posloupnost: a3 = 16

as=1
ar=7?
q=7?
ReSeni:
as=az- q>
2 a5_1
T =2 "1
3
+1
1= %3

(D) pro
() pro

2

1

2
g=-% a=a3:q°=16:(—3) =16-16=256

4

4. Rozhodnéte, zda je dana posloupnost geometricka.

4.1: {20}
a1=21=2 D
az=2%2=4 L
) La=2
az3=23=8 )
ar=2*=16
Jedna se o geometrickou posloupnost.
371—1
4.2: {1
27

9
a1:2;a2:3;a325;a4=7

N

\ 4

Jedna se o geometrickou posloupnost.
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5. Znazornéte graficky prvnich 5 ¢lenii geometrické posloupnosti jejiz prvni 2 ¢leny

jsoula?2.
Regeni:
ai=1 } _ % _ E _5
az=2 1= a; 1
az=2-2=4
as=4-2=8
as=8-2=16
6] an .
151
M1
151
S
SRS
101
ol
51 *
4
o1
54
i+ *
21 ]
1 .
n
| ;_ : i : ; —

Graf posloupnosti byl vytvotren v programu ,Graph*.

6.V geometrické posloupnosti je dano: a1 =4,q=3,as=7?,s8="?.

Reseni:
as=ai-q’=4-37=4-2187=8748
q"—1
Sp =0 " p—
q® —1 381 6561 —1
$o= a1 g =4 - ——=4————=2:6560 = 13120
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7.V geometrické posloupnosti je dano: a1 = 2,26 =486,q=7,s6 = 7.

Reenf:
as=a1-q°
486=2-¢°
Q5 = 243
q=13243
qg=3

56:a

36-1 _ 729-1

S e

2

=728

8. V geometrické posloupnosti je dano: as =54,a7=1458,a10=7?,s12="?.

Resen:
a7=as" q3
1458=54"-¢3
q3 =27

q=3
alo=a4-q°
aio=54-36
aio=54-729
a10=39 366

ai=as:q3
a1 =54:27
ai=2

531 441-1

= 531 440

9.V geometrické posloupnosti je dano: az =18,a6=486,an=7,n="?.

Regeni:
as=asz-q3
486 =18 ¢q3
q3=27
g=3

ai=as:q?2
a1=18:9
ar=2

42
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10. Mezi koreny rovnice 2x2 - 33x = (-16) vlozte 4 Cisla tak, aby tvorila rostouci

geometrickou posloupnost.

Resent:
2x2-33x+16=0
D =b2-4ac
D=(-33)2-4-2-16=1089-128=961
VD =961 = 31
_—b++vD 33+31
2= T 4
64
xl = — = 16 -
4 protoZe ma byt posloupnost ROSTOUCI, tak
2 1 se vysledky musi vzit v opa¢ném poradi
Xy =—==
27472
4
1
a1:E,a6:16 az=1
as=ai-q° az=2
16=0,5-9° as=4
32=¢° as=8
qg=2

11. Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, pro kterou plati:
at—az+taz=9aas-as+as=72.

Resenf:

at-az+as3=9

as—-as+ae="72

ai-(ai-q)+ai1-q¢=9

art@3-ai-qt+ai-q>=72

ai-(1-q+qg?)=9

ai-(1-q+q?)-q3=72 ai*(l-q+9g?)=9
9-q3=72 ar-(1-2+4)=9
q3=72:9 a1-3=9

q3=8 a1=9:3

Q=2 ai=3
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12. Geometricka posloupnost ma soucet vSech ¢lenti roven 16 400. Posledni ¢len této
posloupnosti je roven 10 935. Urcete hodnotu prvniho ¢lenu a celkovy pocet ¢lenti
posloupnosti, jestlize q = 3.

Regeni:

sn=16400,an=10935,q=3,a1=?,n="7?

an = al . qn-l Sn — a1 . 11__qq
10935 =aj - 31 16400 = q, - =2 = =%

1-3 -2

—32800 =a, - (1—3")

v
2 rovnice o 2 neznamych:

10935 =a1- 31
-32800=ai1-a1- 3"
10935 =a1 - 3!
-32800=a1-a1-3- 30!
-32800=a1-3-10935
-32 800 =a1-32 805

ai1=5

10935 =a;1- 31
10935=5-3n1
2187 =3n1

37 = 3n-1
7=n-1

=
1
loe]
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Slovni ulohy reSené pomoci geometrické posloupnosti:

13. Vyroste-li z 1 zrna za 1 rok 16 zrn, kolik zrn potom vyroste z 1 zrna za 20 let?
Regeni:

Zapis:

ar=1

qg=16

a1 =7

Vypocet:
az1=a1-q20
az1=1-1620

az1 = 1620
Slovni odpovéd:

Za 20 let by z takového zrna vyrostlo 1620 zrn.

14. Bakterie se mnozi délenim tak, Ze z 1 bakterie za 1 hodinu vzniknou 2 bakterie.

Kolik bakterii vznikne za 24 hodin z jedné bakterie?

Resen:
ar=1

q=2

azs =7

az =ai1-q
az =1-224
azs = 224

azs=16777 216

Jedna takova bakterie se za 24 hodin rozmnozi na 16 777 216 bakterii.

15. Legend o vynalezu Sachu koluje nespocet. Nicméné jedna z nejzajimavéjSich
legend o vynalezu Sachu pravi, Ze Sachy mél vynaleznout indicky mudrc pro indického
vladce a jako odménu si rekl o zrna obili. Tato zrna obili méla spliiovat podminku, Ze
na prvnim Sachovém poli je 1 zrno, na druhém Sachovém poli jsou 2 zrna, na tietim
Sachovém poli jsou 4 zrna... atd. VZdy dvojnasobek zrn predchoziho pole. Vime, Ze

Sachovnice ma 64 poli. JenZe v této legendé nakonec vladce zjistil, Ze by produkce

45



NEIBEZNE]S{ POSLOUPNOSTI

obili jeho zemé nestacila. Kolik vagénti po 10 tundch mél mudrc dostat od vladce,

pripada-li na 1 kg 20 000 zrn obili?

Regenti:
ai=1
q=2
S64 =7
1—-q"
Spn = a4 1—4q
1— 264
Sea = 1 1-2

Ses = 1,84 - 107°

vypocet poctu vagonii:

1,84-10%°:20 000 = 9,2 - 10'* —— vahazrn [kg]

9,2 -10'*:10000 = 9,2 10— pocet vagonii

Indicky mudrc z této legendy by mél dostat 9,2 - 101° desetitunovych vagénd zrn

obili.

16. Do ctverce, ktery ma délku strany 10 cm je vepsan dalsi ¢tverec tak, Ze jeho
vrcholy leZi ve stiedech stran ptivodniho Ctverce. Tomuto je vepsan Ctverec stejnym
zplsobem. Postup se opakuje. Urcete soucet obsahii téchto vSech ¢tverct.

Reseni:

a1=102=100

q= % (protoze vrcholy dalsiho Ctverce lezi v poloviné stran ptivodniho ¢tverce)

Scelk. = ?

Scelk = 10% - —5 = 100 - 2 = 200

1—
2

Soucet obsahii téchto ¢tverctli by byl 200 cm?2.
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Pravidelny prirtistek, pravidelny ubytek

Pravidelny prirtstek (Ubytek) je zvlastnim druhem geometrické posloupnosti. Ve své
praci jsem se rozhodla je popsat jako podkapitolu zvlast, protoZe maji své vlastni
vzorce.

VZORCE PRO VYPOCTY PRAVIDELNEHO PRIRUSTKU €1 UBYTKU

Pro pravidelny priristek uzivime vzorec:

an=a0-(1+%)n

Pro pravidelny ubytek uzivime vzorec:

an=a0-(1—%)

kde: | @, ceniienennne je hodnota po n letech
A eeneneneennnn je pocate¢ni hodnota
| DT je pocet let (rokti)
Doeeeeerniienenns je poCet procent, o které se hodnota kazdoro¢né méni (zvysuje i
snizuje)

RESENE PRIKLADY NA PRAVIDELNY PRIRUSTEK A PRAVIDELNY UBYTEK
1. Za jakou dobu vzroste jistina 85 000 K¢ na ¢astku 408 000 K¢ pti daroku 7,5 % p. a.?
a0 =85000

an=220000
p=7,5%

_ P\
a, = Qo (1+m)

n

7,5
08 000 = 85000 ( + 100)

4,8=(14+0,075)"

48=1,075"
log4,8 =n-log1,075
log 4,8
= = 21,7
log 1,075 ’

Jistina vzroste z ¢astky 85 000 na ¢astku 408 000 K¢ pii uroku 7,5% p. a. za 21,7 let.
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2. Jakou castku dnes musime vloZit na ucet s 8 % urokem p. a., aby nam za 15 let

vzrostla na 200 000 K¢?

Resen:
n=15
pP=8%
ai0 =200 000
ao=7?
p n
a, =4ap- (1 + W)
p \10
a10 = a0(1+m)

10

8
200000 = a, - (1 +—
%o ( +100)

200 000 = a, - (1,08)1°
ap =92 638,7 =92 639 K¢
Dnes bychom museli vloZit 92 639 K¢.

3. Castka 10 000 K¢ vzrostla za 12 let na ¢astku 30 000 K& Kolika procentnim tdrokem
p. a. byla ¢astka zhodnocena?

Regeni:

an=30000

ao=10000

n

an=a0-(1+%)

30 000 = 10 000 - (1 + L)lz

100
12

(142

3= (1 T 100)

12 p
3=14+—

V3 + 100

+1,1=1 +%

—1,1 nevyhovuje, protoZe se jedna o priristek. Pocitdme tedy s hodnotou +1,1.
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p
1,1=14+—
+ * 100
0,1 P
100
p=10

Castka byla zhodnocena deseti procentnim Grokem p. a.
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4. Vzroste-li vyroba v podniku kazdy rok o 4 %, urcete, o kolik procent vzroste vyroba

3. rok: az=a1-1,04=1,04-a0-1,04=1,042-a0

za 7 let.

Reseni:

1. rok: ao

2. rok: ait=ao+ao-0,04=1,04"-ao
7. rok: a6 =1,046-30= 1,27 -ao

Vyroba vzroste zhruba o 27 %.

5. Pocet obyvatel mésta Plzné v roce 1 869 ¢inil 23 681. Za dalSich 149 let vzrostl

pocet obyvatel Plzné na 158 023. Urcete, jaky byl priimérny roc¢ni prirtistek obyvatel

Plzné v procentech.
Regeni:

ao=23 681

ai49 = 158 023

n =149

p=7?

anzao-(1+1%;0)n

158 023 = 23 681 - (1 + %)149
6,67 = (1 + 1%)149

1,0128 =1 + =
100

0,0128 = 2
100

p=1,28

Priimérny roc¢ni piirtistek obyvatelstva Plzné byl od roku 1 869 kazdy rok 1,28 %.
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6. Stroj ztraci opotrebovanim kazdy rok 16 % své ceny. Kdy klesne jeho cena na
polovinu?

Reseni:

dn = %

p=16%

n=7

a, 15\"
7= (1-155)
1 85\"
2= (30)

log 0,5 = n-1log0,85

Cena stroje klesne na polovinu za 4,265 let.

7. Primér kovového dratku se kazdym tazenim zmensuje o 9 %. Jaky bude jeho
prameér po Ctrnacti tazenich, byl-li ptivodni primér 4 mm? Kolik taZeni je nutnych
k tomu, aby se primér dratu zmensil na polovinu ptivodniho priméru?

Reseni:

P=9%

n=14

ao=4

as="?

a, =1,07

Priimér tohoto dratku bude po 14 taZenich 1,07 mm.
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Kapitola treti: Dalsi resené priklady

VySetrovani vlastnosti posloupnosti

1. VySetrete vlastnosti nekonecné posloupnosti zadané vzorcem pro n-ty ¢len
takto:a, =2 +n
Regeni:
a) monoténnost: predpokladame, Ze je rostouci = ovérime
Uns1 > Ay
2+n+1>"2+n
n+3>"n+2
3>2 r
Posloupnost je ROSTOUCI. |
b) omezenost: z véty K = O vime, Ze kazda konvergentni posloupnost je zaroven
omezeng, takze si nejprve ovérime konvergenci:

nliffoo(z +n) =+ } => Divergence, nicméné to jeSté neurcuje omezenost,
vySetfujme tedy dale...

- miiZeme zatim akorat tvrdit, Ze posloupnost neni shora omezena
- protoZe je posloupnost rostouci, bude jeji prvni ¢len zaroven i minimem
posloupnosti = posloupnost je tedy OMEZENA ZDOLA
- posloupnost tedy neni omezen3, ale je jen omezena zdola
c) extrémy posloupnosti:
- posloupnost je rostouci a omezena zdola, takZe prvni ¢len posloupnosti je i
jejim minimem
mina, =a; =3
- pokud ma posloupnost minimum je infimum rovno minimu
infa, =a; =3
- ztoho, Ze posloupnost je rostouci plyne, Ze maximum nema (neexistuje)
maxa,, 4
- zbyva urci supremum, to urime z limity, kterou jsme jiz vypocitali vySe:

- lim (2 + n) = 40 aztoho tedy vime, Ze
n—+oo

supa, = +©
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. . . (5 *© . el
2. Urcete vlastnosti posloupnosti {:Tzz} a vykreslete jeji graf.
n=1

Resent:
a) monotonnost: vyjdeme z predpokladu, Ze je rostouci
An+1 >? An
5-n+1)+2 ,5n+2
>.
n+1+1 n+1

Sn+7 ,5n+2
>.
n+2 n+1

Gn+7)-n+1)>Gn+2) - (n+2)
5n2+12n+7 >’ 5n?2+12n+4
7> 4

Posloupnost je ROSTOUCI.

b) omezenost:

lim ="—"=
n-oo n+1 00 nooo 1

- zvéty K= 0 mizeme rovnou udélat zavér: posloupnost je OMEZENA.

c) extrémy posloupnosti:
- posloupnost je rostouci a omezena, takZe jeji prvni Clen je jejim minimem
. 7
mina, = a; =3
- ainfimum je stejné jako minimum
) 7
infa, =a; = 5

- maximum nelze najit

maxa,, 4
- supremum zjistim pomoci limity, tu jsme si jiZ vypocitali

supa, =5
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d) graf posloupnosti: tento graf je vygenerovany pomoci programu Mathematica8.

- naose,y"“jsem zvolila nejmensi hodnotu rovnou trem, jelikoZ je nejmensi ¢len

3,5

d Untitled-1*

Inf12}= afn ] = (5n+2) / (n+1)
Takle[a[n], {n, 1, 20}]
Show [Plot[{y, 3, 8}, {x, 1, 30}],
ListPleot[Table[a[n], {n, 1, 3011,
Plot5tyle + {Magenta, PointSize[0.02]1]]

2+5n
Out[13}=
l+n
7 17 22 9 32 37 14 47 52 1% 62 €7 24 77 82 29 92 97 34.
Out[14)= {_r4r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_r_
4 5 2 7 & 3 10 11 4 13 14 5 16 17 €& 1% 20 7-
5.0
L ............o..o
......
I o*"*
451 L
F L
L
outf15}= 40T @
3.5;
1 L1 1 L1 1 1 L 1 " 1 1 1 1
5 10 15 0 15 30
100
3. Urcete vlastnosti posloupnosti {1 + - a vyKkreslete jeji graf.
nn=1

Reseni:
a) monoténnost: predpoklad - posloupnost je rostouci

?
(nt1 > Ap

n>n+1

0<1
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Zde byl $patné zvolen predpoklad - posloupnost je tedy KLESAJICI.
b) omezenost:

1
liml4+4—-—=1
n

n—->oo

- zvéty K= 0 miZeme rovnou udélat zavér: posloupnost je OMEZENA

c) extrémy posloupnosti:

posloupnost je klesajici a omezend, takze jeji prvni Clen je jejim maximem:

maxa, = a; = 2

supremum je tedy také ziejmé:
supa, = 2
- minimum v tomto piipadé nenajdeme, proto

mina, 2

infimum ur¢ime z limity:
infa, =1
d) graf posloupnosti:

Infi=alz ] =(1+{1/n))
Table[a[n], {n, 1, 25}]
Show [Plot[{y, 1.5, e}, {x, 1, 2511,
ListPlot[Table[a[n], {n, 1, 25}],
PlotStyle —» {Yellow, PointSize[0.02]1]]

1
Qutlil= 1+ —
n
. 3 4 5 &€ 7 & &% 10 11 12 13 14 15 1 17 18 1% 20 21 22 23 24 25 26,
Cut[2}= ‘2r T Tr Tr Tr T Tr T T r T r T 0 T T v T T r T v T v T v T v Tk T v T T r T T U
N 2 3 4 5 & T 8 9% 1o 11 12 13 14 15 @ 7 1§ 19 20 21 22 23 24 257
30k
15F
201
outfzr= L
10F
osk
I 1 I P 1
10 1 20 25
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v by . . (n-2 L,
4. VySetrete vlastnosti posloupnosti {#} a vykreslete jeji graf.
Reseni:

a) monotonnost: predpokladejme napft., Ze je rostouci

an+1>?an
n+l1-2 ,n-2
@+1y+1>7ﬂ+1
n—1 n—2

?

>
n¢2+2n+2° n?+1
m—1) - *+1)>"m—-2)-n*+2n+2)
n-nt+n-1>"n>-2n-4

0>"n2-3n-3

Tato nerovnost by musela platit pro vSechna n € N, aby posloupnost byla
rostouci podle predpokladu. Jenomze je na prvni pohled patrné, Ze se bude jednat
o néjakou parabolu, tudiz tato podminka splnéna nebude. Nyni to ovérime pro

nékolik ¢lent.

n=1 0>"12-3-1-3 n=2: 0>"22-3-2-3
0>-5 . 0>—-11

n=3 0>"32-3-3-3 n=4 0>742-3-4-3
0>-3 . 0»1

ZAVER: posloupnost je rostouci do ¢lenu az a tim jsme ziskali i maximum
posloupnosti. Od ¢lenu a, je ale posloupnost klesajici = posloupnost jako celek tedy
NENI MONOTONNI.

b) omezenost:

2 2
-2 on(1-f)  1-7
11mn2+1=11m—1=11m 1=0
n—-oo n—oo n—-oo
n-\n+ n+o

Z véty K= O miizeme rovnou ucinit zavér, Ze tato posloupnost je OMEZENA.
c) extrémy posloupnosti:
- pri vySetrovani monotdénnie jsme zjistili zaroven i maximum posloupnosti:

maxa, = a4, = —
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- supremum je tedy také jasné:

supa, = a4 =

- minimum je v tomto pripadé:

mina, = a; =<

- zbyva urdcit infimum:

infa, = (

d) graf posloupnosti:

DALS

—

<

<

ESEN

les))

<
N

PRIKLADY

V grafu je vyrazné vzdalen prvni ¢len, proto nejdiive ukazu graf cely a potom i graf

bez prvniho ¢lenu.

Graf s prvnim ¢lenem:

o1}
ﬁﬁ- 1 ! ! f |
[ 10 0 EL/] 40 50
-0.1F
Outf8= g2
-{.3 5
-04f
-05k
Graf bez prvniho ¢lenu:
neE= aln ] = (n-2)/ (o +1)
Table[a[n], {n, 1, 20}]
Show [Plot[{y, 0, 2/17}, {x, 1, 50}],
ListPlet[Taklel[a[n], {n, 1, 30}],
PloetStyle - {Cyan, PointSize[0.015]1}1]
-2+n
Out[28}=
1+n~
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DALSI RESENE PRIKLADY

UrCeni vzorce pro analytické a rekurentni vyjadreni

posloupnosti dané vyctem prvki
Pro ptfipomenuti:
e urekurentniho vyjadreni zname prvni ¢len posloupnosti a vyjadieni pro
n+prvy Clen posloupnosti

e uanalytického vyjadreni zname predpis pro n-ty ¢len posloupnosti

1. Urcete vzorec rekurentniho a analytického vyjadieni posloupnosti
{—2;4;8;,-16;—-32;64;...}.

Reseni:

a) rekurentni vyjadreni: pokusme se jednotlivé ¢leny vyjadrit pomoci piredchoziho

Clenu a nalézt néjakou pravidelnost ve vyjadieni

a, = —2= —-2=a )

a,= 4=-2-(-2)=a; (-2)

a; = 8= 4-2=aqa,-2

ay=-16= 8-(-2)=az (-2) ay = (=2); apy1 = an-2- (="
as=-32= —-16-2=aqa,"2 — REKURENTNI VYJADRENI

ag = 64=-32:(=2)=ag(=2)

u sudych n — (-2)

u lichychn — 2

‘/
b) analytické vyjadieni: u urcovani analytického vyjadieni budeme pouzivat scitaci,
nebo nasobici metodu, podle vhodnosti u konkrétniho prikladu; podle toho, zda ¢len

vyjadiime pomoci predchoziho ¢lenu vhodnym vynasobenim ¢i prictenim néjakého

¢isla
a1 = _2 )
a =a; - (—2)
a =a, -2
3 2 — @ — nasobeni
a, = as - (—2)
Ani1 = Ap - 2- ()"

‘/
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DALSI RESENE PRIKLADY

Vynasobime levé a pravé strany a dostaneme rovnici:

— n
A1° Ay A3 Ay oo Ay A = =201 (=2) a2 a3 - (=2) ..oa, -2 (1)
Co nejvice zjednoduSme:

Oy - 05y e O Gy = —2 7 (=2) - 25 (=2) i - 20 ()"

Dostaneme:
A1 =—2(=2)-2-(=2) .. -2-(=D)"
a1 =2 [(D' - (D (D2 (D3 - (=D*- (-1)°- .. - (=D
n-(n+1)
Apyr = =2 (_1) 2
(n-1)n , P s
a, =-2-(-1) = - ANALYTICKE VYJADRENI

- poznamka: z predpisu pro a,,; udélame predpis pro a,, tak, Ze u n vSude
odecteme 1
2. Urcete vzorec rekurentniho a analytického vyjadieni posloupnosti
{4;7;13;25;49;97; ... }.
a) rekurentni vyjadreni:
a, = 4
a,=7=2-a;—1
az=13=2-a, -1
a,=25=2-a;—1
a; =49=2-a,—1
ag=97=2-as—1

a,=4a,1=2"a,—1— REKURENTNI VYJADRENI

nebo jesté jinak:

a, = 4

a,=7=a;+3=a, +3-2°

a;=13=a,+6=a,+3-2!
a,=25=as+12=az+3-22
as=49=a,+24=a,+3-23

a; =4; ape; = a, +3-2"1 - JINE REKURENTNI VYJADRENI
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DALSI RESENE PRIKLADY

b) analytické vyjadrent:
T

a1 = 4

az = a1 + 3 ) 20

a3 = a2 + 3 - 21

a, =as + 3-22 — @ — s¢itani

as=a,+3-23

(peq = Qp + 3-2"‘_1/

an+1:4+3'20+3-21+3-22+..._|_3.2n—1
Anyr = 4+3- 20421 + 2% 4+ - + 2771

\ )
|

castecny soucet geometrické posloupnosti {g,}:

qn_l 271_1 n 7 v 7 o
q=2;sn=g1-q_1= T =2"-1 — mame n scitancu

Ape1 =4+3-(2"-1)

pe1 =4—3+3-2"

Ape1 =1+3:27

a,=1+3-2""' —  ANALYTICKE VYJADRENI

Prevody mezi rekurentnim a analytickym vyjadirenim u

nekonecnych posloupnosti

(1) Prevod: ANALYTICKY — REKURENTNI

- potrebuje zjistit prvni ¢len posloupnosti {a, } - ten zjistime vypoltem

- dale potiebujeme zjistit predpis n+prvého clenu posloupnosti, ktery je
funkcinaa, v a1 = f(n,a,)

- muiZeme resit:

, a
e podilem: =+

an

e rozdilem: a,,,; — a,
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DALSI RESENE PRIKLADY

Priklad: Prevedte analytické vyjadieni posloupnosti (a,) = (%i) na
n=1

rekurentni vyjadreni.
Re$eni:

- pro predstavu o posloupnosti je dobré si vypsat nékolik prvnich ¢leni:

145
a1=?=3
245 7
=717 3
345 _
=371 7
445 9
=417
545 10 5
45 = ~% 3

fl22:5.)
13' ’5’3""

- nejprve zkusme podilem:

_ 5, nté
T o4’ LT 40
n+6 5
an+1:m:n+6.n+1:n +7n+6 Ja
a, Nn+5 n+2 n+5 n2+7n+10 n
n+1
n>+7n+6
Apiy = Ay " —————————
ntl " n2+7n+10

- ted zkusme pomoci rozdilu:

n+5 n+6
An = 7741 = 5
_n+6 n+5_(n+6)-(n+1)—(n+5)-(n+2)
Intr = = o T 1 n+2)-(n+1)
_ (*+7n+6)— (n*+7n+10)
B n? +3n+ 2
" n24+3n+42 /+an
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DALSI RESENE PRIKLADY

4

i1 = I = 3 1 2

Oba tyto predpisy jsou rekurentnim vyjadirenim téZe zadané posloupnosti.

(2) Prevod: REKURENTN{ — ANALYTICKY

- zadany tedy bude prvni a n+prvy clen posloupnosti

- vyjadrime si nékolik prvnich ¢lenti posloupnosti a budeme mezi nimi
hledat néjakou souvislost; nejlépe tak, aby se dal ¢len vyjadrit pomoci
predchoziho ¢lenu

- formulujeme hypotézu pro n+prvy ¢len vyjadieny pomoci n-tého ¢lenu

- Upravami (napf. s¢itaci/nasobici metoda) dojdeme k predpisu pro n-ty clen

- tento predpis plati, pokud je pravdiva hypotéza

- toje nutné ovérit diikazem - MI (matematicka indukce)

Priklad: Pfreved'te rekurentni vyjadireni posloupnosti: a; = 2

3
* Apyr = (1 +E) Ty

na analytické vyjadreni.

Resenf:

a1:2 =a1 :a1
3

a2=<1+1)2=8 =a1+6 =a1+2'3
3

a3=<1+§)8=20 =a2+12 =a2+3'4‘
3

a4=<1+§>-20=40 =a;+20 =a;+4-5
3

a5=(1+z)-40=70 —a,+30 =a,+5'6
3

a6=(1+§)-70=112=a5+42 =as+6-7

HYPOTEZA: apy1 = ap + (n+ 1) - (n + 2)

Nyni musime hypotézu ovérit.
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T
a, =2
a,=a,+2-3
a;=a; +3-4 _ (+)  stitani

an+1=an+(n+1)-(n+2)_/

9 ast oty =1 248 +2:3+ a7+ 3 4+ tay +(n+ 1) (n+2)
Upe1=12+2:3+34+4-5++n+1)-(n+2)

f

SHM+1D)-(+2)] =2 (+1)-(n+2)-(n+3)

an+1=%-(n+1)-(n+2)-(n+3)

an=1-n-(n+1)-(n+2)

3
- ted je naradé diikaz
MI:
n=1: a,=51-2-3=2
2)n = k: ak=§-k-(k+1)-(k+2) Ny

An=k+1: agq=5 (k+1)-(k+2)-(k+3)

oo (142) ae=(142) 3 k- (k+ 1) (k+2) =

=(G+0) k- (e+ D) (k+2)=2-(k+3) - (k+D-(k+2)m

Diikaz vysel, hypotéza je tedy platna, a proto plati, Ze:

Api1 =0y, + (n+ 1) - (n+ 2) je analytickym vyjadienim zadané posloupnosti.
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SPECIALNI POSLOUPNOSTI

Kapitola Ctvrta: Specialni posloupnosti

Fibonacciho posloupnost

O SAMOTNEM FIBONACCIM

Byl vlastnim jménem Leonardo Pisansky a narodil se v roce 1 170 v Pise. Fibonacci se
mu zacalo rikat z prezdivky, kterou mél jeho otec - Bonacci. CoZ volné prelozeno
znamena , dobrak”. Predpona ,Fi“ predstavuje syna, tedy Fibonacci mliZeme volné

o

prelozit jako ,syn dobrakiiv“. Pravdépodobné se mu tak ale zacalo rikal aZ po jeho
smrti vroce 1 250, protoZe neni Zadny zaznam o tom, Ze by se mu tak za jeho Zivota
rikalo.

Jeho otec ,Bonacci byl mezinarodni obchodnik a Fibonacci mu poméahal

s uCetnictvim. A praveé diky poc¢tlim v ucetnictvi se Fibonacci dostal k matematice.

Z pocatku se ucil matematice od arabskych a indickych matematikt na obchodnich

cestach s otcem. Pravé Fibonaccimu vdécime za zavedeni arabskych ¢islic i u nas,

v Evropé - byl timto systémem ¢islovani okouzlen.

Zdroj obrazku: hackernoon.com

Fibonacci je autorem nékolika matematickych dél pojednavajicich o geometrii,
algebre, a hlavné o teorii Cisel - které je vlastné autorem. Nejzndméjsim spisem je ten

o poctech - Liber Abaci, neboli Kniha poctii vydana v roce 1 202.
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Tato jeho nejznaméjsi kniha pojednava o ucetnictvi, vyhodach arabskych ¢islic,
rozklad na soucin prvocisel, dale se zabyva délitelnosti atd. NejznaméjSim problémem
je vSak uloha, ktera je formulovana nasledovné:

.Kolik krdlicich pdrii budeme mit na konci roku, pokud zacneme s jednim pdrem, ktery
kaZdy mésic zplodi jeden novy pdr, ktery se bude moci rozmnoZovat za dva mésice?”

Pojd'me to resit stejné jako Fibonacci - ten si nékolik prvnich generaci téchto krali¢ich

rodinek zaznamenal do tabulky a sledoval, kolik krali¢ich pari ma na konci kazdého

mésice.
Generace
1. 2. 3. 4. 5. 6. Celkem
Mésic
1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 1 3 1 5
6 1 4 3 8
7 1 5 6 1 13
8 1 6 10 4 21
9 1 7 15 10 1 34
10 1 8 21 20 5 55
11 1 9 28 35 15 1 89
12 1 10 36 56 35 6 144

Na prvni pohled si mizeme vSimnout: kazdy ¢len této posloupnosti je souctem dvou
ptedchozich ¢lent. Cleny posledniho sloupce jsou tedy ¢éleny tvotici takzvanou
Fibonacciho posloupnost, ktera je rekurentné definovana takto:

a, =1;

a, =1;

ap, =Qan_1+a,_, pron>2.
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SPECIALNI POSLOUPNOSTI

ZAJIMAVE VLASTNOSTI FIBONACCIHO POSLOUPNOSTI
1. Soucet ¢lenii Fibonacciho posloupnosti
Secteme-li libovolnou desitku bezprostiedné po sobé jdoucich ¢lenti Fibonacciho
posloupnosti, tak vZzdy dostaneme nasobek 11.
Napf. prvnich deset ¢lenti Fibonacciho posloupnosti:
1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143
143 =11-13

Nebo jina desitka:

55+ 89 + 144 + 233 + 377 + 610 + 987 + 1597 + 2584 + 4 181 = 10 857

10857 =11 -987

Ceho si dale je mozno vimnout?
V prvnim pripadé se 143 = 11 - 13, kde 13 je na sedmém misté souctu téchto deseti
¢lent.

V druhém pripadé se 10 857 = 11 - 987, kde 987 je také na sedmém misté souctu

téchto deseti ¢lent. TakZe toto je dalsi zajimava ,podvlastnost” - v souctu libovolnych
deseti ¢lend Fibonacciho posloupnosti je vysledek n-tym nasobkem 11, kde n je

sedmym sc¢itancem téchto deseti ¢lent.

Dalsi takovou zajimavosti je, Ze v souctu prvnich n ¢lenti Fibonacciho posloupnosti je
tento soucet roven ¢islu odpovidajicimu: a,,,, — 1. Toto tvrzeni se da vyjadrit i
vzorcemjako:1+1+2+3+5+8+ 13+ -+ a, =ay, — 1.
Napft-:

1+1+2+3+5++1597=a,—1=4181—-1=4180

2. Vztah mezi ¢leny Fibonacciho posloupnosti

Jestlize vezmeme ti'i bezprostiedné po sobé jdouci cleny Fibonacciho posloupnosti a
vynasobime krajni hodnoty, dostaneme prostfedni hodnotu umocnénou na druhou a
zvétSenou, nebo zmensSenou o jednicku.
af = Apy  Apgq = (DT

Napf.: a) ¢leny 3, 5, 8

3-8=52-1

b) ¢leny 5, 8, 13
5-13=8%2+1
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Tato vlastnost v geometrii vyjadiuje néco, co je vcelku zahadné. Existuje napft. , trik“
s cokoladovou tabulkou, ktera kdyz se rozlame na malé Ctverecky a tyto Ctverecky se
preskladaji, tak jeden ctverecek zbyde. Ukazu to, na obrazku se ¢tvercovou siti:
Narysuji ¢tverec o strané délky 8 cm a rozdélim ho na malé ¢tverecky o strané délky

1 cm. Ctverecki tedy bude 64.

Déle ho rozdélim na 4 ¢asti dle

\ obrazku. Kdybych tyto casti
\ vystiihla, mohla bych je rizné
\ presouvat. Jednou z variant, jak

\ tyto casti znovu poskladat je

obdélnik se stranami 5 a 13 cm.

-

LT

JenomZe: Obsah ctverce byl 64 cm?, zatimco obsah obdélniku je 65 cm?.

Jak je to mozné? Kdybych casti skutecné vystrihla, bylo by mozné si vS§imnout, Ze na
sebe presné nesednou. Jinymi slovy dhly mezi ise¢kami rozdélujicimi jednotlivé ¢asti
nejsou v obou obrazcich naprosto shodné, ale nepatrné rozdilné, tzn., Ze nevytvoiim
dokonaly obdélnik - jsou v ném vynechana mald mista. Plocha téchto vynechanych
mist je pravé plochou jednoho ¢tverecku.

Stejné funguje i zminovany trik s cokoladou.
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Pred zavedenim obecného predpisu Fibonacciho posloupnosti zavedu nékteré pojmy
s Fibonacciho posloupnosti souvisejici.
ZLATE CISLO, ZLATY REZ
Lidé jsou odjakziva fascinovani rliznymi ¢isly, ktera maji sva jména - i, e, ... Ted' si
predstavime dalsi takové ¢islo, Cislo @, neboli zlaté Cislo.
Zatimco Fibonacciho posloupnost je zaleZitost z dob Fibonacciho, tedy z jeho knihy
vydané roku 1 202, tak zlaté &islo je objevem Rekii klasického obdobi. Prvni psané
zminky o ném jsou sepsané ve slavnych Zakladech od Eukleida z Alexandrie, které
byly napsané nékdy kolem roku 300 pft. n. L.
Fibonacciho posloupnost a zlaté ¢islo maji spole¢ného vice nezZ mnoho. Abychom si to
mohli ukazat, nejdrive se néco dozvime o zlatém cislu.
Definice zlatého cCisla
Zlaté ¢islo oznacujeme Feckym pismenem @ [¢éteme FI]. Je to ¢&islo iracionalni.
Definice zlatého cisla se objevila v Sesté knize Euklidovych zaklad.
Citace Tartagliovy verze:
»~Rozdél usecku na dva dily tak, aby obdélnik, jehoZ strana je celd tiseCka a druhd strana
je jeden z dilti, mél stejny obsah jako ¢tverec nad druhym dilem.”
Jinymi slovy:

pomér celd tisecka : delsi ¢dst se musi rovnat poméru delsi ¢dst : kratsi ¢dst.

Odvozeni:

Usecku o délce x rozdélime na ¢ast o délce 1 a ¢ast o délce x-1.
SepiSeme poméry dle definice a upravujeme:
x:1=1:(x—-1)
x-(x—-1)=1
x*—x—1=0
D=b?-4ac= (-1)?-4-1-(-1)=1+4+4=5
_—b+VD 1+V5 1%+5
2T T 21 2

a protoZe nas zajima jen kladné feseni rovnice (jedna se o délku):
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1445

x = 1,618033989

a toto je tedy vyjadreni zlatého ¢isla:

1++/5
¢ =—

= 1,618

Na zacatku bylo receno, Ze zlaté ¢islo je iracionalni. Nyni je vidét proc. Ve vzorci se

objevila V5, a kviili ni je & iracionaln.

Nékdy se misto ,zlatého ¢isla“ miizeme setkat se ,,zlatou proporci“ ¢i dokonce

,boZskou proporci“ nebo ,bozskym Cislem“. A to proto, Ze se s nim setkdvame kazdy

z nas témeér kazdy den. Objevuje se v uméni, v piirodé, ve vesmiru, v antickych

stavbach atd.

Zlaté cislo vypsané na prvnich 100 desetinnych mist:

1,6180339887 4989484820 4586834365 6381177203 0917980576
2862135448 6227052604 6281890244 9707207204 1893911375

Nicméné pro vypocty se uziva hodnota se tifemi desetinnymi misty, nebo pro velmi

presné vypocty s péti desetinnymi misty.

Zajimavost:

Pokud byste pocitali prevracenou hodnotu @, tedy %, tak byste dostali jako

vysledek stejna desetinna mista jako u @, ale na misté jednotek by nebyla 1, ale 0.

Existuje i jina (moderni) definice zlatého cisla?

Zlaté c¢islo bychom mohli zadefinovat i takto:

® = 1+j1+/1+¢??7

Geometricky pohled:

Zlaty obdélnik je takovy obdélnik, jehoz delsi strana je ® nadsobkem strany kratsi.
Vezmeme zlaty obdélnik a rozdélime ho na dvé Casti, z nichZ jedna bude Ctverec o
strané kratsi strany zlatého obdélniku. Dostaneme tak novy a mensi zlaty obdélnik.

Tento postup nékolikrat zopakujeme. Vysledek vypada takto:
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Pokud narysujeme oblouky o poloméru strany ¢tverce do kazdého ¢tverce, vznikne

krivka, které se rika logaritmicka spirala.

‘sz

13

Zdroj obrazku: Nikonblog.cz
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Se zlatym Fezem se mozna nevédomky setkdvame také témér kazdy den. Rika se, Ze
genialni Leonardo da Vinci uZil zlatého rezu i pri
malbé svétoznamého dila Mony Lisy. Zda je to pravda
Ci ne se uzZ nedozvime, nicméné propojeni zlatych
proporci a uméni je ¢asté i u jinych dél.

Kralovnou v uzivani zlatého fezu je vSak sama
priroda. Prekrasné ulity nékterych mékkysi jsou
naprosto dokonale rozdéleny zlatym rezem. Na

obrazku si domyslime i logaritmickou spiralu a neda

nam to moc prace:

Zdroj obrazku: Svét matematiky - Zlaty fez

Zdroj obrazku: growjob.com

Dale se se zlatym fezem v prirodé setkame u rozlozeni okvétnich listkii nékterych

rostlin (napf. rize) nebo treba u semen slunecnice, $isky stromf, ale nejen tam...

Zdroj: Aukro

Zdroj obrazku: geocaching.com
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Podil ¢lenii Fibonacciho posloupnosti se limitné blizi pravé ke zlatému ¢islu. SepiSme

prvnich 20 podilti dvou po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti do tabulky:

n an an/an-1 Rozdil od ®
1 1
2 1] 1,00000000( -0,61803398
3 2| 2,00000000 0,38196602
4 3| 1,50000000| -0,11803398
5 5| 1,66666667 0,04863269
6 8 1,60000000| -0,01803398
7 13| 1,62500000 0,00696602
8 21| 1,61538462| -0,00264936
9 34| 1,61904762 0,00101364
10 55| 1,61764706| -0,00038692
11 89| 1,61818182 0,00014784
12 144 1,61797753 -0,00005645
13 233| 1,61805556 0,00002158
14 377| 1,61802575| -0,00000823
15 610( 1,61803714 0,00000316
16 987 1,61803279| -0,00000119
17 1597 1,61803445 0,00000047
18| 2584 1,61803381 -0,00000017
19| 4181| 1,61803406 0,00000008
201 6765| 1,61803396| -0,00000002

Z tabulky vycteme, Ze pri dvacatém clenu je rozdil od zlatého ¢isla pouhé dvé

stomiliontiny. CoZ je zanedbatelny rozdil.

Zlaty rez souvisi dale také napf. i s Pythagorejskymi trojicemi a s mnohym dalSim.
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SPECIALNI POSLOUPNOSTI

Nyni uZ zpét k Fibonacciho posloupnosti:

Je dany rekurentné:

PREDPIS FIBONACCIHO POSLOUPNOSTI
1

1+V5\" _(1=VE\| _ 17 g, L
A () [ Elevme g

FIBONACCIHO POSLOUPNOST A PRVOCISLA

a, =

Prvocisla jsou uz jako takova velmi zajimavou skupinou ¢isel. Objevuji se i ve
Fibonacciho posloupnosti.

Véta: Prvocisla ve Fibonacciho posloupnosti

Pokud a,, = p, kde p je prvocislo = n = p.

Ale pozor! Ve vété je implikace, tzn., Ze naopak neplati.
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Kapitola pata: Shrnuti

V prvni kapitole jsem se vénovala zakladnim pojmtm tykajicich se posloupnosti.
Kapitola je hodné teoreticka, ale je doplnéna o ukazkové priklady. Prvni dileZzitou
informaci je definice posloupnosti, ktera stru¢né receno rika, Ze posloupnost je
zobrazeni, nebo-li funkce, ktera na svém defini¢nim oboru nabyva hodnot

prirozenych Cisel N a na oboru hodnot nabyva hodnot podmnoZiny realnych cisel R.

Posloupnosti se mohou znacit pomoci kulatych zavorek, napt.(a,,), ale v nékteré
literatui'e se miZete setkat i se znaCenim pomoci sloZenych zavorek, napft. {a,},. MiZe
to Castecné i zaleZet na tom, z jaké zemé dana literatura pochazi, nebo jestli je to

v

literatura moderné;jsi Ci starsi.

Dale jsem udala zplisoby zadavani posloupnosti - pro n-ty ¢len (explicitné),
rekurentné, vyctem prvkil a nechybi ani prevody mezi jednotlivymi zadanimi i

s ukazkou na prikladech.

Zavedla jsem i definice pro vlastnosti posloupnosti - pro omezenost (shora omezen3,
zdola omezend, omezena, neomezend) posloupnosti, pro monotdénnost (ostie
rostouci, ostie klesajici, rostouci, klesajici) posloupnosti a také extrémy posloupnosti

(minimum, maximum, infimum a supremum).

Dalsi podkapitolu jsem vénovala limitdm posloupnosti, protoZe jeji vypocet dobie
poslouZi pri vySetrovani vySe zminénych vlastnosti posloupnosti. Vypocty limit jsem
predvedla jak pro konvergentni posloupnosti, tak i pro divergentni posloupnosti.
Zminila jsem se i o oscilujicich posloupnostech, jejichZ limita neexistuje.
Vypocty limit jsem predvedla i pro limity s tzv. ,neurcitymi“ vyrazy a pro limity jdouci
k,e“
Co se tyce konvergentnich posloupnosti uvedla jsem jejich dulezité tii vlastnosti:

1. posloupnost ma nejvyse 1 limitu

2.K=0

3.0+M=>K

a tyto vlastnosti jsem dokazala.
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Ve druhé kapitole jsem uvedla tii nejbéznéjsi posloupnosti, se kterymi se clovék
setkava uz na stfedni Skole. Konkrétné posloupnost aritmetickou, geometrickou a

pravidelny prirtstek/ubytek.

V kazdé podkapitole jsem uvedla vzorce pro danou posloupnost a poté radu fesenych

priklad.

Treti kapitolu jsem vénovala reSenym prikladiim na vySetiovani vlastnosti
posloupnosti (monoténnost, omezenost, extrémy) a vykresleni grafu dané
posloupnosti. Dalsi priklady byly na urceni vzorce pro analytické a rekurentni
vyjadreni posloupnosti, ktera je dana vy¢tem prvni. Samoziejmé v této kapitole
nechybi ani prevody mezi rekurentnim a analytickym vyjadienim nekonecné

posloupnosti.

A konecné, ¢tvrta kapitola byla vénovana Fibonacciho posloupnosti. V nizZ jsem
uvedla kratce néco o jeho Zivoté - napfr. to, Ze se ve skutec¢nosti jmenoval Leonardo
Pisansky a Fibonacci se mu fikalo po jeho otci, ten se jmenoval Bonacci a predpona

,Fi“ pfredstavuje syna.

Uvedla jsem nékteré vlastnosti této posloupnosti - napft. tu, Ze soucet libovolnych

bezprostiedné po sobé jdoucich deseti ¢lent Fibonacciho posloupnosti je nasobkem

11.

Postupné jsem se propracovala i ke zlatému fezu a zadefinovala jsem zlaté ¢islo —

¢ = %ﬁ = 1,618. Ukazala jsem i odvozeni této hodnoty.

Velice zajimavé je, Ze se zlaty ez objevuje témér vSude okolo nds, aniz by si to lidé
uvédomovali. Zlaty fez najdeme v prirodé - okvétni listky riize a jinych kvétin,
semena slunecnic, zdirevnatélé Supiny Sisek, ulity nékterych mékkysi atd. Zlaty rez
najdeme tieba i v uméni - mnoha dila genidlniho Leonarda DaVinciho jsou ,zlatého

fezu plna“.
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A proc jsem vlastné do kapitoly o Fibonacciho posloupnosti zaradila zlaty rez? Proto,

an

Ze spolu velmi Uzce souvisi. Napf. tim, Ze podil ¢lent Fibonacciho posloupnosti,

an-1
se s rostouci hodnotou n, rychle bliZi hodnoté zlatého cisla. UZ u n = 20 je rozdil oproti

@ témér zanedbatelny.

Na zavér tohoto shrnuti si dovolim jeSté jednou citoval piivodni Fibonacciho dlohu:

»Kolik krdlicich pdri budeme mit na konci roku, pokud zacneme s jednim pdrem, ktery
kaZdy mésic zplodi jeden novy pdr, ktery se bude moci rozmnoZovat za dva mésice?*

Z tabulky, kterou jsem uvedla ve ¢tvrté kapitole vime, Ze téchto part bude 144.
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ZAVER

Zaver

Prvnim z cilt mé diplomové prace na téma ,Posloupnosti redlnych ¢isel a reSené
priklady“ bylo seznamit Ctenare s pojmem posloupnost, vymezit jeji vlastnosti, typy a
formy zadani, a to vSe predvést na prikladech.

Dals$im z mych cild bylo pfipomenout ¢tenaiim (nékteré i nové seznamit) s témi
nejzakladnéjsimi typy posloupnosti. Témito posloupnostmi myslim aritmetickou,
geometrickou posloupnost a prirozeny prirlistek a ubytek. VSechny tyto typy
posloupnosti jsem zadefinovala, sepsala prehled potrebnych vzorct pro jejich
vypocet a uvedla jsem na kazdy typ téchto posloupnosti mnoho ptikladii i s FeSenim,

ve kterém jsem se snazila vSe vysvétlit.

Jako posledni cil této diplomové prace jsem si stanovila seznamit ¢tenaie s méné
znamymi posloupnostmi. Pri psani kapitoly o Fibonacciho posloupnosti jsem se
vénovala i zlatému rezu/zlatému ¢islu, které s Fibonacciho posloupnosti tizce souvisi.
[ pres to, Ze jsou tuto podkapitolu ptivodné neplanovala, jsem velice rada, Ze jsem se

mohla tomuto tématu vénovat, protoZe povazuji ho za velice zajimavé uz delsi dobu.

Plivodné jsem planovala se vénovat kromé Fibonacciho posloupnosti i jinym, méné
znamym posloupnostem, jako jsou napft. ,B6hmerovy nepravidelné posloupnosti“
skladajici se jen z nul a jednicek. To jsem v priibéhu psani této prace zavrhla, kviili

nedostatku kvalitnich materialg, a to dokonce ani v anglicky psané literatute.

Shrnu-li tedy mé cile, osobné si myslim, Ze jsem je i pres tuto posledni prekazku
splnila. Hlavné jsem vSe chtéla vysvétlit na prikladech, co bylo uz z nazvu prace
stéZejni, coz jsem provedla. Nakonec jsem se misto jinych posloupnosti, kromé
Fibonacciho, vénovala pro mé atraktivnéjSim tématem - zlatému rezu, ktery jsem

ptivodné neplanovala.

76



RESUME

Resumé

Resumé [CZ]

Prace se zabyva posloupnostmi, jejich vlastnostmi, formou zadani a feSenymi
priklady. Poskytuje stru¢ny prehled vzorcu a typovych ptikladi pro zakladni
posloupnosti - aritmeticka posloupnost, geometricka posloupnost a pravidelny
prirtstek a ubytek. Dale poskytuje piehled feSenych tloh na vySetrovani vlastnosti
posloupnosti. Ukazuje moZnosti prevodli mezi jednotlivymi typy zadani posloupnosti.

Na samém konci se zabyva Fibonacciho posloupnosti a zlatym fezem.

Resumé [EN]

This thesis deals with sequences, their properties, formo f assignment and solved
examples. This thesis provides a brief overview of formulas and types of examples for
basic sequences - arithmetic sequence, geometric sequence, and regular increment
and regular loss. It also provides an overview of solved examples in properties of
sequences. [t shows the possibilities of conversions between different types of
sequences assignments. At the end this thesis deals with the Fibonacci sequence and

the golden ratio.
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