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Uvop

Uvop

Tato diplomovda priace se vénuje tzv. Dirichletovu principu nebo také nékdy
nazyvanému holubnikovému ¢&i zasuvkovému principu. Na nadchdzejicich strankach si
nejprve fekneme definici Dirichletova principu jak v zdkladni, tak v obecné verzi. Obé
definice budou doplnény jednoduchymi priklady z redlného Zivota tak, aby z nich byl postup

Dirichletova principu zcela jasny.

V nasledujici kapitole se podivame do 19. stoleti za muzem, po némz byl princip
nazvan, tedy za Johannem Peterem Gustavem Lejeune Dirichletem. Velmi nadanym
matematikem, ktery, ackoliv zajisté nebyl prvnim, kdo pouZil myslenku holubnikového

principu, pIné si zaslouzi, aby po ném byl princip pojmenovan.

Dalsi kapitoly pak budou vénovany pfikladlim, které k ziskani reseni ¢i k dokazani
urcitého tvrzeni vyuzivaji Dirichlettv princip. VSechny pfiklady budou doplnény o postup

feSeni a k nékterym geometrickym uloham bude ptipojeno i grafické feseni.

V prvni podkapitole feSenych prikladi se podivame na ulohy z redlného Zivota. Tyto
ulohy budou odraZet rizné realné situace a kjejich vyreseni bude zapotrebi vyuZivat
postupy z rGznych matematickych obord. Nasledujici priklady budou jiz rozdéleny do

podkapitol podle svého matematického zaméreni — aritmetika, algebra a geometrie.

V podkapitole aritmetika budeme fesit priklady zaloZené na vlastnostech
prirozenych cisel. Dokazovani zadanych tezi se pak bude opirat predevsim o pravidla
délitelnosti. V podkapitole algebra budeme fesit predevsim ulohy s vyrazy v nerovnici.
V podkapitole geometrie pak pfi reSeni uloh budeme vyuzivat vlastnosti a vztahl rlznych

geometrickych atvard.

Cilem této diplomové préce je predstavit moznosti vyuziti Dirichletova principu a

vytvofit soubor feSenych uloh naptic€ riznymi tématy a matematickymi obory.
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1 POJEM DIRICHLETUV PRINCIP

1.1 ZAKLADNI DEFINICE

Dirichletdv princip, nékdy nazyvany pfihradkovy, zasuvkovy nebo také holubnikovy
princip, je zdanlivé trividlni tvrzeni, které vsak Ize vyuzit k feSeni nékterych velmi slozitych

matematickych uloh.
Podivejme se tedy na jeho zakladni znéni:
Véta 1.1

Mdme-li n prihradek, do kterych vloZime n+1 predmétu, tak vZdy najdeme prihradku, ve

které budou alespori dva pfedméty.
Diikaz véty 1.1.

Budeme predpoklddat, Ze v kazdé prihrddce mdame nejvyse jeden pfedmét. Potom ve vsech
pfihrddkdch mame nejvyse n predmétu. To je ale spor s plvodnim zaddnim, kde mdme n+1
predméta.

Tim je tvrzeni dokdzdno.

(1)

Tvrzeni si nyni vyzkouSime na jednoduchém pfikladu v duchu ,holubnikového”
principu:

Priklad 1.1.1

Mdme 5 holubnik( a 6 (tedy 5+1) holubl. Nasim ukolem je umistit vSechny holuby do nasich

péti holubnikd.

—2008

I
6 holubd {’ﬁ iﬂ {,ﬂ ia/
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Reseni: Po obsazeni viech holubnikd jednim holubem, ndm zbyl jeden holub. Nemame
jinou moZnost nez umistit tohoto holuba do jiZz obsazeného holubniku. Tvrzeni je tim padem

prokdzano, protoze v jednom holubniku mame aspon dva holuby.

Pro odlehéeni mizeme jesté zminit ceskou verzi tohoto tvrzeni:
Dirichletiv princip — ¢eska verze

Ulozime-li vecer do n zdsuvek n+1 nebo vice pfedméti a rano tam nemdme nic, pak ndm

nékdo ukrad| alespon z jedné zdsuvky alespori dva pfedméty. (Emil Calda)

(4)

VyuZiti v praxi
Asi nejznaméjsim prikladem, na kterém lze ukdzat vyuZiti Dirichletova principu v praxi je

»problém nesparovanych ponozek”:
Priklad 1.1.2.: PonoZkovy problém

V Supliku je neprehledné rozhazeno nékolik ponozZek tfi barev: bilé, Cervené a
modré. Kolik ponozek nam bude stacit z Supliku vytahnout, abychom méli jistotu, Ze

budeme mit alesponi jeden par stejnych ponozek?

K reseni vyuZijeme Dirichletiv princip:

Nejprve musime uréit, co nam bude reprezentovat , pfihradky” a co objekty, které
do nich budeme vkladat.

Mame tfi druhy barevnych ponozek, ty nam budou predstavovat nase pfihradky.
(Bila, ¢ervena a modra prihradka.) Objekty, které do nich budeme vkladat, jsou jednotlivé
vytazené ponozky.

Nejhorsi mozna varianta, kdy z ponoZek neutvofime stejny par, ndm nastane ve
chvili, kdy vytdhneme od kazdé barvy jednu ponozku. V nasem pfipadé to budou tti rizné
ponozky. Jakmile ale vytahneme ¢tvrtou ponozku, jedno jaké barvy, mame jistotu, ze mezi

témito ¢tyfmi ponozkami najdeme par.
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it

Matematicky vyjadreno:

Obr.¢. 1.1.2

n =3 (druhy ponoZek) -> dle Dirichletova principu je ndmi hledané feseni n+1, tedy 4.

(4)

1.2 OBECNA DEFINICE
Existuje také obecnéjsi verze tohoto tvrzeni:

Véta 1.2

Mdme-li n pfihrdadek, do kterych vioZime kn+1 (nebo vice) predmétd, tak vZdy najdeme
prihrddku, ve které bude alespon k+1 predmétda.

Pocet prihrddek n zde bereme z prirozenych ¢isel, budeme mit tedy alespori jednu prihradku.

Diikaz véty 1.2

Predpoklddejme, Ze toto tvrzeni neplati. Vezmeme-li pocet m; pfedmétu v i-té skupiné, pak

plati0 < mi<k, a to pro kazdé i =1, ..., n. Sectenim n pravych nerovnosti dostaneme

m +my+--+my<k+k+--+k=nk

w_/

n

neboli poc¢et my + m, + --- + m,, vSech rozdélenych pfedmétui je nejvyse nk.

To je spor a tim je tvrzeni dokdzané.

Toto tvrzeni nam vlastné tika logicky fakt, Ze v zadném konecném souboru urcitych
kvantifikovatelnych poloZzek nemohou byt vSechny hodnoty podprimérné (nebo viechny
nadprdmérné).

€9[C)
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VyuZiti v praxi

| obecna verze Dirichletova principu ma své Siroké vyuZiti i v praxi. Pomuize ndm
pochopit nebo dokazat nékteré velmi sloZité problémy, ale mlizZeme jej vyuzit i k ukojeni
vlastni zvédavosti. Jako tfeba napftiklad jestli miZe na svété existovat Clovék, ktery se

narodil ve stejné minuté jako ja.

Priklad 1.2.: Mohli bychom na svété najit dva na minutu stejné staré lidi?

Dejme dohromady fakta. Na Zemi Zije pfiblizné 7,7 miliardy obyvatel (rok 2019).
Oficidlné nejstarSim ¢lovékem na Zemi byla Francouzka Jeanne Louise Calmentova, kterd se
dozila 122 let. Dale pak budeme potfebovat védét, kolik minut ma jeden rok. Aby nevznikly

pochybnosti ohledné vypoctl, pocitejme s rokem, ktery ma nejvice dni, tedy 366.

Pocet minut v prestupném roce: 36624 -60 =527 040 minut

Pocet minut za 122 let: 527 040-122 = 64 298 880 minut

Vime, Ze v intervalu od 0 do 64 298 880 minut se narodilo pfiblizné 7 700 000 000

lidi. Vyuzijme DirichletQv princip:

Jako pfihradky ndm budou slouzit jednotlivé minuty, tedy n = 64 298 880. Do
téchto pfihradek budeme pfifazovat lidi, ktefi se narodili v tomto 122letém obdobi, tedy

kn+p =7700000 000.

Vypocet podle obecné definice: n = 64 298 880, kn+p =7700000 000
p je zbytek po celociselném déleni Cislemn, 1 <p <n

- p __7700000000___11975
64298880 64298880 ’

k+1=]119,75| + 1 = 120

Pozn.: k+1 = 120 je pouze pfibliznd hodnota. | poéet obyvatel 7,7 mld, se kterym jsme

pocitali, je pouze priblizny.
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Zavérem mUzeme fici, Ze pomoci Dirichletova principu jsme dokazali, Ze na svété
musi existovat alespon 2 lidé, ktefi se narodili ve stejné minuté. Ba co vic, my nyni vime, Ze

jich bude existovat mnohem vic, viz pfiblizné k+1=120.

(7)
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Neda se s jistotou Fict, kdo pfesné na tento princip pfiSel. UZ jen proto, Ze jeho zakladni
myslenka je tak jednoducha, Ze si ji skoro kazdy mize odvodit sdm. V jednoduchosti se vSak
skryva sila, a pravé této sily dokdzal vyuZit némecky matematik Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet. Ten jako prvni pouZil pfihrddkovy princip pfidlkazu diofantickych

aproximaci (tento dlkaz si ukazeme pozdéji).

Dirichlet se narodil 13. Uunora 1805 v Diirenu, dnes némeckém meéstecku lezicim
priblizné padesat kilometr( jihozapadné od Kolina nad Rynem. V devatenactém stoleti se
o oblast zadpadné od Ryna pretahovala Francie a tehdejsi Prusko, a tak byl v ranném détstvi
Dirichlet nejprve francouzskym obfanem a po pordice Napoleona u Waterloo se stal

obcanem Pruska.

Své nezvyklé prijmeni zdédil Dirichlet po svych predcich, kteti do Diirenu pfisli z Belgie
od feky Richlette. Odtud vznikla ¢ast prijmeni Dirichlete, zkomolenim de Richlette (od feky
Richlette). Druhd cast pfijmeni Lejeune vychdzi zfrancouzského slova mladik. Kdy
obyvatelé méstecka Diliren potiebovali rozliSit nové prichozi obyvatele na starsiho pana
Dirichtela a jeho syna ,mladika“ Dirichleta. Peter Gustav byl tedy potomkem , mladika od

feky Richlette”.

Dirichlet byl jiz v mladi velmi nadanym chlapcem a jeho sklon k matematice se projevil
velmi brzo. Ve dvanacti letech si ze svého kapesného koupil prvni knihu o matematice. Kdyz
zjistil, Ze danému matematickému tématu nerozumi, rozhodl se ji ¢ist znovu a znovu, dokud

téma zcela nepochopil.

Dirichletovi rodi¢e se snazili dat svému synovi to nejlepsi vzdélani, které si mohli
dovolit. A tak ho ve 12 letech poslali na gymnazium v Bonnu. Po dvou letech pak prestoupil
na jezuitské gymnazium v Koliné, kde se ucil matematiku od samotného George Simona
Ohma. V 16 letech pak na této Skole ziskal zavérecny certifikat. Zajimavosti je, Ze Dirichlet
nikdy nesplnil podminky maturitni zkousky. Soucasti maturity totiz v té dobé byla i zkouska
z latiny. Ta nikdy nebyla Dirichletovym oblibenym predmétem a zkousku z ni nesplnil. | pfes
to se ale mohl dal vzdélavat, a tak na prani rodic zacal studovat pravo. Na matematiku

vSak nezanevrel a sam ji studoval po vecerech. Po néjaké dobé rodi¢e sami uznali, Ze ma
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jejich syn vétsi nadani pro matematiku neiZli pro pravo, a tak mu povolili studium

matematiky.

V dobé, kdy Dirichlet kone¢né mohl naplno studovat svou milovanou matematiku,
nebyla v Némecku Zadna Skola, kterd by splfiovala matematickou Uroven takovou, jakou si
Dirichlet predstavoval. Na univerzité v Gottingenu sice ucil velmi uznavany matematik a
fyzik Carl Friedrich Gauss. Ten se ale v té dobé zabyval prevazné astronomii. Navic o ném
bylo zndmo, Ze semindre, které vedl, neudil pfilis s laskou, protoze latka, kterd se na nich
probirala, byla hluboko pod jeho Urovni. A tak se Dirichlet rozhodl sva matematicka studia
zahdjit ve Francii, kde plsobily takové matematické kapacity, jako napriklad P.-S. Laplace,

A.-M. Legendre, J. Fourier, S.-D. Poisson nebo A.-L. Cauchy.

Studium ve Francii neslo ovoce, jednim z vyznamnych témat, kterym se Dirichlet
zabyval, byla Fermatova véta z roku 1637. Kterda zni: ,Krychli nelze rozdélit na dvé krychle,
ani ¢tvrtou mocninu na dvé c¢tvrté mocniny, a obecné Zadnou vys$si mocninu na dvé
mocniny téhoz stupné”. (Fermat, 1637) Jinak feceno: Jestlize je pfirozené Cislo n > 3, pak
neexistuji cela Cisla a, b, c # 0 takova, Ze a" + b" = c". K této vété Fermat pfipsal poznamku:
,Objevil jsem Uzasny dikaz, na ktery neni na tomto okraji dosti mista.”. S dlikazem této
véty se trapili matematici cela staleti. Fermatlv obecny dikaz pro celou vétu se vsak nikdy
nenasel. Dochoval se pouze jeho dlikaz pro n = 4. Dlouha |éta nebyl poddn zadny dalsi dikaz
k této vété. Az véhlasny Svycarsky matematik Leonhard Euler dokdazal toto tvrzeni i pron =
3. Ovice neZ padesat let pozdéji predlozil teprve dvacetilety Dirichlet francouzské Akademii
véd dlkaz Fermatovy véty pro n = 5. | pres jeho mladi, pres to, Zze nikdy predtim
nepublikoval Zadné své vlastni dilo, dokonce i pres to, Ze nemél Zzadny akademicky titul,
bylo mu povoleno prednést tento diikaz clenim francouzské Akademie véd. Po
prozkoumani jeho dlikazu se matematicti odbornici shodli na tom, Ze jeho teze je spravna,
a Dirichlet si tak ziskal velké uznani Siroké matematické obce. O sedm let pozdéji pak

Dirichlet dokdzal i tvrzeni Fermatovy véty pro n = 14.

Ve svych jednadvaceti letech se Dirichlet vraci zpét do Pruska, kde mu bylo povoleno
habilitovat se na univerzité v Breslau (dnesni Wroctaw, Polsko) s podminkou, Ze zde
dokonéi své doktorské studium. Nastal vSak stejny problém jako pfi splnéni, respektive

nesplnéni, maturitni zkousky. Dirichlet nepublikoval svij dikaz Fermatovy véty pron =5
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v latiné, ale hlavné jej nebyl schopen v latiné plynné obhijit. Po dlouhotrvajicim

dohadovani pruskych akademik( mu ale byl nakonec udélen ¢estny doktorat.

DalSim jeho puUsobistém se stala Univerzita v Berliné, kde mél zprvu povoleno
prednaset jen nékteré seminare. V roce 1831 byl ale jiz jako stdly pedagog zafazen pod
filozofickou fakultu. V témze roce byl zvolen do Kralovské akademie véd v Berliné a v roce
1832 do ni byl samotnym krdlem uveden jako jeji dosavadni nejmladsi ¢len. V té dobé mu

bylo pouhych 27 let.

Soucasné s vyukou na berlinské univerzité pUsobil i na berlinské vojenské skole. Tam
stravil celych 27 let. Po Gaussové smrtiv roce 1858 mu bylo nabidnuto zaujmout jeho misto
na univerzité v Gottingenu. Tuto nabidku pfijal, avSak necely rok poté sdm umira na srdecni

pfihodu.

Dirichlet byl bezpochyby velkym a vSestrannym matematikem. Jeho stopy najdeme
napftic¢ rdznymi matematickymi obory, jako napfiklad v teorii ¢isel, geometrii, matematické
analyze ¢i v oboru pravdépodobnosti a statistiky. Mezi jeho nejpfinosné;jsi pociny patfi jiz
zminény dUkaz Fermatovy véty pro n =5 a n = 14; dale pak Dirichletova véta o aproximaci,
ve které pouzil holubnikovy princip; Dirichletova funkce, prvni uznana , netradi¢ni” funkce

¢i Dirichletova véta o prvocislech v aritmetickych posloupnostech.

(2)

10
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Tato kapitola obsahuje sbirku feSenych pfikladd, které k ziskani vysledku nebo dlkazu

néjakého tvrzeni vyuzivaji Dirichlet(v princip.

Kapitola je rozdélena do tematickych podkapitol. Prvni podkapitola obsahuje pfiklady
z bézného Zivota. Nasledujici podkapitoly pak sdruzuji priklady stejného matematického

zameéreni, tedy aritmetiky, algebry a geometrie.

3.1 PRIKLADY Z BEZNEHO ZIVOTA

Zadani téchto uloh jsou koncipovdna tak, aby odrazela situace z redlného Zivota.

Z matematického hlediska se jedna o prurez riznymi matematickymi obory.

Priklad 3.1.1

Ve firmé pracuje 129 zaméstnanc(l. Reditel, ktery ma nejvy$si plat ze viech
zaméstnancl, dostdva mési¢ni mzdu 150 tisic K¢ Dokazte, Ze jsou ve firmé alespon dva
zameéstnanci, ktefi maji v fadech tisicl stejny plat. Pfedpokladejme, Ze Zadny zaméstnanec
nepobird nizsi nez minimdlni mzdu (v roce 2019: 13 350,- K¢).

Regeni:

Platy zaméstnanc(l se pohybuji v rozmezi 13 350 K¢ aZz 150 000 K¢. V radech tisicll je
muzZeme rozdélit do skupin od 13 do 150. Vznikne nam tedy 128 platovych tfid. Do téchto
tfid budeme pfifazovat jednotlivé zaméstnance. ProtoZe je ve firmé vice zaméstnanc(, nez

je platovych tfid, mame jistotu, Ze budou existovat alespon dva zaméstnanci, ktefi budou

mit v fadech tisicd stejny plat.

n = 128 (platovych ttid) n+ 1 = 129 (zaméstnanca)

Priklad 3.1.2

Mistrovstvi Evropy v jachtingu se zucastnilo 50 posadek z 16 zemi. Dokazte, Ze na

mistrovstvi byly alespon 4 posadky ze stejné zemé.

11
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Regeni:
Posadky rozdélime do 16 skupin podle zemi, ze kterych pochazeji. Mame-li 16
skupin a vice nez 3 - 16 = 48 posadek, musi existovat alespori 4 posadky pochazejici ze

stejné zemé.

Priklad 3.1.3

Na mezinarodnim summitu se seSlo 105 vyslancu, ktefi hovoti 13 rlznymi jazyky.
Stejnym jazykem hovofi nejvyse 19 vyslancl. Organiza¢ni vybor rozhodl, Ze oficialnim
jazykem bude takovy jazyk, kterym hovofi nejméné 7 vyslancl. Dokazte, Ze na summitu
byly alespon 3 oficidlni jazyky.

Redent:

Zkusme najit prvni oficidlni jazyk. 105 vyslanc( rozdélme do 13 jazykovych skupin.
Mdme-li 13 skupin a vice nez 8 - 13 = 104 vyslancu, pak podle Dirichletova principu musi
existovat alespon 9 vyslancu, ktefi hovoti jednim jazykem. Nazvéme tento jazyk napfiklad

pismenem A. Tento jazyk spliuje podminku oficidlniho jazyka summitu. Jazykem A mize

hovofit nejvyse 19 vyslancll. Zbyvajici vyslanci, tedy 105 — 19 = 86, hovofi jinymi jazyky.

Mezi témito jazyky zkusme najit jazyk B, ktery také bude splhovat podminku
oficidlniho jazyka. Jazyk B je jednim z 12 jazykd, kterymi hovofi 86 vyslancli. Utvofme 12
jazykovych skupin, kterym budeme pfifazovat 86 vyslancu. ProtoZze téchto vyslanci je vice
nez7 - 12 = 84, mame jistotu, Ze existuje alespon 8 vyslancu, ktefi hovofi stejnym jazykem.
Tento jazyk splfiuje podminku oficidlniho jazyka, nazvéme jej tedy jazykem B. Jazykem B
mUZe opét hovofit pouze 19 vyslancl. Zbyde nam tedy 86 — 19 = 67 vyslancl hovofricich

jinymi jazyky, neZ je jazyk A a B.

Treti oficidlni jazyk budeme hledat mezi 67 vyslanci mluvicimi 11 jazyky. Opét
rozdélime vyslance do jazykovych skupin. Mame-li 11 skupin a vice nez 11-6 = 66
vyslancu, pak zcela jisté existuje 7 vyslancl, hovoficich stejnym jazykem. Tento jazyk

spliuje podminku oficidlniho jazyka a nazvéme jej napriklad jazykem C.

Nasli jsme tfi jazyky A, B a C, u kterych vime, Ze jimi hovofi alespon 7 vyslanc(.

Splnuji tedy nélezitost oficidlniho jazyka summitu a tvrzeni je tim dokazdano.
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Pozn.: Dlkaz pro Ctvrty oficidlni jazyk uz bychom nenalezli. Jsme schopni dokazat pouze to,
Ze mezi zbyvajicimi 48 vyslanci hovoficimi 10 jazyky je 5 vyslanc(, ktefi hovofi jednim

jazykem (10 - 4 = 40 < 48). Oficidlnim jazykem vSak musi hovofit alespon 7 vyslanct.

(1)

Priklad 3.1.4

Ve Skolnim poharu, kterého se ucastni 6 druzstev, se vidy najde trojice druzZstev,
ktera spolu hréla kazdé s kazdym, nebo trojice, ve které zadné se zddnym druzstvem jesté

nehralo. DokaZte, Ze tomu tak doopravdy je.
Regeni

Oznacme dana druzstva pismeny A, B, C, D, E a F. Rozdélme druZstva B aZ F do dvou
skupin podle toho, jestli s druzstvem A hrdla nebo nehrala. Podle Dirichletova principu

existuje alespon jedna skupina, ve které jsou nejméné 3 druzstva. Zvolme témito druzstvy

naptiklad B, Ca D.

Reknéme, e je to napfiklad skupina, kterd jiz s druistvem A hrala. Pokud spolu
zadné z druzstev B, Ca D nehralo, pak jsme nalezli trojici druzstev, kde nikdo s nikym nehral.
Pokud jedno z téchto druzstev hralo s druhym z této skupiny, pak spolu s druzstvem A tvofri

trojici, kde kazdé druzstvo hrdlo s kazdym.

Obdobné bychom postupovali, kdybychom druzstva B, C a D zatadili do skupiny, kde

zadné z nich nehralo s druzstvem A. Dobrali bychom se tim ke stejnému zavéru.

(1)

Priklad 3.1.5

Na Sachovnici s 8x8 poli stoji 25 vézi. Dokazte, Zze mezi nimi existuji alespon 4, které
se vzajemné neohrozuji. (Pojmem ,dvé véZe se neohrozuji“ rozuméjme to, Ze tyto véze

nestoji ve stejném radku ani ve stejném sloupci.)

13
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Redeni:
Rozdélme pole Sachovnice do 8 skupin po 8 polich tak, aby pole v jednotlivych

skupindch ve stejném radku ani sloupci. Toho docilime tak, Ze pole stejné skupiny se budou

nachdzet na diagonalach, viz rozdélni nize:

12

0l N[ o

N| | 00 Y

Nl P 00 Nl oo

0| N[ oo | B

Obr.¢.3.1.5

Mame tedy skupiny poli, o kterych vime, Ze se na nich véze vzdjemné neohrozuiji.
Zbyva jen dokazat, Ze alespon v jedné této skupiné, budeme moci nalézt 4 vzdjemné se
neohrozujici véze.

Celkem mame na Sachovnici 25 vézi. Tyto véZe spadaji do ndmi zvolenych 8 skupin.

Protoze 25 > 3 - 8 = 24, pak podle Dirichletova principu vime, Ze existuje alespon jedna

skupina vzajemné se neohroZujicich vézi, ktera obsahuje 4 véze.

(5)

Priklad 3.1.6

Herni deska hry ,Clovéce nezlob se” je tvofena 36 policky, které tvofi uzavieny
fetézec. Jaky je nejmensi pocet figurek, které potrebujeme k tomu, abychom pfi jejich
libovolném rozmisténi a libovolném hodu kostkou mohli néjakou figurku jinou figurkou
,vyhodit“?

Redeni:
Zkusme nejprve rozmistit figurky vidy ob jedno pole. Budou se nam tedy stfidat

prazdna a obsazenad poli¢ka. Na takovéto rozmisténi potifebujeme 18 figurek. Padne-li ndm
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na kostce liché Cislo (jednicka, trojka nebo pétka), pak posuneme figurky pouze na prazdna

poli¢ka a Zadnou jinou figurku nevyhodime. TakZe 18 figurek nam stacit nebude.

Zkusme to nyni s 19 figurkami. Libovolné je rozestavme v poli a pfedpokladejme, ze
pfi hodu kostkou ndm padlo Cislo k. UvaZzujme, Ze i téchto 19 figurek je rozmisténo tak, Ze
zadna nemUze vyhodit jinou figurku. Pokusime se dojit ke sporu a tim dokazat, Ze 19 figurek

nam stacit bude.

Posurime vsechny figurky o k poli¢ek. Protoze mame na herni desce 36 poli a
mulZeme se posunout nejvySe o 6 mist, nemizZe se nam stat, Ze by se jakdkoliv figurka
presunula opét na své plavodni misto. Pfedpokladame-li, Ze Zadna figurka nevyhodi jinou,
pak polic¢ka, na ktera jsme figurky presunuli, musi byt prazdna. Mame tedy 19 plvodnich
pozic a 19 novych pozic, dohromady tedy 38 rlznych poli. Tady ale nardzime na spor, herni

deska ma pouze 36 poli!

Dokazali jsme tedy, Ze pfi libovolném rozmisténi 19 figurek a libovolném hodu

kostkou budeme schopni vyhodit alespori jednou figurkou jinou figurku.

(5)

Priklad 3.1.7

Karel se uéi na zkousku z matematiky. Do zkousky mu zbyva 57 dni, kazdy den chce
spocitat alespon jeden priklad ze sbirky 98 priklad(. DokaZte, Ze v néjakych po sobé

jdoucich dnech vypocital presné 20 prikladd.
Reseni:
Pro poradek nejprve ozna¢me s; jako pocet prikladd, které Karel vypocital do i-tého

dne (v€etné): s, = 0,s; = pocet vyfesenych pfikladd za prvni den, s, = pocet vyreSenych

ptikladl do druhého dne, ..., s5; < celkovy pocet prikladd, tedy 94.

ProtoZe vime, Zze Karel kazdy den spocital alespon jeden priklad, mizeme zapsat

tvrzeni:
Sp <51 <83...<S57 <94
Nyni potfebujeme nalézt takova i a j, Ze bude platit vztah s; + 20 = s;. Tedy ze ve

dnechs; + 1,s; + 2, ..., j spocital Karel presné 20 priklad(i. Zkusme tedy mezi Cisly:

15
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S0, S1s -+, S57, S0 + 20,81 + 20, ..., 557 + 20

najit dvé takova, kterd si budou rovna. Téchto Cisel je 58 -2 = 116 a hodnoty, kterych
nabyvaji, jsou 0 az 94 + 20 = 114, tedy 115 rlznych hodnot. Podle Dirichletova principu
pak existuji alespon 2 z téchto Cisel, ktera maji stejnou hodnotu. Protoze Cisla s; a tedy i
s; + 20 tvofi rostouci posloupnost, je jedno z téchto Cisel Cislo s; a druhé s; + 20. Tim je

dokdzano, Ze v néjakych po sobé jdoucich dnech spocital Karel pravé 20 prikladd.

(5)

Priklad 3.1.8

Dokazte, Ze na ¢ervnovém koncertu v lochotinském amfitedtru byli ten den alespon
dva lidé, ktefi méli mezi posluchaci stejny pocet zndmych. (S jistotou vime, Ze na koncertu
byli vice nez dva posluchaci.)

Redeni:

Na koncert dorazil urcity pocet n posluchacl. Vime, Ze kazdy z téchto posluchac
muZe mit na koncertu 0V 1V 2V ..V (n—1) zndmych. Zaroven vime, Ze zde soucasné
nemuze byt ¢lovék, ktery nezna zadného z posluchaci, a ¢lovék, ktery znd naopak viechny
pfitomné. Tim padem se nam pocet moZnosti snizuje nan — 1. Bude-li na koncertu ¢lovék,
ktery neznd nikoho, pak poslucha¢i mohou mit na koncertu OV1V2V..V(n—2)
znamych. Bude-li na koncertu clovék, ktery zna vSechny pfitomné, pak mohou mit
posluchaci na koncertu 1V1V2V..V(n—1) zndmych. Mdme tedy n posluchacq,
kterym budeme pfifazovat n — 1 moznosti. Dle Dirichletova principu pak zcela jisté existuji

alespon dva posluchaci, ktefi maji na koncertu stejny pocet znamych.

(7)

Priklad 3.1.9

Ve ¢tvercovém parku o rozmérech 100x100 metrQ je rozmisténo nékolik strom(.
Jejich koruny maji z pohledu z vysky tvar kruhu. Tyto koruny se mozna nékde vzajemné
prekryvaji, zddna z nich vSak nepresahuje hranice parku. Celkovy obvod korun strom

v parku ¢ini 1300 metr. Mésto chce skrz park vybudovat pfimou pésinu, kterou by, byt
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tfeba jen ¢astecné, prekryvalo alespon pét korun strom{ (Sifi pésSiny zanedbejme). Dokazte,

Ze takovouto pésinu lze v parku vybudovat.

Pozn.: Pro Uplnost dodejme, Ze Zzadné dva kmeny strom( nerostou ve stejné radé ani

sloupci.
Re3eni:
Z celkového obvodu korun mizeme zjistit celkovy soucet pramért vsech korun:
d =1300/m
d=414m

Zvolme jednu stranu parku a vsechny koruny stromid na ni kolmo promitnéme.

Koruna o priméru d; se na stranu promitne jako usecka o délce d;.

Obr. ¢. 3.1.9a

ProtoZe strana parku méri 100 metr( a délka vSech praméra korun strom( je 414 m,
musi se dle Dirichletova principu na zvolené strané v urc¢itém bodé prekryvat alespon pét
kolmych priimétl korun stromu (Usecek). Povedeme-li z takovéhoto bodu kolmici ke strané
parku, pak tato pfimka bude prchazet alespon péti korunami stromu. Dokazali jsme tedy,

Ze mozné vést parkem poZadovanou pésinu.

17
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Obr. ¢. 3.1.9b

(5)

Priklad 3.1.10

Méstska ¢ast Manhattan se sklada z 65 severojiznich a 65 zapadovychodnich ulic,
které tvofi pravidelnou c¢tvercovou sit. Délka kazdé ulice od kriZovatky ke kriZovatce je
300 m. Na Manhattanu se nachdzi 2 200 kavaren Starbucks. Dokazme, Ze existuji alespor 2

z téchto kavaren, které jsou od sebe vzddaleny nejvyse 600 m chlze po ulici.
Redeni:
Vezméme si kfizovatku, ze které vychazi 4 ulice. Umistime-li na ni dvé kavarny

Starbucks, pak vime, Ze jejich pési vzdalenost bude maximalné 600 m

o

Obr. ¢.3.1.10a

Obr. €. 3.1.10b

Nyni musime zvolit Sikovny zplsob, jak touto , kfizovatkou” (kfizovatka a 4 pfilehlé
ulice) pokryt cely Manhattan. Na prvni severojizni ulici umistéme centrum , kiizovatky” do
mista, kde se ulice protind s druhou, ¢tvrtou,... az Sedesatou ¢tvrtou zapadovychodni ulici.
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Takto to udélejme se vsemi lichymi severojiznimi ulicemi. Na druhou severojizni ulici
umistéme centrum ,kfizovatky” do mista, kde se ulice protind s prvni, tfeti,... aZ Sedesatou
patou zdpadovychodni ulici. Takto to udélejme se vSemi sudymi severojiznimi ulicemi. Tim
mame pokrytou celou oblast Manhattanu. Nyni uz jen spocitejme, kolik , kfiZovatek” jsme

vlastné pouzili.
32-33+33-32=2112

Manhattan jsme tedy pokryli 2 112 , kfizovatkami”. ProtoZe kavaren Starbucks je zde
2 200, vime z Dirichletova principu, Ze musi existovat alespon dvé kavarny, které jsou od

sebe chizi vzdaleny maximalné 600 m.

(5)
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3.2 ARITMETIKA

Tato podkapitola obsahuje pfiklady zabyvajicimi se vlastnostmi pfirozenych Cisel.

Dokazovani zadanych tezi se bude opirat vesmés o pravidla délitelnosti.

Priklad 3.2.1

Jedanon + 1 rdznych celych Cisel. DokaZte, Ze mezi témito Cisly Ize najit dvé takova,
jejichz rozdil bude délitelny ¢islem n.

Regeni:

Budeme-li délit rGznych n + 1 Cisel Cislem n, pak ndm po tomto déleni vidy zlstane
jeden ze zbytkl: 0,1, 2, ...,n — 1 (dohromady n zbytkd). Z Dirichletova principu vyplyva, zZe
mezin + 1 rGznymi celymi Cisly Ize najit alespon dvé Cisla, kterd maji stejny zbytek po déleni
¢islem n. Nazvéme tato cisla napriklad pismeny a a b a spolecny zbytek po déleni ¢islem n

nazvéme z:

a=n-ky+z
kde ki, k, €N
b=n-k,+z

Pak rozdil ¢isel a a b mizeme zapsat takto:
a—b=n(k;—k,) = n|(a—b)

Po odecteni zbytk( ndm zlstanou jen Cisla délitelna Cislem n, jejich rozdil je pak také
délitelny ¢islem n.

(3)

Priklad 3.2.2

Dokazte, ze mezi 125 rlznymi prirozenymi Cisly je mozné nalézt nékolik takovych,

Ze jejich soucet je délitelny 125.

Redeni:

20



3 PRIKLADY

Oznacme jednotliva Cisla nasledovné: a4, a,, ..., a1,5. Z téchto Cisel utvorme soucty:
Sq1 = Qq,S, = aq + Ay, ..., S125 = 4 + Ay, ..., A125. Téchto souctd je 125. Budeme-li je délit

Cislem 125, zbyde ndm po déleni vzdy jeden z nasledujicich zbytkl: 0,1, 2, ..., 124.

M3-li néktery ze souCtl s, aZ s;,5 zbytek po tomto déleni 0, pak jsme nalezli hledany

soucet.

Maji-li vSechny soucty zbytek po déleni rlzny od 0, pak dle Dirichletova principu
existuji alespon dva soucty, které maji stejny zbytek po déleni 125. Z ptikladu 3.2.1 vime,
ze rozdil takovychto dvou Cisel je délitelny ¢islem 125. Musi tedy existovat soucet nékterych

Cisel z a; aZ aq;5, ktery je délitelny ¢islem 125.

(7)

Priklad 3.2.3

Dokazte, ze ke kazdému prirozenému cislu n Ize najit takové Cislo, které je slozené

pouze z Cislic 3 a 0 a je délitelné Cislem n.
Redeni:

Zkusme zapsat n Ccisel tvorenych Cislicemi 3 a 0, kde 3 a 0 se budou pravidelné
stfidat:

30,3030,303030, ...,30...30... 30

T
n Cisel

Budeme-li délit téchto n Cisel ¢Cislem n, pak jejich zbytky budou nabyvat nékteré
z hodnot 0, 1, ...,n — 1. Nalezneme-li mezi témito Cisly Cislo se zbytkem 0, pak m3, co jsme

hledali.

Nebude-li mezi témito Cisly Cislo se zbytkem 0, pak mame n — 1 zbytkd pro n Cisel.
Dle Dirichletova principu tedy existuji dvé Cisla se stejnym zbytkem po déleni Cislem n.

Z prikladu 3.2.1 vime, Ze rozdil takovychto dvou cisel je délitelny ¢islem n.

Nyni jen zbyva dokdzat, Ze rozdil dvou takovychto Cisel je opét Cislo tvorené Cislicemi
0 a 3. Nazvéme tato Cisla a; a a;, kde ia j znacCi poCet dvojic 3, 0 a j < i, a zapiSme jejich

rozdil:
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a; —a; = 30303030 ...30 — 3030 ...30 = 3030 0000 ...00
Y T Y
t J t—]J J
Rozdilem Cisel a; a a; vznikne opét Cislo tvofené Cislicemi 3 a 0 a tvrzeni je tim

padem dokdazano.

(7)

Priklad 3.2.4

Dokazte, Ze ke kazdému pfirozenému Cislu n Ize najit ptirozena Cisla a a b takova,
7e rozdil ¢isel 5% a 57 je délitelny ¢islem n.
Redent:

Reknéme, 7e mdme n + 1 mocnin &isla 5: 5,52, 53, ..., 5™, 5™*1. Budeme-Ii nyni tato
Cisla délit ¢islem n, ziskdme maximalné n rliznych zbytkd: 0, 1, 2, ...,n — 1. Dle Dirichletova
principu mezi témito mocninami existuji dvé takové, které maji stejny zbytek po déleni

Cislem n.

Z prikladu 3.2.1 jiz vime, Ze rozdil takovychto dvou cisel je délitelny ¢islem n. Tvrzeni

je tedy dokazano.

(7)

Priklad 3.2.5

Dokazte, Ze z kazdych 12 dvoucifernych Cisel Ize vidy vybrat dvé takova, Ze jejich

rozdil se dd napsat jako dvouciferné Cislo se stejnymi ciframi.
Redent:

ZapiSme vsechna dvouciferna cisla se stejnymi ciframi: 11,22, ..., 99. VSechna tato
¢isla maiji stejného délitele — Cislo 11.

Po celodiselném déleni ¢islem 11 ndm vzdy zlstane jeden z 11 zbytka: 0, 1, ...,10.
ProtoZe témto zbytkd pfifazujeme 12 Cisel, pak dle Dirichletova principu existuji alespon

dvé Cisla, kterd maji stejny zbytek po déleni ¢islem 11.
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Na zakladé dukazu z pfikladu 3.2.1 vime, Ze rozdil téchto Cisel je délitelny ¢islem 11.

Tedy je jednim z ¢isel 11,22, ...,99 a dlkaz je hotov.

(1)

Priklad 3.2.6

Je dano 501 rliznych pfirozenych Cisel. Dokazte, Ze mezi nimi existuje alespon 6 Cisel,

ktera maji stejné dvé posledni Cislice dekadického zapisu.
Re3eni:
ZapisSme vSechny moZnosti rozmisténi dvou poslednich ¢isel dekadického zapisu:
00,01, ...,52,53,..98,99 = 100 moznosti

Jednotlivym dvojicim dekadického zapisu budeme pfirazovat 501 zadanych disel.
Dle Dirichletova principu pak zcela jisté existuje alespon 6 Cisel, kterd maji na poslednich

dvou mistech dekadického zapisu stejna Cisla.

(3)

Priklad 3.2.7

Je dano 7 libovolnych pfirozenych Cisel. Dokazte, Ze z nich Ize vybrat 4 takova, Ze
jejich soucet je délitelny cCislem 4.
Reden:

Nejprve si uvédomme, Ze podle Dirichletova principu lze z libovolné trojice Cisel

vybrat dvé takova disla, Ze budou obé stejné parity — tedy bud obé sudd, anebo obé licha.

Soucet takovychto Cisel je pak vzdy sudy.

Z nasich 7 zadanych pfirozenych &isel Ize tedy vybrat dvojici (a, b), kterd ma stejnou
paritu a jeji soucet je tim padem sudy. Z ostatnich 5 Cisel Ize opét vybrat dvojici (c,d) se
sudym souctem a ze zbylych 3 Cisel také mGzeme vybrat dvojici (e, f), kterda ma sudy

soucet.

Budeme-li délit tyto sudé soucty Cislem 4, pak po déleni zlistane bud zbytek 0, nebo

2. ProtoZze mame 3 tyto soucty, mlZzeme podle Dirichletova principu s jistotou fict, Ze
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alespon dva maji stejny zbytek po déleni Cislem 4. Pokud je onim stejnym zbytkem 0, pak

je dliikaz ukonéen.

Pokud maji tyto dva soucty zbytek po déleni 2, pak jejich soucet je délitelny 4 (soucet
zbytk( 2 a 2 je délitelny 4). Dokazali jsme tedy, Ze mezi 7 libovolnymi pfirozenymi Cisly lze

vzdy vybrat Ctyfi, jejichz soucet je délitelny Cislem 4.

(3)

Priklad 3.2.8

Méjme mnozinu 4, ktera obsahuje 9 libovolnych réiznych pfirozenych &isel. Zadné
z téchto Cisel neni vétsi nez 50. Dokazte, Ze Ize vybrat dvé podmnoZiny mnoziny A takové,
Ze soucet jejich prvkl bude stejny.
Redent:

Z 9 prvk@l mnoziny A mGZe vzniknout celkem 2° — 1 = 511 rdznych neprazdnych

podmnozin.

Nyni si uvédomme, jakych hodnot mohou nabyvat soucty prvkd libovolné

podmnoziny mnoziny A. Libovolny takovy soucet nazvéme S:
§$<42+4+43+--4+494+50<9-50 =450

Nejvyssi soucet, kterého libovolna podmnozina mnoziny A mizZe nabyvat, ma zcela
jisté nizsi hodnotu nez 450. Vezmeme-li 450 jednotlivych hodnot a budeme jim pfifazovat
511 rlznych podmnoZin, pak dle Dirichletova principu existuji alespori dvé podmnoziny,

jejichz soucet prvka je stejny.

(3)

Priklad 3.2.9

Je dana rostouci posloupnost pfirozenych Cisel a; < a, < as ..., pro kterou plati
a; =1lavn € N:a,,,1 < 2n. Dokazte, ze kazdému pfirozenému Cislu n Ize nalézt dva Cleny

a; a a; dané posloupnosti takové, ze a; — a; = n.

Redent:
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Ze zadani vime, Ze prvky dané posloupnosti jsou mensi nez 2n, tuto mnozinu

nazvéme mnozinou A:
A=a;<a; << apy <2n

Vezméme mnozinu B vSech 2n pfirozenych ¢isel a rozdélme ji do n dvojic

nasledujicim zplsobem:
B={[1;n+1],[2;n+2],..,[n;2n]}

Tyto dvojice tvofi Cisla, jejichz rozdil je vzdy Cislo n.

Zamérme se nyni na pocet prvkl v danych mnozindch. MnozZina A obsahuje n + 1
prvkl, mnoZina B jich obsahuje jen n. Budeme-li pfitazovat jednotlivé prvky z mnoziny A
mnoziné B, pak dle Dirichletova principu bude existovat alespon jedna dvojice Ccisel
z mnoziny B, které jsou pfifazeny dva prvky z mnoziny A.

Existuji tedy dva Cleny a; a a; posloupnosti A takove, Ze jejich rozdil se rovna Eislu

n, a dikaz je hotov.

(3)

Priklad 3.2.10

Je dano pfirozené ¢islo n. Vyberme n + 1 libovolnych &isel mnoziny {1, 2, ..., 2n}.
Dokazte, Zze mezi vybranymi Cisly |ze najit dvé rlzna Cisla takova, Ze jedno z nich déli druhé.
Reden:

KaZdé pfirozené ¢islo mGzeme zapsat ve tvaru 2% - [, kde k a [ jsou pFirozena ¢&isla a
[ je Cislo liché.

Zapidme tedy kaZdé z vybranych n + 1 &isel ve tvaru 2%i - [;, kde i € {1, ...,n + 1}.
Cisla [; mohou nabyvat hodnot 1, 3,5, ...,2n — 1, celkem tedy n hodnot. Z Dirichletova
principu vyplyva, Zze mezi vybranymi n + 1 Cisly budou existovat alespon dvé takova Cisla,
ktera maji stejné liché Cislo [, tedy pro néjaka a # b plati [, = [;,. Bez Ujmy na obecnost
predpokladejme, Ze b < a, pak:

ka . ka .
2t -1y 2 h:ZM%b
2ko -1, 2kb -,
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3 PRIKLADY

Délenim téchto dvou Cisel vznikne pfirozené Cislo, tim padem jsme mezi vybranymi

n + 1 Cisly nalezli dvé, z nichz jedno déli to druhé beze zbytku.

(5)
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3.3 ALGEBRA

Tato podkapitola se bude zabyvat Ulohami s vyrazy v nerovnici, k jejichZ feSeni bude

vyuzivat DirichletQv princip.

Priklad 3.3.1

Na uzavieném intervalu {(a; b) je n redlnych &isel x4, x5, ..., x,,, kde n > 2. Dokazte,

Ze |ze vzdy najit indexy i # j takové, Ze plati

(b—a)
|xi _le = (n—1)
Redent:
Interval (a; b) rozdélme na n — 1 stejnych interval( o délce %. Dle Dirichletova

principu se vjednom ztéchto intervald nachdazi alespont dvé zcisel xi,x5,...,X,.

Pfedpoklddejme, Ze jsou to Cisla x; a xj, kde i # jai,j = {1,2,...,n}. Pak plati:

(b—a)
n—1)

|Xi —le <

a tvrzeni je dokazano.

Toto tvrzeni ndm pomuze pfri feSeni nasledujicich prikladd.

(3)

Priklad 3.3.2

JedanamnozinaA = {1, 2,3, ...,243 }. DokaZte, Ze ze t¥i libovolnych prvk( mnozZiny

A |ze vidy vybrat dva prvky x, y, tak aby platilo 0 < 3/x — i/} <1
Redeni:
Necht a4, a,, as jsou prvky z mnoZiny A.Zvolme z; = > a;, kdei =1,2,3. Protoze

V1 = 1a V243 = 3, maze &islo z; nabyvat pouze hodnot z intervalu (1; 3).
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3 PRIKLADY

Rozdélme nyni tento interval na dva intervaly (1; 2) a (2; 3). Z Dirichletova principu
vime, Ze budeme-li dvéma intervalim pfifazovat tfi Cisla z4, z,, z3, pak alespon dvé z nich

budou ndlezet stejnému intervalu.
Z toho vyplyvd, 7e 0 < z; — z; < 1,tedy 0 < Vx — }/y < 1.

(3)

Priklad 3.3.3

Dokazte, Ze Ize nalézt celd Cisla a, b, c takova, Ze absolutni hodnota kazdého je mensi

nebo rovna 10°, alespori jedno z téchto &isel je nenulové a véechna vyhovuji nerovnici:

la + bV3 + V5| < 107°

Redeni:

Reknéme, 7e M je mnoZina 10'° redlnych &isel ve tvaru p + g3 + /5, kde
p,q,7r €{0,1,2,..,10° — 1 }. UvaZujme redlné ¢&islo u, které je zapsané ve tvaru
p+ qV3+ 15, kdep,q,r = 10°:

u=(1+vV3++V5)- 10°
Pak plati:
XEM = 0<x<s
Vezméme interval {0; u) a rozdélme jej na 10° — 1 shodnych intervalii o velikosti

t_

u .. . . . , . s _ s v v
= o5 1 Dle Dirichletova principu se v jednom takovémto intervalu nachazi alespon dvé

z 10'° &isel mnoziny M. Pfedpokladejme, e jsou to napfiklad &isla x; a X;.
Potom plati:

u 106
055 —1 - 1055

|xi = x;| = |(pi = p)) + (@i — gV3 + (; _T‘j)\/gl < 1 =107°

A tim je celé tvrzeni dokazano.
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Priklad 3.3.4

Je dano 12 rlznych redlnych Eisel z intervalu (1; 1331). Dokazte, Ze lze vybrat vidy

dvé Cisla a a b takova, Zze a # b a plati pro né:
0<a-b<1+3Vab.
Redeni:
Reknéme, 7e a; € (1;1331), kde i = 1,2, ..., 12. UvaZujme redlné &islo d; = ?{/Ei,
toto Cislo mGze nabyvat hodnot (1;11). Vezméme interval (1; 11) a rozdélme ho na 10

intervalt (1; 2),(2;3), ...,(10; 11). Podle Dirichletova principu nélezi alespor dvé z Cisel

dq,dy, ..., dy; jednomu z 10 uvedenych intervald. Z toho vyplyva, 7e 0 < d; — d; < 1.

Bez Ujmy na obecnosti feknéme, e jsou to &isla d; = Va, dj = Yb a a>b.

Dosazenim ziskame nerovnici
0<¥Va-Vb<1
Umocnime-li nerovnici na tfeti, pak budou nerovnosti stale platit
0<(¥a—-¥p) =a—b-3Ya?b+3Yab? <1

Pfeskupenim nerovnice ziskdame

0<a-b<3yah—3Yab?+1

0<a—b<3m(3a—3\/3)+1
Protoze vyraz Ya — Vb < 1 mtzeme zapsat ve tvaru

0<a-b<3Vab(¥a-Vb)+1<3Vab+1
Tim jsme tedy dokazali, ze
0<a-b<1+3Vab

(3)
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Priklad 3.3.5

Necht x4, x5, X3, x4 a X5 jsou libovolna realna Cisla. DokaZte, Ze mezi nimi Ize vidy

vybrat dvé Cisla a, b takova, Ze plati

Redeni:
Zkusme vyuZit vztahu

tg(x) — tg(y)
1+ tg(x) tg(y)

tg(x —y) =

Zvolme Cisloa; = tga;, kdei=1,...5aq; € (—g,g) Rozdélme tento interval na

v v e . . T .. . . PR T4 v v v/
Ctyfi stejné intervaly o velikosti T Dle Dirichletova principu nalezi alespon dvé z Cisel

aq, ..., @5 jednomu ze ¢tyf uvedenych intervall. Bez Ujmy na obecnosti feknéme, Ze jsou to

Cisla @; a a;, kde i > j, potom plati

3

OSai—ajS§

v . . m T , o v
ProtoZe je funkce tangens na intervalu (— > 5) rostouci, mZeme zapsat

tgai —tga} A

<tgs,
1+tga;-tga; 93

0< tg(a:l- — a:]) =

pak

0<—L <3
1+ aiaj

a tvrzeni je tim dokazano.
(3)
Priklad 3.3.6

Dokazte, ze mezi 11 libovolnymi redlinymi Cisly Ize vzdy najit dvé Cisla x, y, pro kterd

plati

x—y T
0< <tgl|—
_1+x+y+2mf'g(w)
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(o S y 1 .
Jsou dana ¢&isla x4, x5, ..., X11. Reknéme, ze y; = tga; = 1 + o kdei =1,2,..,11
i

a q; € (—gg) Rozdélme interval na deset stejnych intervald o velikosti 1—7:). Dle
Dirichletova principu nalezi alespon dvé z ¢isel aq, ..., @11 jednomu z deseti uvedenych
intervald. Bez Ujmy na obecnosti feknéme, Ze jsou to Cisla a; a aj, kde i >j a i,j =
1,2,...,11, potom plati

/A

OSai—ajSE

v . . m T ’ ,
Protoze funkce tangens je na intervalu (_E’E) rostouci, plati

tgai—tgaj s
< tg(a - a)) 1+tga;-tga; ~ 970
U
Yi—Yj T[
T+yy; 210
U
1 1
o 1+5-1-7 o
1+(1+%)(1+%) 10
i j
U

Xi—Xj
0< <tg—

a tvrzeni je tim dokazano.

(3)

Priklad 3.3.7

Necht x4, x5, ..., x;3 jsou libovolna kladnd redlna ¢isla, Dokazte, Ze mezi nimi Ize vidy

nalézt dvé Cisla x, y takova, Ze

x—y+3\/§x+3\/§y+10\/§xy+\/§<2

0<
3x +10xy + 3y +1
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Je dano 13 kladnych redlnych €&isel x;, x5, ..., Xo. Reknéme, Ze y; = tga; =

T

3+ %, kdei=1,2,..,13 aqa; € (—g,;). Rozdélme interval na 12 stejnych intervall o

. . A .. . . PRy % v N .
velikosti a o Podle Dirichletova principu nalezi alespon dvé z Cisel aq, ..., @1, jednomu

z dvanacti uvedenych intervald. Bez Ujmy na obecnosti feknéme, Ze jsou to Cisla a; a a;,

kdei>jai,j=1,2,..,12, potom plati

0< < T[
<a —a; <-—
' 7 =12
Protoze funkce tangens je na intervalu (—g,g rostouci, plati
tga; —tga; Vi — Vi T
OStg(al-—aj)z - L=

<tg-—

1+tga;-tga;, 1+yy;~ ° 12

1+cosa '

. v ™ . s ovos o v v. a 1-cosa
JelikoZ tg e kladné ¢islo, mizeme vyuzit vzorec |tg E| = ’ :

-2 [1-8 1-2 5
— — . = =2—-v3
1
1+28 0 148 2
2 2
Dosadme nyniy; = 3 +%
1 1
3+——3—
S)’i‘)’j: X Xj <2-3
L4y 1+(3+i)(3+i)
Xi Xj
U
x]-—xi
X% X: — X;:
< J = J : < -
0= 10xixj+3x 4341 10x;x + 3% + 3x; +1 7 2-v3
xl-xj
U
5T V3<2

0<
- 10xl-xj + 3x] + 3xl- +1 +
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U

a tvrzeni je tim dokazano.

(3)

Priklad 3.3.8

Dokazte, ze Ize nalézt vidy dvé ze 7 libovolnych realnych cisel v intervalu (—1; 1)

takovd, Ze budou splfiovat nerovnici

0<2(x/T=yZ-y/1-x2)< [2-3
Reden:
Méjme danych 7 Cisel x4, x5, ..., X7. Reknéme, 7e x; = sina;, kde i = 1,2,...,7 a
a; € (— g,g) Rozdélme interval na 6 stejnych interval( o velikosti a g. Podle Dirichletova

principu nalezi alespon dvé z Cisel ay, ..., a; jednomu ze Sesti uvedenych interval(l. Bez

ujmy na obecnosti feknéme, Ze jsou to Cisla a; a @, kde i > jai,j = 1,2,..,7, potom plati

T

0<a —a < c
v . . . T T , ,
Protoze funkce sinus je na intervalu (— E’E) rostouci, plati

0< sin(al- - a]-) <sin (%)

U

, , /i
0 < sina;cosa; — cosa;sina; = sina; |1 — Sinaj2 —sina; |1 - sina;* < sin (E)
U

0<x; |[1—x%2—x1/1—x2 Ssin(g)

v . T\ . ;s wvr o v ..
ProtozZe sin (g) je kladné cislo, miZzeme jej zapsat ve tvaru
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| . a| 1 — cosa .
sins| = |[———— = |sm—| =
2 2 6

Potom

a tvrzeni je tim dokdzano.

(3)

Priklad 3.3.9

Dokazte, Ze existuji vidy dvé z 5 libovolnych kladnych redlnych Cisel, kterd jsou vétsi

nez 1 a splnuji nasledujici nerovnici

2¢(x2—1)(y2—1)+2> s
Xy -

Redent:

‘. “ T woxe 1
VyuZijme toho, Ze kaidé redlné Cislo vétsi nez 1 lze zapsat ve tvaru r = o
Vs
proa € (O;;).
Necht tedy x4, ..., x5 jsou libovolna kladna realna ¢isla vétsi nez 1. Reknéme,

v 1 . v . . .
ze cosa; = —, kdei=1,..,5aq; € (O,g). Rozdélme interval na 4 stejné intervaly o
i

. . T .. . . sy v v v vs . v, v
velikostia p Podle Dirichletova principu naleZi alespon dvé z Cisel a4, ..., @5 jednomu ze Ctyf
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uvedenych interval(l. Bez Ujmy na obecnosti feknéme, Ze jsou to Cisla @; a a;, kde i > j a

i,j=1,..,5, potom plati

3

0<a—q < 3
Protoze funkce kosinus je na intervalu (0, g) klesajici, plati
s
cos(a; —a;) = cos (—)
( 3 ]) 8

U

/s
0 < cosa;cosa; + sina;sina; = cosa;cosa; + J(l — cosa;?)(1 - cosajz) < cos (§)

U

1 N (1 1) 1 1 < (T[)
xixj xl-z ij = €08 8

v T\ . s ovs o v ..
Protoze cos (g) je kladné Cislo, miZeme jej zapsat ve tvaru

1+ cosZ
4

a|_ 1+ cosa
21 2

5 = |cosg| =

|COS

U

[ vz
s 1+cos%_ 1+7_ 2+\/§_J2+\/§
8 2 B 2 4 2

Potom

2\/(xi2 —D(x2—1)+2
— < /2+\/§

i)
a tvrzeni je tim dokazano.
(3)
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Priklad 3.3.10

Na zavér této podkapitoly si ukazeme dlikaz, ve kterém Dirichlet pouZil holubnikovy

princip. Pravé diky tomuto dlkazu je princip pojmenovan po Dirichletovi.

Racionalni aproximace realnych ¢isel — dlikaz pomoci Dirichletova principu
Véta: Necht’a € R je libovolné rediné Cisloan € N prirozené Cislo vétsi neZ 1.

Potom existujip € Zaq € N,q < ntakovd, Ze|la — pq| < qin.

Dukaz:

Interval [0,1] rozdélme na n intervalii: [O, %) , E, %) - [nT_l, 1].

Vezméme n+ 1 cisel 0,1,{a),(2a), ...,{(n — Da), kde {(a) znaci necelou cdst
Cisla a. (Pozn. necelou cdst redlného Cisla ziskdme rozdilem daného Cisla a jeho celé Casti,

tedy a — [a] = (a)).
Kazdé z téchto Cisel Ize zapsat ve tvaru:
0=0-a+0
1=0-a+1

(a)=1-a+k,

(n—MDay=(n—1)-a+k,_,
Pro vhodné zvolena k4, k,, ..., k,_1 € Z.

Pro viechna tato Cisla plati, Ze nalezi do jednoho z pfedchozich n interval(l. Téchto
Cisel je vS8ak n + 1, a proto podle Dirichletova principu musi existovat interval, do néjz

spadaji alespon dvé z nasich Cisel. Zajisté vsak v témze intervalu nejsou Cisla0 a 1.

, . Y T . oy 1o
Absolutni hodnota rozdilu dvou ¢Cisel ze stejného intervalu je nejvyse —~ Timto

rozdilem zjistujeme, Ze existuje ¢isloq € N, g < n a Cislo k € Z takové, Ze plati

lg-a+ k| <

S|e

ProtozZe q je pfirozené ¢islo, mUZeme si dovolit takto upravit danou nerovnici
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|a + E| < =
gl = qn

Nyni jiZ jen zvolme p = —k, p € Z a tim je cely dikaz hotov
-t <7

a——|<—
ql gqn

(8)
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3.4 GEOMETRIE

V této podkapitole budeme s pomoci Dirichletova principu fesit ulohy, které

k ziskani vysledku vyuZzivaji vlastnosti a vztah(l rdznych geometrickych Gtvara.

Tvrzeni 3.4.1:
Jsou-li U, Uy, U,, ..., U, rovinné Utvary takové, ze
U CUkdei€{l,..,n}al|U| < |Uy| + |Uy| + -+ |Upyl,

kde|U| je obsah rovinného utvaru U, |U;| obsah rovinného Utvaru U;. Potom existuji
aspori dva rovinné utvary U;, U; (1 < i < j < n) takove, Ze U; a U; maji aspon jeden
spoleény vnitini bod. Rikame, Ze S je vnitfnim bodem mnoziny U; N U; v téZ roving, pokud

existuje kruh K se sttedem S a polomérem & = 0 takovy, zeK (S; ) < U; N U;.

Z tohoto tvrzeni mizZeme odvodit i Dirichletlv princip pro délku usecek nebo pro

délku obloukd.
Demonstrujme nyni tvrzeni v praxi:

e Méjme rovinny Utvar o obsahu 1 jednotka. PoloZme na néj nékolik Gtvard o
obsahu mensim nez 1 jednotka, jejichZ celkovy obsah je vétsi nez 1 jednotka. Pak
zcela jisté existuji nejméné dva z téchto utvaru, které maji alespon jeden spole¢ny
bod.

o Méjme Usecku o délce 1 jednotka. PoloZme na ni nékolik Usecek o délce mensi nez
1 jednotka, jejichz celkova délka je vétsi nez 1 jednotka. Pak zcela jisté existuji
nejméné dvé z nami pokladanych Usecek, které maji alespon jeden spoleény bod.

e Méjme kruZnici o poloméru 1 jednotka. PoloZme na ni nékolik obloukl o délce
mensi nez 2m jednotek, jejichz celkova délka je vétsi nez 2m jednotek. Pak zcela
jisté existuji nejméné dva z ndmi pokladanych oblouku, které maji alespon jeden

spolecny bod.

(3)
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Priklad 3.4.1

V kruhu o obsahu S je dano 201 libovolné rozmisténych bod, z nichz zadné 3

neleZi na téze primce. Nasim ukolem je dokazat, Ze z danych bodu Ize vidy vybrat alespon

3, které jsou vrcholem néjakého trojuhelniku s obsahem mensim nez %.
Redent:

Rozdélme dany kruh na 100 stejnych kruhovych vysedi. V téchto vyseci madme umisténo
201 bod0. Z Dirichletova principu vyplyva, Ze alespon v jedné kruhové vyseci musi byt
umistény nejméné 3 body. ProtozZe jedna takova vyse¢ ma obsah % a vime, Ze vSechny
body uvnitt kruhu jsou nekolinedrni, miZeme s jistotou tvrdit, Ze tyto body tvofi vrcholy

. , v v S
trojuhelniku s obsahem mensim nez 700"

(3)

Priklad 3.4.2

Predchozi priklad mGzeme zobecnit: V kruhu o obsahu S je dano 2n + 1 libovolné
rozmisténych bodd, z nichz Zddné 3 neleZi na téZe primce. Nasim uUkolem je dokazat, Ze

z danych bodl lze vidy vybrat alespon 3, které jsou vrcholem urcitého trojuhelnika
s obsahem mensim nez %
Regeni:

Rozdélme dany kruh na n stejnych kruhovych vyseci. V téchto vysedich mame umisténo
2n + 1 bodU. Podle Dirichletova principu vime, Ze existuje alespon jedna kruhova vysec
obsahujici |2n—:1| + 1 = 3 body. Protoze jedna takova vyse¢ ma obsah % a vime, ze vSechny
body uvnitt kruhu jsou nekolinedrni, miZzeme s jistotou tvrdit, Ze tyto body tvofi vrcholy

trojuhelnika s obsahem mensim nez

3w

(3)
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Priklad 3.4.3

Dokazme, Ze mezi 8 libovolnymi body obdélnika ABCD o stranacha =4ab =5

mUzZeme vzdy najit dva body, jejichZ vzdalenost je mensi nebo rovna v10 .

Redeni:

Rozdélme obdélnik na 7 libovolnych rovinnych Gtvard. Utvary musime volit tak,

aby v kazdém z nich byla vzdalenost dvou bodU nejvyse v10. MUZeme je rozdélit

nasledovné: AEKH, EFIK, FGLI, GBJL, HKMD, KILNM a LJCN (viz obrazek ¢.)

D

° C

=

N
o o

Obr.¢.3.4.3

Z Dirichletova principu vyplyva, Ze alespon jeden z vySe uvedenych Utvard obsahuje

2 z 8 libovolné umisténych bodu. Protoze vzdalenost jakychkoliv 2 bodl v kazdém atvaru
je maximalné v/10 , mame jistotu, Ze v obdélniku ABCD najdeme 2 body, jejichz vzdalenost

bude mensi nez v10.

(3)
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Priklad 3.4.4

Uvnitf jednotkového Ctverce je vepsano 151 bodl. DokaZzme, Ze existuje alespon

jeden kruh o poloméru %, ktery obsahuje alespon 7 z uvedenych bodd.
Regeni:

Dany Ctverec rozdélme na 25 stejnych ¢tverecku. Z Dirichletova principu vyplyva, Ze
alespon jeden z vySe uvedenych ¢tvereck(l obsahuje 7 ze 151 libovolné umisténych bodu.

OpiSme nyni tomuto ¢tverecku kruznici. Tato kruznice ma primeér stejné délky, jako délka

GhlopFitky daného Etveretku. Tedy d = g . promér pakje r = Y—g :
4
0, (2)
1<
)
L Obr. & 3.4.4

y 2 e e . - L1 .
Protoze % > \1/—;, pak zcela jisté existuje alespon jeden kruh o poloméru o Ve kterém

lezi alespon 7 z libovolné zvolenych bodd.

(3)

Priklad 3.4.5

Je dan pravidelny devitidhelnik. Kazdy jeho vrchol je obarven modrou nebo zelenou
barvou. Nasim ukolem je dokdzat, Ze existuji dva trojuhelniku stejného obsahu a stejné

barvy vrchold.
Redeni:
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Mame 9 vrchold Vi, V,, ..., Vy, které maji bud modrou, a nebo zelenou barvu.
Z Dirichletova principu vyplyva, Ze alespon 5 bod(i ma stejnou barvu. Bez Ujmy na obecnosti
feknéme, Ze téchto pét bodli ma naptiklad modrou barvu. Z péti bodi muizeme sestrojit

(3) = 10 modrych trojdhelnikd.

Obr. ¢. 3.4.5

Necht V' je mnozina vSech vrchold daného devitidhelniku, tj. V = {V,V,, ...,Vo}a O je
jeho stfedem. Rotujme nyni kolem stfedu O o0 40°,80°,120°,160°,200°,240°, 280°, 320°
a 360°. S kazdou touto rotaci se méni postaveni jednotlivych bodd, avsak obrazec se vidy
zobrazi sam na sebe. Po deviti rotacich se vrcholy devitithelniku opét zobrazi samy na sebe.
Témito rotacemi vznikne 90 modrych trojuhelnikd, jejichz vrcholy nalezi mnoziné V. Pocet

rGznych trojuihelnikd s vrcholy v mnoziné V je (g) = 84.

Protoze 84 < 90, vyplyva nam z Dirichletova principu, Ze existuji 2, v naSem pfipadé
modré, trojuhelniky, jejichZz obsah i tvar je totoZny. Stejny obsah i rozmisténi vrcholll ndm
zajistuje rotace, jejimiz vlastnostmi jsou zachovani tvaru a obsahu rotovanych utvard.

Dukaz je tedy hotov.
(3)

Priklad 3.4.6

Mame dany konvexni tfinactistén se 7 vrcholy. Nasim uUkolem je dokazat, Ze na

tomto mnohosténu existuje vrchol, ze kterého vychazi alespon 6 hran.
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Nejprve musime zjistit, kolik hran ma nas tfinactistén. Vyuzijeme k tomu tzv. Euler(Qv
vztah, ktery ur€uje vztah mezi poctem stén (s), po¢tem vrcholl (v) a po¢tem hran (h):

s+tv=h+2

Tedy v nasem pfipadé 13 + 7 — 2 = 18 hran. Kazdou hranu rozdélime na dvé
poloviny, takZze nam vznikne 36 polohran. Tyto polohrany rozdélime do 7 skupin (kazda
skupina nalezi jednomu vrcholu). Podle Dirichletova principu je alespon v jedné skupiné

vice nez 5 polohran. Z toho vyplyva, Ze alespon z jednoho vrcholu vychazi nejméné 6 hran.

(1)

Priklad 3.4.7

Do obdélniku o obsahu 12 cm? poloZme 3 libovolné mnohouhelniky, z nichZ kazdy
ma obsah 5 cm?. Nasim ukolem je dok&zat, Ze lze vidy najit dva mnohouhelniky, které maji

spoleénou plochu vétsi nebo rovnou 1 cm?.

llustrativni obr. ¢. 3.4.7

Necht M;,M,,M; jsou naSe tfi mnohouhelniky a |M;|,i ={1,2,3} obsah

mnohouhelniku M;. Pak
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M; UM, UMz = M|+ M| + [M3]| — (IM; 0 My| + [My N Mz| + [M, N M3))
+ |M; N M, N M|

Protoze |[M,| = |M,| = |M3| = 5 cm? a M; U M, U M5 leZi v obdélniku o obsahu

12 cm?, vyplyva z predchozi rovnice vztah:
12> 15— (|M; n M,| + |[M; n M;3| + |M, N M5|) + [M; n M, N Mg
Upravou ziskdme tento tvar nerovnice:
My N My| + [Myn M3| + M, NnM3| >3+ |Myn M, N Mz

Vime, Ze plocha prdniku mnohouhelniki M;, M,, M3 nem(zZe byt zdpornd, tj
IM; N M, N M3| = 0. Soucet prinik( jednotlivych mnohouhelnikd tedy bude vidy vétsi

nebo roven 3. Uvazujme tedy krajni pfipad, kdy |[M; N M, n M;| = 0:
My N M| + [My N Ms| + |[My 0N M3| >3

Podle Dirichletova principu existuje alespori jedna z hodnot |M; N M,|, |M; N M|
a |[M, N Ms]|, které je vétsi nebo rovno 1. (Tak, jak jsme fekli v Gvodni kapitole: VSechny

hodnoty nemohou byt podprimérné nebo vsechny nadpriimérné.)

Bez Ujmy na obecnosti pfedpokladejme Ze tfeba pravé |M; N M,| > 1. Tim je

tvrzeni dokazano.

(3)

Priklad 3.4.8

Kruhovy teré o poloméru 18 cm zasahlo 19 strel. Nasim uUkolem je dokazat, Ze

vzdalenost nékterych 2 zdsah je mensinez 11 cm.
Regeni:

Nejprve musime rozdélit kruhovy teré na 18 ¢&asti. Tyto ¢asti musi splfiovat tu
podminku, Ze maximalni vzdalenost 2 bodu leZicich v jednotlivych ¢astech musi byt stejna.
Kruh rozélenime na 18 ¢asti tak, Ze jej nejprve rozdélime soustfednym mezikruzim o
poloméru q. Prvnimi Sesti ¢astmi budou shodné vysece od stfedu S o stfedovém Uhlu 60°
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a poloméru q. Zbylych 12 ¢asti vznikne rozdélenim mezikruzi na ,mezivysece” o stredovém

Uhlu 30°. Tyto ,mezivyseée” maji Uhlopricky o délce g, viz obrazek nize.

Obr. ¢.3.4.8a

Nyni musime zjistit, jakou délku md gq. Vime, Ze q je jednim zramen
rovnoramenného trojuhelniku SBA. Kolmym primérem bodu B na Usec¢ku SA ndm vznikne
bod Bj, ktery déli usecku SA na dvé poloviny, a pravouhly trojuhelnik SBBi. Z tohoto

trojuhelniku budeme schopni vypocitat délku q.

B
*
|
q
: q Obr. & 3.4.8b
s
|
|
|
'4 _____________ -—— @ A
S ry=9 B,
r=18
cos 30° = —
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Dva body v kazdé nami vytvorené c&asti kruhového terce jsou od sebe vzdaleny
maximalné 6v3 cm. Mame-li teré rozdélen na 18 &asti a do téchto &asti umistime 19 stel,
pak dle Dirichletova principu plati, Ze existuje alespon jedna z téchto ¢asti, do které spadaji
minimalné dvé strely. ProtoZe 6v/3 < 11, mame jistotu, Ze alespon dvé stiely jsou od sebe

vzdaleny méné nez 11 cm.

(6)

Priklad 3.4.9

V roviné je dano 17 bodd, z nichz Zadné ti nejsou kolinearni. Tyto body jsou spojeny
useckami ¢ervené, modré a zelené barvy. Nasim uUkolem je dokdazat, Ze z téchto uUsecek

vznikne alespon jeden trojuhelnik, ktery ma vSechny strany stejné barvy.
Redeni:

Bez Ujmy na obecnosti zvolme jako vychzi bod pro viechny usecky bod A. Spojenim
zbylych bodl s bodem A vznikne 16 uUsecek. Témto uUseckdm miizeme pfifadit bud’
cervenou, modrou, anebo zelenou barvu. Barvy ndm tedy budou predstavovat pfihradky,

do kterych budeme vkladat jednotlivé usecky.
n = 3 (barvy) kn + 1 = 16 (vSechny usecky)
k+1= 16, 53
=3 =5
k+1=153|+1=6

Z Dirichletova principu tedy vyplyva, Ze alespon jeden bod je spojen s Sesti ostatnimi
body jednou barvou. Bez Ujmy na obecnosti zvolme témito body body B, C, D, E, Fa G a

barvu, kterou jsou spojeny napfiklad ¢ervenou.
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Obr. ¢.3.4.9a

Jsou-li alespon dva z bodli B, C, D, E, F a G spojeny také ¢ervenou Useckou, vznikne

stejnobarevny trojuhelnik a dikaz je ukoncen.

A Obr. ¢.3.4.9b

Nebude-li tomu tak, pak jsou tyto body spojeny useckami modré a zelené barvy.
Zvolme napfiklad bod B, ktery spojime usec¢kami s body C aZ G. Barvy nam opét znazornuji

prihradky, kterym budeme pfifazovat 5 noveé vzniklych Usecek.
n = 2 (barvy) kn + 1 = 5 (Usecky)

k+1—5—25
=5=2

k+1=|25+1=3

Z Dirichletova principu vyplyva, Ze bod B je spojen alespon tfemi Useckami stejné
barvy. Bez Ujmy na obecnosti zvolme touto barvou barvu modrou a body napfiklad C, D, E.
Jsou-li nékteré zbodl C, D, E spojeny také modrou useckou, vznikne stejnobarevny

trojuhelnik a ddkaz je ukoncen.
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A Obr. ¢. 3.4.9c

Nebude-li tomu tak, pak jsou tyto tfi body spojeny Useckami zelené barvy a tim je

dokdazano, Ze existuje jednobarevny zeleny trojuhelnik.

Obr. ¢.3.4.9d

Cely dukaz je tedy ukoncen, protoZze vsSechny uvahy vedou kvytvoreni

jednobarevného trojuhelnika.

(3)

Priklad 3.4.10

V prostoru je libovolné rozmisténo 9 bodl s celociselnymi soufadnicemi. Dokazte,
Ze existuji alespon dva z téchto bodU, které urcuji usecku, jejiz stfed ma také celociselné

souradnice.
Redeni:
Nejprve si pfipomenme vzorec pro vypocet souradnic stfedu libovolné Usecky AB:

A = [all a2) a3]’ B = [bl’ bz, b3]
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3 PRIKLADY

a, +by a, +by, as; + bs
Sap = | T T T

Mdame-li celociselné souradnice bodd A a B, pak celociselné soufadnice bodu S,z
ziskdme pouze tehdy, je-li soucet souradnic a; + b;, i € {1, 2,3} sudy. K sudému souctu

muzZeme dojit jen v pfipadé, Ze a; a b; jsou obé sudé nebo obé liché souradnice.

SepiSme si nyni vSechny moznosti, jak Ize z pohledu sudosti a lichosti poskladat

souradnice jednoho bodu:

1. [L 1] 5. [s,s,s]
2. [L1s] 6. [s,s,1]
3. [L,s,1] 7. [s,1,s]
4. [l,s,s] 8. [s, 1]

Mdme tedy 8 moZnosti rozmisténi sudych a lichych souradnic. Zadanych bod(
s celociselnymi soufadnicemi vsak mame 9. Dle Dirichletova principu pak existuji alespon 2
body, které maiji stejné rozlozeni sudych a lichych soufadnic, soucet téchto souradnic je

sudy a tim padem souradnice stfedu Usecky uréené témito body jsou také celociselné.

(7)
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ZAVER

ZAVER
Ve své diplomové praci jsem se vénovala vyuZiti Dirichletova principu pfi feSeni

raznych matematickych uloh, pti dokazovani matematickych tezi a v neposledni fadé pfi

feSeni zajimavych uloh z redlného svéta.

V teoretické Casti jsem se snaZila co nejsrozumitelnéji popsat jak princip zakladni
definice, tak princip obecné definice. Teoreticka ¢ast neni pfili§ obsahla, protoZe samotny
princip ma pomérné jednoduché znéni. Sila Dirichletova principu je vSak v jeho aplikaci, kdy

takto zddanlivé bandlni tvrzeni dokaze vyresit i pomérné slozité ulohy.

Toho si byl védom i Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, vyznamny matematik
19. stoleti, po kterém byl tento princip nazvan. Vénovala jsem mu proto jednu kapitolu, ve
které jsem popsala jeho matematickou drahu od studii na gymnaziu aZ po zavrSeni jeho
kariéry na univerzité v Gottingenu. Zminila jsem zde i jeho pfinos pro matematiku,

predevsim pak jeho dikaz Fermatovy véty pron=5an = 14.

V nasledujicich kapitolach jsem se pak vénovala prikladim, které k nalezeni feseni
vyuZivaji pravé Dirichletdv princip. Ulohy jsem rozdélila do ¢tyF tematickych okruhd. Do
prvniho okruhu jsem zahrnula ulohy, které odrazeji situace z redlného Zivota, a pfi jejich
feSeni je potfeba zabrousit do rliznych oblasti matematiky. Dalsi kapitoly jsou pak

rozdéleny podle matematického zaméreni — aritmetika, algebra a geometrie.

Na tomto principu mé neprestdva fascinovat to, jak jednoduché tvrzeni v sobé

skryva, a pfitom dokaze resit a dokazovat i velice slozZité Ulohy a teze. Zaroven vsak nékdy

vvvs

Kromé vyznamu pro matematiku ma Dirichlet(v princip vyznam i v béZném Zivoté.
Dokaze odpovédét na rizné praktické nebo jen zajimavé otazky a urcité tedy stoji za to ho

znat a umét s nim pracovat.
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RESUME

RESUME

In my diploma thesis | focused on using Dirichlet's principle in solving various
mathematical problems, proving mathematical theses and last but not least in solving

interesting tasks from the real world.

In the theoretical part, | tried to describe as clearly as possible the principle of the
basic definition and the principle of general definition. The theoretical part is not very
comprehensive, because the principle itself has a relatively simple wording. However, the

power of the Dirichlet principle lies in its application.

The following chapter is dedicated to Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, an
eminent mathematician of the 19th century, after him this principle was named. Here |
described his mathematical career from grammar school studies to the completion of his
career at the University of Gottingen. | also mentioned his contribution to mathematics,

especially his proof of Fermat's theorem for n =5 and n = 14.

In the following chapters | focused on examples that use Dirichlet's principle to find
a solution. | divided the tasks into four thematic areas. In the first part, | included tasks that
reflect real-life situations and need to go into different areas of mathematics to solve them.

Next parts are divided according to mathematical focus - arithmetic, algebra and geometry.
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