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Anotace

Bakalářská práce se zabývá návrhem a analýzou lineárńıho peristaltického čerpadla využ́ıvaj́ıćıho
pro čerpáńı kapaliny pěti elektromagnetických akutátor̊u. V rámci analýzy byla provedena
měřeńı velikosti p̊usob́ıćıch sil aktuátoru na své pohyblibé jádro, otepleńı aktuátoru zp̊usobené
procházej́ıćım elektrickým proudem, pr̊utoku vody a výsledky jsou porovnány s výsledky ma-
tematických model̊u.
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stejnosměrný mikromotor, umělý sval, termo-pneumatický aktuátor, materiál s tvarovou
pamět́ı, DEA, elektromagnetický aktuátor, sṕınaćı cyklus



Annotation

Bachelor thesis proposes a design of linear peristaltic pump utilizing five electromagnetic
actuators. Measurements of force acting upon its core, change of temperature caused by
passing current and flow velocity were conducted and the results are compared to the results
of numeric simulations.
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1. Úvod

Předložená práce se zabývá návrhem a analýzou chováńı lineárńıho peristaltického čerpadla.
V textu jsou uvedeny výsledky měřeńı, realizace matematických model̊u a jejich vzájemné
porovnáńı.

Funkčńı princip peristaltických čerpadel je inspirován pohybem střev, která jsou součást́ı
tráv́ıćıho traktu. Pozřená potrava je střevy transportována vpřed jejich opakovaným rozṕınáńım
a stahováńım. Na tomto principu pracuj́ı peristaltická čerpadla, která se r̊uzným zp̊usobem
snaž́ı tento pohyb emulovat užit́ım r̊uzných druh̊u aktuátor̊u.

Běžná komerčně dostupná zař́ızeńı funguj́ıćı na daném principu využ́ıvaj́ı rotačńıho pohybu
rotoru a lze se s nimi setkat v mnoha pr̊umyslových odvětv́ıch (zdravotnictv́ı, stavebnictv́ı,
potravinářstv́ı, chemie, akvaristika atd...). Mezi jejich hlavńı výhody patř́ı možnost velmi
přesného dávkováńı a schopnost čerpat kapaliny o libovolné viskozitě, chemicky agresivńı
kapaliny nebo čisté kapaliny. Nevýhodou je mechanické namáháńı zp̊usobuj́ıćı opotřebeńı
trubice a nutnost jej́ı výměny.

Navržené čerpadlo, na jehož analýzu je práce zaměřena, simuluje peristaltický pohyb po-
moćı pěti elektromagnetických aktuátor̊u skládaj́ıćıch se z měděného vinut́ı, magnetického
obvodu a pohyblivého feromagnetického jádra. Počet aktuátor̊u lze změnit, avšak pro sesta-
veńı funkčńıho zař́ızeńı je nutné použ́ıt minimálně tři aktuátory. Aby zař́ızeńı bylo schopno
čerpat kapalinu, je nutné navrhnout vhodný sṕınaćı cyklus aktuátor̊u tak, aby se kapalina v
trubici pohybovala zvoleným směrem.

V současnosti jsou peristaltická čerpadla v popřed́ı zájmu předevš́ım v souvislosti s miniatu-
rizaćı v elektronice. Miniaturizace zp̊usobuje zvýšeńı koncentrace výkonu na jednotku plochy,
což zvyšuje nároky na chlazeńı. Lineárńı peristaltická čerpadla jsou perfektńımi kandidáty
pro takové využit́ı vzhledem k jejich schopnosti (při vhodné konstrukci) čerpat libovolně
malé či velké objemy kapaliny. V souvislosti s možnost́ı realizace čerpadel o velmi malých
rozměrech se zvyšuje zájem o využit́ı i ve zdravotnictv́ı pro podáváńı léčiv dlouhodobě ne-
mocným pacient̊um. Mikročerpadlo společně s léčivem by bylo umı́stěno uvnitř kapsle v těle
pacienta př́ımo tam, kde by léčivo mělo účinkovat. T́ımto zp̊usobem se zajist́ı velmi přesné a
kontinuálńı dávkováńı léčiva, což ušetř́ı pacientovi např́ıklad bolestivé vpichy injekčńı jehly
a sńıž́ı namáháńı jater, nebot’ v kapsli bude obsažena pouze aktivńı látka bez jakýchkoliv
př́ıměśı.
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

Čerpadlo je zař́ızeńı využ́ıvaj́ıćı mechanickou energii pro transport kapalin, stlačováńı plyn̊u
a plněńı nafukovaćıch objekt̊u. Nacházej́ı využit́ı při čerpáńı vody ze studńı, v energetickém
pr̊umyslu pro transport olej̊u a plyn̊u, v automobilovém pr̊umyslu pro chlazeńı vody a vstřikováńı
paliva, v chemickém pr̊umyslu a zdravotnictv́ı (např́ıklad umělé srdce). Pro pohon čerpadla
byla dř́ıve využ́ıvána převážně lidská a zv́ı̌rećı śıla, dnes jsou nejběžněǰśımi pohony čerpadel
motory. Čerpadlo může být umı́stěno mimo i př́ımo uvnitř nádrže, odkud je kapalina čerpána.

Dodaná energie zajǐst’uje transport kapaliny z bodu A do B a zároveň pokryt́ı tepelných
ztrát zp̊usobených vzájemným třeńım molekul o sebe/stěnu trubice. Zvýš́ıme-li množstv́ı
dodávané energie

• Při zachováńı p̊uvodńıho výškového rozd́ılu mezi A a B jsme schopni čerpat větš́ı objem
kapaliny

• Při zachováńı p̊uvodńıho čerpaného objemu kapaliny zvýšit výškový rozd́ıl mezi body
A a B

Sńıž́ıme-li množstv́ı dodané energie

• Při zachováńı p̊uvodńıho výškového rozd́ılu mezi A a B budeme čerpat menš́ı objemy
kapaliny

• Za účelem zachováńı p̊uvodńıho čerpaného objemu jsme nuceni sńıžit výškový rozd́ıl
mezi A a B

Čerpadla lze dělit na objemová a odstředivá. [1]

Obrázek 2.1.: Schématické znázorněńı funkce čerpadla
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

2.1. Objemová čerpadla

Objemová čerpadla nevyžaduj́ı zaplaveńı pracovńı komory na začátku pracovńıho cyklu, ne-
bot’ jsou schopna sama nasát kapalinu, bývaj́ı zpravidla označována jako samonasávaćı. Jejich
principem je nasát́ı a uzavřeńı určitého objemu kapaliny, který je fungováńım zař́ızeńı kont-
rolovaně přenesen ze vstupu na výstup.

Jednočinné ṕıstové čerpadlo

Obrázek 2.2.: Princip ṕıstového čerpadla - vlevo nasáváńı kapaliny, vpravo vytlačováńı kapa-
liny

Vlevo na obrázku 2.2 je zobrazeno nasáváńı kapaliny do pracovńı komory ṕıstového čerpadla.
Vytahováńım ṕıstu vzniká podtlak otev́ıraj́ıćı V1, č́ımž je kapalina načerpávána. Vpravo na
obrázku, při pohybu ṕıstu směrem dovnitř, je uvnitř komory vytvářen přetlak uzav́ıraj́ıćı
V1 a otev́ıraj́ıćı V2. Uzavřeńım V1 je znemožněno nasáváńı daľśı kapaliny a otevřeńım V2

je vytlačována ven z pracovńı komory. Pro správnou funkčnost čerpadla je nutné zajistit
dokonalou těsnost systému s účelem zamezeńı úniku kapaliny. Čerpadlo využ́ıvá bud’ ručńıho,
nebo motorového pohonu. Rychlost čerpáńı kapaliny je ovlivněna otáčkami motoru a rozměry
samotného čerpadla. Pr̊utok kapaliny je velmi pulzńı vzhledem k neschopnosti konstrukce
vytlačovat a nasávat kapalinu ve stejném okamžiku. [1]

Dvojčinné ṕıstové čerpadlo

Obrázek 2.3.: Dvojčinné ṕıstové čerpadlo

Dvojčinné ṕıstové čerpadlo funguje na stejném principu, jako jednočinné s t́ım rozd́ılem, že
v každém okamžiku docháźı k nasáváńı a vytlačováńı kapaliny zároveň. Pohybem ṕıstu dov-
nitř je otevřen ventil V1, přes který je do pracovńı komory kapalina nasávána a skrz ventil
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

V2 vytlačována. Vytahováńım ṕıstu ven z pracovńı komory je kapalina nasávána přes V3 a
vytlačována skrz V4. Tento typ čerpadla je vhodný pro transport malých objemů kapaliny.
[1]
Výhody: Schopnost vyvinout velmi velké tlaky(deśıtky až stovky MPa), čerpat vysoce
viskózńı nebo kapaliny obsahuj́ıćı mechanické nečistoty.
Nevýhody: Pulznost toku, nároky na těsnost, náročná údržba.
Využit́ı: Dávkovač mýdla, ručńı pumpa na vodu, injekčńı stř́ıkačky, ručńı pumpičky (např.
pro nafukováńı mı́č̊u, bazén̊u atp...), pr̊umyslové aplikace vyžaduj́ıćı vysoké tlaky(např. odsáváńı
nadrcené horniny při vrtáńı ropných vrt̊u).

Zubové čerpadlo

Obrázek 2.4.: Zubové čerpadlo

Ozubená kola rotuj́ı v proti směru v̊uči sobě, č́ımž na vstupu do čerpadla vzniká podtlak,
který nasává kapalinu do komory. Po vstupu do komory se kapalina dostane do prostoru mezi
zuby kol a t́ım se rozděĺı do dvou proud̊u (proud horńıho a spodńıho kola). Kapalina v me-
zizub́ı je rotaćı přepravena na výstupńı stranu, kde se oba proudy opět sjednot́ı, což vytvář́ı
přetlak nut́ıćı kapalinu opustit prostor pracovńı komory. Ke zpětnému toku nedocháźı, nebot’

zuby kol na sebe při rotaci dosedaj́ı a znemožňuj́ı tak kapalině proudit jiným směrem, než
kterým směrem je čerpána. [2]
Výhody: Konstantńı tok, schopnost transportovat kapaliny o r̊uzných viskozitách, jedno-
duchá údržba, možnost obousměrného toku (směr toku záviśı na směru otáčeńı ozubených
kol)
Nevýhody: Vysoká nárčonost při výrobě na přesnost d́ıl̊u, hluk, nevhodné pro čerpáńı ka-
palin obsahuj́ıćıch mechanické nečistoty (docháźı k opotřebeńı ozubených kol)
Využit́ı: Aplikace pracuj́ıćı s oleji/ropou a jej́ımy deriváty, potravinářstv́ı (práce s čokoládou,
araš́ıdovým máslem, kukuřičným sirupem atd...), transport pryskyřic a polymer̊u, práce s
barvami [3]
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

Lamelové čerpadlo

Obrázek 2.5.: Lamelové čerpadlo

Lamelové čerpadlo má excentricky umı́stěný rotor s pružně připevněnými lamelami. Otáčeńım
rotoru docháźı k jejich prodlužováńı a zkracováńı. Prodloužeńım lamel je vytvořen pod-
tlak nasávaj́ıćı kapalinu do pracovńı komory. Naopak, při jejich zkráceńı, docháźı ke zvýšeńı
p̊usob́ıćıho tlaku na kapalinu, která je následně vytlačena ven z pracovńı komory. Barvy na
obrázku 2.5 symbolizuj́ı změny tlaku (modrá-ńızký tlak, červená-vysoký tlak). [2]
Výhody: Schopnost čerpat kapaliny s ńızkou viskozitou při relativně vysokých tlaćıch, schop-
nost vakuovat nádoby.
Nevýhody: Složitá konstrukce, nepoužitelnost pro velmi vysoké tlaky, neschopnost čerpat
kapaliny s vysokou viskozitou.
Využit́ı: Laboratoře, automobilový pr̊umysl

Lanové čerpadlo

Obrázek 2.6.: Lanové čerpadlo

Lanové čerpadlo je konstruováno hnaćım kolem, dále kolem pro zajǐstěńı dráhy lana (na
obrázku 2.6 zobrazeny šedými kruhy), trubićı skrze niž je lano taženo a z lana s uzly o
pr̊uměru trubice. Otáčeńım hnaćıho kola se lano pohybuje a pomoćı uzl̊u je voda vytlačována
trubićı ke spotřebiteli. [4]
Výhody: Jednoduchá konstrukce
Nevýhody: V pr̊umyslu nepoužitelné
Využit́ı: Rozvojové země a mı́sta, kde nemá význam/neńı možné zajistit dodávku vody
jiným zp̊usobem
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

Vodńı trkač

Obrázek 2.7.: Vodńı trkač

Tento druh čerpadla funguje na unikátńım principu. Pro čerpáńı využ́ıvá, na rozd́ıl od
čerpadel využ́ıvaj́ıćıch mechanickou energii dodanou exterńım zdrojem, potenciálńı energii
kapaliny. Na obrázku 2.7 je schématicky zobrazen pracovńı princip trkače. Vlevo kapalina
teče přivodńım potrub́ım a zvyšuje se jej́ı rychlost a t́ım i jej́ı kinetická energie. Trkaćı ventil
V2 je otevřený, nebot’ na závaž́ı na něm připevněné p̊usob́ı t́ıhová śıla. Zároveň ve větrńıku
docháźı k expanzi vzduchu, který tlač́ı na kapalinu a nut́ı ji odtéct odtokovým potrub́ım
(oranžová šipka symbolizuje směr pohybu hladiny). Ve chv́ıli, kdy voda v přivodńım potrub́ı
nabyde dostatek kinetické energie, docháźı k uzavřeńı trkaćıho ventilu V2 (pohyb vody je do-
statečně silný na to, aby překonal t́ıhovou śılu p̊usob́ıćı na závaž́ı připevněné k V2). V tomto
okamžiku se v potrub́ı objev́ı přetlak otev́ıraj́ıćı ventil V1 (zobrazeno vpravo na obrázku 2.7)
a voda plńı větrńık. Plněńım větrńıku je stlačován vzduch a ve chv́ıli, kdy již voda neńı
schopna vzduch stlačovat, docháźı k uzavřeńı V1 a zároveň k otevřeńı V2, nebot’ se kapalina
nepohybuje a závaž́ı na V2 zajǐst’uje jeho otevřeńı. Proud kapaliny opět nabývá kinetické
energie a cyklus se opakuje. [5]
Výhody: Př́ımé využit́ı potenciálńı energie kapaliny pro jej́ı transport, schopnost překonávat
velké výškové rozd́ıly, nepřetržité fungováńı, cena
Nevýhody: Pouze část čerpané kapaliny se dostává ke spotřebiteli (č́ım vyšš́ı výškový rozd́ıl
spotřebitel-nádrž, t́ım méně kapaliny je přečerpáno), nemožnost regulace, nutnost vhodného
zdroje kapaliny (např. řeka)
Využit́ı: V oblastech bez elektřiny pro čerpáńı kapaliny mezi mı́sty s výškovým rozd́ılem

2.2. Odsťredivá čerpadla

Na rozd́ıl od objemových čerpadel vyžaduj́ı pro své fungováńı zaplaveńı pracovńı komory.
Pro svou činnost využ́ıvaj́ı Bernouliho rovnice

EKin + ETlak + EPot = konst, (2.1)
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2. Zp̊usoby čerpáńı kapalin

kde EKin je měrná kinetická (pohybová) energie, ETlak je měrná tlaková energie a EPot je
měrná potenciálńı (polohová) energie kapaliny kapaliny. Tyto energie jsou vyjádřeny

EKin =
1

2
ρ · v2

ETlak = p

EPot = ρ · g · h,

kde ρ je hustota kapaliny, v je rychlost prouděńı, p je tlak, g je gravitačńı zrychleńı a h je výška
potrub́ı nad povrchem země. Rovnice 2.1 ř́ıká, že součet kinetické, tlakové a potenciálńı ener-
gie je roven konstantě. Z tohoto vztahu vyplývá skutečnost, že dojde-li ke zvýšeńı rychlosti
pohybu kapaliny, a tud́ıž i zvýšeńı kinetické energie, pak docháźı k sńıžeńı tlakové energie.
Zvýšeńı kinetické energie kapaliny dosáhneme zúžeńım potrub́ı. Naopak jeho rozš́ı̌reńım ka-
palinu zpomaĺıme a zvýš́ıme jej́ı tlakovou energii.

Obrázek 2.8.: Schématické znázorněńı odstředivého čerpadla [6]

Na obrázku 2.8 je schématicky znázorněné odstředivé čerpadlo. Kapalina je přiváděna
do středu rotačńıho disku (na obrázku ”Oko”). Rotaćı vzniká podtlak nasávaj́ıćı kapalinu
do pracovńı komory, kde j́ı je dodávána kinetická energie. Kapalina je vytlačována k okraji
komory, č́ımž se snižuje jej́ı kinetická energie a zároveň s t́ım, dle Bernoulliho rovnice, vzr̊ustá
jej́ı tlaková energie. [1]
Výhody: Jednoduchá konstrukce a princip, minimum pohyblivých část́ı, konstantńı tok
Nevýhody: Neschopnost čerpat kapaliny s vysokou viskozitou, vhodné pouze pro čerpáńı
mezi mı́sty s malým výškovým rozd́ılem, nutnost zaplaveńı komory před spuštěńım čerpadla
Využit́ı: V budovách pro čerpáńı vody a obecně v jakékoliv aplikaci pracuj́ıćı s kapalinou o
ńızké viskozitě
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3. Peristaltické čerpadlo

Peristaltické čerpadlo bylo vynalezeno v USA, roku 1885 si jej nechali patentovat (US12753A)
Rufus Porter a J.D. Bradley. Čerpadlo se skládá ze tř́ı část́ı: kostra, rotor a trubice.

Obrázek 3.1.: Konstrukce peristaltického čerpadla [7]

Kostra čerpadla slouž́ı jako mechanická ochrana zař́ızeńı a zároveň je v ńı uchycená tru-
bice, kterou je kapalina přepravována. Rotor je umı́stěn uvnitř kostry a má r̊uzné tvary dle
aplikace, pro kterou je určen (r̊uzný počet hlavic, velikost). Menš́ı čerpadla maj́ı na hlavici
rotoru umı́stěný rotačńı váleček, větš́ı maj́ı hlavici zaoblenou. Chtěli-li bychom sestavit do-
konalé peristaltické čerpadlo s konstantńım tokem, pak by rotor čerpadla i zakončeńı hlavic
musely mı́t nekonečný pr̊uměr, avšak takové čerpadlo je fyzicky nemožné sestavit. Nedokonalý
tvar rotoru ovlivňuje pr̊utok kapaliny následuj́ıćımi zp̊usoby:

• Počet hlavic rotoru ovlivňuje pulznost. Č́ım v́ıce hlav rotor má, t́ım nižš́ı je pulznost toku
kapaliny. Zároveň se zvyšuj́ıćım se počtem hlav se snižuje pr̊utok kapaliny a zkracuje
životnost trubice.

• Pr̊uměr hlavice tlač́ıćı na trubici ovlivňuje pulznost: se zvětšuj́ıćım se pr̊uměrem klesá.

• Zvýšeńım otáček rotoru se zvýš́ı pr̊utok čerpané kapaliny a zároveň pulznost pr̊utoku.

Daľśım d̊uležitým parametrem, kromě otáček a rozměr̊u, je vzdálenost hlavice od kostry pri
stlačeńı trubice. Č́ım bĺıže je hlavice kostře při stlačeńı, t́ım v́ıce se trubice opotřebovává.
Při nedostatčeném stlačeńı trubice je výrazně sńıžen tlak vyv́ıjený na kapalinu v trubici a
zároveň hroźı jej́ı proklouznut́ı a zpětný tok. [8]
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3. Peristaltické čerpadlo

Obrázek 3.2.: Schématické zobrazeńı jedné hlavy peristaltického čerpadla

Zmáčknut́ı trubice y můžeme vypoč́ıtat za předpokladu, že známe vněǰśı pr̊uměr trubice
dVnejsi a požadavek na maximálńı vzálenost hlavy od kostry g:

y = dVnejsi − g

Trubice využ́ıvané peristaltickými čerpadly muśı být mechanicky i chemicky odolné a do-
statečně elastické, aby se po stlačeńı rotorem opět vrátily do p̊uvodńıho tvaru. Pro výrobu
trubic se využ́ıvá:

• Nitril: Sloučenina duśıku a uhĺıku s trojnou vazbou. Využ́ıvá se při výrobě bezlate-
xových nemocničńıch rukavic, superlepidel a v automobilovém pr̊umyslu d́ıky odolnosti
v̊uči pohonným hmotám a olej̊um. [9]

• Hypalon: Obchodńı název chlorosulfonátu polyethylenu. Jedná se o tepelně a chemicky
odolný materiál. Využ́ıván např. pro výrobu nafukovaćıch lod́ı(raft̊u). [10]

• PVC: Polyvinyl chlorid. Vyráběn bud’ v rigidńı nebo flexibilńı formě. Z PVC se vyráb́ı
plastové láhve, obaly, bankovńı karty, nafukovaćı balónky atd... [11]

• EPDM: Ethylen-propylen-dienový kaučuk, též nazýván jako syntetická guma. Velmi
odolný proti teplotě, stárnut́ı a tepelným i chemickým vjemům. Využ́ıvá se v automo-
bilovém pr̊umyslu. [12]

• Kaučuk: Př́ırodńı guma źıskávaná v podobě latexu z kaučukovńık̊u. [13]

Výhody

Čerpaná kapalina nepřicháźı do styku s čerpaćım zař́ızeńım, možnost velmi přesného regu-
lováńı pr̊utoku, jednoduchá konstrukce, spolehlivost, čerpadlo je samonasávaćı, vhodné pro
čerpáńı chemicky agresivńıch a velmi viskózńıch kapalin. [8]

Nevýhody

Provozováńım čerpadla docháźı k mechanickému namáháńı a destrukci trubice, ve zdravot-
nictv́ı při čerpáńı krve docháźı k destrukci krvinek (nutné provést dodatečná konstrukčńı
opatřeńı), pulznost toku při ńızkých otáčkách rotoru (nevhodné pro aplikace vyžaduj́ıćı kon-
stantńı tok). [8]
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3. Peristaltické čerpadlo

Využit́ı peristaltických čerpadel

Peristaltická čerpadla jsou využ́ıvána v mnoha pr̊umyslových odvětv́ıch. Jako př́ıklady jejich
využit́ı můžeme uvést:

• Zemědělstv́ı - V zemědělstv́ı je využ́ıváno mnoho chemicky agresivńıch kapalin(např.
pesticidy, hnojiva...). Peristaltická čerpadla jsou vhodná pro tyto účely z d̊uvodu che-
mické odolnosti materiál̊u trubic.

• Stavebnictv́ı - Ve stavebnictv́ı peristaltická čerpadla využijeme při čerpáńı tekutého
betonu.

• Akvaristika - Akvaristé využ́ıvaj́ı peristaltická čerpadla pro udržováńı konstantńıho
chemického složeńı vody v akváriu.

• Potravinářský pr̊umysl - Aplikace vyžaduj́ıćı přesné dávkováńı, nebo přesun vysoce
viskózńıch kapalin (např. tekutý sýr).

• Analytická chemie - Aplikace vyžaduj́ıćı přesné dávkováńı, nebo při práci s chemicky
agresivńımi látkami.

• Zdravotnictv́ı- Aplikace vyžaduj́ıćı přesné dávkováńı(dlouhodobé podáváńı lék̊u) nebo
stroj na dialýzu. [8]

3.1. Peristaltické čerpadlo realizované magnetoelastickou
membránou

Čerpadlo popsané v kapitole 3 využ́ıvá pro transport kapaliny rotor tlač́ıćı na trubici. Jedná
se o mechanické uspořádáńı a pohybem vznikaj́ı hluk a vibrace. Alternativńı možnost́ı, jak
takové čerpadlo sestavit, je využit́ı magnetické kapaliny/magneto-elastického materiálu a v́ıce
fázového vinut́ı.

Obrázek 3.3.: 1-Blok dynamo plech̊u, 2-Drážky pro usazeńı vinut́ı, 3-Pracovńı komora, 4-
Nádrž obsahuj́ıćı magnetickou kapalinu/magnetoelastická membrána, 5-Jho dy-
namo plech̊u, 6-Elastická membrána, 7-Vinut́ı [14]
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3. Peristaltické čerpadlo

Vinut́ı je napájeno ze stř́ıdavého v́ıce fázového zdroje elektrické energie o ńızké frekvenci
(řádově jednotky Hz). Vinut́ı vytvář́ı proměnlivé magnetické pole p̊usob́ıćı na magnetoelastic-
kou membránu. Ta je jeho účinky přitahována a tlač́ı na pracovńı komoru. Vzhledem k tomu,
že magnetické pole je proměnlivé, je membrána přitahována v každém časovém okamžiku v
jiném mı́stě a docháźı tak k vytvářeńı stejného efektu, jako u čerpadla s rotorem. Čerpadlo
je možné konstruovat jako lineárńı nebo kruhové.[14]

3.2. Peristaltické čerpadlo realizované stejnosměrným
mikromotorem

Pro čerpáńı kapaliny využ́ıvá celkem šesti miniaturńıch magnet̊u. Tři z nich jsou umı́stěny tak,
aby mohly stlačovat trubici a zbylé tři jsou umı́stěny na hř́ıdeli stejnosměrného mikromotoru.
Otáčeńım hř́ıdele jsou magnety přitahovány a stlačováńım trubice je kapalina vytlačována
vpřed.

Obrázek 3.4.: Sestavené zař́ızeńı [15]

Na obrázku 3.4 vlevo je zobrazená struktura pracovńı komory. V horńı vrstvě jsou magnety
umı́stěny vedle sebe tak, aby při rotaci hř́ıdele motoru nedošlo k přitažeńı dvou magnet̊u
zároveň (v př́ıpadě, že by všechny magnety měly spodńı pól stejný, docházelo by k jejich
přitažeńı i přes to, že by neměly být). V prostoru mezi středńı a dolńı vrstvou je tekutina
a maj́ı výstup upravený tak, aby bylo možné k němu připojit trubici. Vpravo je pak vidět
umı́stěńı stejnosměrného mikromotoru, na jehož hř́ıdeli jsou rozmı́stěny magnety tak, aby jej́ı
rotaćı docházelo k sekvenčńımu přitahováńı magnet̊u umı́stěných v horńı vrstvě. [15]

3.3. Peristaltické čerpadlo realizované umělým svalem

Peristaltického pohybu v př́ırodě využ́ıvaj́ı ž́ıžaly či housenky. Jejich těla jsou složena z jednot-
livých článk̊u skládaj́ıćıch se z př́ıčných a podélných sval̊u. Při pohybu se nejprve př́ıčné svaly
roztahuj́ı a podélné stahuj́ı, č́ımž docháźı k vizuálńımu zkráceńı. Pro pohyb vpřed následuje
proces opačný a docháźı tak k prodloužeńı sval̊u podelných a stažeńı sval̊u př́ıčných. Grafické
zobrazeńı pohybu je zobrazeno na obrázku 3.5.
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3. Peristaltické čerpadlo

Obrázek 3.5.: Pohyb ž́ıžaly [16]

Tohoto pohybu je dosaženo užit́ım stlačeného vzduchu. Jeden článek zař́ızeńı je v řezu
zobrazen na obrázku 3.6.

Obrázek 3.6.: Umělý sval [17]

Přivedeńım vzduchu přes vzduchový ventil se umělý sval radiálně rozṕıná a trubice je ve
stejnou chv́ıli nucena k axiálńı kontrakci (schématicky zobrazeno na 3.7).

Obrázek 3.7.: Schématické znázorněńı funkce [17]

Zař́ızeńı je sestavováno spojeńım mnoha článk̊u za sebou a jeho účelem je sńıžeńı potřebného
objemu vody při splachováńı v domácnostech. V př́ıpadě jeho masové implementace do po-
trubńıch systémů by bylo možné výrazně sńıžit potřebný objem vody nutný pro splachováńı,
nebot’ se v principu jedná o peristaltické čerpadlo a využit́ım schopnosti čerpat kapaliny o
vysoké viskozitě by stačil pouze zlomkový objem toho, kolik vody je pro spláchnut́ı běžně
využ́ıváno. [17]
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3. Peristaltické čerpadlo

3.4. Peristaltické čerpadlo realizováno pomoćı
termo-pneumatických aktuátor̊u

Obrázek 3.8.: Schématické zobrazeńı zař́ızeńı [18]

Na obrázku 3.8 je schématicky zobrazené čerpadlo sestavené s použit́ım termo-pneumatických
aktuátor̊u. Ohřát́ım termočlánku je zároveň ohřát a rozepnut plyn v komoře, č́ımž je vyvinut
tlak na trubici zp̊usobuj́ıćı jej́ı stlačeńı. Stlačeńım trubice je kapalina vytlačována směrem
vpřed. [18]

3.5. Peristaltické čerpadlo realizované permanentńım magnetem

Daľśı zp̊usob, jak využ́ıt magnetické pole pro zkonstruováńı peristaltického čerpadla je rotačně
upevněný permanentńı magnet a trubice vyrobená z feromagnetického materiálu.

Obrázek 3.9.: Peristaltické čerpadlo-využit́ı rotačńıho magnetu

Princip je velmi podobný, jako čerpadla na obrázku 3.3 s t́ım rozd́ılem, že trubice je vyro-
bena z feromagnetického materiálu. Dı́ky této skutečnosti neńı potřeba elastická membrána
ani stř́ıdavý zdroj elektrické energie. Magnet je připevněn na hřideli motoru a jeho otáčeńım
docháźı ke stlačováńı trubice.
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3.6. Peristaltické čerpadlo realizované laserem

Čerpáńı velmi malých objemů kapalin (rychlosti čerpáńı dosahuj́ı stovek pikolitr̊u za sekundu)
je dosaženo pomoćı pulzně sṕınaného laseru. Soustředěńım paprsku do jednoho bodu docháźı
k prudkému ohřát́ı miniaturńıho objemu kapaliny v kanálu, což zp̊usob́ı jej́ı vypařeńı a vzniká
bublina maj́ıćı výrazně větš́ı objem, než objem kapaliny, ze kterého vznikla. Bublina nyńı nut́ı
kapalinu pohybovat se směrem vpřed. Princip zař́ızeńı je schématicky znázorněn na obrázku
3.10. [19]

Obrázek 3.10.: Schématické znázorněńı [19]

3.7. Peristaltické čerpadlo realizované materiálem s tvarovou
pamět́ı

Pro čerpáńı kapaliny je využ́ıváno materiál̊u s tvarovou pamět́ı. Na obrázku 3.11 je vlevo
schématické znázorněńı zař́ızeńı a vpravo fyzická jednotka.

Obrázek 3.11.: Funkčńı zař́ızeńı [20]

Pružina je vyrobena z materiálu s tvarovou pamět́ı a v klidovém stavu je natažená kv̊uli
p̊usobeńı sil elastomerových pruh̊u (zobrazeno vpravo na obrázku 3.11). Přivedeńım elektrické
energie se pružina zač́ıná ohř́ıvat a d́ıky tvarové paměti docháźı k jej́ımu zkráceńı a zároveň ke
zvětšeńı poloměru pr̊uhybu plastových pruh̊u. Celá jednotka je zabalena do latexového obalu
a umı́stěna uvnitř trubice, kde je kapalina opětovným ohř́ıváńım a ochlazováńım pružiny
čerpána. [20]
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3.8. Peristaltické čerpadlo realizované užit́ım DEA

Dielektrický elastomerový aktuátor (zkratka DEA) je materiál měńıćı své geometrické rozměry
v závislosti na velikosti p̊usob́ıćıho elektrického pole. Využ́ıvaj́ı podobného principu jako
čerpadla v kapitole 3.7. Schématicky je chováńı DEA zobrazeno na obrázku 3.12.

Obrázek 3.12.: Schématické zobrazeńı fungováńı DEA [21]

• Neńı-li materiál vystaven účink̊um elektrického pole, pak se nacháźı v ustáleném stavu
a neměńı své geometrické rozměry (na obrázku vlevo).

• Vystav́ıme-li materiál účink̊um elektrického pole, pak docháźı ke změně jeho geomet-
rických rozměr̊u (na obrázku uprostřed). Docháźı k rozṕınáńı, což vytvář́ı podtlak a
nasává kapalinu do pracovńı komory.

• Po vyjmut́ı materiálu z elektrického pole (na obrázku vpravo) nastává děj opačný a
DEA nabývá p̊uvodńıch rozměr̊u, č́ımž vzniká v pracovńı komoře přetlak nut́ıćı kapalinu
opustit pracovńı komoru.

V závislosti na tvaru pr̊uběhu a frekvence elektrického pole, jehož účink̊um je DEA vystaveno
(sinusový, obdélńıkový či pilový), se pr̊utoky pohybuj́ı od stovek mililitr̊u až po jednotky
litr̊u za minutu. Velkou nevýhodou těchto aktuátor̊u je nutnost vysokého napět́ı (řádově
jednotky až deśıtky kV) a z tohoto d̊uvodu v současné době nejsou vhodné pro aplikaci v
mikročerpadlech. [21]
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4. Lineárńı peristaltické čerpadlo

Obrázek 4.1.: Čerpadlo sestavené užit́ım elektromagnetických aktuátor̊u

Běžná peristaltická čerpadla využ́ıvaj́ı pro čerpáńı kapaliny rotačńı pohyb rotoru a jejich vlast-
nosti jsou popsány v kapitole 3. Lineárńı provedeńı čerpá kapalinu na základě stejného prin-
cipu, avšak jeho konstrukce je upravena takovým zp̊usobem, aby k čerpáńı kapaliny docházelo
v rovině. Tohoto lze dosáhnout r̊uznými zp̊usoby a některé z nich jsou popsány v kapitolách
3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.6, 3.7 a 3.8. Pro sestaveńı funkčńıho demonstrátoru je v využito elektro-
magnetických akutátor̊u viz obrázek 4.1. Pro plněńı požadované funkce je nutné navrhnout
vhodný sṕınaćı cyklus zajǐst’uj́ıćı transport kapaliny jedńım směrem a potlačuj́ıćı tok směrem
opačným. Tato konstrukce, stejně jako obyčejné peristaltické čerpadlo, umožňuje transport
kapaliny obousměrně v závislosti na zvoleném sṕınaćım cyklu. Pro zajǐstěńı polohy trubice
bylo navrženo a na 3D tiskárně vytǐstěno koryto. Nosná konstrukce byla navržena užit́ım
softwaru Fusion 3601 a též vytǐstěna na 3D tiskárně. Konstrukce čerpadla je podobná [22].

1https://www.fusion360.cz/
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4.1. Sṕınaćı cyklus

Obrázek 4.2.: Algoritmus sṕınáńı aktuátor̊u

Popis sṕınaćıho cyklu

Ve stavu a jsou aktuátory A, B, C vypnuty a D, E sepnuty. Při přechodu ze stavu a do
b je aktuátor A sṕınán a D vyṕınán. Sepnut́ım A je kapalina vytlačována ve směru toku a
vypnut́ım D je nasávána v témže směru. Děj se opakuje při každém přechodu mezi dvěma
stavy. Celý algoritmus je zasmyčkovaný a po skončeńı trváńı stavu e přecháźı zař́ızeńı do
stavu a. Pro sestaveńı tohoto typu čerpadla jsou nutné minimálně tři aktuátory.

4.2. Ř́ızeńı pr̊utoku kapaliny

• Počet aktuátor̊u: Změna počtu aktuátor̊u významně ovlivňuje rychlost čerpáńı. Ex-
perimentálńı měřeńı byla provedena pro tři a pět aktuátor̊u. Výsledky jsou zobrazeny
na obrázku 4.5.

• Počet sepnutých aktuátor̊u: Pro provoz zař́ızeńı byla zvolena varianta viz obrázek
4.2 (tři aktuátory vypnuty, dva sepnuty). Rychlost pr̊utoku kapaliny již nelze s využit́ım
uvedeného sṕınaćıho cyklu zvýšit, nebot’ při sṕınáńı pouze jednoho aktuátoru je kapalina
vytlačována oběma směry. Naopak sńıžeńı rychlosti pr̊utoku doćıĺıme sṕınáńım tř́ı nebo
čtyř aktuátor̊u.

• Doba trváńı stavu: Rychlost pr̊utoku též ovlivňuje frekvence, s jakou docháźı k
přechodu mezi jednotlivými stavy. Do jisté frekvence plat́ı, že se zvyšuj́ıćı se frek-
venćı sṕınáńı docháźı ke zvyšováńı pr̊utoku kapaliny. Dostaneme-li se však na frek-
venci sṕınáńı, kdy už akuátor neńı schopen včas zareagovat (přitáhnout své jádro), pak
docháźı k velmi výraznému poklesu.
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4.3. Mě̌reńı pr̊utoku kapaliny

Obrázek 4.3.: Schématické zobrazeńı čerpadla

Na obrázku 4.3 jsou zobrazeny počátečńı podmı́nky měřeńı: Trubice je již plně zaplavena
vodou. Nádrž je naplněna objemem V

.
= 100 ml a kádinka V

.
= 20 ml. Podmı́nky jsou takto

zvoleny vzhledem k neschopnosti čerpadla vytlačit vzduch z trubice a nasát kapalinu.

Postup mě̌reńı

1. Nastaveńı počátečńıch podmı́nek viz obrázek 4.3.

2. Umı́stěńı indikátoru hladiny na hladinu nádrže.

3. Během čerpáńı je poř́ızen vizuálńı záznam pohybu indikátoru hladiny.

4. Měřeńı je provedeno pro tStav = 5, 8, 10, 12, 15, 25, 30, 50 ms.

5. Poř́ızené záznamy měřeńı jsou analyzovány pomoćı softwaru Tracker2.

6. Data źıskaná analýzou vizuálńıch záznamů jsou aproximována vhodnými funkcemi.

2https://physlets.org/tracker/
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4. Lineárńı peristaltické čerpadlo

Výsledky mě̌reńı

Obrázek 4.4.: Výsledky měřeńı pr̊utoku kapaliny

Graf 4.4 zobrazuje časový pr̊uběh změny výšky vodńıho sloupce nádrže.

• Pro tStav = 50, 30, 25, 5 ms jsou rychlosti pr̊utoku závislé na vztahu výšek vodńıch
sloupc̊u kádinky a nádrže. V př́ıpadě, že rozd́ıl mezi výškami je malý, či plat́ı
hNadrz < hKadinka, pak je pozorováno výrazné sńıžeńı pr̊utoku.

• Pro tStav = 8, 10, 12, 15 ms jsou rychlosti pr̊utoku téměř konstant́ı (výška vodńıho
sloupce klesá lineárně) a nezálež́ı na vztahu výšek vodńıch sloupc̊u nádrže a kádinky. K
přečerpáńı celého objemu nádrže docháźı za kratš́ı časový itnerval, než jednu minutu.

• Pro rychlosti pr̊utoku plat́ı Q15ms < Q12ms < Q10ms a zároveň pro tStav ≤ 10 ms plat́ı
Q10ms > Q8ms > Q5ms. Při tStav < 10 ms docháźı k nedostatečnému stlačeńı trubice a
výraznému sńıžeńı rychlosti pr̊utoku.

• K nejrychlěǰśımu přečerpáńı objemu nádrže docháźı při tStav = 10 ms za dobu t
.
= 28 s.
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4. Lineárńı peristaltické čerpadlo

Porovnáńı pr̊utok̊u s r̊uzným počtem aktuátor̊u

Obrázek 4.5.: Porovnáńı pr̊utok̊u při použit́ı r̊uzného počtu aktuátor̊u pro r̊uzné tStav

Grafy na obrázku 4.5 zobrazuj́ı výšku hladiny nádrže v závislosti na čase (stejná informace,
jako je zobrazována na obrázku 4.4) pro r̊uzné trváńı tStav a pro r̊uzný počet použitých
aktuátor̊u.

• Zař́ızeńı čerpá rychleji při použit́ı vyšš́ıho počtu aktuátor̊u. Rozd́ıl v rychlosti čerpáńı
se zvyšuje při zkracováńı tStav.

• Při použit́ı tř́ı aktuátor̊u zař́ızeńı dosahuje nejvyšš́ı rychlosti pr̊utoku při tStav = 10 ms.
Rychlost pr̊utoku již však neńı konstantńı (klesáńı hladiny nádrže neńı lineárně závislé
na čase) a záviśı na vztahu mezi výškami hladin nádrže a kádinky.

• Z graf̊u je patrné, že zař́ızeńı dosahuje vyšš́ıch rychlost́ı pr̊utoku při použit́ı větš́ıho
počtu aktuátor̊u a zároveň se pak stává odolněǰśım v̊uči p̊usobeńı zpětného tlaku.
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Analýza použitého aktuátoru je rozdělena do tř́ı část́ı: pohyb jádra, elektromagnetické a te-
pelné pole. Výsledky numerických model̊u vypracovaných v softwarech COMSOL a Simulink
jsou pak porovnávány s hodnotami źıskanými měřeńım.

5.1. Elektromagnetického pole

Prvńı Maxwellova rovnice

V integrálńım tvaru ˛

K

H dl = I +
dΨ

dt
(5.1)

též známá jako Ampér̊uv zákon celkového proudu ř́ıká, že křivkový integrál druhého druhu
po uzavřené křivce K intenzity magnetického pole H je roven celkovému proudu I + dΨ

dt . Při

analýze je člen dΨ
dt symbolizuj́ıćı posuvné proudy zanedbán.

V diferenciálńım tvaru

rot H = J +
∂D

∂t

Nám ř́ıká, že rotace vektoru intenzity magnetického pole H je rovna součtu vektor̊u prou-

dové hustoty J a časové změny elektrické indukce ∂D
∂t . Budeme-li uvažovat statické, a nebo

pomalu-se měńıćı pole, můžeme druhý z člen̊u zanedbat a psát pouze

rot H = J (5.2)

Užit́ım Stokesovy věty je vztah 5.1 přepsán do podoby

I =

¨

S

rot H dS =

¨

S

J dS,

vztah čteme tak, že plošný integrál druhého druhu proudové hustoty J přes plochu S, kterou
ohraničuje křivka K, je roven celkovému protékaj́ıćımu proudu I.

Vektorový potenciál magnetického pole

B = rot A (5.3)

div A = 0 (5.4)

Potenciály jsou v teorii elektromagnetického pole numericky zavedené veličiny tak, aby byly
všude spojité a zároveň diferencovatelné. Nevýhodou magnetického vektorového potenciálu
A je, že se řešeńı lǐśı o konstantńı vektor. Vztah 5.4 je doplňuj́ıćı Coloumbovská podmı́nka
respektuj́ıćı nezř́ıdlovost magnetického pole
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Druhá Maxwellova rovnice

V integrálńım tvaru ˛

K

E dl = − dΦ

dt
(5.5)

též známá jako Farradaẙuv indukčńı zákon ř́ıká, že křivkový integrál druhého druhu po
uzavřené křivce K intenzity elektrického pole E je roven obrácené hodnotě časové změny
magnetického toku.
V diferenciálńım tvaru

rot E = −∂B
∂t

(5.6)

ř́ıká, že rotace intenzity elektrického pole E je rovna vektoru opačného směru časové změny
magnetické indukce. Dosazeńım vztahu 5.3 do rovnice 5.6 źıskáváme

rot E = − ∂

∂t
rot A

rot E = −rot
∂A

∂t

E = −∂A
∂t
− grad ϕ+ K (5.7)

kde členy −grad ϕaK jsou integračńı konstanty. Provedeńım těchto úprav jsme źıskali druhou
Maxwellovu rovnici v diferenciálńım tvaru pro potenciály.

Coloumbova śıla

Působ́ı v elektrostatickém poli mezi dvěma bodovými náboji, nebo mezi dvěmi nabitými
tělesy. V tomto textu se těmito silami nebudeme zabývat.

Lorentzova śıla

Působ́ı v elektromagnetickém poli na pohybuj́ıćı-se náboj nebo na proudovodič, kterým
protéká elektrický proud. Tuto śılu vyjadřujeme vztahem

F = Q(v ×B)

Maxwellovy śıly

Vyskytuj́ı v elektrickém i magnetickém poli. V poli elektrickém se projevuj́ı přitažeńım dielek-
trika mezi dvě nábojem nabité desky. V magnetickém poli ćıvka protékaná proudem vytvář́ı
své vlastńı pole p̊usob́ıćı na jej́ı jádro, které je vlivem p̊usob́ıćı śıly přitaženo. Tyto śıly lze
vyjádřit dvěma r̊uznými zp̊usoby:

1. Rozd́ıl energíı

F = ∓∂W
∂s

(5.8)

při numerických výpočtech se tento vztah převád́ı do podoby

F = ∓W 2 −W 1

s2 − s1
(5.9)
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Pro výpočet energie magnetického pole je nutné znát vektory intenzity magnetického
pole H a magnetické indukce B. S jejich znalost́ı můžeme vyjádřit vektor měrné energie

wm =

ˆ B

0
H dB

a pro výpočet celkové energie provedeme integraci přes objem, kde magnetické pole
p̊usob́ı

W =

˚

V

wm dV (5.10)

tento postup je vhodný už́ıt v př́ıpadech, že známe vektory H a B, nebo př́ımo ener-
gie systému. V př́ıpadě, že tyto údaje neznáme, je vhodněǰśı využ́ıt druhého zp̊usobu
výpočtu těchto sil.

2. Maxwell̊uv tenzor pnut́ı popisuje vztah mezi účinky elektromagnetického pole a
mechanickým namáháńım

Fm =

‹

S

Sm dS, (5.11)

kde F je magnetická śıla a Sm je Maxwell̊uv tenzor pnut́ı. [23] Podrobné odvozeńı je
uvedeno v př́ıloze A.

5.2. Teplotńı pole

Elektromagnetické pole má kromě silových účink̊u také účinky tepelné. Při jejich řešeńı
využ́ıváme prvńıho termodynamického zákona

dU

dt
= P −Q (5.12)

kde U je vnitřńı energie systému, P je energie do systému přvedena a Q je práce systémem
vykonaná. Vztah je upraven do vhodné podoby umožňuj́ıćı vypoč́ıtat tepelné účinky elektro-
magnetického pole

div
(
λ · grad T

)
= ρ · Cp ·

(
∂T

∂t
+ v · grad T

)
− |J |

2

γ
, (5.13)

kde λ je tepelná vodivost, T je teplota, ρ je hustota, Cp je měrná tepelná kapacita při
konstantńım tlaku, v je rychlost pohybu, J je proudová hustota a γ je vodivost. [24] Podrobné
odvozeńı je uvedeno v př́ıloze B.
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

5.3. Poč́ıtačová simulace aktuátoru v prosťred́ı COMSOL
Multiphysics

COMSOL je poč́ıtačový program určený pro numerické řešeńı fyzikálńıch problémů. Jeho
užit́ım jsme schopni simulovat akustické, chemické, elektrochemické, optické, plasmatické,
elektro-magnetické, tepelné, mechanické a mnohé daľśı fyzikálńı děje. Software je zároveň
schopen řešit úlohy sdružené(např. ohřev elektrickým proudem). V př́ıpadě, že by uživateli
pro řešeńı úlohy nevyhovoval žádný z modul̊u, COMSOL umožňuje naprogramováńı modulu
vlastńıho. Při navrhováńı čerpadla je program využ́ıván pro analýzu elektromagnetického
pole aktuátoru a jeho účink̊u. Při simulaćıch je aktuátor uvažován jako dokonale symetrické
těleso. Touto úvahou je výrazně sńıžena časová i výpočtová náročnost simulace za cenu za-
nedbatelných odchylek výsledk̊u.

Geometrie

Obrázek 5.1.: Vlevo kompletńı geometrie, vpravo detailńı pohled na aktuátor

Materiálové vlastnosti

Vlastnost
Jádro Mag. obvod

Niklová ocel 4750 Nerezoá ocel 405

Elektrická vodivost σ
[

M·S
m

]
2, 088 1, 74

Relativńı permitivita εr[−] 1 1

Relativńı permeabilita µr[−] 1000 1000

Tepelná kapacita Cp

[
J

kg·K

]
440 480

Hustota ρ
[

kg
m3

]
7700 7700

Tepelná vodivost λ
[

W
m·K
]

16 16
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Vlastnost
Vinut́ı ćıvky

Vzduch
Tepelná

Měd’ izolace

Elektrická vodivost σ
[

MS
m

]
5, 99 0 0

Relativńı permitivita εr[−] 1 1 1

Relativńı permeabilita µr[−] 1 1 1

Tepelná kapacita Cp

[
J

kg·K

]
385 Cp = f(T ) 970

Hustota ρ
[

kg
m3

]
8700 ρ = f(T, p) 2200

Tepelná vodivost λ
[

W
m·K
]

400 λ = f(T ) 0.1

Přesné informace o fyziklálńıch vlastnostech materiál̊u, ze kterých jsou jádro a magnetický
obvod aktuátoru vyrobeny, výrobce nebyl schopen poskytnout. Na základě této skutečnosti
jsou jsou výše uvedené materiály vybrány z materiálové knihovny COMSOLu tak, aby se
výsledky simulace bĺıžily výsledk̊um měřeńı.

Matematický model aktuátoru

V modelu jsou numericky řešené rovnice 5.2, 5.3, 5.7 a Ohmův zákon v diferenciálńım tvaru
J = σE. Okrajová podmı́nka pro magnetický potenciál A je nastavena na nulovou hodnotu.
Vinut́ı ćıvky je v simulaci reprezentováno obdélńıkem(viz obrázek 5.1) a numerický model je
zvolen ”Homogenized multi-turn”:

Počet závit̊u N [−] 2160

Vodivost σ
[

M·S
m

]
6

Pr̊uměr vodiče dV odic[mm] 0, 2

Protékaj́ıćı proud I[A] 0, 25

Zvoleńım tohoto numerického modelu je časová i výpočtová náročnost simulace výrazně
sńıžena. Pro výpočet p̊usob́ıćı śıly je využita rovnice A.8 ve tvaru vhodném pro válcové
souřadnice:

F =

‹

S

2πrnSm dS
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Výsledky simulace magnetického pole

Obrázek 5.2.: Rozložeńı magnetické indukce

Výsledek rozložeńı magnetické indukce, zobrazený na obrázku 5.2, potvrzuje teoretický předpoklad,
nebot’ magnetické pole je soustředěno uvnitř vinut́ı ćıvky. V oblasti zúžeńı jádra je ma-
teriál výrazně magneticky přesycen, což opět odpov́ıdá teoretickým předpoklad̊um. Velikost
p̊usob́ıćı śıly na jádro je dle výsledku simulace |F | = 8, 25 N. Skutečná, naměřená hodnota
v této poloze jádra je |F | = 7, 24 N. Nacháźı-li se jádro v simulaci v jiné, než této poloze,
docháźı k velmi výrazným odchylkám od hodnot naměřených. Skutečnost je zp̊usobena ne-
znalost́ı materiálových vlastnost́ı.

Výsledky simulace teplotńıho pole

Obrázek 5.3.: Rozložeńı teploty aktuátoru v r̊uzných časech

Pro měřeńı byl využit program LabVIEW.
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5. Analýza elektromagnetického aktuátoru

Obrázek 5.4.: Porovnáńı výsledk̊u měřeńı a simulace

Obrázek 5.4 zobrazuje porovnáńı výsledk̊u měřeného a simulovaného pr̊uběhu teploty aktuátoru
v závislosti na čase při konstantńım proudu I = 0, 25 A. Pr̊uběhy se téměř překrývaj́ı až do
času t

.
= 200 s. Od tohoto času se pr̊uběhy lǐśı přibližně o ∆T = 3 − 5 K s t́ım, že pr̊uběhy

simulace maj́ı nižš́ı honotu. I přes to, že neznáme přesné údaje o materiálech, ze kterých je
aktuátor vyroben, jsou si oba pr̊uběhy velmi bĺızké z d̊uvodu, že teplené vlastnosti námi zvo-
leného materiálu jsou pravděpodobně velmi bĺızké materiálu, ze kterého je aktuátor vyroben.
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6. Dynamika pohybu jádra

Pro popis dynamiky pohybu jádra aktuátoru je využit druhý Newton̊uv zákon

F = ma(t) = m
dv(t)

dt
, (6.1)

kde F je celková śıla, m je hmotnost jádra ćıvky, a je zrychleńı a v je okamžitá rychlost
pohybu jádra. Ta je z rovnice vyjádřena

dv(t)

dt
=

F

m

v(t) =

ˆ t

0

F

m
dt+ v0, (6.2)

kde v0 je rychlost pohybu jádra, kterou se pohybovalo v čase t = 0. Ze znalosti v(t) je
odvozena časová závislost polohy jádra s(t)

ds

dt
= v

s =

ˆ t

0
v dt+ s0, (6.3)

kde s0 je poloha jádra v čase t = 0. Na jádro aktuátoru p̊usob́ı tři d́ılč́ı śıly

F celk = F g + Fmag + F trub + k, (6.4)

Obrázek 6.1.: Zobrazeńı d́ılč́ıch sil p̊usob́ıćıch na jádro aktuátoru

kde F celk je vektorový součet všech d́ılč́ıch sil, F g je t́ıhová śıla, Fmag je magnetická śıla,
F trub je śıla odporu trubice a k je tlumı́ćı člen zahrnuj́ıćı nejistoty měřeńı a modelu.
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6. Dynamika pohybu jádra

6.1. Mě̌reńı

Pro sestaveńı matematického modelu je provedeno měřeńı velikost́ı p̊usob́ıćı śıly na jádro
v jeho r̊uzných polohách Fmag+g. Tato závislost je měřena bez stlačováńı trubice. Velikost
t́ıhové śıly F g je vypočtena ze znalosti hmotnosti jádra aktuátoru a gravitačńıho zrychleńı
g. Velikosti p̊usob́ıćı śıly Fmag jsou určeny

Fmag+g = Fmag + F g

Fmag = Fmag+g − F g

Pro účely měřeńı byl navrhnut a pomoćı 3D tiskárny vytǐstěn nástavec pro usazeńı ćıvky po
dobu měřeńı (viz obrázek 6.2)

Obrázek 6.2.: Aktuátor usazený v nástavci

Dále je provedené měřeńı velikosti śıly F trub. Postupy měřeńı jednotlivých sil jsou popsány
ńıže. Užit́ım softwaru Simulink jsou závislosti převedeny z polohových na časové.

6.1.1. Postup mě̌reńı

1. Jádro aktuátoru je připevněno k siloměru.

2. Posouváńım siloměru měńıme polohu jádra v magnetickém poli aktuátoru. Tyto změny
se projevuj́ı změnou velikosti p̊usob́ıćı śıly na jádro. V tomto kroku je měřena śıla
Fmag+g.

3. Měř́ıme velikosti F trub v závislosti na r̊uzném stlačeńı trubice.

4. Užit́ım vysokorychlostńı kamery je poř́ızen vizuálńı záznam pohybu jádra aktuátoru.
Výsledek jeho analýzy je porovnán s výsledkem matematického modelu.
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6. Dynamika pohybu jádra

6.1.2. Výsledky mě̌reńı

Obrázek 6.3.: Śıla p̊usob́ıćı na jádro ćıvky

Obrázek 6.3 zobrazuje velikosti Fmag+g při r̊uzných polohách jádra s v magnetickém poli
(0 mm-jádro zasunuto, 4 mm-jádro vysunuto). Pro aproximaci naměřených dat je zvolena
křivka

Fmag+g(s) = 7, 12e−749,2s, (6.5)

Obrázek 6.4.: Śıla odporu trubice

Obrázek 6.4 zobrazuje velikosti F trub v závislosti na r̊uzném stlačeńı trubice s (0 mm-
trubice stlačena, 4 mm-trubice neńı stlačena). Pro aproximaci naměřených dat je zvolena
křivka

F trub(s) =

{80, 32e−7411s; s ∈ 〈0; 5 · 10−4〉
− 562, 7s+ 2, 256; s ∈ (5 · 10−4; 4 · 10−3〉
0; s ∈ (4 · 10−3;∞)

(6.6)
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6. Dynamika pohybu jádra

Obrázek 6.5.: Celková a d́ılč́ı śıly rovnice 6.4

Obrázek 6.5 zobrazuje d́ılč́ı śıly p̊usob́ıćı na jádro aktuátoru a jejich výsledný součet.

6.2. Řešeńı v prosťred́ı Simulink

Obrázek 6.6.: Blokové schéma matematického modelu pohybu jádra ćıvky

Na obrázku 6.6 je zobrazeno blokové schéma matematického modelu dynamiky pohybu jádra
aktuátoru. Blok Poloha jadra je informace o poloze jádra na začátku simulace. Blok Rizeni
napeti simuluje sṕınáńı aktuátoru. Blok Pohyb jadra civky je složen z daľśıch blok̊u
popsaných ńıže. Blok Scope slouž́ı pro zobrazeńı simulovaných pr̊uběh̊u.
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6. Dynamika pohybu jádra

Obrázek 6.7.: Struktura bloku Pohyb jadra civky

6.2.1. Blok Pohyb jádra ćıvky

Pripojeni napeti a Pocatecni poloha jadra jsou vstupńımi informacemi a jejich význam
je popsán výše. Blok Sila hadicky reprezentuje śılu F trub rovnićı (6.6). Vstupńı proměnná
této funkce je poloha jádra Draha. Výstupńı proměnná SilaHadicky je velikost śıly, kterou
trubice při daném stlačeńı p̊usob́ı. Blok Magneticka sila reprezentuje śılu Fmag rovnićı
(6.5). Vstupńı proměnné této funkce jsou Draha a PripojeniNapeti. Blok Gravitacni
sila je velikost t́ıhové śıly p̊usob́ıćı na jádro aktuátoru. Blok Vypocty je složen z daľśıch
blok̊u, které jsou popsány ńıže. Sila hadicky Fh, Celkova sila F, Rychlost v, Draha s
jsou výstupńı hodnoty, které zobrazujeme pomoćı bloku Scope.
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6. Dynamika pohybu jádra

Obrázek 6.8.: Struktura bloku Vypocty

6.2.2. Blok Výpočty

Sila hadicky, Gravitacni sila, Magneticka sila, Pocatecni poloha jadra jsou vstupńımi
informacemi. Jejich významy jsou popsány výše. Blok Sila sč́ıtá všechny śıly a tlumı́ćı členy
v systému p̊usob́ıćı. Blok Zrychleni a=F/m převád́ı śılu F celk, dle vztahu (6.1), na zrych-
leńı a. Blok Tlumici cleny obsahuje tlumı́ćı členy, které zajǐst’uj́ı stabilitu simulace. Pomoćı
vysoko rychlostńı kamery byl poř́ızen záznam velmi přesně dokumentuj́ıćı pohyb jádra. Po
analýze tohoto záznamu byly tlumı́ćı členy nastaveny tak, aby se výsledky simulace bĺıžily
natočenému záznamu. Blok Vypocet rychlosti koná matematickou operaci viz rovnice (6.2).
Blok Vypocet drahy koná matematickou operaci viz rovnice (6.3) Soucet sil je výstupńı
informaćı, kterou zobrazujeme pomoćı Scope. Draha je vstupńı informaćı blok̊u zobrazených
v 6.8 a pro Tlumici cleny. Zároveň je zobrazována pomoćı Scope. Rychlost je vstupńı
informaćı tlumı́ćıch člen̊u a zároveň je zobrazována pomoćı Scope.
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6. Dynamika pohybu jádra

6.3. Výsledky simulace

Obrázek 6.9.: Magnetická śıla p̊usob́ıćı na jádro ćıvky Fmag

Obrázek 6.9 zobrazuje časovou závislost śıly Fmag p̊usob́ıćı na jádro aktuátoru. V čase t = 0s
je aktuátor sepnut a v čase t

.
= 0, 04 s docháźı k ustáleńı velikosti p̊usob́ıćı śıly na hodnotě

|Fmag|
.
= 5, 5N. V čase t

.
= 0, 07 s je aktuátor vypnut a přestává silově p̊usobit na své jádro.

Obrázek 6.10.: Śıla odporu trubice F trub

Obrázek 6.10 zobrazuje časovou závislost F trub. V čase přibližně t = 0, 04 s docháźı k
ustáleńı a plat́ı |F trub| = |Fmag|. V čase přibližně t = 0, 07 s při vypnut́ı aktuátoru se trubice
zač́ıná rozṕınat a v čase t

.
= 0, 08 s nabývá svého plného pr̊uřezu.
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6. Dynamika pohybu jádra

Obrázek 6.11.: Celková śıla

Obrázek 6.11 zobrazuje časový pr̊uběh součtu všech sil F celk. K vyrovnáńı všech p̊usob́ıćıch
sil docháźı v čase t

.
= 0, 04 s a pak znovu v čase t

.
= 0, 08 s po úplném rozepnut́ı trubice.

Obrázek 6.12.: Rychlost pohybu jádra

Obrázek 6.12 zobrazuje časový pr̊uběh okamžité rychlosti pohybu jádra. V čase t
.
= 0, 04 s

je rychlost pohybu |v| .= 0 m
s a aktuátor již neńı schopen trubici stlačit v́ıce, nebot’ jsou

velikosti sil vyrovnány. V čase t
.
= 0, 07 s po odpojeńı aktuátoru je rozṕınáńım trubice jádro

”vystřeleno”a v čase t
.
= 0, 12 s již lež́ı na trubici a nepohybuje se.
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6. Dynamika pohybu jádra

Obrázek 6.13.: Poloha jádra, porovnáńı naměřeného a simulovaného pr̊uběhu

Obrázek 6.13 zobrazuje porovnáńı výsledk̊u simulace a naměřené časové závislosti polohy
jádra aktuátoru. Pr̊uběhy jsou si tvarově nepř́ılǐs bĺızké, nebot’ podle simulace je aktuátor
schopen stlačit trubici o Stlačeńı

.
= 3, 6 mm, avšak reálné je Stlačeńı

.
= 2, 9 mm. Toto je

zp̊usobeno aproximačńımi funkcemi a nepřesným nastaveńım tlumı́ćıch člen̊u k.
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7. Prouděńı kapalin

Pro popis prouděńı plynu/kapalin se využ́ıvaj́ı Navier-Stokesovy rovnice. V praxi jsou využ́ıvány
např. pro modelováńı počaśı, oceánských proud̊u, toku vzduchu kolem kř́ıdla letadla (d̊uležité
pro navržeńı správného tvaru), navrhováńı tvaru karoserie vozidel (optimalizace prouděńı
vzduchu), znečǐstěńı ovzduš́ı, toku krve a ve videohrách pro simulováńı vodńıch povrch̊u.
Přidáńım Maxwellových rovnic můžeme řešit i magneto-hydro-dynamické děje.

Z čistě matematického pohledu se též jedná o velmi zaj́ımavé téma. V současné době ne-
existuje d̊ukaz řešitelnosti v 3D prostoru. Pokud řešeńı existuje, pak nev́ıme, zda je hladké
a spojité, či nikoliv. Clay Mathematics Institute (CMI) označuje tento problém za jeden ze 7
nejd̊uležitěǰśıch problémů matematiky 21. stolet́ı a vypsal odměnu jeden milion dolar̊u tomu,
kdo dokáže či vyvrát́ı existenci řešeńı těchto rovnic. [25]

Princip těchto rovnic demonstruje vztah∑
Fx

V
=
m · ax

V
, (7.1)

kde
∑
Fx je součet všech sil p̊usob́ıćıch ve směru osy x, V je objem tělesa, m je hmotnost

tělesa a ax je velikost zrychleńı pohybu tělesa v ose x. Rovnice 7.1 ř́ıká, že součet všech sil
p̊usob́ıćıh ve stejném směru (na př́ıkladu zvolen index x ř́ıkaj́ıćı, že śıly p̊usob́ı ve směru osy
x) na objem tělesa je roven pod́ılu hmotnosti a objemu vynásobeným velikost́ı zrychleńı ve
stejném směru, v jakém na těleso p̊usob́ı śıla. V podstatě se jedná o Newton̊uv pohybový
zákon aplikovaný na pohyb plyn̊u/kapalin. [26] Jejich odvozeńı je uvedeno v př́ıloze C.

7.1. Poč́ıtačový model v prosťred́ı COMSOL Multiphysics

Sestavený model v prostřed́ı COMSOL simulace vytlačováńı kapaliny z trubice je numericky
nestabilńı. Nestabilitu zp̊usobuj́ı:

• Výpočetńı śıt’ je velmi složité správně nastavit, nebot’ při výpočtu docháźı k jej́ı
deformaci. Tento problém nebyl vyřešen ani nastaveńım adaptivńıho śıt’ováńı.

• Gradienty rychlost́ı pohybu jednotlivých vrstev. Při výpočtu je kapalina rozdělena
do vrstev. Tloušt’ka vrstev se lǐśı v závislosti na vzdálenosti od trubice(vrstvy bĺıže jsou
užš́ı, vrsty bĺıže středu širš́ı). Vrstvy velmi bĺızko trubice se pohybuj́ı výrazně poma-
leji, než vrstvy vzdáleněǰśı. Při stlačováńı trubice je na kapalinu vyv́ıjen tlak, který
zp̊usobuje vytlačováńı kapaliny. Rychlost pohybu jednotlivých vrstev v tomto př́ıpadě
je však výrazně odlǐsná a výpočet se se stává numericky nestabilńım.

• Změna pr̊uřezu trubice. Vlivem stlačováńı trubice docháźı ke změně tvaru pr̊uřezu
trubice, což následně p̊usob́ı deformaci výpočetńı śıtě, což má za následek numerickou
nestabilitu simulace.
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7. Prouděńı kapalin

7.1.1. Deformace trubice

Obrázek 7.1.: Deformace trubice při r̊uzném stlačeńı

Model pro prouděńı kapaliny je v tuto chv́ıli numericky nestabilńı (viz výše). Uvažujeme-li
však pouze samotnou trubici a jej́ı deformaci, pak již model stabilńı je a jeho výsledky jsou
zobrazeny na obrázku 7.1. Na modelu se dále pracuje a je předmětem daľśıho studia.
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8. Závěr

Předložená bakalářská práce je zaměřena na analýzu funkčńıho lineárńıho peristaltického
čerpadla. Samotná práce je pak rozdělena do dvou hlavńıch část́ı.

V prvńı části jsou obecně popsány zp̊usoby čerpáńı kapalin a následně je v́ıce přibĺıžena
funkce peristaltického čerpadla. Dále jsou zde uvedeny možnosti konstrukce peristaltických
čerpadel využ́ıvaj́ıćıch aktuátor̊u funguj́ıćıch na r̊uzných fyzikálńıch principech.

Druhá část je zaměřena na analýzu funkčńıho demonstrátoru lineárńıho peristaltického čerpadla
sestaveného v rámci bakalářské práce. Navržené zař́ızeńı využ́ıvá pro čerpáńı kapaliny pěti
elektromagnetických aktuátor̊u.

Nejprve byla měřeńım zjǐstěna velikost p̊usob́ıćı śıly na jádro aktuátoru v jeho r̊uzných
polohách. Po provedeném měřeńı byl pro účely daľśıch výpočt̊u sestaven matematický model.
Výsledky měřeńı a modelu si nejsou př́ılǐs bĺızké, což může být zp̊usobeno ńızkou přesnost́ı
siloměru použitého při měřeńı, lidskou chybou, využitými zjednodušuj́ıćımi předpoklady při
tvorbě modelu a neznalost́ı fyzikálńıch vlastnost́ı materiál̊u, z nichž je aktuátor vyroben.

V daľśım kroku bylo provedeno měřeńı otepleńı aktuátoru zp̊usobené protékaj́ıćım elek-
trickým proudem a zároveň byl matematický model aktuátoru upraven tak, aby bylo možné
simulovat jeho otepleńı. Mezi pr̊uběhy źıskanými měřeńım a simulaćı jsou jen velmi malé
rozd́ıly (hodnoty se lǐśı přibližně o 3− 5K při teplotách T > 60K).

Dále byla užit́ım vysokorychlostńı kamery natočena dynamika pohybu jádra aktuátoru
a záznam byl následně analyzován pomoćı programu Tracker. Po provedeném měřeńı byl
sestaven matematický model dynamiky pohybu jádra aktuátoru. Výsledky měřeńı a modelu
si nejsou př́ılǐs bĺızké z d̊uvodu několikanásobné aproximace a pouze orientačně nastavených
člen̊u zajǐst’uj́ıćıch stabilitu simulace.

Posledńım provedeným měřeńım bylo měřeńı rychlosti pr̊utoku kapaliny. Jeho výsledky
ukazuj́ı, že nejvyšš́ıch rychlost́ı pr̊utoku Q = 200 ml

min je dosahováno (při užit́ı v práci uve-
deném sṕınaćım cyklu) pro tStav = 10ms. Tato data neńı možné porovnat s výsledky simulace,
nebot’ model je numericky nestabilńı z d̊uvodu deformace výpočetńı śıtě v pr̊uběhu výpočtu.

Na všech matematických modelech se dále pracuje, nebot’ poznatky a zkušenosti źıskané při
vypracováváńı této práce budou využity v rámci práce na projektu, jehož ćılem je vyvinout
mikročerpadlo pro zdravotnictv́ı.
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A. Maxwell̊uv tenzor pnut́ı

Při tomto zp̊usobu výpočtu budeme vycházet z prvńı Maxwellovy rovnice v diferenciálńım
tvaru se zanedbáńım časově proměnného členu(vztah 5.2)

H =
1

µ
B

1

µ
rot B = J (A.1)

kde µ je permeabilita prostřed́ı, ve kterém magnetické pole p̊usob́ı-jedná se o součin µ = µ0 ·µr

kde µ0 je permeabilita vakua a µr je relativńı permeabilita prostřed́ı. Ted’ celý vztah A.1
vektorově vynásob́ıme vektorem B

1

µ
rot B ×B = J ×B (A.2)

budeme-li uvažovat kartézský souřadný systém a vektory o složkách B = (Bx, By, Bz) a
J = (Jx, Jy, Jz) pak provedeńım naznačených matematických úprav dostáváme výraz

fm =
1

µ


i ·
(
∂

∂x
(B2

x −
1

2
B2) +

∂

∂y
(BxBy) +

∂

∂z
(BxBz)

)
+

+j ·
(
∂

∂x
(BxBy) +

∂

∂y
(B2

y −
1

2
B2) +

∂

∂z
(ByBz)

)
+

+k ·
(
∂

∂x
(BxBz) +

∂

∂y
(ByBz) +

∂

∂z
(B2

z −
1

2
B2)

)


= J ×B (A.3)

kde i, j,k jsou jednotkové bázové vektory. Vektor

1

µ


i ·
(
∂

∂x
(B2

x −
1

2
B2) +

∂

∂y
(BxBy) +

∂

∂z
(BxBz)

)
+

+j ·
(
∂

∂x
(BxBy) +

∂

∂y
(B2

y −
1

2
B2) +

∂

∂z
(ByBz)

)
+

+k ·
(
∂

∂x
(BxBz) +

∂

∂y
(ByBz) +

∂

∂z
(B2

z −
1

2
B2)

)


(A.4)

je divergenćı Maxwellova tenzoru pnut́ı

Sm =
1

µ

B2
x − 1

2B
2 BxBy BxBz

BxBy B2
y − 1

2B
2 ByBz

BxBz yBz B2
z − 1

2B
2

 (A.5)

div 2Sm = fm = J ×B (A.6)
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A. Maxwell̊uv tenzor pnut́ı

Maxwell̊uv tenzor pnut́ı nám popisuje vztah mezi silovými účinky elektro-magnetického pole
a mechanickým namáháńım. Chceme-li znát celkovou śılu, která p̊usob́ı na jádro ćıvky, pak
muśıme provést

Fm =

˚

V

J ×B dV =

˚

V

fm dV =

˚

V

div 2Sm dV (A.7)

a s užit́ım Gaussovy věty tento vztah můžeme přepsat do podoby

Fm =

‹

S

Sm dS (A.8)

vztah nyńı čteme následovně: Celková magnetická śıla p̊usob́ıćı na jádro ćıvky je rovna
plošnému integrálu druhého druhu Maxwellova tenzoru pnut́ı přes plochu jádra.[23]
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B. Teplotńı pole

Elektromagnetické pole má kromě silových účink̊u také účinky tepelné, které v tomto př́ıpadě
nemůžeme zanedbat. Při řešeńı teplotńıho pole vycháźıme z prvńıho termodynamického
zákona

dU(t)

dt
= P (t)−Q(t) (B.1)

který nám ř́ıká, že časová změna vnitřńı energie systému dU(t)
dt se rovná rozd́ılu přivedeného

množstv́ı energie do systému P (t) a vykonané práce systémem Q(t). Pro výpočet vnitřńı
energie využijeme

U = m · Cp ·
(
T2(t)− T1

)
U =

˚

V

ρ · Cp ·
(
T2(t)− T1

)
dV

kde T1 je teplota v čase t = 0 s, T2(t) je teplota v čase t = t, ρ je hustota a Cp je měrná
tepelná kapacita při konstantńım tlaku která ř́ıká, kolik energie muśıme dodat, abychom
zvýšili teplotu 1 kg materiálu o 1K. Pomoćı tohoto vztahu můžeme vyjádřit člen dU

dt

dU

dt
=

d

dt

˚
V

ρ · Cp ·
(
T (t)− T1

)
dV


dU

dt
=

˚

V

d

dt
ρ · Cp ·

(
T (t)− T1

)
dV

dU

dt
=

˚

V

dT (t)

dt
· ρ · Cp dV (B.2)

Daľśım d̊uležitým vztahem je
q = −λ · grad T (t)

kde q je vektor teplotńıho toku, který ř́ıká, kolik energie proteče jednotkou plochy za vteřinu,
λ je tepelná vodivost, která charakterizuje schopnost materiálu vést teplo a T (t) je teplota
závislá na poloze a času. Pomoćı tohoto vektoru vypočteme celkovou práci systémem vyko-
nanou

Q(t) =

‹

S

q(t) dS

a využ́ıt́ım Gaussovy věty

Q(t) =

˚

V

div q(t) dV (B.3)
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B. Teplotńı pole

nyńı můžeme dosadit B.2 a B.3 za členy v B.1

˚

V

dT (t)

dt
· ρ · Cp dV =

˚

V

p(t) dV −
˚

V

div q(t) dV

a protože se rovnaj́ı celkové výrazy po integraci, muśı se rovnat i měrné veličny. Můžeme tedy
psát

dT (t)

dt
· ρ · Cp = p(t)− div q(t)

div
(
λ · grad T (t)

)
=

dT (t)

dt
· ρ · Cp − p(t)

a provedeńım naznačené operace dT (t)
dt źıskáme

div
(
λ · grad T (t)

)
= ρ · Cp ·

(
∂T

∂t
+ v · grad T (t)

)
− p(t) (B.4)

v tomto př́ıpadě jsou zdrojem tepla Joulovy ztráty

p(t) =
|J |2

γ
(B.5)

a dosazeńım B.5 do B.4 źıskáme finálńı podobu prvńıho termodynamického zákona, kterou
budeme řešit

div
(
λ · grad T (t)

)
= ρ · Cp ·

(
∂T

∂t
+ v · grad T (t)

)
− |J |

2

γ
(B.6)

Jedná se o tvar prvńıho termodynamického zákona upraveného do vhodné podoby pro výpočty
tepelných účink̊u elektromagnetického pole.[24]
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C. Navier-Stokesovy rovnice

Při odvozováńı budeme uvažovat nekonečně malý objem kapaliny o rozměrech dx, dy, dz a
hmotnosti

m = ρ · V
m = ρ · dx dy dz (C.1)

na který p̊usob́ı gravitačńı zrychleńı ve směru osy x a mechanické namáháńı popsané ten-
zorem

σi,j =

σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

 (C.2)

Na plochy dy dz p̊usob́ı ve směru osy x namáháńı σxx(x0) a σxx(x0 + dx)

Na plochy dz dx p̊usob́ı ve směru osy x namáháńı τyx(y0) a τyx(y0 + dy)
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C. Navier-Stokesovy rovnice

Na plochy dx dy p̊usob́ı ve směru osy x namáháńı τzx(z0) a τzx(z0 + dz)

Nyńı můžeme vyjádřit celkovou śılu p̊usob́ıćı ve směru osy x∑
Fx =ρ · dx dy dz · gx + dy dz ·

(
σxx(x0 + dx)− σxx(x0)

)
+ dz dx ·

(
τyx(y0 + dy)− τyx(y0)

)
+

+ dx dy ·
(
τzx(z0 + dz)− τzx(z0)

)
Vyděleńı této rovnice objemem dx dy dz źıskáme∑

Fx

dx dy dz
=ρ · dx dy dz · gx

dx dy dz
+

dy dz

dx dy dz
·
(
σxx(x0 + dx)− σxx(x0)

)
+

+
dz dx

dx dy dz
·
(
τyx(y0 + dy)− τyx(y0)

)
+

dx dy

dx dy dz
·
(
τzx(z0 + dz)− τzx(z0)

)
∑
Fx

V
=ρ · gx +

σxx(x0 + dx)− σxx(x0)

dx
+
τyx(y0 + dy)− τyx(y0)

dy
+
τzx(z0 + dz)− τzx(z0)

dz
(C.3)

Dı́ky skutečnosti dx, dy, dz −→ 0 můžeme vztah C.3 přepsat do podoby∑
Fx

V
= ρ · gx +

∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
(C.4)

Dosazeńım C.4 a C.1 do 7.1 źıskáváme

ρ · gx +
∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
= ρ · ax (C.5)

Rychlost pohybu kapaliny má složky v = (vx, vy, vz) přičemž každá z nich je funkćı polohy a
času vx, vy, vz = f(x, y, z, t). Stejně tak i zrychleńı pohybu kapaliny má složky a = (ax, ay, az)
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C. Navier-Stokesovy rovnice

které jsou též funkcemi polohy a času ax, ay, az = f(x, y, z, t). Zrychleńı pohybu kapaliny
můžeme vyjádřit následovně

a =
dv

dt

(ax, ay, az) =
d

dt
(vx, vy, vz)

Pro vyjádřeńı ax vyjdeme tedy ze vztahu

ax =
dvx

dt

Vztah nyńı uprav́ıme

ax =
∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· dx

dt
+
∂vx

∂y
· dy

dt
+
∂vx

∂z
· dz

dt

ax =
∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· vx +

∂vx

∂y
· vy +

∂vx

∂z
· vz (C.6)

a dosazeńım C.6 do C.5 źıskáváme

ρ · gx +
∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
= ρ ·

(∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· vx +

∂vx

∂y
· vy +

∂vx

∂z
· vz

)
(C.7)

Odvozeńı pro śıly p̊usob́ıćı ve směru osy y a z využ́ıvá totožného postupu. Naṕı̌seme tedy

ρ · gx +
∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
=ρ ·

(∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· vx +

∂vx

∂y
· vy +

∂vx

∂z
· vz

)
(C.8)

ρ · gy +
∂τxy

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂τzy

∂z
=ρ ·

(∂vy

∂t
+
∂vy

∂x
· vx +

∂vy

∂y
· vy +

∂vy

∂z
· vz

)
(C.9)

ρ · gz +
∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂σzz

∂z
=ρ ·

(∂vz

∂t
+
∂vz

∂x
· vx +

∂vz

∂y
· vy +

∂vz

∂z
· vz

)
(C.10)

Členy tenzoru C.2 můžeme z obecného zápisu přepsat do jejich podoby pro Newtonovské
kapaliny

σxx =− p+ 2µ
∂vx

∂x
(C.11)

σyy =− p+ 2µ
∂vy

∂y
(C.12)

σzz =− p+ 2µ
∂vz

∂z
(C.13)

τxy = τyx = µ

(
∂vx

∂y
+
∂vy

∂x

)
(C.14)

τyz = τzy = µ

(
∂vy

∂z
+
∂vz

∂y

)
(C.15)

τzx = τxz = µ

(
∂vz

∂x
+
∂vx

∂z

)
(C.16)

Dosazeńım C.11, C.14 a C.16 do levé strany C.8 źıskáme

ρ · gx +
∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
= ρ · gx +

∂

∂x

(
−p+ 2µ

∂vx

∂x

)
+ µ

∂

∂y

(
∂vx

∂y
+
∂vy

∂x

)
+ µ

∂

∂z

(
∂vz

∂x
+
∂vx

∂z

)
=

= ρ · gx −
∂p

∂x
+ 2µ

∂2vx

∂x2
+ µ

∂2vx

∂y2
+ µ

∂

∂y

∂vy

∂x
+ µ

∂

∂z

∂vz

∂x
+ µ

∂2vx

∂x2
= ρ · gx −

∂p

∂x
+ µ

∂2vx

∂x2
+ µ

∂2vx

∂y2
+

+ µ
∂2vx

∂z2
+ µ

∂

∂x

∂vx

∂x
+ µ

∂

∂x

∂vy

∂y
+ µ

∂

∂x

∂vz

∂z
= ρ · gx −

∂p

∂x
+ µ

(
∂2vx

∂x2
+
∂2vx

∂y2
+
∂2vx

∂z2

)
+

+ µ
∂

∂x

(
∂vx

∂x
+
∂vy

∂y
+
∂vz

∂z

)
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Dle rovnice kontinuity je člen ∂vx
∂x +

∂vy
∂y + ∂vz

∂z roven nule. Levá strana rovnice C.8 po provedeńı
naznačených matematických operaćı má podobu

ρ · gx +
∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
= ρ · gx −

∂p

∂x
+ µ

(
∂2vx

∂x2
+
∂2vx

∂y2
+
∂2vx

∂z2

)
(C.17)

Dosazeńım C.17 do C.8 dostaneme finálńı podobu Navier-Stokesovy rovnice pro Newtonovské
kapaliny pro śıly p̊usob́ıćı ve směru osy x

ρ · gx−
∂p

∂x
+µ

(
∂2vx

∂x2
+
∂2vx

∂y2
+
∂2vx

∂z2

)
= ρ ·

(
∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· vx +

∂vx

∂y
· vy +

∂vx

∂z
· vz

)
(C.18)

Podobný výsledek pro śıly p̊usob́ıćı v ose y bychom źıskali dosazeńım C.14, C.12 a C.15 do
C.9 a pro śıly p̊usob́ıćı v ose z C.16, C.15 a C.13 do C.10. Navier-Stokesovy rovnice maj́ı
následuj́ıćı podobu pro śıly p̊usob́ıćı ve směru os x, y a z

ρ · gx −
∂p

∂x
+ µ

(
∂2vx

∂x2
+
∂2vx

∂y2
+
∂2vx

∂z2

)
=ρ ·

(
∂vx

∂t
+
∂vx

∂x
· vx +

∂vx

∂y
· vy +

∂vx

∂z
· vz

)
ρ · gy −

∂p

∂y
+ µ

(
∂2vy

∂x2
+
∂2vy

∂y2
+
∂2vy

∂z2

)
=ρ ·

(
∂vy

∂t
+
∂vy

∂x
· vx +

∂vy

∂y
· vy +

∂vy

∂z
· vz

)
ρ · gz −

∂p

∂z
+ µ

(
∂2vz

∂x2
+
∂2vz

∂y2
+
∂2vz

∂z2

)
=ρ ·

(
∂vz

∂t
+
∂vz

∂x
· vx +

∂vz

∂y
· vy +

∂vz

∂z
· vz

)

Toto je standardńı tvar, ve kterém jsou Navier-Stokesovy rovnice běžně uváděny.[26]
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