ZAPADOCESKA UNIVERZITAV PLZNI
FAKULTA PEDAGOGICKA

ULOHY Z OBLASTI TEORIE CISEL
VE SKOLNICH SOUVISLOSTECH

Bakalarska prace

Plzen 2020

Vedouci bakalarské prace: Autor prace:

doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc. Tereza Soukupova



Prohlasuji, Ze jsem bakalafskou praci vypracovala samostatné

s pouzitim uvedené literatury a zdrojl informaci.

V Plzni dne 2. 7. 2020

vlastnoruéni podpis



Podékovani :

Dékuji vedoucimu mé bakalarské prace doc. RNDr.
Jaroslavu Horovi, CSc. za ochotnou spolupraci a také za
vSechny rady a pfipominky, které mi b&€hem psani prace

poskytl.



Anotace

Tato bakalarska prace pojednava o ulohach z oblasti teorie
Cisel ve Skolnich souvislostech. Cilem této prace je pfiblizit
Ctenafi pojem prvocisla, kongruence, kritéria délitelnosti

a mimo jiné i Sifrovani. Nejprve popisi prvocCisla a také
prvocCiselny rozklad. Tento rozklad se dale vyuziva

v kapitolach jako je nejvétsi spoleCny délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek. V dalSich kapitolach se zabyvam
kongruenci a kritérii délitelnosti. Na konci prace se zminuiji

o specialnich prvocislech jako jsou Mersennova a Fermatova

prvocisla, také okrajové nastinim testy prvocCisel a Sifrovani.

Annotation

This Bachelor thesis deals with subjects from areas number
theory in context with school. The main goal of this thesis is
to introduce terms like prime numbers , congruence, criteria
of divisibility, and also encryption. First | will describe the
prime numbers and prime factorization of numbers. This
decomposition is used in a few other chapters for example in
greatest common divisor and the least common multiple . In
the next chapters, | address the congruence and the criteria
of divisibility. At the end of | mention special prime numbers
like Mersenn's or Fermat's prime numbers. | also briefly

mention tests of prime numbers and encryption.
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1.Uvod
Pro svou bakalafskou praci jsem si vybrala téma Ulohy

z oblasti teorie Cisel ve Skolnich souvislostech. Pro vybér
toho tématu jsem se rozhodla pfedevsim proto, Ze mé velice
zajima téma teorie Cisel a pfedevsim prvocisel. Tato
bakalarska prace ma za ukol seznamit Ctenare s pojmem
teorie Cisel, prvocisla a kongruence. Jen na uvod bych chtéla
zminit, Ze zvolené priklady nejsou vybrany z zadné literarni
predlohy, nybrz jsou navrzené a vypocitané jen mnou. Cely
text této bakalarské prace je rozdélen do deseti kapitol.

Druha kapitola s nazvem historie matematiky se zabyva
historii v odliSnych dobach a také na odliSnych uzemi. Je zde
jasné uveden rozvoj matematiky v jednotlivych obdobich.
Dale je také zminén Pythagoras z ostrova Samos, ktery byl
velmi dalezitym matematikem v celé historii oboru.

Treti kapitola je vénovana prvocislim, je zde vysvétleno,
jak se prvocisla poznaji a také zakladni operace s nimi.

Ve Ctvrté kapitole se zminuji o nejvétSim spoleCném
nasobku a nejmensim spolecném déliteli. Je zde vysvétleno,
jak s témito tématy pracovat a také zde uvadim rfeSeni
vybranych pfikladu.

Pata kapitola se vénuje kongruencOm, kde nejdfive pro
upfesnéni zminuji pojem ekvivalence. Dale jsou zde vybrané
priklady a také jejich feseni na toto téma.

Sesta kapitola ma nazev kritéria délitelnosti. Jsou zde
vysveétlena kritéria a také dikazy délitelnosti pro Cisla dva, tfi,
Ctyfi, pét, Sest, sedm, osm a devét.

Sedma kapitola s nazvem Mersennova a Fermantova
prvocisla se vénuje témto specialnim pfipadim prvocisel. Je
zde uvedeny vzorec a také pfiklady téchto prvocisel.

Osma kapitola se vénuje testiim prvociselnosti.

Uvadim zde Elementarni test a jeho princip. Jsou zde
zminény také vybrané pfiklady pro tento test. Dale zde
uvadim Eratosthenovo sito, které je nazorné vysvétleno na

urcitém pfikladu. Jsou zde uvedeny také dalSi testy, jako je:
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Fermatuv test prvociselnosti, Lehmannav test prvociselnosti
a Rabin-Milleruv test prvocisel.

V devaté kapitole se vénuji Sifrovanim pomoci velkych
prvocisel. Jsou zde popsany tfi zakladni Sifrovani a to RSA
Sifra, Sifrovani EIGamal a Diffieho — Helmanovo Sifrovani.

V této kapitole poukazuji na to, proc je Sifrovani pomoci
prvocisel tak dulezité a jaké ma Sifrovani vyuziti.

V posledni desaté kapitole zmiruji velkou prvocCiselnou

vétu, dale jeji vzorec a také Riemannovu domnénku.



2. Historie matematiky
Historie matematiky saha az do paleolitu, kde se poprvé

objevuji takzvané vrubovky. Tento nazev dostaly diky
zafezUm neboli vrubum. Jednalo se o hualku, ktera slouzila
k pocitani. Jiz na vrubovce se zaznamenavaly primitivni
pocty. At uz to bylo obyCejné pocitani, a nebo zaznamy
dluhu. Tato lista (vétSinou Slo o kost) se rozfizla napul,
z ¢ehoz jednu pulku obdrzel dluznik, kdezto druha byla
pridélena véfiteli. Nalez vrubovky byl také objeven i u nas
v Ceské republice a to konkrétné na Moravé v okoli Dolnich
Véstonic. Jednalo se o vrubovku, ktera byla vytvorena
z lytkové kosti vlka. Na kosti bylo nalezeno celkem 55
zarezU. Tento objev se datuje do doby 30 tisic let pfed nasim
letopoctem.

Nyni se budeme zabyvat jejimi charakteristickymi znaky.
V pfipadé, Ze se na vrubovce nachazel pouze jeden znak,
coz byla vétSinou ¢arka nebo zarez, jednalo se o Cislo jedna.
Znak se mohl opakovat, tudiz napfiklad tfi zarezy
predstavovaly Cislo 3. Zajimavosti je, Ze pokud bylo vice jak
5 zarezU, tak byly pro pfehlednost znaky oddélovany
mezerami.

V neolitu zifejmé lidé vyuzivali i elementarnich poznatk
z geometrie, jelikoz v této dobé jiz dochazelo k vymérovani
pozemkU a staveb. Rozvijel se zde obchod, zemédélstvi

a mimo jiné i femesla.

2.1. Cina
Jednim z prvnich narodu, ktery se pokusil o zapsani

gisel, byli Cifané pfiblizné v 8. stoleti pfed nasim
letopoctem. Cifiané si nakreslili obrazek, ktery obsahoval 8 x
8 poliCek. Kazdé ze zminénych poliCek bylo rozdéleno na 6
prerusovanych Ci plnych Car. PferuSovana ¢ara znamenala
jin a plna jang, které jsou v protikladu. Jin znamena mésic

a pfedstavuje negativni stranu, kdezto jang je spojovan se
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Sluncem, svétlem a aktivitou. Némecky matematik Gottfried
Wilhem Leibniz tvrdil, ze Cifiané diky tomuto hexagramu
objevili zapis dvojkové soustavy. (Pokud si pfedstavime, Ze
prerusované ¢ary znaci 0 a plné ¢ary zase symbol 1).

| presto, Ze stafi Ciflané neprovadéli se symboly aritmetické
operace jin a jang, byl tento hexagram vzestupnym bodem

zapisovani Cisel.

2.2. Egypt
Nejstarsi zaznamy z Egypta, které se tykaji poctu prvkd,

pochazi z roku 3 300 pfed nasim letopoétem. Jednalo se
o0 vycCisleni vojenskeé sily.

Dale byly objeveny dva papyry, a to Moskevsky a
Rhinddv. V moskevském papyru, ktery pochazi z doby 1 890
pred nasim letopocCtem, bylo nalezeno celkem 25 uloh. Tento
papyrus byl v roce 1912 darovan do moskevského muzea
uméni. Rhinduv papyrus obsahoval dokonce 84 uloh, pozdéji
v ném vSak byly nalezeny chyby. Tento papyrus se vSak
nezachoval v originale, ale byl z ného zhotoven opis, ktery je
nyni uloZen v Britském muzeu v Londyné. Tyto papyry byly
po dlouhou dobu hlavnimi prameny pro studium matematiky
ve starém Egypté.

Dale se nasly také matematické tabulky, které byly
zapsany na kizi. Ve starovékém Egypté se jiz pracovalo
s Cisly, které byly vétsi nez 10. Podobné jako v pravéku pro
mala Cisla pouzivali ¢arky, kdezto pro cifru deset méli jiz
specialni znaky. Tyto symboly dale pokracovaly s €isly 100
az 1 000 000. Zajimavosti je, Ze napfiklad pro €islo 1 000 byl
symbolem lotosovy kvét a napfiklad pro Cislo 1 000 000 to
byl Zzasnouci muz. Pro Cislo 10 byl pouzit symbol zahnuté
kosti, a tak pokud chtéli zapsat Cislo 7, pouzili zahnutou
kost a k tomu dvé &arky.

V oblasti geometrie se zde zacaly vyuzivat provazy

s uzly.
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2.3. Mezopotamie
V Mezopotamii zapisovali Cisla jinym zplsobem, nez

v Cin&. Zde se nepouzivaly jednoduché &arky, nybrz otiskli
trojhrannou drfevénou tyCinku na hlinénou tabulku. Jeden
otisk trojuhelniku oznacCoval Cislo jedna. Opakovanim téchto
znaku vznikla ¢iselna tabulka. Tento objev pochazi z doby

3 000 pred nasim letopocCtem.

2.4. Recko
Pythagoras, ktery pochazel z ostrova Samos, ktery se

narodil okolo roku 570 pfed nasSim letopoCtem. Prosazoval
studium kvadrivia, coz bylo studium zabyvajici se Ctyfmi
zakladnimi védami. Jednalo se o geometrii, aritmetiku,
astronomii a hudbu. Vyslovil vétu, ktera je zakladem
matematiky: ,Véci jsou Cisla, Cislo 1 je zakladni stavebni
kamen aritmetiky, neni to obycCejné Cislo, ale pochazi pfimo
od Boha, jako zaklad v8ech dalSich Cisel”. Dale vyslovil
napfiklad Pythagorovu vétu. Jeji podstata byla znama jiz

v Mezopotamii nebo v Egypté, ale on ji jako prvni opravdu
dokazal. Matematika se od té doby stala védou, ktera
vyzaduje zduvodnovani a dukazy. Poprvé se zde také
objevuji kvantifikatory a véty typu ,pro vSechny ... plati ... “.
Pythagoras dale zalozil $kolu, jejiz ¢lenové se v historii
matematiky oznacuji jako pythagorejci a mezi nejznamé;jsi
objevy této Skoly patfi prvocisla a také dva pravidelné
mnohostény.

Mezi dalSi pfedstavitele fecké matematiky patfi
Erastosthenes z Kyrény, cozZ byla starovéka fecka osada na
severnim pobfezi Afriky. Erastothenes Zil kolem roku 230
pfed nasim letopoctem. Jednalo se o matematika, astronoma
a také geografa. Byl prvnim, kdo popsal metodu nalézani
prvocisel. Tuto metodu zname pod nazvem Erasthenovo
sito. Nyni si vysvétlime, jak toto sito fungovalo. Jako prvni
krok si vypiseme tabulku véech &isel od 1 do 100. Cislo 1
neni prvocislo ani Cislo slozené, z toho dlivodu si jej

nebudeme vSimat. Dale nasleduje Cislo 2, toto Cislo si
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podtrhneme a nejdfive budeme vySkrtavat vSechny nasobky
dvou, tedy Cisla : 4, 6, 8, 10, ... .Pokud jsou nasobky
vySkrtané az dokonce, tedy do Cisla 100, vratime se opét na
zaCatek a pokracujeme u nejmensSiho Cisla, které neni
podtrzené ani preskrtnuté. Objevime Cislo 3, proces je opét
stejny jako u Cisla 2, tedy vySkrtavame v8echny nasobky 3,
tedy Cisla: 6 (které uz je ovSem Skrtnuté), 9, 12, 15, . Stejnou
operaci provedeme také u Cisel 5 a 7. VSechna Cisla, ktera
jsou podtrzena a nejsou preskrtnuta jsou prvocisla. Tato
metoda vyzaduje pracny postup a proto se nepouziva pro

vyhledavani velkych prvocisel.

Ukazka Eratosthenova sita:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,106, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,

Z ukazky lze jednoduse prvocisla vypsat: 2, 3, 5, 7, 11,
13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Jako posledniho z pfedstavitelt fecké matematiky zde
uvedeme Thaléta z Milétu. Diky jeho dikazu jiz Zaci na
zakladni Skole védi o Thaletové vété, ktera zni: ,VSechny
obvodové uhly sestrojené nad primérem kruznice jsou
prave.“ V plvodnim znéni: ,Stfedovy uhel je dvojnasobek
obvodového“. Kdybychom tuto vétu vysvétlovali zakim na
zakladni Skole, uvedli bychom obsahlejsi vysvétleni.
Sestrojime kruznici s libovolnym pramérem. Nyni si
narysujeme Usecku primeéru a jeji body oznacime A a B.
Dale si zvolime libovolny bod na kruznici a ozna¢ime ho
pismenem C. Sestrojime trojuhelnik ABC, kde bude platit, ze
tento trojuhelnik je pravouhly s pravym uhlem u vrcholu C.

Jako zdroje pro historii matematiky jsem uzila texta z: [1],

[2], [3], [4]
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3. Prvocisla
Abychom pochopili podstatu prvocisel, nejdfive si

vysvétlime zakladni principy rozkladu. Ukazeme si rozklad
na Cisle 12. Vyjadfime ho tfemi nasledujicimi zpusoby jako

soudin dalSich cCisel:

12=2-6
12=3-4
12=2-2-3

Cislim na pravé strané se fika délitelé, v naSem pfipadé
Cislo 3 je tedy délitelem Cisla 12. Délitel je takové Cislo, které
je ,obsazeno ve velkém Cisle beze zbytku®“. Jako dalSi pfiklad
uvedeme Cislo 15, podobné jako v pfedchozim pfipadé
vidime, Ze 5 je délitelem 15, jelikoz Cislo 5 je obsazeno

v 15.Pokud pouzivame termin je obsazeno, vysvétlime to
tak, Zze kdyz 15 délime 5, ziskame pfirozené Cislo, v tomto
pripadé 3. Dale si vSimneme, ze zbytek po déleni je nulovy.
Zde se vracime ke starorfecké geometrické predstave.
Kdybychom reprezentovali Cislo 15 jako useCku o délce 15
dilkd (15 cm v moderni dobé) a Cislo 5 jako usecCku o délce 5
dilkd, bylo by patrné, Zze popsanou UuseCku musime nanést
presné trikrat.

Nyni se podivame na to, kolik délitel mohou mit
konkrétni Cisla. Vezmeme si jiz zminované Cislo 12. Zjistime,
Ze mezi délitele 12 patfi Cisla 2, 3, 4 a 6, pokud témito Cisly
délime, dostaneme celé Cislo. Tyto Cisla budeme nazyvat
mnozinou délitelt. Do této mnoziny patfi samoziejmé i Cislo
samotné a Cislo 1, jelikoz kazdé Cislo je délitelné jedniCkou.
Najdeme tak mnoho €isel, napfiklad Cislo 24, jehoz délitelé
pak budou: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

V pfipadé, Zze budeme chtit nalézt délitele Cisla 5,
nalezneme pouze Cislo 1 a 5. Tento jev plati i pro Cisla: 2, 3,
7, 11 a 13. Pokud si zvolime libovolné pfirozené Cislon > 1,
poté vzdy nalezneme minimalné dvé Cisla, ktera budou délit
Cislo n, tato dveé Cisla jsou také pfirozena a nazyvaiji se

samoziejmi délitelé. V pfipadé, Ze Cislo p > 1 nema zadné
13



jiné délitele, kromé& samozfejmych délitell se nazyva
prvocislo. Naopak, pokud Cislo s > 1 neni prvocislo, nazyva

se slozené Cislo. [9]

V publikaci [5], pfiklad 16, mame rozhodnout, zda Cislo 2 437
je prvocislem, Ci Cislem slozenym, totéZ mame zodpovédét
pro Cislo 2 771.

1) Pokud Cislo 2437 ma byt prvocislem, nesmi byt délitelné
zadnym prvocCislem menSim nez nase zvolené Cislo. Dale si
odmocnime &islo 2 437. \ 2 437 = 49.37. tudiz budeme
zkoumat délitelnost témito prvocisly: 2, 3, 5, 7, 11 ,13, 17, 19,
23,29,31,37,41,43,47.2437/2=12185,2437/3 =
812.3, 2437/5=487.4, 2437 /7 =348.1, 2437 /11 =
221.6, 2437/13=187.5, 2437/17 =143.4, 2437/19 =
128.3, 2437 /23 =105.96, 2437/29=84.03, 2437/31 =
78.6, 2437 /37 =65.86, 2437 /41 =59.44, 2437 /43 =
56.67, 2437 /47 =51. 85.

VSechny tyto pfipady nam ukazuiji, Zze €islo 2 437 neni
délitelné zadnym vybranym prvocislem. Odpovéd tedy zni:

Cislo 2 437 je prvogislo.

2) Nyni zkoumame Cislo 2 771. Postup je stejny jako

u predchazejiciho prikladu. V2 771 = 52.64, tedy budeme
pocitat délitelnost prvocisly 2, 3, 5, 7, 11 ,13, 17, 19, 23, 29,
31,37,41,43,47. 2771/2=1385.5,2771/3 =923.67, 2
771/5=554.2,2771/7=395.86,2771/11=251.91, 2
771/13=213.15,2771/17=163,2771/19=145.84, 2
771/23=120.48,2771/29=9555,2771/31=89.39, 2
771/37=74.89,2771/41=67.59,2771/43 =64.44, 2
771/ 47 = 58.96.

Tucné zvyraznény vypocet dokazuje, Ze Cislo 2 771 je
délitelné Cislem 17 beze zbytku, tudiz v tomto pfipadé Cislo

2 771 neni prvocislem.
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3.1. Nekonec¢ny pocet prvocisel
Pocet prvocisel v kazdém bloku 100 pfirozenych Cisel

klesa. Prvocisla vSak postupné nevymizi uplné, protoze
prvocisel je nekonecné& mnoho. [6]

Dokazeme, ze prvocisel je kone¢ny pocet, tudiz dikaz
provedeme sporem. [7]

Méjmea ,a a,....,,a, cozje posloupnost vSech
1 2 3 n

existujicich prvocCisel. Pokud mame v této posloupnosti
obsazena v8echna prvocisla, tak uz nemuze existovat
zadné, které by v této posloupnosti nebylo obsazeno. Nyni

uvazujeme Cislog=a -a -a -...-a +1.Je patrné, Ze toto
1 2 3 n

Cislo neni délitelné Zzadnym z prvoCisela a a,...,a Je
1, 2, 3 n.

tedy dalSim prvocCislem. To je ale ve sporu s tim, Ze prvocisel
je konecny pocet, jak jsme pfedpokladali: mélo jich byt

nejvyse n, tudiz prvocisel je nekonecné mnoho.

) 3.2. Prvociselny rozklad
Cislo 1 ma jednoho délitele a nazyva se jednotkou ve

smyslu délitelnosti. Nejde ani o prvocislo ani o €Cislo slozené.
Kazdé prvocislo ma pravé dva délitele a to Cislo 1 a samo
sebe. Kazdé sloZzené Cislo ma vice nez dva rizné délitele.
Pfirozena Cisla mizeme napsat ve tvaru soucinu:
1=1-1
5=5-1nebo5=5"-1
70=5-14nebo70=10-7
108 =12 -9 nebo 108 =2 - 54

Jestlize rozkladame Cislo 5 zjistime, Ze Cinitelé jsou pouze

2 a to jedniCka a pétka. AvSak u zbyvajicich Cisel jsou u
rozkladu obsazena i slozena Cisla. Prvni Cislo 70 nalezneme
ginitele 14 a 5. Cislo 5 je jiz prvoéislo, ale &islo 14 neni.
TudiZ musime opét udélat rozklad 14 = 2 - 7. Nyni mame

oba Cinitele, ktefi jsou prvocislo. Pfi kone€ném rozkladu
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budeme Cinitele zapisovat od nejmensiho az po nejvétsi,
tudiz70 =2 - 5 - 7. Takto vypada zapis soucinu pomoci
prvocisel.

Nyni se podivame na druhé Cislo 108. Rozdil je patrny
na prvni pohled, a to, Ze oba Cinitelé jsou Cisla sloZzena. Nyni
budeme postupovat po €astech, nejdfive rozlozime Cislo 12.
12 =2 - 6. vS8imneme si, Ze opé&t mame dva Cinitele z toho
jeden je opét slozené Cislo, tudiz pokracujeme s Cislem 6. 6=
=2 - 3, ted jiz mame jen prvocisla, takze muzeme
pokraCovat s druhym Cinitelem Cisla 108, a to s Cislem 9. 9 =
=3 - 3, Cislo 3 je jiz prvocislo, takze 9 uz je rozlozeno
a nemusime pokracovat. Nyni spojime vSechny souciny
prvocisel z Cisla 12 a 9. Konec€ny zapis soucinu zapiSeme
takto: 108 =2-2-3 -3 - 3.

Timto zpusobem jsme schopni rozlozit mala Cisla na
rozklad prvociniteld, jelikoz je tento zpusob jednoduchy
a rychly. Pro vétsi Cisla se jiz pouZziva jiny rozklad, ktery je
zaloZen na tom, Ze vSechna prvocisla jsou zapsana ve
sloupeCku pod sebou, a taktéz je zaloZen na stejném
principu jako prvni rozklad. Prvocisla jsou sefazena od

nejmensiho po nejvétsi a opét je nazyvame Cinitelé. [8]

Nyni si tento zpasob ukazme na Cislu 520.

520 | 2
260 | 2
130 | 2
65 | 5
13 | 13
1|

Tento pfiklad si upfesnime, abychom lépe porozuméli
druhému rozkladu na prvocinitele. Na levé strané mizeme
nalézt vysledky a na pravé strané od svislé Cary vidime Cisla,
kterymi délime Cisla na pravé strané. Jediné co je dllezité je
to, Ze se vzdy snazime délit tim nejmensim prvoclislem.
Zacneme tedy s Cislem 520 a hledame nejmensi prvocislo,
kterym mazeme délit. Najdeme Cislo 2. Tudiz napiSeme Cislo
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2 vpravo od svislé ¢ary ve stejné urovni jako Cislo 520. Nyni
zapiSeme vysledek pod &islo 520 tedy 260 a mizeme
pokraCovat dale. Opét hledame nejmensi prvocislo, kterym
Ize délit. Takto postupujeme az do té doby, dokud
nedostaneme na levé strané Cislo 1. Pokud na pravé strané
jesté doporucuji napsat vysledek prvnim zpusobem rozkladu.

V nasSem pfipadé je tedy vysledek : 520=2-2-2-5-13 =

3
=2 -5-13

Vybrané pfiklady na rozklad na prvocinitele. Rozlozime si
tato Cisla: a) 704, b) 872, ¢) 944 d ) 999, e) 3675

Reseni:
a) 704

704 | 2
352 | 2
176 | 2
88 | 2
44 | 2
22 | 2
11| 11

1]

6
704=2-2-2-2-2-2-11=2 - 11

b) 872

872 | 2

436 | 2

218 | 2

109 | 109
1|

3
872=2-2-2-109=2 -109
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c) 944
944 | 2
472 | 2
236 | 2
118 | 2
59 | 59
1|

4
944 =2-2-2-2-59=2 -59

d) 999
999 | 3
333 | 3
111 | 3
37 | 37
1]

3
999=3-3-3-37=3 37

e) 3 675
3675 | 3
1225 | 5
245 | 5
49 | 7
7|7
1|

2 2
3675=3-5-5-7-7=3-5 -7

Publikace [5] uvadi pfiklad 17: rozloZte na prvocinitele a) 3
248, b) 2 418, c) 3 819.
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a) 3248
3248 |2
1624 |2
812 |2
406 |2
203 |7
29 | 29

1|

4
3248=2-2-2-2-7-29=2 -7-29

b) 2 418
2418 | 2
1209 | 3
403 | 13
31|31
1]
2418=2-3-13- 31

c) 3819
3819 | 3
1273 | 19

67 | 67

1]
3819=3-19-67

19



4. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek
4.1 Nejvétsi spolecny délitel

NejvétSiho spolecného délitele si nejdfive ukazeme na
prikladu a az poté vyslovime definici. Jako ukazkovy pfiklad
jsou zde dveé Cisla a to Cislo 60 a 90. U kazdého z nich
provedeme rozklad na prvocinitele. Tudiz rozklad Cisla 60 = 2
-2 - 3 - 5. Tuto operaci provedeme také u Cisla 90.
Dostaneme rozklad 90 = 2 -3 - 3 - 5. Nyni hledame prvodisla,
ktera jsou v obou rozkladech, v nasem pfipadeé jsou to Cisla
2, 3 a 5. Nejvétsi spoleCny délitel je soucin téchto Cisel: 2 - 3
-5 =30. Vysledek zapisujeme D(60,90) = 30.

Dalsim feSenim neni rozklad na prvocinitele, nybrz
hledame vSechny Cisla, kterymi je nase zvolené Cislo
délitelné. Cislo 60 je délitelné &isly 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15,
20, 30 a 60. Cislo 90 je dé&litelné &isly 1, 2, 3, 5, 6, 9, 15, 30
a 90. Nyni vybereme spolecné délitele obou Cisel. To
znamena, Ze dostaneme &isla 1, 2, 3 a 30. Cislo 30 je ze
seznamu spole¢nych délitelt nejvétsi, tudiz se nazyva

nejvétsim spoleénym délitelem. D(60,90) = 30.

4.2. Priklady NejvétSiho spole¢ného délitele
Nyni si uvedeme par prikladd na toto téma.

a) D(25, 85) b) D(60, 75) ¢) D(96, 128) d) D(150, 225)

Reseni:

a) D(25, 85)

25| 5 85| 5
5|5 17 | 17
1| 1]

25=5-5 85=5-17
D(25, 85) =5
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b) D(60, 75)

60 | 2 75| 3
30| 2 25| 5
15| 5 5|5
3|3 1|
1|

60=2-2-3-575=3-5-5
D(60,75)=3 - 5=15

c) D(96, 128)

% | 2 128 | 2
48 | 2 64 | 2
24 | 2 322
12 | 2 16 | 2
6| 2 8|2
3|3 4|2
1| 2|2
1

96=2-2-2-2-2-3128=2-2-2-2 -2 -2 -2
D(96,128)=2-2-2-2-2=32

d)D(150, 225)

150 | 2 225 | 3
75| 3 75| 3
25| 5 25| 5
5|5 5|5
1] 1|
150=2-3-5-5 225=3-3:5-5

D(150,225)=3-5-5=75

Ted jiz mlzeme vyslovit definici nejvétSiho spole¢ného

délitele. ,Spoleénym délitelem pfirozenych Cisela ,a , a, ...,
1 2 3

a nazyvame to pfirozené Cislo d, kterym je kazdé z Cisel
k

a,a,..,a délitelné. Je-li dana skupina pfirozenych Cisel
1 2 k
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a,a,a,..,a,jevzdy mozno vyhledat nejvétsi z jejich
1 2 3 k

spolecnych délitelt. Toto Cislo se nazyva nejvétsi spolecny

délitel Cisela ,a ,a,...,a aoznaCuieseD(a,a,a, ...,
1 2 3 k 1 2 3

a ). 9]
k

4.3. Nejmensi spolecny nasobek
Jak zjistime nejmensi spoleCny nasobek, si ukazeme na

stejnych Cislech jako u nejvétSiho spolecného délitele, tudiz
na Cislech 60 a 90. Jako v pfedchozim pfipadé si Cisla opét
zapiSeme jako soucin prvocCisel. 60 =2 -2 - 3 - 5, totéz
provedeme u €isla 90.90=2 - 3 - 3 - 5. U prvniho Cisla
vyuzijeme cely prvocCiselny rozklad, kdezto u druhého Cisla
jen ty, ktera se jiz nevyskytuji v prvnim rozkladu. Pro lepsi
orientaci si Cisla u prvniho rozkladu podtrhneme a u druhého
rozkladu vyskrtame jiz vyskytujici se €isla z prvniho rozkladu
a zbyla Cisla nasledné také podtrhneme. Nejmensim
spolecnym nasobkem poté budou vSechna podtrzena Cisla

z obou dvoijic a nasledné jejich soucin. [9]

60=2-2-3-5
90=2-3-3-5
n©60,90)=2-2- 3:-5-3=2-2-3-3-5=180

nejmensi spoleCny nasobek Cisel 60 a 90 je Cislo 180.

3
3

4.4. Priklady nejmensiho spole¢ného nasobku
Nasleduje nékolik pfikladd. Vezmeme stejna Cisla, se

kterymi jsme pracovali u nejvétSiho spole¢ného délitele.
a) n(25, 85) b) n(60, 75) c) n(96, 128) d) n(150, 225)
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Reseni:

a) n(25, 85)

25| 5 85| 5
5|5 17 | 17
1| 1]
25=5-5

85=5-17

n(25,85)=5-5- 17 =425

b) n(60, 75)

60 | 2 75| 3
30| 2 25| 5
15| 5 5|5
3|3 1|
1]

60=2-2-3-5

75=3-5-5
n(60,75)=2-2-3-5-5=300

c) n(96, 128)

% | 2 128 | 2
48 | 2 64 | 2
24 | 2 322
12 | 2 16 | 2
6| 2 8| 2
3|3 4|2
1| 2|2
1]
96=2-2-2-2-2-3
128=2-2-2-2 2 2 2

n(96,128)=2-2-2-2-2-2-2-3=384
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d) n(150, 225)

150 | 2 225 | 3
75| 3 75| 3
25| 5 25| 5
5|5 5|5
1| 1]

n(150,225)=2-3-5-5- 3 =450

4.5. Slovni ulohy na nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsi spolecny délitel
V této podkapitole nasleduji slovni ulohy na nejvétsi

spolecny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek.

a) Papirovy obdélnik s rozméry 69 cm a 46 cm se ma
rozstfihat na co nejmensi po¢et shodnych ¢tvercu.

Vypocitejte délku strany Ctverce.

Reseni:
69 | 3 46 | 2
23|23 23|23

1| 1|
69=3-23
46=2-23

D(69, 46) = 23

Odpovéd: Délka strany Ctverce bude 23 cm.

b) Maminka rozdélila svym détem 24 jablek a 15 hruSek.
Kazdé dité dostalo stejny pocCet jablek a stejny pocet hrusek
jako jeho sourozenci. Kolik déti méla maminka a kolik jablek

a hrusSek kazdé dité dostalo?
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Reseni:

24 | 2 15 |3
12 | 2 5|5
6| 2 1
3|3

1]
24=2-2-2-315=3"-5
D(24, 15) =3

24/3=8

15/3=5

Odpovéd: Maminka méla 3 déti. Kazdé dité dostalo 8 jablek

a 5 hrusek.

c) V kvétinarstvi dostali 144 bilych a 192 €ervenych ruzi.
Kolik kytic mohou svazat, ma-li mit kazda kytice stejny pocet
Cervenych a stejny pocet bilych rGzi? Kolik bilych

a Cervenych riizi bude kazda kytice obsahovat?

Reseni:

144 | 2 192 | 2
72| 2 % | 2
36| 2 48 | 2
18 | 2 24 | 2

9|3 12 | 2
3|3 6| 2
1| 3|3

1]
144=2-2-2-2-3-3192=2-2-2-2-2-2-3

D (144,192)=2-2-2-2-3=48

144/48 = 3

192/48 = 4

Odpovéd: V kvétinarstvi mohou svazat 48 kytic. V kazdé

kytici budou 3 rize bilé a 4 ruze Cervené barvy.
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d) Z autobusové zastavky vyjely v 10 . 10 hod soucasné
autobusy dvou linek. Autobus €. 1 vyjizdi z této zastavky
kazdych 20 minu, autobus €. 2 kazdych 16 minut. Za jak
dlouho se opét sejdou autobusy obou linek v této zastavce?

V kolik hodin se sejdou?

Reseni:
20 | 2 16 | 2
10 | 2 8| 2
5|5 4|2
1| 2|2

1
20=2-2-5
16=2-2-2-2
n(20,16)=2-2-5-2-2=80

10. 10 hod + 80 minut = 11. 30 hod
Odpovéd: Autobusy se opét setkaji za 80 min, tudiz v 11. 30

budou oba na zastavce, ze které vyjeli.

e) Jan a Jirka Sli na prochazku. Vykrocili ze stejného mista.
Jan délal kroky dlouhé 66 cm, Jirka pouze 42 cm. Po kolika
metrech Jirka doSlapne pfesné do Janovy stopy? Kolik krokd

kazdy z nich udéla?

Reseni:

66 | 2 42 | 2

33| 3 21| 3

11| 11 7|7

1| 1|

66=2-3-11

42=2-3-17
n(66,42)=2-3-11-7=462cm=4,62m
462/66 = 7

462/42 = 11

Odpovéd: Jirka doSlapne do Janovy stopy pfesné za 4, 62
metry. Jirka udéla 11 krokd a Jan pouze 7 krokd.
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f) Karel a Vojta Cetli stejnou knihu. Karel denné precetl 24
stranek, Vojta pouze 15 stranek. Kolik stranek méla kniha,
pokud ji oba precetli za cely pocet dni? Kolik dni ji Cetl Karel
a kolik dni Vojta?

Reseni:

24 | 2 15| 3

12 | 2 5|5

6| 2 1|

| 3
|

= W

2
15
n(24,15)=2-2-2-3-5=120
120/24 =5
120/15 =8

S
11
N
lw

1
w N
o IN

Odpovéd: Kniha méla celkem 120 stranek. Karel ji piecetl za

5 dni, kdezto Vojta ji pfecCetl za 8 dni.
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5. Kongruence
Kongruence je pojem, ktery oznacuje v algebfre

ekvivalenci. Tato ekvivalence je sluCitelna se vSemi
operacemi. Tedy pokud jsou prvky ekvivalentni a jejich
operativni vysledek je téz ekvivalentni, poté bude existovat
kongruence pro tyto zvolené prvky. Abychom Iépe pochopili

kongruenci, méli bychom si nejdfive fici néco o ekvivalenci.

5.1. Ekvivalence
Binarni relace ekvivalence slouzi k vytvoreni tfid

navzajem ekvivalentnich prvkd. Mame zde nékolik podminek
ekvivalence. Mezi prvni podminku patfi reflexivita. Tento
pojem vysvétlime jednoduse a to tak, Zze pro kazdy prvek

a z mnoziny X plati, Ze je v relaci sam se sebou. Mezi
reflexivni relace patfi napfiklad ,je rovno®, ,je podmnozinou®
nebo délitelnost. DalSi podminka pro existenci ekvivalence
je symetrie. Symetrie fika, Ze pro kazdy prvek aa b

z mnoziny X plati, pokud prvek a je v relaci s prvkem b, tak

I prvek b je v relaci s prvkem a. Symetricka relace je

A 473

napfiklad ,je mensi nez“. Posledni operace, ktera se rfadi
nez jiz dvé zminéné. Tranzitivnost fika, ze pro kazdé a,bac
z mnoziny X plati, pokud a je v relaci s prvkem b a prvek b je
v relaci s prvkem c, tak i prvek a je v relaci s prvkem c. Tato
operace plati napfiklad pro ,je vétsSi nez“, ,je vétsi nebo
rovno“, ,je mensi nebo rovno“ a také pro délitelnost. Relace,
ktera ma vlastnosti tranzitivnosti a reflexnosti se nazyva
kvaziusporadani. Pokud je kvaziuspofadani navic

symetrické, potom mizeme mluvit o relaci ekvivalence.
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Formalni zapis pro operace zni:
reflexivni: vae X:[a,al € R
symetricka: vV a,b e X:[a,b]e R—[b,a] € R
tranzitivni: v a, b,ce X: (J[a,b]e RA [b,c]e R) » —
[acle R

Abychom Iépe pochopili co pojem ekvivalence znamena,
ukazeme si jednoduchy pfiklad, ktery zni: Jifi, Petr a Franta
chodi do stejné tfidy. Jako konkrétni pfiklad si zvolime
devatou tfidu. Nyni si projdeme vSechny tfi typy operaci.
Zacneme reflexivitou. Reflexivita musi byt v relaci sama se
sebou, takze je jasné, ze Jifi chodi sam se sebou do devaté
tfidy. Prvni operaci mame dokazanou.

Druhou operaci je symetrie. Jestlize Jifi chodi do devaté tfidy
jako Petr, tak i Petr musi chodit do devaté tfidy jako Jifi. Tato
operace je také vyresena.

Dale nam zbyva posledni operace a tou je tranzitivita.

V pripadé, Ze Jifi chodi do devaté tfidy spole¢né s Petrem

a dale Petr chodi do devaté tfidy spolecné s Frantou, tak

i Jifi chodi do té stejné tfidy jako Franta. Posledni operaci
jsme vyresili. V této chvili jsme schopny na sto procent

prohlasit, Ze se jedna o relaci ekvivalance.

V neposledni fadé musime uvést dalsi tfi operace,
abychom lépe pochopili kongruenci. Je-li a = b, tak pro
libovolné Cislo c plati nasledujici tvrzeni:

atc=b+c

a—-c=b-c

ac=b-c
Z téchto operaci je zfejme, Ze jednotlivé operace mizeme
sCitat, odecCitat a nebo nasobit. Na tomto principu je zaloZena
teorie algebry, nebo takeé teorie rovnicovych soustav. Jedina
operace, ktera zde neni obsazZena je délitelnost. V této chuvili
se jiz dostavame k samotné podstaté kongruence. Pljde

tedy o délitelnost.
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5.2. Vlastni pojem kongruence
Kongruence je relace, kde dalezitou roli hraje modulo m.

Modulo m pfedstavuje Cislo, kterym budeme nasledovné
délit. Relaci mizZzeme chapat jako vztah mezi dvéma Cisly,
které maji stejny zbytek po déleni modulem. Poté fikame, ze
a je kongruentni s b podle modulu m. Zapis zni:a=b
mod(m). Pokud tento vztah neplati, zapisujeme jednoduse
pomoci preskrtnuté ¢ary. Jinymi slovy miazeme fFici, Zze Cisla a
a b jsou kongruentni podle modulu m, pokud m déli a — b.
Jak uz jsme si mohli vSimnout na zacCatku této kapitoly,
tak kongruence je relace ekvivalence. To znamena, ze ma
vlastnost reflexivni, symetrickou a také tranzitivni. Jelikoz
jsme jiz s témito pojmy obeznameni, muzeme si je aplikovat
pfimo na pojem kongruence. Zacneme tedy u prvniho pojmu,
pokud fikame, Ze je kongruence reflexivni, rozumime tim, Ze
prvek a je kongruentni s a podle modulu m. Nasleduje
operace symetrie, kongruence je symetricka, jestlize a je
kongruentni s b podle modulu m, poté také b je kongruentni
s a podle modulo m. Posledni operace je tranzitivnost. Tento
pojem pojednava o vztahu tfi prvkd. Tedy pokud a je
kongruentni s b podle modulu m a zaroven b je kongruentni
s ¢ podle modulu m, potom plati, Ze také a je kongruentni s c
podle modulu m. Tyto operace jsme nyni schopny zapsat
formalnimi symboly.
reflexivni: a = a mod(m)
symetricka: a = b mod(m) — b = a mod(m)

tranzitivni: (a = b mod(m) A b = ¢ mod(m)) — a = ¢ mod(m)

V predeslém pfipadé jsme si také uvedli jesté dalsi tfi
operace, které se u kongruence objevuji, avSak zde jsou vice
obsahlejsi. Méme a = b mod(m) a zaroven ¢ = d mod(m),

pak operace znéji:
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a=bmod(m) — k-a=k-bmod(m)

(a+c)=(b+d) mod(m)

(a--c) = (b -d) mod(m)

ac = b - d mod(m)
Je tedy jasné, Ze kongruence, které maji stejny modulo se
daji sCitat a také nasobit. Pfi nasobeni je mozno také
vynasobit stejnym Cislem k obé strany kongruence.
V pfipadé déleni je mozno vydélit kongruence délitelem,
ktery bude jejich spole¢ny, ale tento délitel nesmi byt
soudélny s modulem.

Jestlize bude m > 1, tak Cislo a bude kongruentni pravée
s jednim Cislem mnoziny {0, 1, ..., m-1}

Jev a - b =0 mod(p), je pravdivy jen pokud a = 0 mod(p),
nebo b = 0 mod(p), kde p je prvocislo.

5.3. Priklady kongruence
Nasledné vybrané pfiklady kongruence, ve kterych

mame zjistit, zda jsou spravné: a) 916 = 76 mod(42), b) -
326 = 22 mod(29), c) 615 = -86 mod(14)

Reseni:
a) Jako prvni krok si spo¢teme 916 — 76
916 — 76 = 840
Dale zjistujeme zda Cislo 42 déli nas vypocitany vysledek po
odecitani.
840/42 = 20
Mazeme si v§imnout, Ze po déleni téchto dvou &isel nam

vySel zbytek, ktery je celé Cislo.

Tudiz jsme vypocitali pfiklad a zjistili jsme, Ze kongruence
916 = 76 mod(42) je spravna.

b) Opét si jako prvni krok vypocteme rozdil dvou Cisel, a to
Cisel -326 a 22.
-326 — 22 =-348
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Druhym krokem je otazka, zda Cislo 29 déli jiz vypocitany
vysledek.

(-348) /29 =-12
Vysledek je znovu celé Cislo, tim padem kongruence -
326 = 22mod(29) je spravna.

c) 615 = -86 mod(14)
Opakujeme kroky jako v pfedchozich feSeni pfikladu.
615 - (-86) = 701
Déli ¢islo 14 ¢islo 7017
701/14 =50, 07
V této chvili si povSimneme, Ze vysledek nevysSel celé Cislo,
nybrz desetinné. Odpovéd je tedy v tomto pfipadé odliSna.

Kongruence 615 = -86 mod (14) neni spravna.

32



6. Kritéria délitelnosti

Kritérium délitelnosti dvéma:

Kazdé Cislo n, které je pfirozené, je délitelné dvéma, pokud
cifra, ktera se nachazi na misté nultého fadu, je délitelna
dvéma. Suda Cisla jsou délitelna dvéma, kdezto licha Cisla

davaji zbytek 1, tudiz nejsou délitelna dvéma.

Kritérium délitelnosti tfremi:
Pokud je ciferny soucet Cisla n délitelny tfemi, poté je

pfirozené Cislo n délitelné tfemi.

Kritérium délitelnosti ¢tyrmi:
Kazdé pfirozené Cislo n je délitelné ctyrmi, pokud je Ctyrmi

délitelné posledni jeho dvojcisli.

Kritérium délitelnosti péti:
Pfirozené Cislo n je délitelné péti pokud, cifra, ktera se

nachazi na misté nultého fadu je délitelna péti. [10]

Kritérium délitelnosti Sesti:
Cislo n, které je pfirozené, je délitelné Sesti, pokud se jedna

o Cislo sudé a také je délitelné tfemi.

Kritérium délitelnosti sedmi:
Pfirozené Cislo n je délitelné sedmi, pokud je sedmi délitelny

i jeho rozdil souctu sudych a lichych trojcisli. [10]

Kritérium délitelnosti osmi:
Cislo n je délitené osmi, jestlize je osmi délitelné jeho

posledni trojCisli.

Kritérium délitelnosti deviti:
Pfirozené Cislo n je délitelné deviti, kdyZz je i deviti délitelny
jeho ciferny soucet.
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Kritérium délitelnosti deseti:
Cislo n, které je pfirozené, je délitelné deseti, pokud se na

misté nultého fadu nachazi 0.

6.1. Diikazy délitelnosti

Kazdé pfirozené Cislo a Ize zapsat ve tvaru:a=a +a - 10 +
0 1

2 3 n-1 n
+a-10 +a 10 +...+a -10 +a -10 ,a
2 3 n-1 n 0

reprezentuje pocet jednotek a jedna se o cifru nultého fadu,

a reprezentuje poCet desitek a je cifrou prvniho fadu,
1

a predstavuje pocet stovek a je cifrou druhého fadu,
2

a predstavuje pocet tisicll a je cifrou tfetiho fadu, dale plati:
3

0<a, a <10, tedy koeficienty jsou cela a nezaporna cisla
0 n-1

od jedné do deviti.

Dukaz délitelnosti dvéma:

Budeme mit pfirozené Cislo ve tvaru:

2 3 n-1
a=a+a -10++a -10 +a ‘10 +...+a -10 +a -
0 1 2 3 n-1 n

n
10,
Nyni z druhého a nasledujicich s€itanct vytkneme ¢islo 10,

2
takze nam vzniknetvar:a=a +10-(a +a -10+a - 10
0 12 3

n-1
+...+a - 10 ), celou zavorku si oznaCime pismenemY,
n

jelikoz v tomto dukazu neni az tak dulezita. Tim vznikne: a =

=a +10 Y, jiz jsme schopni fici, ze ¢ast 10 - Y je délitelna
0

Cisly 2, 5 a 10, jelikoz Cislo 2 déli 10, Cislo 5 déli 10 a také

Cislo 10 déli 10. V této chvili nam zbude jen a . Pokud je
0

Cislo délitelné dvéma, poté tato cifra nultého Fadu musi byt
sudé Cislo, to znamena, Ze cifry 0, 2, 4, 6, 8 musi byt na
misté jednotek.

34



Dulkaz délitelnosti péti a deseti:

Tento dlikaz je obdobny jako dukaz délitelnosti dvéma,

2 3
opét vychazime ze tvaru:a=a +a -10+a -10 +a - 10
0 1 2 3

n-1 n
++.+a -10 +a -10, poté znovu vytkneme Cislo 10
n-1 n

2
avznikne namtvar:a=a +10-(a +a -10+a - 10 + ... +
0 1 2 3

n-1
+a - 10 ), nyni si celou zavorku ozna€ime pismenem Y
n

adostanemea=a + 10 -Y, vyraz Y- 10 je zajisté déleny
0

Cisly pét a deset, jelikoz Cislo pét déli deset a deset déli

deset. Pokud pfirozené Cislo je délitelné péti, poté a musi
0

byt nula nebo pét, pokud je délitelné deseti, tak a musi byt
0

nula.

Dulkaz délitelnosti ctyrmi:
Opét vychazime ze tvaru pro zapis pfirozeného Cisla:

2 3 n-1
a=a+a -10+a -10 +a 10 +...+a -10 +a -
0 1 2 3 n-1 n

n
10 . Dale budeme vytykat Cislo 100. Vznikne nam tedy tvar:

n-4
a=a++a -10+100-(a -1+a -10+...+a -10 +
0 1 2 3 n-1

n-3
a - 10 ). Celou zavorku si oznacime pismenem Y, tak nam
n

vznikne tvar: a=a +a - 10+ 100 -Y. Vyraz 100 - Y je
0 1

zajisté délitelny Ctyfmi, jelikoz Ctyfi déli sto. Jestlize je
pfirozené Cislo délitelné ¢tyfmi, poté také jeho posledni
dvojcisli je délitelné Ctyrmi.

Dukaz délitelnosti osmi:
Dikaz délitelnosti osmi vychazi z dikazu délitelnosti
Ctyfmi. Vychazime ze tvaru pro zapis pfirozeného Cisla:
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2 3 n-1
a=a+a -10+a -10 +a 10 +...+a -10 +a -
0 1 2 3 n-1 n

n
10 . Nyni ale budeme vytykat Cislo 1000. Vznikne nam tedy

2 h-
tvarra=a +a -10+a -10 +1000(a -1 +...+a -10
0 1 2 3 n-1

4 n-3
++a -10 ). Zavorku si oznaCime pismenem Y, jelikoz
n

pro tento dikaz neni podstatna, dostdvame tvar: a=a +a
0 1

2
10+ +a - 10 +1000 - Y. Vyraz 1000 - Y je délitelny osmi,
2
jelikoz Cislo osm déli tisic. Aby bylo Cislo délitelné osmi, musi

byt také jeho posledni trojCisli délitelné osmi.

Dukaz délitelnosti deviti:

Budeme vychazet ze tvaru pro zapis pfirozeného Cisla:
2 3 n-1
a=a+a -10+a -10 +a -10 +...+a -10 ++a -
0 1 2 3 n-1 n
n 2 3
10 . Dale si ¢isla 10, 10 ,10 ,... rozepiSeme, a vznikne nam

tvara=a +a -(9-1+1)+a -(9-11+1)+a -(9- 1M1+
0 1 2 3

++...a ~O-1.1+1+a -(9 1..1+1),dalesi

n-1 n

vyrazupravime:a=a +(a -9-1+a -1)+(a -9-11 +a
0 1 1 2 2

M)++@ -9 -M1+a N+..+@ -9-1.1+a -1)
3 3 n-1 n-1

++(a -9-11...1 +a -1). Vytkneme Cislo devét. Dostavame
n n

taktvarra=(a +a +a +ta +...+a +a)+ +9-(a -1
0 1 2 3 n-1 n 1

+a 11+ +a -1M1+...+a -1M.1+a - -11.1).
2 3 n-1 n

Druhou zavorku si ozna€ime pismenem Y, ziskame tak: a =

(@ +a +ta +ta+..++a +a)+9-Y. Vyraz9 - Y
0 1 2 3 n-1 n

je zajisté délitelny deviti. Nyni nam zbyva pouze prvni
zavorka neboli ciferny soucet. Aby bylo Cislo délitelné deviti,

musi byt také jeho ciferny soucet délitelny deviti.
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Dukaz délitelnosti tremi:
Tento dukaz je podobny, jako dikaz délitelnosti deviti. Po

upravach nam opét vznikne tvar:a=(a +a +a +a +... +
0 1 2 3

+a +a)+9-(@a -1+a -1M+a -1M1+...+a -11.1
n-1 n 1 2 3 n-1

+ +a - 11...1), druhou zavorku si opét ozna¢ime pismenem
n

Y:a=(a +a +a +ta+..+a +a)+9-Y.Vyraz9-Yje
0 1 2 3 n-1 n

zajisté délitelny tfemi jelikoz Cislo tfi déli devét, tudiz nas
zajima jen ciferny soucet. Pfirozené Cislo je délitelné tfemi,

pokud je jeho ciferny soucet délitelny tfemi.
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7. Mersennova a Fermantova prvocisla
7.1. Mersennova prvocisla

Martin Mersenne byl francouzského pavodu. Zabyval se
vyhradné teorii Cisel, mechanikou a optikou. Byl velmi
dulezitym ¢lankem mezi vyznamnymi védci, jako byli otec
a syn Pascalovi, René Descartesy, a nebo Isaac Beckmann.
Pro tuto skupinu lidi pofadal v roce 1623 schlizky, kde se
probiraly rizné discipliny véd. Mersenne se narodil v roce
1588 ve Francii, kde také ve svych 60 letech zemfel, tedy
v roce 1648. Na pocest jeho pamatky byla zhotovena
pamétni deska, ktera je umisténa na sténé kostela. Jednalo
se o Clovéka, ktery se také zabyval teologii, filosofii, hudbou
a mimo jiné navrhl Huygensovi, aby k méfreni ¢asu pouzil
kyvadlo. Jako prvni upfesnil definici cykloidy a jeji
charakteristické vlastnosti. Jeho jméno je vSak znamé diky
jinému pojmu, a tim jsou Mersennova Cisla a prvocisla, na
ktera se nyni podivame. [11]

P
Mersennova Cisla vylozil ve tvaru M =2 —1, kde p je
P

prvocislo, tato Cisla se tykaji v prvni fadé teorie Cisel. Pokud

p
ovSem Cislo 2 — 1 je samo prvocislo, je nazyvano
Mersennovo prvocislo. Muzeme si vS§imnout, ze pokud p =2,
3, 5, 7, tedy pokud dosadime za proménou p prvni Ctyfi

prvocisla, dostaneme Mernsennova prvocisla 3, 7, 31, 127.

P
Tento vzorec 2 — 1 v3ak neplati pro vSechna prvocisla,

11
napfiklad pro p = 11, jelikoz2 —1=2 047, Cislo 2 047 neni

prvocislo, jelikoz je délitelné Cislem 23. Podobé je to u Cisel

23 29
23a29,tedy 2 —1=47-178481a 2 —-1=233-2304

167. Od roku 2007 je znamo celkem 44 Mersennovych

prvocCisel. Nalezené Cislo M je prvocislem pokud: p = 2, 3, 5,
p

7,13, 17,19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2
281, 3217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213, 19 937, 21
701, 23 209, 44 497, 86 243, 110 503, 132 049, 216 091,
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756 839, 859 433, 1 257 787, 1 398 269, 2 976 221, 3 021
377,6 972 593, 13 466 917, 20 996 011, 24 036 583, 25 964
951, 30 402 457, 32 582 657, ... [11]

Sam Mersenn tvrdil ve své praci, ze Cisla 2p —lprop=2,3,
5,7,13,17,19, 31, 67, 127, 257 jsou prvocisla, avSak tato
prace byla publikovana v roce 1644 a my nyni jiz vime, ze to
neni pravdive tvrzeni.

Matematici z celého svéta hledaji Mersennova prvocisla
s velkym poctem cifer diky sitovému projektu s nazvem
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), ktery vznikl
v roce 1996. Tento projekt byl navrzen Georgem Woltmanem
a je zalozen na principu rychlého nasobeni.

Doposud bylo nejvétsi Mersennovo prvocislo nalezeno

32582657
v roce 207 a to Cislo M =2 -1, které tvori
32582657

neuvéfitelnych 9 808 358 cifer. [11]

7.2. Fermantova prvocisla
Celym jménem Pierre Fermat byl francouzskym
matematikem, ktery se také zabyval prvocisly. Domnival se,

n m
Ze v8echna Cislave tvaru: F =2 +1,kden=2 jsou
m

prvocCisla s tim, ze m =0, 1, 2, ... Tato domnénka vSak neni
pravdiva a jiz v roce 1732 ji Leonhard Euler vyvratil, kdyz

objasnil Fermatovo Cislo 5, tedy F =641 - 6 700 417. V této
5

n m
chvili posloupnost F =2 + 1, kde n=2 poskytuje pouze
m

prvnich pét prvoCiselnych ¢lend: F =3, F =5,F =17, F =
0 1 2 3

=257, F =65537. Fermatova Cisla se oznacuji symbolem
4

n m
F ,daleje-livyraz2 + 1, kde n =2 prvocislo, nazyvame ho

m
Fermatovo prvocislo.
Nejvétsi zajem o Fermatova Cisla mél Carl Friedrich
Gauss, ktery roku 1796 objevil souvislost mezi témito
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prvocisly a euklidovskou konstrukci pravidelnych
mnohouhelnikd. Gauss objevil konstrukci sedmnactiuhelniku
jiz ve svych osmnacti letech a v dalSich letech se tomuto
tématu vénoval. Aby bylo mozné pravidelny n-uhelnik

euklidovsky zkonstruovat, musi se poc€et vrcholl n-uhelnika
k

rovnatCislun=2 -p -p - p -...-p,kde Cisla p tvofi
1 2 3 j

Fermatova Cisla. Takovy n-uhelnik Ize konstruovat pro n = 3,
5,15, 17, 51, 85, 255, 257 ,..., a tudiz bude mit lichy pocet
vrcholu.

Doposud je znamo vice nez dvé sté prvocinitell
Fermantovych Cisel, avSak stale nezname souvislosti, které
by vedly k definitivni odpovédi, zda je opravdu F4 nejvétsi

Fermatovo Cislo. Napfiklad pro ¢islaF ,F F a
14 20, 22 F24

nejsme schopni nalézt netrivialniho délitele. Vime vsak, ze

jsou to Cisla slozena jako jiz zminéné Cislo F , které ma pfes
14

pét milionu cifer. [11]
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8. Testy prvociselnosti
Existuje mnoho testl prvociselnosti, ja zde uvedu jen

nékolik z moznych pfikladu. Jednoduché testy pro pochopeni

AT <4

jako moznosti na odhalovani prvocisel.

8.1. Elementarni test
Nejjednodussi ze vSech testu je jisté elementarni test

prvociselnosti, jedna se o zakladni test, kde se

u testovaného Cisla zkousi, zda néktefi délitelé déli toto
Cislo. Pokud nenajdeme zadné Cislo, které by délilo zvolené
pevné Cislo, poté se jedna o prvocislo. Princip tohoto testu
spocCiva v odmocniné z nami testovaného cCisla. Pokud si
tento test rozebereme vice do hloubky, zjistime, Ze pokud je
Cislo mensi nebo rovno 1, poté zajisté nebude prvocislem.
Dale, jestlize testované Cislo je sudé a neni dva, také nebude
prvocCislem. Nyni nam staci testovat pouze licha Cisla. Tento
test bohuZzel neni pouzitelny pro velka Cisla, a proto se

vyuziva jen pro mala Cisla, které maji maximalné 24 Cislic.

Priklady:

Uvedeme si prvni pfiklad a to na Cisle 211. Nejdfive
musime toto Cislo odmocnit.

V211 =14.53
Nadale je zfejmeé, Ze nami uvedené Cislo 211 budeme délit
prvocisly 2, 3, 5,7, 11 a 13.

211/2=105.5
211 /3 =70.33
211/5=42.2

211/7 =30.14

211/11=19.18

211 /13 =16.23
Jak vidime, tak ani jeden vysledek po déleni Sesti prvocisly
nevysel beze zbytku, tudiz nase Cislo 211 je opravdu

prvocislem.
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Jako nas dalSi pfiklad bude Cislo 821.
V prvnim kroku toto &islo musime odmocnit: ¥ 821 = 28.65,
Ve druhém kroku budeme Cislo délit témito prvocisly: 2, 3, 5,
7,11,13,17,19, 23.

821/2=410.5

821/3=273.66

821/5=164.2

821/7=117.29

821/11=74.64

821/13=63.15

821/17 =48.29

821/19=43.21

821/23=35.70
Kazdy z vypocitanych vysledkl vysSel se zbytkem, jsme

schopni Fici, ze Cislo 821 je prvocislo.

Poslednim ukazkovym prikladem je Cislo 505. Na prvni
pohled je jiz zfejmé, Ze se nebude jednat o prvocislo.
Pojdme ale postupovat podle elementarniho testu. Cislo 505
neni sudé a nerovna se Cislu dva, tudiz stale maze byt
prvodislem. Zkusme tedy toto &islo odmocnit: ¥ 505 = 22.47,
nadale budeme zkoumat, zda je délitelné témito prvodisly: 2,
3,5,7,11, 13,17 a 19.

505/2=252.5

505/3 =168.33

505/5=101

505/7=72.14

505/11=45.91

505/13 =38.85

505/17 =29.71

505/ 19 = 26.58
Jen jediné prvocislo a to Cislo 5 déli nami zvolené Cislo 505,
to ovSem znamena, ze 505 nemuze byt prvocislem, i presto,

Ze ma pouze jednoho délitele z fady prvocisel.
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8.2. Eratosthenovo sito
O tomto principu jsme si jiz fikali v kapitole historie

matematiky. Jedna se o algoritmus, ktery je datovan do roku
200 pfed nasim letopoctem, a je pojmenovan po svém
objeviteli Eratosthenovi. Tento test se provadi jen u hledani
prvocisel do 1 0000 000. Nyni si ho pfipomeneme jen jednim
prikladem. Nasim cilem je najit vSechna prvocisla do 30.
Prvnim krokem je podtrzeni Cisla 2 a nasledné vyskrtani
vSech jeho nasobku.

2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 42, 13, 44, 15, 16, 17, 48, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

Dale potrhame Cislo 3 a také vyskrtame jeho nasobky.
2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 42, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

Ten samy krok udélame i u Cisla 5.

2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 26,
Nyni jsme hotovi, zbyly nam jen podtrzena Cisla, tyto Cisla

jsou prvocisla.

8.3. Fermativ test prvociselnosti
Tento test byva nékdy uvadén i jako test slozenosti, a to

proto, Ze nedokaze rozlisit prvocisla od specialnich
slozenych Cisel, ktera se nazyvaji Carmichaelova Cisla. Test

vychazi z Fermatovy véty, tudiz pro kazdé prvocislo musi

p-1
platit: a =1 mod(p). Jestlize tato rovnost nebude pravdiva,

poté tento vztah staci jako dukaz slozenosti €isla p, a tudiz
nemuze byt prvocislem, av§ak pokud bude pravdiva, Cislo
muze byt prvocislem, ale také nemusi. Test tak musime
provést znovu, ale nyni s jinym Cislem a. NejmenSi
Carmichaelovo ¢islo je €islo 561, dalSimi jsou napfiklad 1
105,1 729,2 465 a 2 821, tyto Cisla se také nékdy oznacluji
jako pseudocisla. Z divodu téchto pseudocCisel se Fermativ

test v praxi nepouziva.
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8.4. Lehmanniiv test prvociselnosti
Tento test vychazi z malé Fermatovy véty, kterou jsme si

jiz uvedli. Princip e zaloZeny na tom, zZe cilené nevime, zda
jsme nasli prvocislo, ale urcité vime, zda jsme prvocislo
nenasli, algoritmus Lehmannova testu se stale opakuje a my
jsme schopni snizit kazdym opakovanim procento slozenych

Cisel aZz o padesat procent.

8.5. Rabin-Milleruv test prvocisel
Jedna se o pravdépodobnostni test, ktery je postaven na

na faktu: mame-li celé Cislo n, které je prvocislo, poté ma
pravé dvé odmocniny jednicku a modulo n. Tento test se

Vv praxi vyuziva nejCastéji, a je zalozeny také na Fermatové
vété jako test Lehmanndv. Stanovi nam na sto procent, Zze se

o prvocislo nejedna, a tudiz se jedna o slozené Cislo.
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9. Sifrovani pomoci velkych prvocisel
9.1. RSA Sifra

RSA Sifra je pojmenovana podle Ronalda Rivesta, Adi
Shamira a Leonarda Adlemanna. Byla vymyS$lena v roce
1997 a v této dobé se fadi mezi nejpouzivanéjsSi asymetrické
Sifry. Rozdil asymetrické Sifry od té symetrické je prosty,
jelikoz se pfijimatel a odesilatel nemusi setkat a tim padem
se také nemusi dohodnout na spole¢ném kli€i, zprava je
v tomto pfipadé Sifrovana i deSifrovana. Pokud zprava neni
dostatecné zasifrovana, mohl by ji kdokoliv otevfit a
vzniknout tak veliky problém, jelikoz se tato metoda Sifrovani
pouziva v bankovnictvi. Pro tento divod se Castéji vyuziva
asymetrické Sifrovani, kde mame dva klice, prvni je
soukromy a pomoci ného se zprava Sifruje a druhy je
verejny, ten slouzi k desifrovani zpravy. Tyto dva kliCe jsou
velice uzce matematicky propojené. Pokud nezname klic¢
k deSifrovani zpravy je v podstaté nemozné ji oteviit.

Pojdme si toto Sifrovani ukazat na pfikladé. Karel vlastni
asymetrickou Sifru, tedy obdrzi vygenerované dva klice. Jak
jiz jsme uvedli, prvni kli¢ je soukromy a druhy vefejny. Karel
poté chce napsat zpravu, kterou nasledné zasifruje svym
soukromym klicem, to znamena, Ze nikdo ostatni tuto zpravu
nemuze nijak upravit, jelikoz nikdo nema pfistup ke Karlovu
soukromému klici. Karel poté zpravu zvefejni, avSak kazdy
prijemce ma pfistup k této zprave, jelikoz maji verejny kli¢ ke
Karlové zpravé. Kazdy mize Karlovu zpravu otevrit a precist,
ale nemUze ji nijak zménit, jak uz bylo uvedeno. Toto je
princip, ktery se hojné vyuziva v praxi, napfiklad takto funguiji
digitalni podpisy.

Zkusme tento pfiklad proveést z druhé strany. Napfiklad
Petr by chtél poslat Karlovi zpravu, problém je v tom, Ze si
preje aby tuto zpravu vidél pouze Karel a nikdo jiny. Petr
tudiz nemuze pouzit postup z pfedchoziho pfikladu, jelikoz
kdyby zasifroval svoji zpravu, kdokoli z ostatnich by si ji mohl
preCist. Petr tedy pouzije Karlav vefejny kli¢ k zaSifrovani své
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zpravy. Karel jako jediny tuto zpravu muaze deSifrovat, jelikoz
jen on ma pfistup ke svému soukromému klici.

Posledni pfiklad uvadi situaci, kdy si Karel a Petr chtéji
navzajem posilat tajné zpravy, aniz by se stretli, tudiz musi
vyuzit tento Sifrovaci systém. Nevyhovujicim principem bude
zkombinovat oba dva pfedchazejici pfiklady dohromady. To
znamena, ze Karel svoji zpravu zasifruje jeho soukromym
klicem, a tak zaruci, Ze tuto zpravu nebude moci nékdo jiny
upravit. Dale zaSifruje danou zpravu i s Petrovym vefejnym
klicem, tudiz nikdo jiny kromé& Petra si ji nebude
moci precist. Ten jisty postup podstoupi i Petr, jakmile bude
psat svou zpravu Karlovi. Nejdfive si zaSifruje svou zpravu
soukromym klicem a nasledné ji zasifruje Karlovym vefejnym
klicem.

Sifra RSA se nepouziva pouze v bankovnim systému,
ale také zabezpecuje datové prenosy na internetu.

Prvocisla jsou velice dulezita v tomto procesu Sifrovani,
jelikoz prvocislo p a kazdé Cislo od jedné do p — 1 maji
nejvétsi spolecny délitel rovny, a tedy ma pfevracenou
hodnotu v modulo(p). Prvocisla se vyskytuji také v Eulerové
funkci, ktera je pfi tomto Sifrovani také dulezita, jeji rovnice
Zni: ¢(M=p-1,peP
P oznacuje mnozinu prvocisel, ¢ (n) znaci Eulerovu funkci,
ktera je zobrazenim a udava pocet vSech Cisel k takovych, ze
1< k< nadale D(k, n) =1, napfiklad ¢ (5) = 4.

¢ (n)
Eulerova véta nam fika:a =1 mod(n). Pokud za ¢ (n)

dosadime p-1, coz je Eulerova funkce, dostaneme:

p-1
a =1 mod(p),

tato rovnice je specialnim pfipadem Eulerovy véty a fika se ji

Mala Fermatova véta.
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Vytvoreni klice je algoritmus, ktery nam vygeneruje jak
verejny tak i soukromy kli¢. Generovani probiha ve tfech
krocich:

e zvoleni n(modulus), zvolime dvé rizna
prvocisla a poté rovnici n=p.q

e volba e (vefejny kli€), e musi patfit do
oboru hodnot

e zvoleni d(soukromy kli¢), pro volbu d

musi platit: e . d mod ¢ (n) = 1 [12]

k
K Sifrovani zpravy se tak pouziva vzorec F(m,k) = m mod(n)

ZasSifrovani soukromého klice:

y
F (x,y) = x mod(n) =z, kde X je zprava, y je soukromy
kli¢ a z je zaSifrovana zprava
Zasifrovani vefejného klice:
e
F (x,e) =x mod(n) = z, kde X je zprava, e je vefejny kli€

a z je zasifrovana zprava.

Bezpecénost Sifry RSA rozlozi velké Cislo na soucin
prvocisel, na takzvanou faktorizaci. Proto je dulezité, aby
Cisla p a g byly velmi daleko od sebe a jednalo se o velmi
velka prvocisla. V souCasné dobé se povazuje za bezpecné,
aby se modus skladal minimalné z 309 cifer, to znamena,
aby kli¢ mél velikost alespon 1 024 bitl. Napfiklad pro
rozlusténi RSA Sifry, ktera by meéla 1 024 bitd je vypsana

odména neuvéfitelnych 1 000 000 dolaru.

9.2. Sifrovani E1IGamal
Taher EIGamal navrhl tento algoritmus v roce 1895.

Jedna se o Sifrovani, kde se vyuziva asymetricky princip.
Sklada se ze Sifrovacich dat, ktera jsou ale dvakrat delSi nez
oteviena data, a proto se nevyuZziva Casto. | pfes jeho
nepfilis hojné vyuZziti se vyskytuje v mnoha programech,

a také se vyuziva jako alternativa k jinym algoritmam.
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V tomto Sifrovani se generuji dva kliCe, vefejny a soukromy.
Princip pracuje na pocitani diskrétnich logaritmu.

Vzorec k vytvoreni klice zni:

y=g mod()
Tento vzorec se pouziva k vytvoreni verejného klice, je
potieba si zvolit vysoké prvocislo p, €islo a pfedstavuje
nahodné vybrané Cislo, které je zarover i soukromym klicem,
a g predstavuje hodnotu generatoru, ktery je zastoupeny

v multiplikativni skupiné.

9.3. Diffieho — Hellmanovo Sifrovani
Toto Sifrovani se stalo prvni metodou, jak sdilet

informace na nezabezpeCeném komunika¢nim kanale.
Navrhli ho roku 1976 Whitfield Diffe a Martin Hellman, po
kterych je i pojmenovan. JelikoZ se jedna o symetricky
princip, tak si dvé strany nejdfive vytvofi Sifrovaci kli¢. Tento
kli¢ je posilan po Castech, avsak je posilan na zakladé
informaci, tudiz v pfipadé odposlechu tfeti osoby neni mozné
zjistit Sifrovaci kli¢, ktery slouzi pro Sifrovaci komunikaci.

Pokud osoba A vlastni vefejny kli¢ osoby B, pouzije

XA
nasledujici vzorec: K =y  mod(p). Pro osobu B je tento
A B

xB
vzorec podobny: K =y  mod(p), aby mohli tento vzorec
B A

uzivatelé pouzivat, musi si nejdfive domluvit Cislo p, v tomto
Sifrovani se jedna o prvocislo, dale také x, které tvofi tajny

kiic. Cisloy ¢&iy tvofi vefejny klig, ktery si navzajem
A B

preposlou. Celé hodnoty K a K je pfeposilana zprava, ze
A B

které se vytvofi symetricky Sifrovaci klic.
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10. Velka prvociselna véta
Prvni, kdo se o tuto vétu zajimal, byl jiz Carl Friedrich

Gauss, ktery v 18. stoleti vyjadfil Cetnost prvocCisel. Dale se ji
také vénoval Pafnutij Lvovi¢ CebySev a Bernhard Riemann.
Prvni dukazy této prvociselné véty dokazal v roce 1896
Charles Jean de la Vallée-Poussin a Jacques Hadamard,
ktefi pouzili metody matematické analyzy. Ve 20. stoleti se
podafilo Edmundovi Landauovi o jednodu$si dukaz této véty.
Jedna se o vétu, ktera se zabyva oborem teorie Cisel.
Plati ze, 11 (X) je prvocCiselna funkce. Touto funkci rozumime
pocet prvocisel, které jsou mensi nebo rovno x, mysleno

realné x.

Vzorec prvociselné véty zni:
lim  1(x)/ (x/In(x)) = 1.

Ko
Slovy tento vzorec mizeme popsat jako limitu, pokud x jde

k nekonecnu, poté podil funkce 1(x) a x / In(x) se rovna
jedné. Jinymi slovy zjiStujeme pravdépodobnost pfi
nahodném vybéru Cisla, ktera by vyjadfovala, Ze se jedna

o prvocislo. Tato pravdépodobnost je rovna 1 / In(x). Mezi
dvéma prvocisly je tak mezera rovna In(x). Mé&jme napfiklad
prvociselnou funkci 1(14). Jiz vime, Ze existuje Sest
prvocisel menSich nebo rovnych Cislu 14 a ty jsou: 2, 3, 5, 7,
11 a13, tudiz prvociselna funkce 1(14) bude rovna Cislu 6.

Pro zajimavost kolem Cisla 10 000 je jedno z deviti Cisel
prvocislem, avSak kolem ¢isla 1 000 000 je uz jen jedno z 21
Cisel prvocislem.

Velka prvocCiselna véta vSak neudava informace o rozdilu
funkci, jelikoz je to velice komplikované nalézt. Tento rozdil
patfi k nejzakladné&jSim a nevyfeSenym problémum
matematiky, jedna se o Riemannovu domnénku, ktera nese
jméno po némeckém matematikovi Bernhardu Riemannovi
a je zafazena mezi sedm nevyfeSenych matematickych

problému. Do tohoto seznamu byla vioZzena v roce 2000.
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Zaver

Teorie Cisel je velka kapitola matematiky. Myslim, Ze tuto
kapitolu Ize studovat mnohem podrobnéji. Cilem této
bakalarské prace bylo seznamit Ctenafe s pojmem prvocislo
a kongruence, s jejich zakladnimi vlastnostmi a metodami.
Proto bylo ddlezité zminit také pojmy, jako jsou nejvétsi
spolecny délitel, nejmensi spoleCny nasobek a takeé kritéria
délitelnosti. Uvedla jsem také méné znama témata, ktera
zajisté jdou studovat vice do podrobna, jako byly testy
prociselnosti i Sifrovani pomoci velkych prvocisel. Téchto
témat jsem se vSak dotkla jen okrajové, jelikoz rozsahlost
této tématiky by byla pro nékteré Ctenare pfilis vyCerpavajici.

Charakter mé prace je Cisté informativni. Bylo nutné
shromazdit veSkeré materialy a postupné se propracovavat
k jednotlivym pojmim, aby ¢tenar pochopil navaznost
a orientoval se v této praci bez obtizi.

Po cely Cas psani bakalarské prace bylo zajimave
sledovat jak je cela problematika matematiky provazana,
a jak je dulezité pochopit veskeré souvislosti mezi tématy.
Jen diky tomuto jsem mohla tyto informace predat tenafi.
Zaverem bych chtéla fici, Ze vybéru tématu nelituji. Musim

také uvést, Ze prinos informaci mne velice obohatil.
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