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Abstract

This thesis deals with generalized symmetry of geometric data. The existing

method of determining reflective symmetry using a differentiable measure of sy-

mmetry is used. The aim of this thesis is to set the parameters and weights of this

method to generalize for diferent types of models, on which the existing method

do not work very well, or to detect local, approximate symmetry, or to set diffe-

rent significance of entry points. Necessary method changes for various types of

models are designed and implemented. The concept of symmetry is also analy-

zed in connection with mathematics education and relevant educational thematic

unit is created.
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Anotace

Tato práce se zabývá zobecněnou symetríı geometrických dat. Je využito exis-

tuj́ıćı metody určováńı reflexńı symetrie s využit́ım diferencovatelné mı́ry. Ćılem

práce je vhodným nastaveńım parametr̊u a vah této metody nalézt zobecněńı

pro r̊uzné typy model̊u, na nichž dosavadńı metoda přilǐs nefunguje, nebo pro de-

tekci lokálńı, přibližné symetrie, či nastaveńı r̊uzné významnosti vstupńıch bod̊u.

Jsou navrženy a implementovány potřebné změny metody pro r̊uzné typy model̊u.

Pojem symetrie je také analyzován v souvislosti s matematickým vzděláváńım a je

vytvořen př́ıslušný vzdělávaćı tematický celek.
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Použité značky a symboly

En euklidovský prostor

x ∈ Rn aritmetický vektor vektorového prostoru tvořeného n-ticemi

reálných č́ısel (souřadný vektor)

A množiny

A matice

f geometrické zobrazeńı

X, Y , Z body

o, p, q př́ımky

ρ roviny

|XY | velikost úsečky XY

|X| velikost množiny (počet prvk̊u množiny)

||x|| euklidovská norma vektoru x

V kapitolách 3 - 6 je pro body použito značeńı x z d̊uvodu jednotnosti s literatu-

rou, ze které bylo čerpáno.



1 Úvod

Symetrie je pro mnoho oblast́ı stěžejńım pojmem. Jej́ı využit́ı najdeme v ob-

lasti teoretické fyziky, matematiky, geometrie a informatiky. Každé z těchto odvětv́ı

ji však zkoumá trochu jinak. Nás v této práci zaj́ımá předevš́ım informatický

př́ıstup, kdy hledáme symetrii konkrétńıch objekt̊u definovaných pomoćı trojúhelńı-

kové śıtě nebo množiny bod̊u.

Ćılem této práce je zobecněńı detekce symetrie objekt̊u źıskané pomoćı me-

tody Ing. Lukáše Hrudy. Tato metoda spoč́ıvá v maximalizaci diferencovatelné

mı́ry symetrie, která udává mı́ru podobnosti objektu přes danou rovinu. Různým

nastaveńı parametr̊u a vah metody se snaž́ıme o detekci přibližné symetrie, lokálńı

symetrie a také r̊uznou významnost vstupńıch bod̊u. Jsou navrženy a implemen-

továny potřebné změny metody a doplňuj́ıćı váhy. Tato práce také zpracovává

problematiku symetrie v souvislosti s matematickým vzděláváńım na r̊uzných

stupńıch a typech škol.

Po dohodě s vedoućı diplomové práce došlo k drobnému odchyleńı od zadáńı.

Bylo upušteno od řešeńı symetrie bodu s atributy, protože bylo zapotřeb́ı věnovat

ostatńım bod̊um v́ıce času než byl p̊uvodńı odhad a časové nároky už by jinak

byly neúměrné.

V prvńı části práce je představena definice symetrie v rámci teorie grup

a transformaćı symetrie. Jsou také představena shodná zobrazeńı v rovině a pro-

storu v d̊usledku učitelského zaměřeńı této práce. V daľśı kapitole jsou popsány

známé metody detekce rovin a metoda Ing. Lukáše Hrudy (viz kapitola 3).

Dále již následuje testováńı metody, jejich parametr̊u a dosavadńıch navržených

vah, tak jak byly implementovány Ing. Lukášem Hrudou. Námi navrhované úpravy

a modifikace pro r̊uzná data jsou popsány v kapitolách 5 - 7. V kapitole 5 se

práce věnuje nerovnoměrně vzorkovaným geometrickým objekt̊um, kde metoda

nejv́ıce selhává. Různou významnost vstupńıch bod̊u a tedy i lokálńı symetrii řeš́ı

následuj́ıćı kapitola 6. Lokálńı symetrie je řešena i pro 3D reálné scény v kapitole

7.

V závěru práce se soustřed́ıme na učitelskou část. Nejprve je problematika sy-

metrie popsána v souvislosti se základńımi školskými dokumenty, poté je popsán

vytvořený vzdělávaćı tematický celek.

Pro snažš́ı manipulaci s programem bylo také v rámci práce implementováno

uživatelské rozhrańı, pomoćı kterého mohou být provedeny jednotlivé testy. Im-

plementace a uživatelská dokumentace je uvedena v př́ıloze A.
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2 Symetrie

V této sekci se budeme zabývat teoríı symetrie. Geometrický objekt je syme-

trický, jestliže existuje operace nebo transformace (posunut́ı, škálováńı, rotace,

zrcadleńı), při ńıž je daný objekt neměnný. Symetrie však zasahuje i do jiných

oblast́ı matematiky, a tak lze jej́ı definici zobecnit prostřednictv́ım teorie grup

a transformaćı [14, 23, 32].

2.1 Teorie grup

Matematická discipĺına zabývaj́ıćı se grupami se nazývá teorie grup. Před

zavedeńım grupy si nejprve definujme d̊uležité pojmy.

Definice 2.1. (Binárńı operace)

Necht’ A je množina. Zobrazeńı A×A→ A se nazývá binárńı operace na

množině A. Je-li ? binárńı operace na množině A, pak prvek x ? y (kde x, y,

x ? y ∈ A) nazýváme kompozićı prvk̊u x, y vzhledem k binárńı operaci ?.

Definice 2.2. (Vlastnosti binárńı operace)

Necht’ ? a ◦ jsou binárńı operace na množině A a x, y, z ∈ A jej́ı libovolné

prvky. Operaci ? na množině A nazveme

1. asociativńı, pokud

x ? (y ? z) = (x ? y) ? z, (2.1)

2. komutativńı, pokud

x ? y = y ? x, (2.2)

3. s neutrálńım prvkem e ∈ A vzhledem k operaci ?, pokud

x ? e = e ? x = x, (2.3)

4. s inverzńım prvkem x−1 ∈ A k prvku x vzhledem k operaci ?, pokud

existuje prvek neutrálńı e a plat́ı

x ? x−1 = x−1 ? x = e. (2.4)

5. Operace ◦ je distributivńı vzhledem k operaci ?, pokud ∀x, y, z ∈ A plat́ı

x ◦ (y ? z) = (x ◦ y) ? (x ◦ z), (2.5)

(y ? z) ◦ x = (y ◦ x) ? (z ◦ x). (2.6)
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Definice 2.3. (Grupa)

Grupa je množina G spolu s binárńı operaćı, která je asociativńı, má ne-

utrálńı prvek a každý prvek má prvek inverzńı.

Značeńı: Grupu G s binárńı operaćı ? na množině A zaṕı̌seme G = (A, ?).

Množina A se nazývá nosič neboli nosná množina grupy.

Někdy se také v definici grupy uvád́ı podmı́nka uzavřenosti na množině.

Ta však plyne již z definice binárńı operace.

Definice 2.4. (Abelova grupa)

Pokud binárńı operace v grupě G je nav́ıc komutativńı, nazýváme grupu G

komutativńı (neboli Abelova).

Definice 2.5.

Grupu s jedńım prvkem nazýváme triviálńı grupa, v ostatńıch př́ıpadech

hovoř́ıme o grupě netriviálńı.

Definice 2.6. (Řád grupy)

Řádem grupy G rozumı́me mohutnost |G| neboli počet prvk̊u grupy. Je-li

|G| <∞, je grupa G konečná. V opačném př́ıpadě je G nekonečná.

Definice 2.7. (Podgrupa)

Necht’ G = (A, ?) je grupa a H ⊆ G. Množina H je podgrupa grupy G,

jestliže plat́ı

1. Jestliže x ∈ H, pak x−1 ∈ H.

2. Jestliže x, y ∈ H, pak x ? y ∈ H.

Tedy H = (B, ?) je podgrupa grupy G = (A, ?), jesltiže H je neprázdná,

uzavřená v̊uči operaci ? (def. 2.7 podmı́nka 2.) a uzavřená na inverzi (def. 2.7

podmı́nka 1.). Podgrupa H splňuje tedy vlastnosti grupy. Vlastnost asociativity

se totiž z grupy G děd́ı automaticky. Existence neutrálńıho prvku e ∈ B plyne

z uzavřenosti operace ? na množině B. Podgrupa H grupy G, pro kterou plat́ı

H 6= G, se nazývá vlastńı podgrupa.

Věta 2.1. Každá grupa G = (A, ?) má alespoň dvě podgrupy:

1. triviálńı - podgrupa E = ({e}, ?) obsahuj́ıćı pouze neutrálńı prvek,

2. nevlastńı - celá grupa G.
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D̊ukaz.

1. Ověřme, že struktura E = ({e}, ?) splňuje podmı́nky definice pro podgrupu

(2.7).

Tedy e ∈ A, pak E ⊆ G, e ? e = e ∈ A. Inverzńı prvek k prvku e je opět

prvek e. Pak tedy E = ({e}, ?) je podgrupou grupy G.

2. Grupa G samozřejmě splňuje podmı́nky definice podgrupy (2.7) a plat́ı

G ⊆ G, takže grupa G je podgrupou sebe sama.

2.2 Transformace symetrie

Symetrie se zkoumá prostřednictv́ım transformace objekt̊u. Transformace je

speciálńı typ funkce (např. otočeńı, posunut́ı, osová souměrnost, zvětšováńı nebo

zmenšováńı). Transformace, která ponechá objekt nezměněný, se nazývá syme-

tríı daného útvaru. Tato kapitola je věnována obecnému principu transformace

a jej́ıch vlastnost́ı.

Definice 2.8. (Transformace systému)

Mějme dán systém, který zkoumáme (např. body funkce, křivka, trojúhelńıková

śıt’). Tento systém se může nacházet v určitém stavu. Množina všech možných

stav̊u systému se nazývá stavový prostor. Pak transformaćı systému rozumı́me

zobrazeńı stavového systému do sebe. Transformaci T zapisujeme

u
T−→ v nebo v = T (u), (2.7)

kde u a v jsou stavy systému.

Stav u tedy transformaćı T přecháźı na obraz v, který je také stavem systému.

Každý stav může mı́t v́ıce stejných obraz̊u, ale stav nemuśı sám být obrazem.

Definice 2.9. (Skládáńı transformaćı)

Necht’ S a T jsou dvě transformace. Pak složená transformace vznikne

nejprve provedeńım transformace S a potom T . Tato složená transformace se

obvykle znač́ı:

u
S−→ v

T−→ w nebo w = T (v) = S(T (u)) = (S ◦ T )(u). (2.8)

Věta 2.2. (Transformačńı grupa)

Množina všech bijektivńıch transformaćı stavového prostoru systému tvoř́ı

grupu. Tato grupa se nazývá transformačńı grupa.
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D̊ukaz.

1. Složeńı dvou transformaćı je opět zobrazeńı stavového prostoru do sebe.

Množina transformaćı systému je uzavřená.

2. Skládáńı transformaćı je asociativńı, tedy

S ◦ (T ◦W ) = (S ◦ T ) ◦W. (2.9)

3. Operace skládáńı má neutrálńı transformaci I, která neměńı žádnou trans-

formaci. Tedy pro ni plat́ı

u
I−→ v nebo u = I(u), (2.10)

T ◦ I = I ◦ T = T. (2.11)

4. Jelikož jsou všechny transformace T bijektivńı, pak ke každé transformaci

existuje inverzńı transformace T−1:

u
T−→ v nebo v = T (u), (2.12)

v
T−1

−−→ u nebo u = T−1(v), (2.13)

T−1 ◦ T = T ◦ T−1 = I. (2.14)

Nyńı je ještě zapotřeb́ı pro stavový prostor systému definovat relaci ekviva-

lence.

Definice 2.10. (Stavová ekvivalence)

Relace mezi dvěma stavy je ekvivalenćı, pokud je relace (znač́ıme ≡) :

1. reflexivńı - pro všechny stavy u plat́ı

u ≡ u, (2.15)

2. symetrická - pro všechny stavy u, v plat́ı

u ≡ v ⇔ v ≡ u, (2.16)

3. tranzitivńı - pro všechny stavy u, v, w plat́ı

u ≡ v, v ≡ w ⇒ u ≡ w. (2.17)
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Relace ekvivalence určuje jednoznačný rozklad stavového prostoru na tř́ıdy

(resp. podprostor) ekvivalence. Stavy tvoř́ıćı jednu tř́ıdu jsou navzájem ekvi-

valentńı a žádný jiný stav ze stavového prostoru mimo tuto tř́ıdu neńı ekvi-

valetńı stavu ve tř́ıdě. Ekvivalence tedy děĺı množinu na vzájemně disjunktńı

podmnožiny. Tř́ıda ekvivalence reprezentuje aspekt situace, který z̊ustává neměnný

při možných změnách stav̊u systému (transformaćı).

Definice 2.11. (Transformace symetrie)

Transformace, které ponechávaj́ı tř́ıdy ekvivalence invariantńı (neměnné), se

nazývaj́ı transformace symetrie. Necht’ S je transformace symetrie, pak pro

všechny stavy u plat́ı

u
S−→ v ≡ u nebo S(u) = v ≡ u. (2.18)

Věta 2.3. (Grupa symetrie)

Množina všech invertibilńıch transformaćı symetrie stavového prostoru systému

pro relaci ekvivalence tvoř́ı grupu, kterou nazýváme grupa symetrie.

D̊ukaz. Necht’ G je množina všech invertibilńıch transformaćı symetrie a T je

transformačńı grupa, T ⊆ G. Skládáńı transformaćı symetrie je uzavřená ope-

race a pro všechny transformace existuje inverzńı prvek, nebot’ jde o invertibilńı

transformace (tj. lze k nim nalézt inverzńı transformaci).

Transformace náležej́ıćı do grupy symetríı daný objekt v̊ubec nezměńı. Trans-

formovaný objekt vypadá stejně jako před transformaćı. Může doj́ıt k přemı́stěńı

jednotlivých bod̊u, ale tvar a poloha objektu z̊ustávaj́ı stejné.

Př́ıkladem symetrického rovinného obrazce je kruh. Grupa symetríı se skládá

ze všech možných otočeńı okolo středu, osové souměrnosti podle libovolné osy

procházej́ıćı středem kruhu a neutrálńı transformaci, při které nenastane žádná

změna. Invariance kruhu vzhledem k otočeńı kolem středu nazýváme rotačńı sy-

metrie. Invariance v̊uči souměrnosti podle osy procházej́ıćı středem je pak zrca-

dleńı. Libovolné dvě symetrické transformace kruhu můžeme složit a źıskáme opět

symetrickou transformaci. Inverzńı transformace k otočeńı je otočeńı v opačném

směru, inverzńı transformace k zrcadleńı je opět zrcadleńı. Inverzńı transformace

k transformaci složené z konečné kombinace zrcadleńı a rotaćı źıskáme kombinaćı

zpětných zrcadleńı a zpětných rotaćı. Tedy vid́ıme, že všechny tyto transformace

tvoř́ı opravdu grupu.

V př́ıpadě rovnostranného trojúhelńıku obsahuje grupa symetrie neutrálńı

transformaci, transformaci otočeńı okolo těžǐstě trojúhelńıku (bod, ve kterém se

prot́ınaj́ı osy souměrnosti) o 2π
3

a 4π
3

(resp. 2π)1 a osovou souměrnost přes osy

1Každý objekt je po otočeńı o 2π stejný, proto se zpravidla neuvád́ı.
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úhl̊u (viz obr. 2.1a). Tedy grupa transformaćı obsahuje 6 (resp. 7) symetrických

transformaćı.

a) b) c)

Obr. 2.1: Rovinné obrazce s osami souměrnosti: a) rovnostranný trojúhleńık, b) čtverec, c) rov-
noběžńık.

Čtverec má také několik symetrických transformaćı. Grupa symetrie obsahuje

neutrálńı transformaci, transformaci zrcadleńı přes osy vyznačené na obr. 2.1b

a transformaci rotace okolo těžǐstě o π
2
, π a 3π

2
(resp. 2π). Posledńı obrazec (obr.

2.1c je rovnoběžńık, který neńı symetrický. Každý stav je ekvivalentńı pouze sám

sobě, grupa symetrie tedy obsahuje pouze jednu transformaci, a to neutrálńı.

O takovém obrazci hovoř́ıme jako o asymetrickém.

2.3 Shodná zobrazeńı

Symetrie může být definována podle typu transformace na osovou (resp. ro-

vinnou) symetrii, rotačńı a středovou symetrii. Tyto transformace patř́ı mezi

shodná zobrazeńı v rovině a prostoru. V této kapitole se tedy budeme věnovat

definici shodných zobrazeńı souvisej́ıćıch se symetríı.

Definice 2.12. (Shodné zobrazeńı)

Necht’ En, E′n jsou dva euklidovské prostory, pak afinńı zobrazeńı f : En → E′n
se nazývá shodné zobrazeńı (neboli shodnost), jestliže pro každé dva body

X, Y ∈ En a jejich obrazy X ′, Y ′ ∈ E′n plat́ı

|X ′Y ′| = |XY |. (2.19)

Body X, pro jejichž obrazy plat́ı X ′ = X, se nazývaj́ı samodružné body.

Shodná transformace euklidovského prostoru En (f : En → En) má analytické

vyjádřeńı:

f : x′ = Ax + b, (2.20)

kde A je ortonormálńı matice (tedy plat́ı ATA = E ).
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Shodné transformace děĺıme na př́ımé a nepř́ımé. Je-li det(A) = 1, jde o př́ımou

shodnost, zat́ımco det(A) = −1 znač́ı nepř́ımou shodnost. Vzhledem k tomu, že

matice A je ortonormálńı, jiná situace nastat nemůže.

2.3.1 Shodnosti v rovině

Př́ımé shodnosti

Mezi př́ımé shodnosti v rovině patř́ı identita, posunut́ı, otočeńı a středová

souměrnost. Identita je speciálńım př́ıpadem shodného zobrazeńı, které každému

bodu X roviny přǐrazuje stejný bod X ′ = X. Jde tedy o transformaci, v ńıž jsou

všechny body i geometrické útvary samodružné. Analytické vyjádřeńı identity je

následuj́ıćı

id : x′ = x. (2.21)

Posunut́ı je transformace bez samodružných bod̊u, tedy pro nás neńı vzhledem

k symetrii významná. Existuje-li v transformaci právě jeden samodružný bod S,

pak se jedná o otočeńı neboli rotaci se středem S.

Definice 2.13. (Otočeńı)

Otočeńı RS,ϕ kolem bodu S o orientovaný úhel ϕ je zobrazeńı v rovině,

ve kterém se zobraźı bod S na bod S ′ = S a každý bod X 6= S na bod X ′ tak, že

|XS| = |X ′S| a orientované úhly XSX ′ a ϕ maj́ı stejnou velikost a jsou shodně

orientované.

Analytické vyjádřeńı transformace otočeńı s užit́ım ortonormálńı matice A je

definováno

RS,ϕ : x′ =

(
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
(x− s) + s, (2.22)

kde ϕ je úhel otočeńı (ϕ 6= 0).

Speciálńım př́ıpadem otočeńı pro ϕ = ±π je středová souměrnost se středem S:

SS : x′ = −x + 2s, (2.23)

Definice 2.14. (Středová souměrnost)

Středová souměrnost SS se středem S je zobrazeńı v rovině, ve kterém se

zobraźı bod S na bod S ′ = S a každý bod X 6= S na bod X ′ tak, že |XS| = |X ′S|
(bod S je středem úsečky XX ′).

Nepř́ımé shodnosti

Mezi nepř́ımé shodnosti v rovině patř́ı osová souměrnost s př́ımkou samodruž-

ných bod̊u a posunutá souměrnost (neboli posunuté zrcadleńı) bez samodružných

bod̊u. Poṕı̌seme pouze osovou souměrnost, která nás v rámci symetrie zaj́ımá.
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Definice 2.15. (Osová souměrnost)

Osová souměrnost Oo s osou o je zobrazeńı v rovině, které zobraźı každý

bod X ∈ o na X ′ = X a každý bod X /∈ o na X ′ tak, že úsečka XX ′ je kolmá

na osu o a střed úsečky XX ′ lež́ı na ose o.

Př́ımka o se nazývá osa souměrnosti a je př́ımkou samodružných bod̊u. Ana-

lytické vyjádřeńı osové souměrnosti s užit́ım ortonormálńı matice A je

Oo : x′ =

(
cosϕ sinϕ

sinϕ −cosϕ

)
x + b, (2.24)

kde vektor b je normálovým vektorem osy souměrnosti o.

2.3.2 Shodnosti v prostoru

Př́ımé shodnosti

Př́ımými shodnostmi v prostoru jsou identita, posunut́ı, otočeńı kolem osy,

osová souměrnost a šroubový pohyb, který vznikne složeńım rotace a posunut́ı.

Nás bude zaj́ımat pouze transformace otočeńı (neboli rotace) kolem osy a osová

souměrnost.

Definice 2.16. (Otočeńı)

Otočeńı Ro,ϕ kolem př́ımky o o orientovaný úhel ϕ je shodné zobrazeńı v pro-

storu, které přǐrazuje každému bodu X ∈ o bod X ′ = X a každému bodu X /∈ o
bod X ′ tak, že paty kolmic z bod̊u X, X ′ k př́ımce o splývaj́ı v tomtéž bodě Sx,

rovina XSxX
′ je kolmá k ose o, a orientovaný úhel XSxX

′ má velikost ϕ.

Př́ımka o se nazývá osa otočeńı a je př́ımkou samodružných bod̊u. Speciálně

pro úhel ϕ = ±π se jedná o osovou souměrnost Oo s osou o.

Definice 2.17. (Osová souměrnost)

Osová souměrnost Oo,ϕ s osou o je shodné zobrazeńı v prostoru, které

přǐrazuje každému bodu X ∈ o bod X ′ = X a každému bodu X /∈ o bod X ′

tak, že př́ımka XX ′ je kolmá k př́ımce o a střed úsečky XX ′ lež́ı na př́ımce o.

Nepř́ımé shodnosti

Mezi nepř́ımé shodnosti v prostoru řad́ıme rovinnou souměrnost (zrcadleńı),

posunutou souměrnost (posunuté zrcadleńı), otočenou souměrnost (otočené zrca-

dleńı) a středovou souměrnost.
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Definice 2.18. (Rovinná souměrnost)

Rovinná souměrnost podle roviny ρ je shodné zobrazeńı Sρ, které zobrazuje

každý bod X ∈ ρ na bod X ′ = X a každý bod X /∈ ρ bod X ′ tak, že př́ımka XX ′

je kolmá k rovině ρ a střed př́ımky XX ′ lež́ı v rovině ρ.

Rovina ρ se nazývá rovina souměrnosti a je rovinou samodružných bod̊u. Po-

sledńı nás zaj́ımá středová souměrnost jako speciálńı př́ıklad otočené souměrnosti.

Definice 2.19. (Středová souměrnost)

Středová souměrnost se středem S je shodné zobrazeńı Ss, které zobrazuje

bod S na bod S ′ = S a každý bod X 6= S na bod X ′ tak, že bod S je středem

úsečky XX ′.

Bod S se nazývá střed souměrnosti a je jediným samodružným bodem.

Z výše zmı́něných definic je patrné, že všechny typy symetríı spolu navzájem

souviśı. Osová symetrie je dána zrcadleńım, které mapuje každý bod objektu

na bod, který také nálež́ı objektu. Rotačńı symetrie je transformace rotace okolo

bodu, ve kterém se prot́ınaj́ı osy symetrie. Pro rotačńı symetrii definujeme řád

rotačńı symetrie.

Definice 2.20. (Řád rotačńı symetrie)

Řád rotačńı symetrie nazýváme č́ıslo n, které udává počet trasnformaćı

o r̊uzné úhly ϕ nálež́ıćı grupě symetrie objektu.

Tedy rotačńı symetrie řádu n znamená, že rotace o úhel 2π
/
n je ekvivalentńı

p̊uvodńımu objektu. Č́ıslo n také udává počet os souměrnosti. Trojúhelńık na obr.

2.1a má řád rotačńı symetrie roven 3, nebot’ má 3 osy souměrnosti a 3 rotačńı

symetrie. Rovnoběžńık na obr. 2.1c však nemá žádnou osu souměrnosti a nemá ani

rotačńı symetrii. Pro objekt, který má jednu osu souměrnosti, plat́ı n = 1, ϕ = 2π.

Tedy má jednočetnou symetrii, která se však za symetrii nepovažuje, nebot’ každý

objekt je po otočeńı o 2π ekvivalentńı sám sobě. Středová souměrnost se středem S

je ekvivalentńı rotaci kolem bodu S o π. Čtverec tedy narozd́ıl od rovnostranného

trojúhleńıku je středově symetrický.
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3 Detekce symetrie

Detekce symetrie je v poč́ıtačové grafice velmi d̊uležitá. Informace o symet-

rii může být užitečná ve spoustě r̊uzných problémů, jako je zarovnáńı objekt̊u

do souřadného systému, komprese, symetrické úpravy a rekonstrukce neúplných

objekt̊u. V geometrickém modelováńı je symetrie jedńım z charakteristických rys̊u

tvaru objektu. Detekce symetrie je také předmětem zájmu mnoha inženýrských

obor̊u [7].

V této kapitole se budeme zabývat shrnut́ım dosavadńıch metod detekce sy-

metrie a poṕı̌seme metodu z [7], která je předmětem této práce. Nejprve je však

zapotřeb́ı také definovat samotný objekt zkoumáńı a jednotlivé druhy reprezen-

tace objektu. Informace následuj́ıćıch kapitol byly čerpány z [7, 8, 9].

3.1 Objekt a jeho symetrie

Tato práce je zaměřena na detekci symetrie 3D objekt̊u, proto definujeme

objekt následovně.

Definice 3.1. Objekt je množina bod̊u X v euklidovském prostoru E3, jestliže

X ⊂ E3 a X 6= ∅.

Jelikož symetrie je transformace, která ponechává objekt nezměněný (viz kap.

2.2). Můžeme symetrii geometrického objektu definovat následovně.

Definice 3.2. Mějme neprázdnou množinu objektu X ⊂ E3 a transformaci T (x),

x,y ∈ E3. Pak T je transformace symetrie, jesltiže T (x) ∈ X pro všechna x ∈ X.

Objekt X je symetrický podle transformace T , jestliže se aplikaćı transformace

T všechny body objektu X zobraźı opět na body objektu X.

3.2 Reprezentace objektu

V rámci této práce se setkáváme se dvěmi reprezentacemi 3D objektu - diskrétńı

množina bod̊u a trojúhelńıková śıt’.

Diskrétńı množina bod̊u

Diskrétńı množina bod̊u, někdy nazývané také mračno bod̊u, je použ́ıván

k reprezentaci vzorkovaného 3D povrchu nebo méně často k reprezentaci vzorko-

vaného objemu. Většinou bývá výstupem 3D scanner̊u. Objekt X reprezentovaný

diskrétńı množinou n bod̊u definujeme jako

X = {x1,x2, . . . ,xn},xi ∈ E3, i = 1, . . . , n. (3.1)
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Trojúhelńıková śıt’

Trojúhelńıková śıt’ je běžným zp̊usobem reprezentace povrchu 3D objektu

v poč́ıtačové grafice. Trojúhelńıková śıt’ aproximuje povrch po částech rovinnými

útvary - trojúhelńıky. Pro trojúhelńıkovou śıt’ objektu X je zapotřeb́ı vytvořit

množinu vrchol̊u Vx = {xi ∈ E3}, i = 1, . . . , n a množinu trojúhelńık̊u Tx =

{tXi }, i = 1, . . . ,m. Každý trojúhelńık tXi ∈ Tx je určen indexy vrchol̊u xv1 , xv2 ,

xv3 ∈ Vx, které jej definuj́ı. Objekt X reprezentovaný trojúhelńıkovou śıt́ı je pak

definován jako sjednoceńı všech trojúhelńık̊u objektu:

X =
m⋃
i=1

tXi . (3.2)

Trojúhelńıková śıt’ na rozd́ıl od diskrétńıho setu bod̊u obsahuje v́ıce informaćı.

Dı́ky snadnému přechodu od trojúhelńıkové śıtě k diskrétńı množině bod̊u se často

využ́ıvaj́ı metody funguj́ıćı pro trojúhelńıkové śıtě i na diskrétńı množině bod̊u.

Obrácený postup však neńı tak rozš́ı̌rený, nebot’ přechod z reprezentace diskrétńı

množiny bod̊u na trojúhelńıkovou śıt’ je velmi složitý [9].

V rámci trojúhelńıkové śıtě definujme ještě pojem sousedstv́ı vrcholu trojúhel-

ńıkové śıtě, také nazývaný jako trojúhelńıkový věj́ıř. Sousedstv́ı vrcholu xi ∈ Vx

je množina obsahuj́ıćı vrchol xi a všechny ostatńı vrcholy, se kterými vrchol xi

sd́ıĺı trojúhelńık. Toto sousedstv́ı lze rekurzivně zvětšovat přidáváńım daľśıch sou-

sedńıch vrchol̊u sd́ılej́ıćı s vrcholy v množině trojúhelńık. Takto můžeme množinu

rozšǐrovat do požadované velikosti sousedstv́ı (tzv. n-sousedstv́ı).

3D objekty mohou být reprezentovány i daľśımi jinými zp̊usoby - parametrické

a implicitńı vyjádřeńı ploch, parametrické křivky nebo binárńı funkce. Nav́ıc mo-

hou mı́t objekty přidružené daľśı vlastnosti - barva, množstv́ı, teplota nebo tlak.

3.3 Detekce symetrie podle typu symetrie

Detekce symetriíı na 3D objektech se může lǐsit podle r̊uzných kritéríı. Ćılem

může být detekce perfektńı symetrie. Kdy se přesně podle def. 3.2 všechny

body mapuj́ı opět na body objektu. Tato detekce je však obt́ıžná a na objektech

reálného světa nemožná, protože ty většinou nejsou úplně symetrické. Proto se

v rámci detekce na 3D objektech hovoř́ı o přibližné symetrii. Přibližnou syme-

trii však nelze přesně definovat, a tak je obt́ıžné určit, zda daná transformace

přibližnou symetrii zachycuje nebo ne. Často se pak hovoř́ı o silné symetrii -

přibližná symetrie velmi bĺızká perfektńı, a slabé symetrii - symetrie, která je

vzdálená od perfektńı [9].

Symetrii také můžeme dělit podle toho, jestli ji hledáme pro celý objekt, pak

ji nazýváme globálńı symetríı, nebo ji hledáme pouze pro symetrickou část
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objektu a nazýváme ji lokálńı. Většinou se detekce zaměřuj́ı na globálńı symetrii.

Lokálńı reflexńı symetrii pro 3D trojúhelńıkové śıtě detekuje Simari et al. [35].

Podle typu transformace děĺıme symetrie na 3D objektech na reflexńı (zrca-

dleńı), rotačńı a rigidńı (rigid). Reflexńı symetrie je nejčastěǰśım typem deteko-

vané symetrie reálných 3D objekt̊u. Tato symetrie je reprezentována transformaćı

souměrnosti podle roviny, která se nazývá rovina symetrie.

Sun and Sherrah v [38] a Kakarala et al. v [13] detekuj́ı reflexńı symetrii

procházej́ıćı počátkem. Tyto metody však nejsou dobré pro objekty se slabš́ı sy-

metríı. Li et al. v [16] svoj́ı detekćı reflexńı symetrie předchoźı metody překonává

v přesnosti a odolnosti v̊uči hluku.

Schiebener et al. v [33] a Nagar a Raman v [24] navrhuj́ı metody detekce

reflexńı roviny symetrie na diskrétńı množině bod̊u. Reflexńı symetríı na modelech

trojúhelńıkových śıt́ı se dále zabývaj́ı metody od Cailliere et al. v [3] a Sipiran

et al. v [36].

Rotačńı symetrie je reprezentována transformaćı rotace kolem dané osy o určitý

úhel. Tato symetrie je tedy popsána osou rotace a hodnotou určuj́ıćı úhel otočeńı.

Speciálńım př́ıkladem je kruhová symetrie, která je určena pouze osou rotace, ne-

bot’ je objekt symetrický pro jakýkoliv úhel otočeńı. Rotačńı symetrii na trojúhel-

ńıkových śıt́ıch detekuje např. Martinet et al. v [19]. Thrun a Wegbreit v [40] na-

vrhl metodu detekuj́ıćı nejen rotačńı symetrii, ale také reflexńı a daľśı kombinace

těchto symetríı.

Rigidńı symetrie je nejběžněǰśı symetríı, která v geometrických datech nastává.

Jak už název napov́ıdá, tato symetrie je reprezentována rigidńı transformaćı, což

je kombinace otočeńı a posunut́ı [9]. Bokeloh et al. v [1] a Lipman et al. v [17]

se r̊uznými zp̊usoby zabývaj́ı detekćı rigidńı symetrie na diskrétńı množině bod̊u.

Mavridis et al. v [20] detekuje rigidńı symetrii pro objekty s chyběj́ıćımi částmi.

Známá a populárńı metoda pro detekci daľśıch zobecněných symetríı byla

navržena v práci od Mitra et al. v [22]. Existuj́ı ještě daľśı typy symetrie a detekčńı

metody, ty však pro tuto práci nejsou d̊uležité, a tak se jejich výčtem a popisem

nebudeme zabývat.

3.4 Metoda založená na diferencovatelné mı́̌re symetrie

Ćılem této práce je zobecněńı detekce reflexńı symetrie pomoćı metody Ing.

Lukáše Hrudy [7] založené na diferencovatelné mı́̌re symetrie. V této kapitole si

tedy danou metodu detekce podrobně představ́ıme. Čerpáme přitom z informaćı

obsažených v [7, 8].
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3.4.1 Mı́ra symetrie

Definice 3.3.

Necht’ ρ je obecná rovina s implicitńı rovnićı ρ : ax + by + cz + d = 0, kde

kρ = [a, b, c, d]T je vektor koeficient̊u roviny ρ. Pak vektorová funkce r(ρ,x) ∈ E3

zrcadĺıćı bod x = [x1, x2, x3]
T přes rovinu ρ je definována

r(ρ,x) = x− 2
nTρ x + d

nTρ nρ
nρ, (3.3)

kde nρ = [a, b, c]T jsou souřadnice normálového vektoru roviny ρ.

Komponenty funkce r(ρ,x) jsou spojité a diferencovatelné s ohledem na ρ

kromě kρ = [0, 0, 0, d]T . Tento vektor však nereprezentuje platnou rovinu.

Definice 3.4.

Necht’ množina X = {x1,x2, . . . ,xn} reprezentuje 3D objekt definovaný dle

def. 3.2. Mı́ra symetrie, která vyhodnocuje symetrii objektu vzhledem k dané

rovině ρ, je definována

sX(ρ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ωijϕ(||r(ρ,xi)− xj||), (3.4)

kde xi, xj ∈ X, funkce ϕ(l) je funkce podobnosti, pro kterou plat́ı ϕ(0) = 1

a hodnota funkce ϕ se se zvyšuj́ıćım l snižuje k 0, ωij je váha dvojice bod̊u, která

umožňuje upravit d̊uležitost této dvojice na základě daľśıch informaćı.

Funkce podobnosti je definována pomoćı modifikované Wendlandovy funkce

ϕ(l) =

{
(1− 1

2.6
αl)5(8( 1

2.6
αl)2 + 5 1

2.6
αl + 1) αl ≤ 2.6,

0 αl > 2.6,
(3.5)

kde α je tvarový parametr funkce. Funkce podobnosti je rovna 0 pro αl > 2.6. To

znamená, že mı́ra symetrie sX(ρ) je ovlivněna pouze body, které od r(ρ,xi) maj́ı

menš́ı vzdálenost než 2.6
α

. K určeńı těchto bod̊u je použita 3D mř́ıžka o velikosti
2.6
α
× 2.6

α
× 2.6

α
. Výpočet mı́ry symetrie sX(ρ) je ovlivněn pouze body spadaj́ıćımi

do stejné buňky mř́ıžky s r(ρ,xi) a body v soused́ıćıch buňkách mř́ıžky.

Hodnota parametru α ovlivňuje přesnost hledané roviny symetrie. Jelikož je

většinou zapotřeb́ı detekovat přibližnou symetrii, byla tato hodnota na základě

d̊ukladného testováńı nastavena na α = 15
lavrg

. Hodnota lavrg je pr̊uměrná vzdálenost

bod̊u množiny X od těžǐstě.

25



3.4.2 Algoritmus metody detekce symetrie

Na vstupu je objekt jako množina bod̊u X = {x1,x2, . . . ,xn} (viz def. 3.2)

reprezentovaný bud’ trojúhleńıkovou śıt́ı nebo diskrétńı množinou bod̊u. Samotná

detekce roviny symetrie dle [7] se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

1. Zjednodušeńı objektu Xsimp,

2. vytvořeńı kandidátńıch rovin Xcand,

3. prořezáńı kandidátńıch rovin,

4. výběr nejlepš́ıch kandidátńıch rovin (výpočet mı́ry symetrie sXsimp
),

5. nalezeńı maxima mı́ry symetrie.

Výstupem je nalezená rovina symetrie ρ : ax + by + cz + d = 0 s výslednou

maximálńı hodnotou mı́ry symetrie sX(ρ).

Zjednodušeńı objektu

Výpočet mı́ry symetrie pomoćı brutálńı śıly má složitost O(n2). Pro detekci

symetrie však muśı být mı́ra symetrie vyhodnocována opakovaně, a tak může být

detekce výpočetně náročná. Přistupuje se tedy k zjednodušeńı objektu sńıžeńım

počtu bod̊u množiny X a t́ım sńıžeńı složitosti výpočtu.

Náhodné převzorkováńı neńı vhodné, nebot’ nemuśı zachovat tvar p̊uvodńıho

objektu. Nová množina bod̊u Xsimp se vytvoř́ı pomoćı 3D mř́ıžky o velikosti
lavrg
k
× lavrg

k
× lavrg

k
. Pro každou buňku mř́ıžky vznikne jeden bod nové množiny

Xsimp, který je definován pr̊uměrem souřadnic všech bod̊u obsažených v buňce

mř́ıžky. Tento zjednodušuj́ıćı krok se opakuje pro zvyšuj́ıćı se k, dokud počet

bod̊u množiny Xsimp nedosáhne požadované hodnoty.

Vytvořeńı kandidátńıch rovin

Aby nebylo vybráno př́ılǐs mnoho kandidátńıch rovin je vytvořena množina

Xcand, která je zjednodušeńım p̊uvodńı množiny X. Kandidátńı rovinu symetrie

pak voĺıme pro každou dvojici xi, xj ∈ Xcand, kde i 6= j. Pro volbu |Xcand| = 100

tak vznikne přibližně 5000 až 6000 kandidátńıch rovin.

Zmenšeńı počtu kandidátńıch rovin

Kandidátńıch rovin je stále zbytečně mnoho a mnohé z nich jsou si vzájemně

velmi podobné. Proto se v této části kandidátńı roviny upravuj́ı a některé vyřazuj́ı.
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Definice 3.5.

Vzdálenost mezi dvěma rovinami ρ a σ určenými vektory jejich koeficient̊u

kρ, kσ je definována

D(ρ, σ) =

{
||k̂ρ − k̂σ|| nTρ nσ ≤ 0,

||k̂ρ + k̂σ|| nTρ nσ < 0,
(3.6)

kde k̂ = 1
||n|| [a, b, c,

d
lavrg

]T a nρ a nσ jsou normálové vektory rovin.

Při vytvářeńı kandidátńıch rovin se kontroluj́ı vzdálenosti. Jestliže nově vy-

tvořená rovina σ má od nejbližš́ı dř́ıve vytvořené roviny ρ vzdálenost menš́ı než

požadovanou hodnotu δ, pak neńı zahrnuta mezi kandidátńı roviny. Rovina ρ je

nahrazena pr̊uměrem rovin ρ a σ určeným následovně

avrg(ρ, σ) =

{
1
||nρ||kρ + 1

ψ||nσ ||kσ nTρ nσ ≤ 0,
1
||nρ||kρ −

1
ψ||nσ ||kσ nTρ nσ < 0,

(3.7)

kde ψ je počet kandidátńıch rovin, z nichž rovina ρ vznikla. Kandidátńı roviny,

které vzniknou pr̊uměrováńım méně než ψmin rovin, jsou dále odstraněny, jelikož

mohou být považovány za odlehlé hodnoty. Zbylé roviny jsou považovány za sadu

kandidátńıch rovin.

Nejlepš́ı kandidátńı roviny

V této části docháźı k výpočtu mı́ry symetrie sXsimp
pro všechny kandidátńı

roviny. K hledáńı maxima mı́ry symetrie se vybere κ kandidátńıch rovin s největš́ı

mı́rou symetrie.

Nalezeńı maxima mı́ry symetrie

K nalezeńı lokálńıho maxima mı́ry symetrie se použ́ıvá kvazi-newtonovská me-

toda optimalizace L-BFGS (Limited memory Broyden-Fletcher-Golfarb-Shanno

algoritmus [18]). Tato metoda použ́ıvá gradient mı́ry symetrie a d́ıky diferen-

covatelnosti mı́ry rychle konverguje s dostatečnou přesnost́ı. Před začátkem op-

timalizace je objekt transformován spolu s rovinou někam bĺızko počátku, aby

se vyhnulo velkým změnám pozice roviny, kterou při velké vzdálenosti zp̊usob́ı

i malá změna normálového vektoru roviny. To by pak mělo špatný vliv na konver-

genci optimalizace. Nakonec je tedy nalezeno κ lokálńıch maxim mı́ry symetrie.

Za výslednou rovinu symetrie je prohlášena ta s největš́ı mı́rou symetrie.

3.4.3 Parametry a váhy metody

Metoda Ing. Hrudy [7] detekuj́ıćı reflexńı symetrii obsahuje několik parametr̊u.

Tyto parametry jsou defaultně nastaveny na výchoźı hodnoty, které ve většině
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experiment̊u vykazuj́ı dobré výsledky. Změnou parametr̊u bychom však mohli

na některých modelech doćılit ještě přesněǰśıch výsledk̊u. V této kapitole se bĺıže

seznámı́me s roĺı jednotlivých parametr̊u a možnost́ı jejich využit́ı, představ́ıme

také váhy dvojic bod̊u použité při výpočtu mı́ry symetrie. Bylo by žádoućı, pokud

by změnou parametr̊u nebo nastaveńım vah bylo možné zobecnit detekci symetrie

(např. pro lokálńı, či přibližnou symetrii). Informace této kapitoly jsou převážně

čerpány z [7, 8].

Parametry

Vstupńı objekt může obsahovat velké množstv́ı bod̊u, pro něž by detekce

symetrie byla př́ılǐs výpočetně náročná. Proto docháźı ke zjednodušeńı objektu

na ćılovou množinu bod̊u Xsimp. Velikost této množiny se nastavuje na |Xsimp| =
1000. Zvětšeńım počtu bod̊u množiny Xsimp zvyšujeme přesnost, ale na úkor

výpočetńı náročnosti.

Daľśı parametr udává počet bod̊u množiny Xcand. Body této množiny jsou

využity k vytvořeńı množiny kandidátńıch rovin. Pro každé dva body je nalezena

rovina symetrie a ta se pak stává kandidátńı rovinou. Takže počet kandidátńıch

rovin roste kvadraticky s počtem bod̊u množiny Xcand. Výchoźı hodnota je na-

stavena na |Xcand| = 100.

Jelikož kandidátńıch rovin je stále zbytečně mnoho a řada z nich je velmi

podobná, metoda přistupuje ke zmenšeńı počtu kandidátńıch rovin. Jestliže je

nově vytvořená kandidátńı rovina bĺıže než parametr δ k nějaké nejbližš́ı dř́ıve

vytvořené kandidátńı rovině, pak neńı tato rovina automaticky přidaná, ale je na-

hrazena pr̊uměrem těchto rovin. Hodnota δ je defaultně nastavena na 0.1. S ńızkou

hodnotu δ je zachováno v́ıce rovin, což samozřejmě zvyšuje čas výpočtu.

Daľśım parametrem je ψmin, který udává minimálńı počet rovin, jejichž pr̊umě-

rováńım muśı vzniknout kandidátńı rovina. Takže každá kandidátńı rovina, která

vznikne z méně než ψmin rovin, je pak ze setu kandidátńıch rovin vymazána. Č́ım

menš́ı je toto č́ıslo, t́ım v́ıce kandidátńıch rovin je zachováno, ale opět se zvyšuje

výpočetńı náročnost. Výchoźı hodnota je nastavena na 4.

Parametrem κ je určen počet nejlepš́ıch kandidátńıch rovin, ze kterých zač́ıná

proces optimalizace. Ten je defaultně nastaven na 5.

Všechny výše zmı́něné parametry ovlivňuj́ı přesnost, ale na úkor výpočetńı

náročnosti. Metoda využ́ıvá ještě jednoho parametru. T́ım je parametr tvaru α

Wendlandovy funkce ve výpočtu mı́ry symetrie. Výchoźı hodnota je nastavena

na α = 15
lavrg

, kde lavrg je pr̊uměrná vzdálenost bod̊u od těžǐstě objektu.

28



Váhy

Výpočet mı́ry symetrie také zahrnuje váhy dvojice bod̊u, pomoćı kterých

můžeme vstupńım bod̊um nastavovat r̊uznou významnost, a doćılit tak lepš́ıch

výsledk̊u. Metoda je primárně nastavena pro vyhledáváńı nejvýznamněǰśı roviny

symetrie s výchoźım nastaveńım vah wij = 1. Ing. Lukáš Hruda v [7] navrhuje dvě

varianty metody pro r̊uzné nastaveńı vah. Tyto váhy si nyńı poṕı̌seme. Nejprve

však následuje samotná definice váhy.

Definice 3.6.

Váhy v mı́̌re symmetrie jsou vyjádřeny

wij = wsijw
d
ij(ρ), (3.8)

kde wsij je statistická váha a wdij(ρ) je dynamická váha.

Dynamická váha je závislá na rovině a může být reprezentovaná symetríı

normálových vektor̊u nebo směr̊u základńıch křivost́ı odpov́ıdaj́ıćıch dvojice bod̊u

v̊uči dané rovině. Statické váhy reprezentuj́ı d̊uležitost daného páru bod̊u. Váhy

mohou být nastaveny manuálně nebo pomoćı nějaké funkce pro konkrétńı dva

body.

Prvńı varianta metody použ́ıvá pro statistickou váhu Gaussovu křivost a pro

dynamickou váhu symetrii normál. Druhá modifikace použ́ıvá pouze váhy statis-

tické, ohodnocené podle vzdálenosti dvojice bod̊u.

Gaussova křivost a symetrie normál

Jak již bylo řečeno, prvńı modifikace využ́ıvá ohodnoceńı bod̊u pomoćı Gaus-

sovy křivosti a symetrie normál. Tato modifikace může být použita pouze pro

manifoldńı trojúhelńıkové śıtě, kde lze pro každý vrchol určit Gaussovu křivost

pomoćı výpočtu [21] a jednotkový normálový vektor je dán sumou normálových

vektor̊u trojúhelńık̊u soused́ıćıch s vrcholem. Pak je dána množina Gaussových

křivost́ı G = {g1, g2, . . . , g3} a množina jednotkových normálových vektor̊u N =

{n1,n2, . . . ,nn}, kde gi je Gaussova křivost v bodě xi množiny bod̊u objektu X

a ni je jednotkový vektor v bodě xi množiny bod̊u objektu X.

Během zjednodušeńı modelu (viz odst. 3.4.2) je nutné také určit nové hodnoty

pro Gaussovu křivost a normálové vektory. Normálový vektor ni bodu xi ∈ Xsimp

je určen normalizovaným pr̊uměrem normálových vektor̊u všech bod̊u v buňce

mř́ıžky. Gaussova křivost gi odpov́ıdaj́ıćı bodu xi ∈ Xsimp je určena jako ma-

ximum absolutńıch hodnot Gaussových křivost́ı bod̊u v mř́ıžkové buňce. T́ımto

postupem tak z p̊uvodńıch množin N a G vzniknou nové zjednodušené množiny

Ncand a Gcand.
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Definice 3.7. (Symetrie normálových vektor̊u)

Necht’ ρ je obecná rovina reprezentovaná vektorem koeficient̊u kρ a rn(ρ,n) =

n−2
nTρ n

nTρ nρ
nρ je funkce, která mapuje jednotkový normálový vektor n přes rovinu ρ.

Pak symetrie normálových vektor̊u ni a nj je definována jako podobnost funkce

rn(ρ,ni) a nj. Dynamická váha je dána

wdij(ρ) = ϕ(arccos(rn(ρ,ni)
Tnj)), (3.9)

kde ϕ(l) je Wendlandova funkce z rov. 3.5 s tvarovým parametrem α = 4.

Definice 3.8. (Podobnost Gaussových křivost́ı)

Statická váha je dána

wsij =

{
min(|gi|,|gj |)
max(|gi|,|gj |) |gi| 6= gavrg

h
∧ |gi| 6= gavrg

h
∧ gigj > 0,

0 jinak,
(3.10)

kde gavrg je pr̊uměrná absolutńı hondota Gaussovy křivosti ve všech bodech a h je

konstanta nastavená na h = 100. Když křivosti gi a gj maj́ı obě stejné znaménko

a jejich absolutńı hodnoty jsou větš́ı než prahová hodnota gavrg
h

, pak je statická

váha nenulová.

Při použit́ı této váhy je však upraven algoritmus definovaný v odst. 3.4.2.

K vytvořeńı množiny Xcand zjednodušeńım modelu se použije 200 bod̊u. Ke zmenšeńı

množiny kandidátńıch rovin se nepouž́ıvá vzdálenost, ale využ́ıvaj́ı se definované

váhy. Rovina se definuje jako kandidátńı, pokud plat́ı

wsij > 0 ∧ wdij(ρ) > 0.25, (3.11)

kde wsij a wdij(ρ) jsou statická a dynamická váha dvojice bod̊u xi ∈ Xcand a xj ∈
Xcand vypočtené pomoćı Ncand a Gcand.

Vzdálenost bod̊u

Druhá metoda modifikace využ́ıvá k ohodnoceńı dvojice bod̊u vzdálenost

těchto bod̊u. T́ım jsou zvýhodněny body s větš́ı vzájemnou vzdálenost́ı.

Definice 3.9. (Vzdálenost bod̊u)

Váhy jsou v tomto př́ıpadě definovány následovně

wsij(ρ) =
||xi−xj||
lavrg

,

wdij(ρ) = 1,
(3.12)

kde lavrg je pr̊uměrná vzdálenost všech bod̊u od těžǐstě objektu.
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4 Testováńı metody, jej́ıch parametr̊u a vah

V této kapitole poṕı̌seme výsledky testováńı metody [7]. Program poskytnutý

Ing. Lukášem Hrudou byl testován na poč́ıtači s CPU Intel(R) Core(TM) i5-

10310U, s nainstalovanou pamět́ı RAM 8 GB a operačńım systémem Windows

10. Námi navrhnuté změny byly implementovány v programovaćım jazyce C#.

Bližš́ı informace o implementaci a ovládáńı programu jsou uvedeny v př́ıloze A.

Jednotlivé parametry metody a váhy byly již popsány v předchoźı kapitole,

k nahlédnut́ı jsou také se svými výchoźımi hodnotami v tabulce v př́ıloze B.

Při detekci roviny symetrie budou dále použity tyto výchoźı hodnoty metody,

pokud nebude řečeno jinak.

Vstupem metody je objekt definovaný jako množina bod̊u X = {x1,x2, . . . ,xn}
(viz def. 3.2). Tento objekt může být reprezentovaný diskrétńı množinou bod̊u

nebo pomoćı trojúhelńıkové śıtě.

Metoda už́ıvaj́ıćı mı́ru symetrie [7] s výchoźım nastaveńım parametr̊u a váhy

dvojice bod̊u wij = 1 velmi dobře funguje na r̊uzných typech dat, např. silně

symetrické objekty, realistické 3D scannery a objekty s chyběj́ıćımi částmi nebo

zašuměné verze objekt̊u [7]. Obr. 4.1 ukazuje některé př́ıklady výše zmı́něných

objekt̊u.

a) b) c) d) e)

Brouk Pásovec Obličej Část obličeje
Homer se
šumem

Obr. 4.1: Výsledky metody s výchoźım nastaveńım parametr̊u a váhy dle [7].

Metoda ale př́ılǐs dobře nefunguje na malých částech obličeje nebo na objek-

tech s nerovnoměrným rozložeńım bod̊u, kde se vyskytuj́ı shluky mnoha bod̊u

a pak odlehlá mı́sta s malým množstv́ı bod̊u. Fungováńı metody [7] s výchoźım

nastaveńım parametr̊u a vah na těchto modelech demonstruje obr. 4.2. Vid́ıme,

že nerovnoměrné rozložeńı bod̊u na modelech (viz obr. 4.2d, 4.2e) př́ılǐs ovlivńı

výslednou rovinu symetrie.

Body modelu můžeme obarvit podle velikosti mı́ry symetrie odpov́ıdaj́ıćı kon-

krétńı rovině. Takové výsledky můžeme vidět na obr. 4.3. Názorněji tak vid́ıme,

které body jsou v̊uči dané rovině nejv́ıce symetrické a které nejméně, a to může

být využito v r̊uzných daľśıch aplikaćıch.
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a) b) c) d) e)
Část obličeje 1 Část obličeje 2 Část obličeje 3 271877 43392

Obr. 4.2: Výsledky metody s výchoźım nastaveńım parametr̊u a váhy dle [7].

a) b) c) d) e)
Kráĺık Pásovec Obličej Část obličeje 43392

Obr. 4.3: Objekty s obarveńım bod̊u podle velikosti mı́ry symetrie k dané rovině symetrie.
Obarveńı dáno lineárńı interpolaćı od sytě žluté (nejmenš́ı symetrie) po sytě zelenou (největš́ı
symetrie).

Ćılem této práce je zobecněńı reflexńı symetrie, pojd’me se tedy pod́ıvat, jak

změna parametr̊u může ovlivnit výslednou rovinu symetrie. Bylo testováno 20

model̊u r̊uzných typ̊u. Nedoporučujeme volit př́ılǐs ńızké hodnoty počtu bod̊u

množiny Xsimp k zjednodušeńı modelu a počtu bod̊u množiny Xcand určuj́ıćı kan-

didátńı roviny (defaultně použ́ıváno |Xsimp| = 1000 a |Xcand| = 100). Při velmi

malých hodnotách nedokáže metoda u většiny testovaných objekt̊u symetrickou

rovinu nalézt (např. |Xsimp| = 100 , |Xcand| = 10 ). Mı́rné sńıžeńı (např. o 50 %)

výsledky většinou nezměńı až na objekty s chyběj́ıćımi částmi (viz obr. 4.4).

U těchto objekt̊u je rovina symetrie velmi přibližná. Pro nalezeńı přibližné sy-

metrie by mohlo stačit použit́ı menš́ıho počtu bod̊u pro zjednodušeńı modelu.

Sńıžeńı hodnot těchto parametr̊u by se možná mohlo použ́ıt u nesymetrických

model̊u k rychleǰśımu nalezeńı přibližné symetrie.

Sńıžeńım hodnot parametr̊u δ a ψmin je ponecháno v́ıce kandidátńıch rovin.

Výsledné roviny symetrie však už z̊ustávaj́ı stejné. Naopak zvýšeńım hodnot pa-

rametr̊u mohou být dobř́ı kandidáti vymazáni. Při změně hodnot na δ = 0.5,

ψmin = 8 se výsledné roviny opět př́ılǐs nelǐśı, ve velmi malém množstv́ı vyjde

špatná nebo pouze přibližná symetrická rovina.

Parametr κ je vhodné měnit pouze, pokud máme za ćıl naj́ıt v́ıce rovin sy-

metrie. Hlavńı symetrie se se změnou parametru κ zpravidla nezměńı. V [7] je

navržena pro násobnou symetrii volba κ = 20. Bylo by dobré umět rozhodnout

o tom, které symetrie jsou ještě dobré a které už nikoli. Metoda zat́ım navrhuje,
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a) b) c)
Část mravence Část pásovce 1 Část pásovce 2

Obr. 4.4: Výsledky metody [7] s parametry |Xsimp| = 500, |Xcand| = 50 na objektech
s chyběj́ıćımi částmi.

že výsledné roviny symetrie muśı mı́t alespoň 70 % mı́ry symetrie nejlepš́ı deteko-

vané roviny symetrie a zároveň jejich vzdálenost (definovaná v def. 3.5) je menš́ı

než 0.25. Podmı́nka velikosti mı́ry symetrie je dosti omezuj́ıćı. Na obr. 4.5 v́ıd́ıme,

že při hledáńı tř́ı rovin symetrie podle výše zmı́něných podmı́nek jsou mnohdy

nalezené pouze 2 nebo jen 1 rovina symetrie.

a) Vesmı́rná lod’ b) Formule c) Stř́ılna d) Brouk

Obr. 4.5: Výsledky detekce tř́ı rovin symetrie za podmı́nek definovaných v [7].

Pokud nebudeme velikost mı́ry symetrie nijak omezovat, můžeme nalézt daľśı

př́ıbližné symetrické roviny (viz obr. 4.6). T́ımto zp̊usobem však mohou být také

objeveny roviny, které už pro nás nejsou př́ılǐs významné (viz obr. 4.6d).

a) Vesmı́rná lod’ b) Formule c) Stř́ılna d) Brouk

Obr. 4.6: Výsledky detekce třech rovin symetrie s použit́ım κ = 20 bez omezeńı velikosti mı́ry
symetrie.

Hodnota posledńıho parametru α nemá vliv na nejlepš́ı rovinu symetrie, jak

uvád́ı Ing. Lukáš Hruda v [7]. Můžeme si však všimnout, že může ovlivňovat daľśı

33



detekované roviny symetrie. Na obrázku 4.7 vid́ıme změnu výsledk̊u detekce tř́ı

rovin symetrie s použit́ım parametru α = 10 · 15
lavrg

. Můžeme vidět, že v př́ıpadě

vesmı́rné lodi na obr. 4.7a se třet́ı detekovaná rovina symetrie se změnou parame-

tru posunula do oblasti motoru a v př́ıpadě formule na obr. 4.7b do oblasti kol.

Změna parametru α by se tak mohla využ́ıt k detekci lokálńıch symetríı.

a) Vesmı́rná lod’ b) Formule

Obr. 4.7: Výsledky detekce tř́ı rovin symetrie s použit́ım α = 10 · 15
lavrg

.

Gaussova křivost a symetrie normálových vektor̊u

Použit́ı Gaussovy křivosti a symetrie normálových vektor̊u může být využito

na velmi malé části obličeje (obr. 4.8c, 4.8d) [7]. Křivosti jsou obecně velmi dobré

k detekci rys̊u na 3D modelech hlav [12]. Při našem testováńı jsme ověřili, že

na malých částech obličeje funguje metoda velmi pěkně. Bohužel na některých

modelech hlav podává tato váha úplně špatné výsledky (viz obr. 4.8a, 4.8b).

Zp̊usobuje to symetrie normálových vektor̊u. Lepš́ıch výsledk̊u na modelech hlav

dosahuje použit́ı pouze Gaussovy křivosti. Tento př́ıklad demonstruj́ı obr. 4.7e,

4.8f, kde jsou zobrazeny výsledky detekce na stejných modelech jako na obr. 4.8a,

4.8b. Vid́ıme, že v př́ıpadě použit́ı Gaussovy křivosti docháźı k nalezeńı správné

roviny symetrie.

a) Obličej
1

b) Obličej
2

c) Část obličeje 1 d) Část obličeje 2
e) Obličej

1
f) Obličej

2

Obr. 4.8: Výsledky metody při použit́ı Gaussovy křivosti a symetrie normálových vektor̊u (a,
b, c, d) a při použit́ı pouze Gaussovy křivosti (e, f).

Použit́ı Gaussovy křivosti je nav́ıc omezeno pouze na manifoldńı śıtě2. V př́ıpadě

symetrie normálových vektor̊u ještě zp̊usobuj́ı problémy modely, u nichž se vysky-

2Manifoldńı śıt’ je struktura śıtě, která muśı splňovat podmı́nky vyrobitelnosti modelu
(konkrétněji viz [6])
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tuj́ı trojúhelńıky s nulovým obsahem. Ty zp̊usobuj́ı chybu ve výpočtu a nelze sy-

metrii nalézt. Tuto chybu se nám podařilo odstranit vynecháńım těchto problémo-

vých trojúhelńık̊u při výpočtu symetrie.

Vzdálenost bod̊u

Druhá úprava metody s využ́ıt́ım vzájemné vzdálenosti bod̊u může být použita

u model̊u, které jsou dominant́ı v horizontálńı ose, k nalezeńı roviny kolmé k této

ose. Bod̊um, které jsou od sebe v́ıce vzdáleny je dle def. 3.5 přǐrazena větš́ı váha

(odpov́ıdaj́ı vzdálenosti těchto bod̊u), než těm bližš́ım. Na takovýchto modelech

dosahuje tato váha velmi dobrých výsledk̊u (viz obr. 4.9).

a) Formule b) 271877 c) Brouk d) Válec

Obr. 4.9: Výsledné roviny symetrie s využit́ım ohodnoceńı pomoćı vzdálenosti bod̊u (rov. 3.5).

Pro detekci symetrie na modelech hlav bychom tedy doporučovali použ́ıt raději

Gaussovu křivost samotnou. K nalezeńı horizontálńı roviny symetrie na širš́ıch

modelech je vhodné použ́ıt váhu vzdálenosti bod̊u, která funguje velmi pěkně.

V daľśıch kapitolách se již budeme věnovat vlastńım implementovaným návrh̊um

úprav metody a jejich výsledk̊um.
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5 Nerovnoměrně vzorkovaná geometrická data

V této kapitole se zaměř́ıme na modely s nerovnoměrným rozložeńım bod̊u

(viz obr. 5.1), pro které dosavadńı metoda [7] nedosahuje př́ılǐs dobrých výsledk̊u.

Všechny testované modely v této kapitole jsou převzaté z velké databáze 3D mo-

del̊u Thingi10K [43], označeńı odpov́ıdá identifikačńımu č́ıslu v databázi. K tes-

továńı bylo náhodně vybráno 50 objekt̊u z této databáze.

Obr. 5.1: Model s nerovnoměrným vzorkováńım bod̊u.

Rovina symetrie je vlivem nerovnoměrného rozložeńı bod̊u nalezena v mı́stech

s větš́ı hustotou bod̊u. Na obr. 5.2 můžeme vidět, že nejsymetričtěǰśı body k od-

pov́ıdaj́ıćı výsledné rovině symetrie jsou právě v mı́stech s velkým shlukem bod̊u.

Většinou se jedná o lokálńı velmi symetrické oblasti. Tento problém byl prozat́ım

řešen dodatečným navzorkováńım dat. Požaduje se však, aby metoda byla flexi-

bilńı na r̊uzných typech dat bez větš́ıho zásahu uživatele.

a) 100322 b) 57191 c) 98969 d) 187992

Obr. 5.2: Nerovnoměrně vzorkované objekty s obarveńım bod̊u podle velikosti mı́ry symetrie
k dané rovině symetrie. Obarveńı dáno lineárńı interpolaćı od sytě žluté (nejmenš́ı symetrie)
po sytě zelenou (největš́ı symetrie)

.

Potřebujeme tedy mı́st̊um s menš́ı hustotou dát větš́ı d̊uležitost. Změna para-

metr̊u metody by v tomto př́ıpadě k lepš́ım výsledk̊um nevedla. Rozložeńı bod̊u

můžeme zachytit, využijeme-li obsahu trojúhelńıkového věj́ı̌re bod̊u nebo hustoty

bod̊u.

Hustotu bod̊u však nevztahujeme k jednotce plochy, ale k okoĺı bodu xi. Toto

okoĺı je dáno buňkou 3D mř́ıžky obsahuj́ıćı bod xi a soused́ıćımi buňkami. Velikost

3D mř́ıžky je však neměnná a proto hustotu bod̊u definujeme následovně.
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Definice 5.1. (Hustota bod̊u)

Mějme bod xi ∈ X. Hustotou bod̊u D v okoĺı bodu xi nazýváme počet bod̊u

ve 3D mř́ıžkovém okoĺı bodu xi, které tvoř́ı buňka mř́ıžky obsahuj́ıćı bod xi a s ńı

soused́ıćı buňky.

3D mř́ıžka je implicitně volena s velikost́ı 2.6
α
× 2.6

α
× 2.6

α
a odpov́ıdá mř́ıžce

použité při výpočtu mı́ry symetrie (viz def. 3.4).

5.1 Váha využ́ıvaj́ıćı hustoty bod̊u

Váhu využ́ıvaj́ıćı hustoty bod̊u definujeme třemi r̊uznými zp̊usoby.

Definice 5.2.

Statické váhy pro hustot̊u bod̊u definujeme následovně

wsij =
1

D(xi)
, (5.1)

nebo

wsij =
1

D(r(ρ,xi))
, (5.2)

nebo

wsij =
1

Max(D(xi), D(r(ρ,xi)))
, (5.3)

kde D(xi) je hustota bod̊u v okoĺı bodu xi, D(r(ρ,xi)) je hustota bod̊u v okoĺı

r(ρ,xi).

Využit́ım hustoty bod̊u zmı́rńıme vliv bod̊u v hustš́ıch oblastech. Tyto cel-

kem triviálńı váhy dosahuj́ı na některých objektech poměrně pěkných výsledk̊u.

V některých př́ıpadech se mohou lǐsit, na některých modelech funguje lépe jedna

a na jiném druhá, ale obecně dosahuj́ı zlepšeńı na 50 % model̊u. Na obr. 5.3

můžeme vidět r̊uzné výsledky, které použit́ım výše definovaných vah můžeme

źıskat. Na modelech 98969 a 187992 dostáváme stejné výsledky u všech tř́ı vah.

Na jiných se výsledky lǐśı a někde zab́ırá jedna metoda a jinde zase jiná. Dobré

výsledky dosahuje metoda s váhou z rov. 5.2 také na modelech 40614, 104402,

1103473 a 58266. Na modelech 40614, 104402 a 58266 je pomoćı daľśıch vah

nalezena jiná, také vhodná rovina.

Pomoćı těchto tř́ı vah se bohužel nedař́ı vylepšit výsledky na všech modelech

(pouze na přibližně 58 % testovaných model̊u). Na ostatńıch modelech nefunguje

ani jedna výše navrhovaná váha, hustš́ı oblasti bod̊u stále ovlivňuj́ı hlavńı rovinu

symetrie. Ukázku několika z nich můžeme vidět na obr. 5.4, kde je použita váha

z rov. 5.3.
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40614 98969 187992 104402 110373 58266

Obr. 5.3: Výsledky metody s použit́ım definovaných vah pro hustotu bod̊u. Prvńı řada demon-
struje výsledky metody bez použit́ı vah. Druhá řada ukazuje výsledky metody s využit́ım váhy
z rov. 5.1. Třet́ı řada využ́ıvá váhu z rov. 5.2 a posledńı řada z rov. 5.3.

a) 43392 b) 48355 c) 57191 d) 118307 e) 101249 f) 779993

Obr. 5.4: Výsledná rovina symetrie pomoćı hustoty bod̊u s využit́ım rov. 5.3.

U poloviny objekt̊u vycháźı velmi pěkně i druhá symetrie, v některých př́ıpadech

je dokonce lepš́ı než prvńı (viz obr. 5.5). Horńı řada obsahuje výsledné nejlepš́ı ro-

viny symetrie, zat́ımco dolńı řada ukazuje druhou nejlepš́ı rovinu symetrie. U mo-

del̊u 57191, 111388, 112996 je využito váhy z rov. 5.3 a u daľśıch tř́ı model̊u váhy

z rov. 5.1.

V daľśım kroku jsme zjǐst’ovali vliv změny velikosti 3D mř́ıžky ve výpočtu hus-

toty bod̊u (změna hodnoty 2.6
α

). Zmenšeńım nebo zvětšeńım okoĺı bodu bychom

mohli v některých mı́stech ještě v́ıce váhy sńıžit nebo zvýšit. Tato modifikace

bohužel však nevede k lepš́ım výsledk̊um.

Daľśı modifikace spoč́ıvá v nesymetričnosti vah. Doposud byly váhy poč́ıtány

symetricky, tedy wij = wji. Takže je zde možnost úpravy detekce i pro nesymet-

rické váhy. Při nerovnoměrném rozložeńı dat by právě nesymetrický výpočet vah

mohl pomoci k lepš́ı přesnosti. V př́ıpadě hustoty bod̊u, ale nedojde k nějakému
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57191 111388 112996 110373 109773 138581

Obr. 5.5: Nalezená nejlepš́ı symetrie (horńı řada) a druhá nejlepš́ı symetrie (dolńı řada)
s využit́ım hustoty bod̊u.

velkému zlepšeńı. Na některých modelech źıskáme správnou rovinu symetrie,

jedná se však přibližně jen o 38 % model̊u. U některých model̊u, kde fungoval

symetrický výpočet, však nesymetrický selhal.

5.2 Obsah trojúhelńıkového věj́ı̌re bod̊u

Této váhy lze využ́ıt pouze na manifoldńı śıtě. Mı́sta s malým výskytem bod̊u

jsou tvořena velkými trojúhelńıky, zat́ımco hustě navzorkovaná mı́sta obsahuj́ı

velké množstv́ı trojúhelńık̊u s malým obsahem. Toho je možné využ́ıt. Definujeme

statickou váhu následovně.

Definice 5.3.

Statická váha využ́ıvaj́ıćı obsah trojúhelńıkového věj́ı̌re

wsij =
n∑

txi=0

Stxi , (5.4)

kde Stxi je obsah trojúhelńıku, jehož vrcholem je bod xi.

Tato váha bohužel nedosahuje př́ılǐs dobrých výsledk̊u. Na některých modelech

se nám podař́ı dostat správnou rovinu symetrie (viz obr. 5.6). Těchto př́ıpad̊u je

však méně než u předchoźı váhy, ale zase tato váha funguje tam, kde předchoźı

váha selhává.

Vylepšeńı nastává, pokud zahrneme nesymetrii vah. Použit́ı symetrických vah

může při nerovnoměrném rozložeńı bod̊u značně ovlivnit výsledky, předevš́ım

při použit́ı váhy obsahu trojúhelńıkového věj́ı̌re. Některé velké trojúhelńıky ne-

muśı být do symetrických vah zahrnuty a nebo jsou zahrnuty dvakrát. Využit́ı

nesymetričnosti vah zajist́ı, že hlavńı symetrie je nalezena v 50 % př́ıpad̊u. Nav́ıc

jsou nalezeny symetrie, které nebyly nalezeny u vah využ́ıvaj́ıćı hustotu bod̊u (viz

obr. 5.7). Výpočetńı náročnost se však užit́ım nesymetrických vah zvyšuje.
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78618 80904 101249 98969 110373 289658

Obr. 5.6: Porovnáńı výsledných rovin symetrie źıskaných bez využit́ı vah (prvńı řada) a s užit́ım
váhy obsahu trojúhelńıkového věj́ı̌re (druhá řada).

43392 48355 101249 114014 271877 98662

Obr. 5.7: Srovnáńı výsledných rovin symetrie źıskaných bez využit́ı vah (prvńı řada) a s užit́ım
nesymetrického obsahu trojúhelńıkového věj́ı̌re (druhá řada).

5.3 Hustota bod̊u a vzdálenost bod̊u

U některých model̊u, kde selhávaj́ı váhy hustoty bod̊u a obsahu věj́ı̌r̊u, bychom

potřebovali ještě pośılit vzdáleněǰśı body. Samotná váha vzdálenosti bod̊u však

nemuśı být dostačuj́ıćı, protože nerespektuje nerovnoměrné rozložeńı bod̊u, viz

druhá řada na obr. 5.8. Navrhujeme tedy využ́ıt současně vzdálenost bod̊u s hus-

totou bod̊u z rov. 5.3, která dosahuje nejlepš́ıch výsledk̊u.

Definice 5.4. (Hustota bod̊u a vzdálenost bod̊u)

Statická váha je definována jako

wsij =
||xi − xj||
lavrg

· 1

Max(D(xi), D(r(ρ,xi)))
, (5.5)

kde lavrg je pr̊uměrná vzdálenost bod̊u, D(xi) je hustota bod̊u v okoĺı bodu xi,

D(r(ρ,xi)) je hustota bod̊u v okoĺı r(ρ,xi).

Ukázka výsledné roviny symetrie na modelech, kde je vhodné tuto váhu použ́ıt,

je zobrazena ve třet́ı řadě na obr. 5.8. Je také možné využ́ıt kombinaci trojúhelńıko-

vého věj́ı̌re bodu a vzdálenost bod̊u. Pro některé modely je tato kombinace
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vhodněǰśı k źıskáńı správné roviny symetrie než kombinace hustoty bod̊u a vzdále-

nosti bod̊u. Obecně však tato kombinace nedosahovala př́ılǐs dobrých výsledk̊u

a proto ji dále nevyuž́ıváme.

100322 102294 112996 118307 118675 1458695

Obr. 5.8: Porovnáńı výsledných rovin symetrie źıskaných bez využit́ı vah (prvńı řada), s užit́ım
váhy vzdálenosti bod̊u (druhá řada) a s užit́ım hustoty a vzdálenosti bod̊u (třet́ı řada).

5.4 Navrhovaná metoda detekce symetrie u model̊u s ne-

rovnoměrně rozloženými body

K detekci nejlepš́ı symetrie na nerovnoměrně vzorkovaných datech se nám

nepodařilo naj́ıt pouze jednu ideálńı váhu, která by úspěšně fungovala na většině

dat. Navrhujeme tedy k detekci roviny symetrie postupně použ́ıt následuj́ıćı váhy:

1. detekce s užit́ım hustoty bod̊u dle definovaných rovnic,

2. detekce s užit́ım nesymetrického obsahu trojúhelńıkového věj́ı̌re bodu (pouze

pro manifoldńı śıtě),

3. detekce s užit́ım hustoty a vzdálenosti bod̊u,

4. detekce druhé nejlepš́ı roviny symetrie pomoćı již zmı́něných vah.

Námi detekované hlavńı roviny symetrie na nepřevzorkovaných datech jsme

porovnávali s výsledky detekce na modelech, které byly pro přesněǰśı výsledky

upraveny dodatečným navzorkováńım. Výše zmı́něným postupem jsme nalezli

odpov́ıdaj́ıćı rovinu ve 42 př́ıpadech z 50 testovaných model̊u. Na ostatńıch 8

nepřevzorkovaných modelech je detekovaná rovina stále ovlivněna nerovnoměrným

vzorkováńım a nepodařilo se nám naj́ıt váhu, která by dosahovala lepš́ıch výsledk̊u.
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Tyto modely jsou zobrazeny na obr. 5.9. Můžeme porovnat detekované roviny sy-

metrie na upravených datech dodatečným vzorkováńım (zelené modely převzaté

z [7]) s rovinami nalezenými při využit́ım některé z výše zmı́něných vah z navr-

hovaného postupu (žluté modely).

49384 114014 168907 779993 100588 1275114 1582398 1582430

Obr. 5.9: Výsledné roviny symetrie na dodatečně navzorkovaných datech (zelené modely v prvńı
řadě) a námi detekovaná nejlepš́ı rovina navrhovaným postupem (žluté modely ve druhé řadě).

Pro modely s nerovnoměrným rozložeńım bod̊u byly navrženy dvě váhy - váha

využ́ıvaj́ıćı obsah trojúhelńıkového věj́ı̌re bodu a váha využ́ıvaj́ıćı hustotu bod̊u.

Jelikož dosahuj́ı na r̊uzných modelech r̊uzných výsledk̊u, na základě testováńı byl

stanoven postup volby vah. Pomoćı navržených vah se však nepodařilo detekovat

roviny symetrie pro všechny testované modely.
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6 Různá významnost vstupńıch bod̊u

Daľśı část́ı našeho zkoumáńı bylo, zda lze výpočet roviny symetrie ovlivnit

nastaveńım r̊uzné významnosti vstupńıch bod̊u. Tedy některým bod̊um přǐradit

vyšš́ı váhu a t́ım doćılit, že se pro symetrii přednostně hodnot́ı jen nějaká část

modelu. Snaž́ıme se tedy detekovanou symetrii lokalizovat do určité části modelu.

Bylo vybráno několik model̊u, u nichž se barevně rozlǐsily významné (červené)

a nevýznamné body. Výpočet symetrie prob́ıhá s výchoźım nastaveńım všech

parametr̊u s t́ım rozd́ılem, že pokud body xi a xj maj́ı červenou barvu, pak se

statická váha voĺı následovně

wsij = k, (6.1)

kde k je konstanta. T́ımto př́ıstupem se tedy roviny procházej́ıćı významnou

(červenou) oblast́ı zvýhodňuj́ı oproti ostatńım, a to v závislosti na volbě hodnoty

konstanty k. Na obr. 6.1 můžete vidět výsledné roviny symetrie s nastaveńım

r̊uzné významnosti bod̊u. Hodnoty konstanty k byly voleny experimentálně a jsou

uvedeny pod každým modelem.

a) k = 100 b) k = 100 c) k = 100 d) k = 100 e) k = 100 f) k = 100

g) k = 100 h) k = 100 ch) k = 100 i) k = 100 j) k = 500 k) k = 500

Obr. 6.1: Výsledné lokálńı roviny symetrie s r̊uznou významnost́ı vstupńıch bod̊u. Červeně jsou
označeny významné body. Hodnota k určuje váhu významných bod̊u.

Z výsledk̊u je patrné, že nastaveńım r̊uzné významnosti vstupńıch bod̊u lze

velmi dobře ovlivnit výslednou rovinu symetrie. T́ımto zp̊usobem tedy můžeme

nalézt lokálńı symetrie.

6.1 Hodnota váhy významných bod̊u

V předchoźıch experimentech (viz obr. 6.1) byla hodnota konstanty k volena

experimentálně. To však neńı př́ılǐs vhodné, malá hodnota nemuśı dostatečně

výsledek ovlivnit. Nav́ıc také pro r̊uzné hodnoty můžeme dostávat odlǐsné výsledky

lokálńı symetrie (obr. 6.2).
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a) k = 100 b) k = 1000 c) k = 100 d) k = 500

Obr. 6.2: Výsledné lokálńı roviny symetrie s r̊uznou významnost́ı vstupńıch bod̊u. Červeně jsou
označeny významné body. Hodnota k určuje váhu významných bod̊u.

Váha významného bodu muśı být t́ım větš́ı, č́ım méně významných bod̊u

máme, a naopak, pokud za významné body považujeme většinu bod̊u, pak můžeme

volit váhu menš́ı. Statická váha významných bod̊u je tedy volena následovně

wsij = 2 · |X|
|Xfeatured|

, (6.2)

kde |X| je počet všech bod̊u modelu, |Xfeatured| je počet všech významných bod̊u

modelu. Samozřejmě za předpokladu, že |Xfeatured| 6= 0. Pod́ıl je násoben dvěma,

aby váha nebyla př́ılǐs ńızká. Pokud by tedy všechny body byly významné, pak

se všem bod̊um přǐrad́ı wsij = 2 a výslednou rovinu symetrie to neovlivńı, pouze

se zvětš́ı jej́ı mı́ra symetrie.

a)
ws

ij = 7, 48
b)

ws
ij = 19, 04

c)
ws

ij = 12, 46
d)

ws
ij = 15, 16

e)
ws

ij = 11, 94
f)

ws
ij = 18, 02

g)
ws

ij = 15, 43
h)

ws
ij = 29, 55

ch)
ws

ij = 10, 80
i)

ws
ij = 94, 17

j)
ws

ij = 16, 94
k)

ws
ij = 8, 44

Obr. 6.3: Výsledné lokálńı roviny symetrie s r̊uznou významnost́ı vstupńıch bod̊u pomoćı
rov. 6.2. Červeně jsou označeny významné body. Hodnota ws

ij udává váhu významného bodu.

Lokálńı symetrie detekované pomoćı výše definované váhy významných bod̊u

vid́ıme na obr. 6.3. Námi zvolená hodnota dokáže ovlivnit výpočet roviny symetrie

a nalézt lokálńı symetrii významné části modelu. Pouze u model̊u na obr. 6.3h, 6.3i

a 6.3k je váha nepostačuj́ıćı a je zapotřeb́ı volit jinou. Volbou jiné hodnoty váhy

můžeme také u některých model̊u źıskat přesněǰśı lokálńı symetrii. Definujme tedy
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nový vztah pro hodnotu váhy význačných bod̊u, a to následovně

wsij = m · |X|
|Xfeatured|

, (6.3)

kde m = 2, 3, 4, 5, ... je libovolná konstanta. Užit́ı takto definované váhy můžeme

vidět na obr. 6.4, kde jsou zobrazeny pouze modely, u kterých docháźı k nalezeńı

přesněǰśı lokálńı symetrie významných část́ı. Hodnota konstanty m a hodnota

definované váhy pomoćı rovnice 6.3 jsou uvedeny u každého modelu. Implicitńı

hodnota konstanty m je stanovena na m = 2.

a) m = 2, b) m = 4, c) m = 2, d) m = 5,
ws

ij = 31, 15 ws
ij = 38, 07 ws

ij = 45, 06 ws
ij = 21, 11

Obr. 6.4: Výsledné lokálńı roviny symetrie s r̊uznou významnost́ı vstupńıch bod̊u pomoćı rov.
6.3. Červeně jsou označeny významné body. Konstanta m je parametr rovnice 6.3, hodnota ws

ij

určuje váhu významného bodu.

Na většině testovaných model̊u postačuje ponechat výchoźı hodnotu konstanty

m. Pokud však neńı detekována správná rovina symetrie, je doporučeno hodnotu

m zvýšit.

6.2 Automatická detekce významných bod̊u

Doposud byly významné body v modelech vyb́ırány ručně pomoćı dostupného

3D vizualizačńıho programu. To obnáš́ı znalost daného programu a určitou mı́ru

trpělivosti a předevš́ım čas. Proto by bylo efektivněǰśı detekovat jednotlivé části

automaticky. Určitě existuje řada složitých detekčńıch algoritmů, které jsou však

nad rámec této práce. My nav́ıc potřebujeme na r̊uzných modelech detekovat

r̊uzné části v závislosti na potřebách uživatele. Detekce významných část́ı tedy

nemůže být plně automatická. U většiny model̊u potřebujeme detekovat vněǰśı

části jako ruce, nohy, kola auta. Na těchto částech můžeme snadno naj́ıt extrém.

Extrém v daném směru s definujeme následovně.

Definice 6.1.

Bod xi ∈ X, pro který je xTi s maximálńı, označ́ıme za extrém objektu v daném

směru s.

Takto źıskaný významný bod xi se stane výchoźım pro objeveńı daľśıch bod̊u

významné části modelu. Výnamnost bodu postupně rozšǐrujeme na jeho sousedńı
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vrcholy. To jsou vrcholy, které s ńım sd́ılej́ı trojúhelńık (body na trojúhelńıkovém

věj́ı̌ri). Tento postup se opakuje do požadované vzdálenosti (n-sousedstv́ı).

Navrhovaný algoritmus poskytuje velmi jednoduché vyhledáńı významných

oblast́ı vněǰśıch část́ı model̊u. Na obr. 6.5 je zobrazeno několik takto źıskaných

významných oblast́ı. Při detekci významných oblast́ı je však nezbytné zadáńı

směru a požadované velikosti n-sousedstv́ı. Velikost n-sousedstv́ı nelze odhadnout,

protože je pouze na uživateli, jak velkou oblast potřebuje, proto muśı být tato

hodnota zjǐstěna experimentálně.

a) n = 110, b) n = 40, c) n = 11, d) n = 20, e) n = 16, f) n = 20,
s = (1, 0, 12 ) s = (0,−1, 12 ) s = (1,−0, 23 ) s = (1, 0, 23 ) s = (−1, 1, 12 ) s = (1, 0, 23 )

Obr. 6.5: Detekované části významných bod̊u navrhovaným postupem. Červeně jsou označeny
významné body, n udává velikost sousedstv́ı, vektor s je směr použitý při detekci extrému.

K detekci v́ıce část́ı modelu stač́ı zadat požadované směry a provést stejný

algoritmus. Ukázku můžeme vidět na obr. 6.6, kde jsou také zobrazeny výsledné

lokálńı symetrie. Použité parametry jsou vždy uvedeny u konkrétńıho modelu.

Pomoćı námi navrhovaného algoritmu však nemůžeme detekovat vnitřńı části

modelu (např. oči na modelech hlavy).

a) n = 41, b) n = 74, c) n = 55, d) n = 109,
m = 2 m = 2 m = 2 m = 2

e) n = 23, f) n = 11, g) n = 75, h) n = 30,
m = 5 m = 5 m = 2 m = 5

Obr. 6.6: Detekované části významných bod̊u (červeně) s výslednými rovinami symetrie určené
r̊uznou významnost́ı vstupńıch bod̊u pomoćı rov. 6.3. Hodnota n udává velikost sousedstv́ı,
konstanta m je parametr rov. 6.3.
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7 3D reálné scény

Navržená metoda detekce reflexńı symetrie [7] funguje velmi dobře na r̊uzné

škále reálných model̊u. Většina testovaných dat se většinou skládala z jednoho

převažuj́ıćıho objektu. V této kapitole se budeme věnovat model̊um reálných scén,

které se skladaj́ı z jednoho či v́ıce stěžejńıch objekt̊u. Ćılem je zjistit, zda metoda

dokáže nalézt nějakou přibližnou symetrii některého z objekt̊u. Všechny modely

jsou převzaty z databáze reálných scén [4].

Většina model̊u je tvořena reálnou scénou jednoho objektu (např. židle, křeslo).

Součást́ı model̊u je i podlaha a nepřesná část okoĺı (viz obr. 7.1). Právě tyto části

zp̊usobuj́ı, že symetrii daného středového objektu nejsme schopni použit́ım me-

tody detekce s výchoźım nastaveńım parametr̊u a vah nalézt. Na obr. 7.1 vid́ıme,

že výsledná symetrie sice objektem ve středu modelu procháźı, ale o jeho symetrii

se nejedná. Výsledná symetrie v́ıce reaguje na celkový tvar modelu.

a) b) c) d)

e) f) g) h)

ch) i) j) k)

Obr. 7.1: Detekce roviny symetrie na reálných 3D scénách s výchoźım nastaveńım parametr̊u a
vah.

Důvod̊u, proč metoda selhává, je samozřejmě v́ıce. Objekt, pro který hledáme

symetrii, tvoř́ı velmi malou část modelu. Také muśıme vźıt v úvahu, že jde o mo-

dely, které se pr̊uměrně skládaj́ı z 500000 bod̊u. Během detekce se však model

zjednoduš́ı na pouhých 1000 bod̊u. Pak tedy daný objekt obsahuje pouhý zlo-

mek bod̊u. Posledńı model, model pracovńıho stolu (obr. 7.1k) je tvořen stolem

47



s poč́ıtačem a dvěmi židlemi. Výsledná symetrie je opět ovlivněná celým modelem

a nedokáže detekovat symetrii alespoň jednoho z objekt̊u modelu.

Nab́ıźı se možnost zvýšit počet bod̊u pro zjednodušeńı modelu nebo změny pa-

rametru α. Tyto změny však nedosahuj́ı lepš́ıch výsledk̊u a výpočet velmi zpoma-

luj́ı. Zlepšeńı nedosahuj́ı ani dosavadńı navržené váhy. Navrhujeme proto využ́ıt

významnost bod̊u z předchoźı kapitoly. Významnými definujeme body objekt̊u,

pro které hledáme symetrii. Tyto body obarv́ıme červenou barvou. Statickou váhu

wsij voĺıme dle vztahu 6.3, pokud jsou body xi a xj červené. Ostatńım bod̊um je

přǐrazena statická váha wsij = 1. Zbylé parametry jsme ponechali s výchoźımi

hodnotami.

Významné body byly vybrány ručně pomoćı vizualizačńıho 3D programu.

Dále byl navýšen počet bod̊u pro zjednodušeńı modelu |Xsimp| = 2000 a také

navýšen počet kandidátńıch rovin |Xcand| = 200. Na obr. 7.2 vid́ıme vybrané ob-

jekty (červené) a výslednou symetrii za použit́ı výše uvedeného př́ıstupu. Na většině

model̊u jsme schopni detekovat symetrii významného objektu.

a) b) c) d)

e) f) g) h)

ch) i) j)

Obr. 7.2: Detekce rovin symetrie pomoćı významných bod̊u. Váha volena dle def. 6.3, m = 2.

Navržená metoda tedy velmi dobře funguje pro takto upravené objekty. Po-

kud však vybereme větš́ı část modelu, výsledky už nejsou dobré (viz obr. 7.3).

Pomoci by zde mohla automatická detekce významných bod̊u pomoćı extrému.

Vhodný směr detekce by mohlo být možné nalézt pomoćı automatické segmen-

tace. Otev́ıraj́ı se nám zde tedy daľśı možnosti pro budoućı práci.
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a) b) c) d)

Obr. 7.3: Detekce rovin symetrie pomoćı významných bod̊u. Váha volena dle def. 6.3, m = 2.
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8 Zařazeńı symetrie v matematickém

vzdělávávaćım systému

V této části se budeme zabývat zařazeńım tématu symetrie v matematickém

vzděláváńı. Vycháźıme z toho, jak je toto téma obsaženo v základńıch doku-

mentech, které vymezuj́ı obsah a rozsah daného učiva a potřebné kĺıčové kom-

petence na r̊uzných stupńıch a typech škol. Těmito dokumenty jsou rámcové

vzdělávaćı programy pro základńı vzděláváńı, pro gymnázia a pro středńı od-

borné vzděláváńı.

V úvodu této kapitoly jsou popsány očekávané výstupy a učivo souvisej́ıćı

s tématem symetrie z jednotlivých rámcových vzdělávaćıch programů. Podkapi-

tola 8.2 zpracovává, kdy se konkrétně žáci se symetríı v matematice setkáváj́ı.

Posledńı část se věnuje navrženému tematickému celku, který byl vytvořen v sou-

vislosti s očekávanými výstupy rámcových vzděláva-ćıch programů.

8.1 Rámcové vzdělávaćı programy

Rámcové vzdělávaćı programy (RVP) tvoř́ı obecný rámec stanovuj́ıćı konkrétńı

ćıle, formu, délku a povinný obsah vzděláváńı podle zaměřeńı daného oboru

vzděláváńı. Dále popisuj́ı organizačńı uspořádáńı, profesńı profil, podmı́nky pr̊ubě-

hu a ukončováńı vzděláváńı. Specifikuj́ı také kĺıčové kompetence d̊uležité pro roz-

voj osobnosti žák̊u a podmı́nky pro vzděláváńı žák̊u se speciálńımi vzdělávaćımi

potřebami [42].

Rámcové vzdělávaćı programy muśı odpov́ıdat nejnověǰśım poznatk̊um vědńıch

discipĺın, pedagogiky a psychologie. Podle těchto hledisek jsou rámcové vzdělávaćı

programy revidovány a upravovány. Dle pravidel definovaných v rámcových vzdělá-

vaćıch programech si jednotlivé školy vypracovávaj́ı své realizačńı programové

dokumenty, zvané školńı vzdělávaćı programy (ŠVP) [42].

Rámcové vzdělávaćı programy pro středńı odborné vzděláváńı (dále pouze

RVP SOV) jsou roztř́ıděné podle kategoríı soustavy obor̊u vzděláváńı. Tyto kate-

gorie zahrnuj́ı všechny stupně středńıho vzděláváńı definované školským zákonem

[42]. Těmito stupni jsou středńı vzděláváńı, středńı vzděláváńı s výučńım listem

a středńı vzděláváńı s maturitńı zkouškou. Obsah a rozsah učiva se lǐśı podle

stupně a zaměřeńı středńı školy. Symetrie spadá do základńıho učiva, které je

obsaženo ve všech stupńıch středńıho vzděláváńı. Vzhledem ke složitosti tohoto

rozděleńı se budeme zabývat pouze RVP pro základńı vzděláváńı (dále jen RVP

ZV), RVP pro gymnázia (dále jen RVP G) a RVP pro středńı odborné vzděláváńı

s výučńım listem, konkrétně obor grafický design (dále pouze RVP GD) [27]-[30].
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8.1.1 Rámcový vzdělávaćı program pro základńı vzděláváńı

RVP ZV zařazuje matematiku do vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı apli-

kace. Tato oblast je založena předevš́ım na aktivńıch činnostech, kdy žáci pra-

cuj́ı s matematickými objekty a už́ıvaj́ı matematiku v reálných situaćıch. Žáci

źıskávaj́ı vědomosti a dovednosti potřebné v praktickém životě. Oblast se proĺıná

celým základńım vzděláváńım, umožňuje źıskat matematickou gramotnost a vytvář́ı

předpoklady pro daľśı studium [28].

Vzdělávaćı obsah vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı aplikace je rozdělen

do 4 tématických okruh̊u ve 2 stupńıch základńıho vzděláváńı.

Tematické okruhy 1. stupně jsou:

ã č́ıslo a početńı operace,

ã závislosti, vztahy a práce s daty,

ã geometrie v rovině a prostoru,

ã nestandardńı aplikačńı úlohy a problémy.

Tematické okruhy 2. stupně jsou:

ã č́ıslo a proměnná,

ã závislosti, vztahy a práce s daty,

ã geometrie v rovině a prostoru,

ã nestandardńı aplikačńı úlohy a problémy.

Symetrii zařazujeme do tematického okruhu Geometrie v rovině a prostoru.

Zaměřme se tedy pouze na něj a uved’me očekávané výstupy dle RVP ZV.

Očekávané výstupy vzdělávaćıho obsahu Geometrie v rovině a prostoru na 1. stupni

jsou následuj́ıćı (vyznačené výstupy souviśı s tématem této práce):

”
Žák

ã rozezná, pojmenuje, vymodeluje a poṕı̌se základńı rovinné útvary

a jednoduchá tělesa, nacháźı v realitě jejich reprezentaci;

ã porovnává velikost útvar̊u, měř́ı a odhaduje délku úsečky;

ã rozezná a modeluje jednoduché souměrné útvary v rovině;

ã narýsuje a znázorńı základńı rovinné útvary (čtverec, obdélńık, trojúhelńık

a kružnici); už́ıvá jednoduché konstrukce;
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ã sč́ıtá a odč́ıtá graficky úsečky; urč́ı délku lomené čáry, obvod mnohoúhelńıku

sečteńım délek jeho stran;

ã sestroj́ı rovnoběžky a kolmice;

ã urč́ı obsah obrazce pomoćı čtvercové śıtě a už́ıvá základńı jednotky obsahu;

ã rozpozná a znázorńı ve čtvercové śıti jednoduché osově souměrné

útvary a urč́ı osu souměrnosti útvaru překládáńım paṕıru.“ ([28],

s. 33).

Očekávané výstupy vzdělávaćıho obsahu Geometrie v rovině a prostoru na 2. stupni

jsou následuj́ıćı (vyznačené výstupy souviśı s tématem této práce):

”
Žák

ã zd̊uvodňuje a využ́ıvá polohové a metrické vlastnosti základńıch rovinných

útvar̊u při řešeńı úloh a jednoduchých praktických problémů; využ́ıvá potřeb-

nou matematickou symboliku;

ã charakterizuje a tř́ıd́ı základńı rovinné útvary;

ã určuje velikost úhlu měřeńım a výpočtem;

ã odhaduje a vypoč́ıtá obsah a obvod základńıch rovinných útvar̊u;

ã využ́ıvá pojem množina všech bod̊u dané vlastnosti k charakteristice útvaru

a k řešeńı polohových a nepolohových úloh;

ã načrtne a sestroj́ı rovinné útvary;

ã už́ıvá k argumentaci a při výpočtech věty o shodnosti a podobnosti trojúhelńık̊u;

ã načrtne a sestroj́ı obraz rovinného útvaru ve středové a osové

souměrnosti, urč́ı osově a středově souměrný útvar;

ã určuje a charakterizuje základńı prostorové útvary (tělesa), analyzuje jejich

vlastnosti;

ã odhaduje a vypoč́ıtá objem a povrch těles;

ã načrtne a sestroj́ı śıtě základńıch těles;

ã načrtne a sestroj́ı obraz jednoduchých těles v rovině;

ã analyzuje a řeš́ı aplikačńı geometrické úlohy s využ́ıt́ım osvojeného mate-

matického aparátu.“ ([28], s. 36).
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Tyto očekávané výstupy žáci źıskaj́ı při osvojováńı následuj́ıćıho učiva:

ã rovinné útvary - lomená čára, př́ımka, polopř́ımka, úsečka, čtverec, kružni-

ce, obdélńık, úhel, trojúhelńık, kruh, čtyřúhelńık (lichoběžńık, rovnoběžńık),

pravidelné mnohoúhelńıky, vzájemná poloha př́ımek v rovině (typy úhl̊u),

shodnost a podobnost (věty o shodnosti a podobnosti trojúhelńık̊u), osově

souměrné útvary;

ã metrické vlastnosti v rovině - druhy úhl̊u, vzdálenost bodu od př́ımky,

trojúhelńıková nerovnost, Pythagorova věta, obvod a obsah obrazce;

ã prostorové útvary kvádr, krychle, rotačńı válec, jehlan, rotačńı kužel,

koule, kolmý hranol;

ã konstrukčńı úlohy - množiny všech bod̊u dané vlastnosti (osa úsečky,

osa úhlu, Thaletova kružnice), osová souměrnost, středová souměrnost.

8.1.2 Rámcový vzdělávaćı program pro středńı odborné školy

Pro tuto část jsme vybrali rámcový vzdělávaćı program pro obor vzděláńı 82-

41-M/05 grafický design. Matematika je v něm zařazena do oblasti Matematické

vzděláváńı.

”
Obecným ćılem Matematického vzděláváńı v uměleckém školstv́ı je výchova

člověka, který bude umět použ́ıvat matematiku v r̊uzných životńıch situaćıch

(v odborné složce vzděláváńı, v daľśım studiu, v osobńım životě, budoućım zaměst-

náńı, volném čase apod.)“ ([30], s. 36)

Oblast Matematické vzděláváńı je rozdělena dle prob́ıraného učiva do následu-

j́ıćıch tematických okruh̊u:

ã operace s č́ısly a výrazy,

ã funkce a jej́ı pr̊uběh, řešeńı rovnic a nerovnic,

ã planimetrie,

ã stereometrie,

ã práce s daty.

Symetrii tedy můžeme zařadit do okruh̊u planimetrie a stereometrie. Uved’me

tedy očekávané výstupy těchto okruh̊u. Vyznačené výstupy souvisej́ı s tématem

symetrie.

”
Žák:
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ã použ́ıvá pojmy a vztahy: bod, př́ımka, rovina, polorovina, odchylka dvou

př́ımek, vdálenost bodu od př́ımky, vzdálenost dvou rovnoběžek, úsečka

a jej́ı délka, úhel a jeho velikost;

ã už́ıvá věty o shodnosti a podobnosti trojúhelńık̊u;

ã urč́ı prvky v trojúhelńıku, jeho obvod a obsah;

ã už́ıvá goniometrické funkce k řešeńı v pravoúhlém trojúhelńıku;

ã rozlǐśı základńı druhy mnohoúhelńık̊u, urč́ı jejich obvod a obsah;

ã rozlǐsuje pojmy kruh a kružnice, urč́ı délku kružnice, obsah kruhu a jeho

část́ı,

ã urč́ı v prostoru: vzájemnou polohu dvou př́ımek, př́ımky a roviny, dvou

rovin, odchylku dvou př́ımek, př́ımky a roviny, dvou rovin, vzdálenost bodu

od roviny, rozlǐśı jednotlivá tělesa a urč́ı jejich povrch a objem.“ ([30], s. 37).

Tyto tematické okruhy zahrnuj́ı následuj́ıćı učivo:

ã základńı planimetrické pojmy;

ã trigonometrie pravoúhlého trojúhelńıku;

ã rovinné obrazce;

ã základńı polohové a metrické vlastnosti v prostoru;

ã tělesa, jejich povrchy a objemy.

8.1.3 Rámcový vzdělávaćı program pro gymnázia

V RVP G je matematika obsažena ve vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı

aplikace.
”
Výuka matematiky na gymnáziu rozv́ıj́ı a prohlubuje pochopeńı kvan-

titativńıch a prostorových vztah̊u reálného světa, utvář́ı kvantitativńı gramotnost

žák̊u a schopnost geometrikého vhledu. Ovládnut́ı požadovaného matematického

aparátu, elementy matematického myšleńı, vytvářeńı hypotéz a deduktivńı úvahy

jsou prostředkem pro nové hlubš́ı poznáńı a přepokladem daľśıho studia.

Během studia žáci objevuj́ı, že matematika nacháźı uplatněńı v mnoha oborech

lidské činnosti (např. v ekonomii, technice, ale i ve společenských vědách), že je

ovlivňována vněǰśımi podněty (např́ıklad z oblasti př́ırodńıch věd) a že moderńı

technologie jsou užitečným pomocńıkem matematiky.“ ([29], str. 21, 22).
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Vzdělávaćı oblast Matematika a jej́ı aplikace je v RVP G rozdělena do 5 temati-

ckých celk̊u:

ã argumentace a ověřováńı;

ã č́ıslo a proměnná;

ã práce s daty, kombinatorika a pravděpodobnost;

ã závislosti a funčńı vztahy;

ã geometrie.

Symetrie opět spadá do kategorie Geometrie, proto si jej́ı očekávané výstupy

opět bĺıže představ́ıme. Vyznačené výstupy souvisej́ı s tématem této práce.

”
Žák:

ã použ́ıvá geometrické pojmy, zd̊uvodňuje a využ́ıvá vlastnosti geo-

metrických útvar̊u v rovině a v prostoru, na základě vlastnost́ı

tř́ıd́ı útvary;

ã určuje vzájemnou polohu lineárńıch tvar̊u, vzdálenosti a odchylky;

ã využ́ıvá náčrt při řešeńı rovinného nebo prostorového problému;

ã v úlohách početńı geometrie aplikuje funkčńı vztahy, trigonometrii a úpravy

výraz̊u, pracuje s proměnnými a iracionálńımi č́ısly;

ã řeš́ı polohové a nepolohové konstrukčńı úlohy užit́ım všech bod̊u dané vlast-

nosti, pomoćı shodných zobrazeńı a pomoćı konstrukce na základě výpočtu;

ã zobraźı ve volné rovnoběžné projekci hranol a jehlan, sestroj́ı a zobraźı

rovinný řez těchto těles;

ã řeš́ı planimetrické a stereometrické problémy motivované prax́ı;

ã už́ıvá r̊uzné zp̊usoby analytického vyjádřeńı př́ımky v rovině (geometrický

význam koeficient̊u);

ã řeš́ı analyticky polohové a metrické úlohy o lineárńıch útvarech v rovině;

ã využ́ıvá charakteristické vlastnosti kuželoseček k určeńı analytického vyjádřeńı;

ã z analytického vyjádřeńı (z osové nebo vrcholové rovnice) urč́ı základńı

údaje o kuželosečce;

ã řeš́ı analyticky úlohy na vzájemnou polohu př́ımky a kuželosečky.“ ([29],

str. 22).
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Prob́ırané učivo této oblasti je rozděleno na 4 části:

ã geometrie v rovině - klasifikace rovinných útvar̊u, jejich obvody a obsahy,

shodnost a podobnost trojúhelńık̊u, Pythagorova věta a Euklidovy věty,

množiny bod̊u dané vlastnosti, úhly v kružnici, shodná zobrazeńı (osová

a středová souměrnost, posunut́ı, otočeńı), stejnolehlost, konstrukčńı úlohy;

ã geometrie v prostoru - polohové a metrické vlastnosti, základńı tělesa

a jejich povrchy a objemy, volné rovnoběžné promı́táńı;

ã trigonometrie - sinová a kosinová věta, trigonometrie pravoúhlého a obecné-

ho trojúhelńıku;

ã analytická geometrie v rovině - vektory a operace s nimi, analytická

vyjádřeńı př́ımky v rovině, kuželosečky. ([29], str. 25).

8.2 Symetrie v matematickém vzděláváńı

Symetrie je všudypř́ıtomná, vid́ıme ji kamkoli se pod́ıváme, i když si ji neuvědo-

mujeme. Vždyt’ prvńı věc, kterou d́ıtě po narozeńı vńımá a soustřed́ı na ni největš́ı

pozornost, je obličej matky. Ten je symetrický až na malé asymetrie, které nám

však nevad́ı. Se symetríı se setkáváme každý den, jako by byla v lidských bytos-

tech vrozená. Často je považována za jakýsi standard, kterým měř́ıme estetickou

krásu.

Se symetríı se v matematickém vzděláváńı setkáváme velmi brzy. Už v předškol-

ńım vzděláváńı3 se d́ıtě uč́ı r̊uzným rovinným útvar̊um a pro jejich identifikaci,

nebo popis vlastnost́ı mohou využ́ıt i symetrii [11]. Žáci 1. ročńıku základńı školy

by měli rozeznat a pojmenovat základńı rovinné útvary. Měli by dokázat dokres-

lit osově souměrný obrázek. Ve 2. ročńıku se žáci uč́ı měřit a odhadovat délku

úsečky a lomené čáry, což je pro symetrii př́ınosné. Ve 3. a 4. ročńıku si žáci

osvoj́ı základy rýsováńı. V daľśım ročńıku by žáci měli ve čtvercové śıti rozpo-

znat a znázornit jednoduché osově souměrné útvary a přeložeńım paṕıru určit osu

souměrnosti útvaru. Žáci dokáž́ı vymodelovat a popsat základńı rovinné útvary

a jednoduchá tělesa.

Na druhém stupni základńı školy se žáci zdokonaluj́ı v rýsováńı a měli by zvlád-

nout načrtnout a sestrojit základńı rovinné útvary. Žáci si osvojuj́ı věty o shod-

nosti a podobnosti trojúhelńık̊u. Dále by měli zvládnout načrtnout a sestrojit

śıt’ jednoduchých těles a také jejich obraz v rovině. V rámci symetrie si žáci

3Rámcový program pro předškolńı vzděláváńı nebyl v předchoźı kapitole zmı́něn, protože
nepatř́ı do oblasti našeho zájmu. Matematika v něm neńı zahrnuta jako samostatná oblast
vzděláváńı, ale matematické kompetence jsou součást́ı oblasti Dı́tě a jeho psychika - poznávaćı
schopnosti a funkce, představivost a fantazie, myšlenkové operace.
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dále osvojuj́ı osovou a středovou souměrnost. Měli by být schopni určit osově

a středově souměrný útvar a v osové či středové souměrnosti načrtnout a sestrojit

obraz rovinného útvaru. Rotačńı symetrie se v rámcovém vzdělávaćım programu

pro základńı školu nevyskytuje. Žáci se s osou rotace ale i tak setkávaj́ı v rámci

rotačńıch těles (válec, kužel).

V sekundárńım vzděláváńı jsou v návaznosti na ZŠ prob́ırány základńı druhy

shodných zobrazeńı: osová a středová souměrnost, posunut́ı, otočeńı, včetně jejich

skládáńı. Geometrická zobrazeńı pak dále využ́ıváme při řešeńı konstrukčńıch

úloh. Dále můžeme symetrii také zahrnout do analytické geometrie v rovině.

U kuželoseček se můžeme setkat s rotačńı symetríı. Většina těchto témat však neńı

zahrnuta v RVP GP, což však neznamená, že nejsou zahrnutá v ŠVP. Symetrie

(a to i rotačńı) by však ani u těchto obor̊u neměla být podceňována.

Se symetríı se můžeme setkat i v jiných doménách matematiky. V algebře

to mohou být symetrické funkce, determinanty, či symetrické soustavy rovnic.

V trigonometrii se setkáváme se symetrickými vztahy, např. cosα = sin(90◦−α).

Symetrie hraje také svoji roli v aplikaci integračńıch technik a při práci s dife-

renciálńımi formami. Tyto oblasti však do matematického základńıho a středńıho

vzděláváńı př́ılǐs nespadaj́ı.

8.3 Tematický celek

V této kapitole představ́ıme tematický celek týkaj́ıćı se symetrie sestavený

pro studenty středńı školy. Mohou jej však využ́ıt i žáci základńı školy. Tento

tematický celek je vytvořen tak, aby jej bylo možné využ́ıt i během distančńı

výuky.

Studenti mohou pomoćı volně dostupného matematického softwaru Geogebra

[10] zkoumat osovou, středovou a rotačńı symetrii útvar̊u. Své znalosti si mohou

ověřit v několika krátkých testech vytvořených autorkou této diplomové práce

ve webové aplikaci LearningApps [15]. Všechny aktivity jsou dostupné z digitálńı

knihy vytvořené pomoćı aplikace Book Creator [2]. Tato kniha slouž́ı student̊um

jako pr̊uvodce danou problematikou a všemi aktivitami (viz obr. 8.2). Kniha je

dostupná pomoćı odkazu v [41].

V následuj́ıćı podkapitole budou popsány již zmı́něné využité aplikace a v pod-

kapitole 8.3.2 je uveden př́ıslušný tématický celek.

8.3.1 Využité aplikace

Pojd’me si nyńı krátce představit všechny aplikace využité v tomto tematickém

celku.

57



Geogebra

Geogebra je dynamický matematický softwarový baĺıček, ve kterém můžeme

využ́ıt geometrii, tabulkový procesor, algebru, grafy, statistiku a analýzu [10].

Aplikace je volně dostupná, každý si může vytvořit uživatelský účet a vytvářet

si zde vlastńı materiály. A tak neńı divu, že zde vzniká rychle rostoućı komunita

uživatel̊u žij́ıćıch téměř na všech zemı́ světa. Můžeme tedy využ́ıvat i materiály již

vytvořené a sd́ılené. Geogebra je tak velmi rozš́ı̌rená ve všech úrovńıch vzděláváńı.

LearningApps

LearningApps je webová aplikace slouž́ıćı k podpoře vyučováńı a učeńı [15].

Obsahuje několik malých interaktivńıch modul̊u, které mohou být použity ve výu-

kových materiálech. Opět lze využ́ıt materiály sd́ılené jinými uživateli. Aplikace

bohužel zat́ım neńı dostupná v českém jazyce. To neńı překážkou v tvorbě ma-

teriál̊u, ale právě v dostupnosti a vyhledáváńı již vytvořených materiál̊u. Ukázka

testovaćıho modulu z LearningApps je vidět na obr. 8.1.

Obr. 8.1: Ukázka testovaćıho modulu z aplikace LearningApps.

Book Creator

Book Creator je webová aplikace umožňuj́ıćı tvorbu digitálńıch knih [2]. Apli-

kace kombinuje text, obrázky, audio zvuk a video. Pomoćı jednoduchého nástroje

můžete vytvořit interaktivńı originálńı knihu, která do hodin přinese jistou krea-

tivitu a inovaci. Tvorba knih je opravdu jednoduchá, takže se na ńı mohou pod́ılet

i sami studenti. Aplikace umožňuje sd́ıleńı knihovny celé tř́ıdě. Nevýhodou je opět

nedostupnost aplikace v českém jazyce. Ukázku knihy lze vidět na obr. 8.2.
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8.3.2 Symetrie všude kolem nás

Téma: Osová, středová a rotačńı symetrie

Ćılová skupina: Studenti středńı školy nebo žáci 2. stupně základńı školy

Ćıle:

1. Žák dokáže přǐradit odpov́ıdaj́ıćı geometrický tvar k reálnému předmětu,

2. žák dokáže identifikovat osovou, středovou a rotačńı symetrii,

3. žák urč́ı počet os souměrnosti základńıch geometrických útvar̊u,

4. žák dokáže aplikováńım osové, středové a rotačńı symetrie vytvořit symet-

rický objekt.

a) b)

c) d)

Obr. 8.2: Ukázka digitálńı knihy vytvořené v aplikaci Book Creator. Obrázky použity v a) jsou
volné pro komerčńı užit́ı na webové stránce [25]. Obrázek brouka z c) detekován pomoćı metody
a programu [7].

Motivace: Symetrie je všudypř́ıtomná. Je součást́ı našeho každodenńıho života

a hlavně je to d̊uležitý pojem vědy - teoretické fyziky, matematiky a geometrie.

Symetrie fascinuje lidstvo už od starověku. Pojd’me se na chv́ıli stát vědci, kteř́ı

zkoumaj́ı symetrii všude kolem nás.

Organizace výuky: Prezenčńı nebo distančńı výuka.
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Organizačńı forma: Frontálńı, skupinová nebo asynchrońı on-line výuka.

Časové vymezeńı: 1,5 hodiny.

Zadáńı: Pod odkazem https://read.bookcreator.com/MXVmzM2bp6MEokb6PS

axIKaSUBQ2/KN0h -hZR-eM8RNCbyxQ-w máte k dispozici digitálńı knihu, pro-

studujte si ji a projděte si jednotlivé aktivity. Své vědomosti si ověřte pomoćı

pr̊uběžných test̊u.

Hodnoceńı: Žáci źıskávaj́ı zpětnou vazbu př́ımo při práci s knihou a jednotlivými

aktivitami. Hodnoceńı se odv́ıj́ı předevš́ım podle organizace výuky a organizačńı

formy. Hodnot́ıme aktivitu a plněńı daných úkol̊u. Při distančńı výuce můžeme

požadovat poskytnut́ı výsledk̊u opakovaćıch test̊u. Aktivity však poskytuj́ı do-

statečnou zpětnou vazbu a ćıĺı na sebehodnoceńı žák̊u.

Aktivity v Geogebře

Sněhová vločka

Tato aktivita obsahuje tři interaktivńı applety. Každý applet se věnuje jinému

typu symetrického zobrazeńı. Applety zobrazuj́ı jednoduchou sněhovou vločku,

body jsou pro lepš́ı názornost obarveny tak, aby při daném zobrazeńı bylo poznat,

co se s nimi děje.

Ćılem této aplikace je zopakováńı si daných zobrazeńı a uvědoměńı si toho,

k jakým změnám při nich docháźı. Při zaškrtnut́ı tlač́ıtka daného zobrazeńı se toto

zobrazeńı aplikuje a v pravém dolńım rohu appletu se objev́ı krátký komentář.

Splněńı těchto ćıl̊u však neńı možné ověřit předevš́ım při distančńı výuce.

Aktivita netestuje žákovu znalost, ani nedává žádnou zpětnou vazbu, je pouze

názorná a zcela dobrovolná.

Symetrie útvar̊u

Ćıl: Žák dokáže identifikovat osovou a středovou souměrnost a př́ıpadně urč́ı

střed souměrnosti základńıch geometrických útvar̊u.

Zadáńı: Najděte všechny osy souměrnosti a př́ıpadně střed souměrnosti útvar̊u.

Aktivita se skládá z dev́ıti interaktivńıch applet̊u s geometrickým útvarem.

Žáci u každého geometrického útvaru určuj́ı osy souměrnosti a rozhoduj́ı o středové

souměrnosti, př́ıpadně umı́st’uj́ı střed souměrnosti útvaru. Každý applet dispo-

nuje tlač́ıtkem pro novou osu, která zobraźı novou osu pro umı́stěńı (maximálně

7 os). Dále tlač́ıtko pro odstraněńı osy, které vždy odstrańı osu s nejvyšš́ım in-

dexem. Také je zde umı́stěno zaškrtávaćı tlač́ıtko
”
Středově souměrný“, které

žáci označ́ı v př́ıpadě středové souměrnosti útvaru. Po zaškrtnut́ı se objev́ı střed,

který žáci muśı umı́stit na správnou pozici. Posledńı tlač́ıtko slouž́ı pro kontrolu

pr̊uběžnou i celkovou. Správně umı́stěné osy nebo střed se zvýrazńı červenou bar-
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vou. U některých útvar̊u, kde by mohlo být komplikované umı́stěńı os souměrnosti

je k dispozici ještě tlač́ıtko
”
Středy stran“, které zobraźı potřebné středy stran

pro snazš́ı umı́stěńı.

Hodnoceńı: Žáci pomoćı applet̊u źıskávaj́ı okamžitou zpětnou vazbu po stisk-

nut́ı tlač́ıtka pro kontrolu. Tlač́ıtko zvýrazńı správně umı́stěné osy nebo střed

souměrnosti a stručně poṕı̌se př́ıpadnou chybu nebo informuje o správnosti (viz

obr. 8.3).

Obr. 8.3: Ukázka aktivity symetrie útvar̊u v aplikaci Geogebra.

Symetrie křivek

Ćıl: Žák dokáže identifikovat osovou a středovou souměrnost a př́ıpadně urč́ı

střed souměrnosti rovinných křivek.

Zadáńı: Najděte všechny osy souměrnosti a př́ıpadně střed souměrnosti ro-

vinných křivek.

Aby se žáci setkali i s jinak definovanými útvary, je pro ně připraveno 5 ro-

vinných křivek. Postup určeńı osové a středové souměrnosti je stejný jako u před-

choźı aktivity s t́ım rozd́ılem, že přibylo tlač́ıtko
”
Osová souměrnost“, které

přes danou osu zobraźı jej́ı osovou souměrnost. Toto tlač́ıtko by mělo sloužit

k přesnému umı́stěńı os u problematických křivek. Žáci nav́ıc přesně vid́ı, co se

při pohybu s osou souměrnosti děje s obrazem křivky. Při vygenerováńı všech

os souměrnosti můžeme mezi zobrazeńım osové souměrnosti přeṕınat kliknut́ım

na danou osu.

Hodnoceńı: Žáci mohou źıskat okamžitou zpětnou vazbu po stisknut́ı tlač́ıtka

”
Kontrola“. Tlač́ıtko zvýrazńı správně umı́stěné osy nebo střed souměrnosti a struč-

ně poṕı̌se př́ıpadnou chybu nebo informuje o správnosti.
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Rotačńı symetrie

Ćıl: Žák dokáže určit řád rotačńı symetrie objekt̊u vzhledem k bodu S.

Zadáńı: Určete řád rotačńı symetrie objekt̊u vzhledem k bodu S.

Aktivita obsahuje 10 applet̊u s geometrickým objektem. V každém appletu

se nacháźı posuvńık úhlu otočeńı α, pomoćı kterého docháźı k otočeńı objektu

kolem bodu S o daný úhel. U osově souměrných objekt̊u je možné zobrazit si osy

souměrnosti pro lepš́ı přehlednost při otáčeńı objektu.

Hodnoceńı: Tato aktivita slouž́ı pouze k procvičeńı. Nedává žák̊um žádnou

zpětnou vazbu. K tomu slouž́ı až opakovaćı test Řád rotačńı symetrie.

Obr. 8.4: Ukázka aktivity rotačńı symetrie útvar̊u v aplikaci Geogebra.

Vlastńı sněhová vločka

Ćıl: Žák dokáže aplikováńım osové, středové a rotačńı symetrie vytvořit sy-

metrický objekt.

Zadáńı: Vyberte si hodnotu řádu rotačńı symetrie n. Zobraźı se vám od-

pov́ıdaj́ıćı počet os souměrnosti. Využijte je při tvorbě sněhové vločky. Dále

můžete využ́ıt středové souměrnosti se středem S nebo rotace kolem středu S.

Zapisujte si postup konstrukce. Vytvořené sněhové vločky předved’te ostatńım

spolužák̊um i s daným postupem.

Hodnoceńı: Žáci budou hodnoceni po předvedeńı své práce dle typu pre-

zentace, která záviśı na organizačńı formě. Při distančńı výuce mohou žáci ode-

vzdávat výsledky na společné úložǐstě tak, aby k nim měli všichni přistup. Při pre-

zenčńı výuce lze prezentovat výsledky v rámci hodiny.

Opakovaćı testy
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Tvary kolem nás

Ćıl: Žák dokáže přǐradit odpov́ıdaj́ıćı geometrický tvar k reálnému předmětu.

Zadáńı: Přǐrad’te geometrický rovinný tvar odpov́ıdaj́ıćımu reálnému předmětu

(obr. 8.1).

Hodnoceńı: Žáci źıskaj́ı okamžitou zpětnou vazbu. Po kliknut́ı na vyhod-

noceńı testu se chybné odpovědi zvýrazńı a může doj́ıt k opravě. O správnosti

celého testu informuje vyskakovaćı ikona.

Osová souměrnost

Ćıl: Žák dokáže určit počet všech os souměrnosti základńıch geometrických

útvar̊u.

Zadáńı: Určete počet os souměrnosti geometrických útvar̊u.

Hodnoceńı: Žáci źıskaj́ı zpětnou vazbu ihned po kliknut́ı na vyhodnoceńı

testu. Chybné odpovědi se zvýrazńı a může doj́ıt k opraveńı chyb. Při bezchybném

vyhodnoceńı testu vyskoč́ı informačńı ikona.

Osově souměrné vlajky

Ćıl: Žák dokáže určit osy souměrnosti státńıch vlajek.

Zadáńı: Určete osy souměrnosti státńıch vlajek. Poznáte k jakým stát̊um

patř́ı?

Hodnoceńı: Žáci źıskaj́ı okamžitou zpětnou vazbu. Osa souměrnosti každé

vlajky muśı být správně určena, jinak žáci nemohou přej́ıt k následuj́ıćı. Po po-

sledńı otázce vyskoč́ı informačńı ikona o správnosti testu.

Řád rotačńı symetrie

Ćıl: Žák dokáže určit řád rotačńı symetrie vzhledem k bodu.

Zadáńı: Určete řád rotačńı symetrie objekt̊u vzhledem k bodu S.

Hodnoceńı: Žáci źıskaj́ı zpětnou vazbu po kliknut́ı na vyhodnoceńı testu.

Chybné odpovědi se zvýrazńı a může doj́ıt k opraveńı chyb. Při bezchybném

vyhodnoceńı testu vyskoč́ı informuj́ıćı ikona.
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9 Závěr

Ćılem práce bylo zobecněńı symetrie geometrických dat a také analýza této

problematiky v matematickém vzděláváńı.

Symetrii se podařilo zobecnit pro lokálńı symetrie využit́ım r̊uzné významnosti

vstupńıch bod̊u. Tento postup se osvědčil i u objekt̊u 3D reálných scén. Je však

zapotřeb́ı manuálńı detekce významných bod̊u. Ty můžeme detekovat bud’ po-

moćı některého vizualizačńıho programu nebo pomoćı navrhovaného postupu,

který však hledá významné body pomoćı extrému v určitém směru a je tak dosti

omezen.

U nerovnoměrně vzorkovaných dat, kde výsledky metody nebyly př́ılǐs dobré

jsme navrhli několik vah, pomoćı kterých se ve většině př́ıpad̊u podařilo nalézt

přibližnou symetrii. Pro snadné ověřeńı výsledk̊u a manipulaci s programem bylo

vytvořeno jednoduché uživatelské rozhrańı.

Problematika symetrie byla analyzována v souvislosti s matematickým vzdělá-

váńım, přitom bylo využito školských dokument̊u na r̊uzných typech a stupńıch

škol. Výsledkem je tematický celek, který se skládá z několika aktivit. Tyto ak-

tivity využ́ıvaj́ı r̊uzné webové aplikace. Ke sloučeńı všech aktivit byla vytvořena

digitálńı kniha. Tento tematický celek byl navržen tak, aby mohl být využitý i při

distančńı výuce. Aktivity dávaj́ı student̊um dostatečnou zpětnou vazbu. Mohou

ji využ́ıt žáci základńıch škol, i žáci středńıch škol k opakováńı.

Daľśım vhodným námětem v této oblasti může být navržeńı postupu rozho-

dováńı o správnosti mnohonásobných rovin symetrie nebo využit́ı mnohonásobných

rovin při hledáńı lokálńıch rovin symetrie.
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©2016. [cit. 10. 7. 2021]. Dostupné z https://jirihnidek.github.io/presentati

ons/cg 3D models.html#/.
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[12] Kubásková, K.: Rozpoznáváńı význačných rys̊u na modelech lidské hlavy.
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[16] Li, B., Johan, H., Ye, Y., Lu, Y.: Efficient 3d reflection symmetry detection:

A view-based approach. 2016, 83, 2-14.

[17] Lipman, Y., Chen, X., Daubechies, I., Funkhouser, T.: Symmetry factored

embedding and distance. In: ACM Transactions on Graphics (TOG). 2010,

29, 103.

[18] Liu, D.C., Nocedal, J.: On the limited memory bfgs method for large scale

optimization. Mathematical programming. 1989, 45, 503-528.

[19] Martinet, A., Soler, C., Holzschuch, N., Sillion, F.X.: Accurate detection

of symmetries in 3D shapes. ACM Transactions on Graphics (TOG). 2006,

25(2), 439-464.

[20] Mavridis, P., Sipiran, I., Andreadis, A., Papaioannou, G.: Object comple-

tion using k-sparse optimization. Computer Graphics Forum. 2015, 34. Wiley

Online Library. 13-21.
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Praze, ©2010-2021 [cit. 10. 5. 2021]. Dostupné z: https://www2.karlin.mff.
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PŘÍLOHA



A Implementace a uživatelská dokumentace

Tato kapitola popisuje technickou část práce. V prvńı části poṕı̌seme imple-

mentaci řešeńı a v druhé uživatelskou př́ıručku aplikace.

Implementace

Metoda pro detekci reflexńı symetrie navržená Ing. Lukášem Hrudou [7] je

implementována v programovaćım jazyce .NET/C#, verze .NET 4.6.1. Řešeńı

se skládá z několika projekt̊u, z nichž některé byly v rámci této práce upraveny

a doplněny o daľśı tř́ıdy a metody.

Nı́že je uveden seznam projekt̊u řešeńı poskytnutých Ing. Lukášem Hrudou.

Zvýrazněné projekty jsou ty, které byly v rámci této práce upraveny a rozš́ı̌reny

[7].

� Framework,

� Symmetry GUI,

� SlimDXRenderer,

� SlimDXRendererSystem,

� Visicounter.

Projekt Framework se stará o detekci osové symetrie a to předevš́ım prostředni-

ctv́ım tř́ıdy SymmetryDetector. Symmetry GUI projekt byl z větš́ı části vytvořen

a upraven v rámci této práce. Tento projekt vytvář́ı uživatelské rozhrańı aplikace,

s jehož pomoćı jsou volány ostatńı tř́ıdy. Posledńı projekty SlimDXRender, Slim-

DXRenderer a Visicounter jsou vytvořeny pro vizualizaci objektu a jeho rovin

symetrie.

Uživatelská dokumentace

Aplikaci lze spustit pomoćı souboru Symmetry GUI.exe, který se nacháźı v ad-

resáři Symmetry GUI/bin/Release. Pro celkovou funkčnost aplikace je nutné, aby

nad daném poč́ıtači bylo nainstalováno prostřed́ı knihovny SlimDX. Po spuštěńı

souboru se zobraźı okno s uživatelským rozhrańım (viz obr. A.1).

Uživatelské rozhrańı slouž́ı pouze k testováńı vah dvojice bod̊u, nebo nalezeńı

význačných bod̊u modelu. Neńı určeno ke změně parametr̊u metody, nebot’ to by

mohlo být pro nezkušeného uživatele př́ılǐs složité.

V horńı části se nacháźı tlač́ıtka pro načteńı souboru s modelem a soubor̊u

k uložeńı výsledk̊u detekce. Středńı část je určena pro volbu a nastaveńı vah



dvojice bod̊u. Dále následuje část pro nastaveńı nebo detekci významných bod̊u.

Spodńı část uživatelského okna už slouž́ı k nastaveńı vizualizace řešeńı, obsahuje

tlač́ıtko pro detekci roviny a ukazatel pr̊uběhu výpočtu.

Obr. A.1: Uživatelské rozhrańı aplikace.

Načteńı soubor̊u

Prvńı tři tlač́ıtka v horńı části uživatelského okna slouž́ı k načteńı soubor̊u.

Tlač́ıtko Object File slouž́ı k otevřeńı souboru s modelem, pro který chceme roz-

poznat rovinu symetrie. Aplikace umožňuje načteńı soubor̊u s př́ıponami .obj

a .pc.

Pomoćı druhého tlač́ıtko Output Object File můžeme soubor (s př́ıponou .obj),

do kterého se ulož́ı model s výslednou detekovanou rovinou. Výslednou rovinu

můžeme také uložit do textového souboru, který vybereme kliknut́ım na tlač́ıtko

Output Plane File. Veškeré výběry jsou vypsány v textovém poli vedle konkrétńıho

tlač́ıtka. Tyto výběry lze také zrušit tlač́ıtkem vedle textového pole.

Nastaveńı vah

Oblast uživatelského okna označená jako Weights slouž́ı k nastaveńı vah dvo-

jice bod̊u. Zde můžete zaškrtnut́ım tlač́ıtka Symmetrical Weights nastavit, zda

chceme, aby se váhy poč́ıtaly symetricky či nesymetricky. Výchoźı nastaveńı je

pro symetrické váhy.



Dále můžeme volit mezi jednotlivými druhy navržených vah - symetrie normál

(Normal symmetry weighting), Gaussova křivost (Gaussian curvature similarity

weighting), vzdálenost bod̊u (Point distance), obsah trojúhelńıkového věj́ı̌re bod̊u

Vertex area, hustota bod̊u (Density of points). U váhy hustota bod̊u lze volit po-

moćı výběrového tlač́ıtka také typ rovnice, který se při výpočtu použije. Equation1

určuje rov z 5.1, Equation2 rovn z 5.2 a Equation3 rovnici z 5.3.

Posledńı možnost je varianta významných bod̊u (Significant points). U této

volby je zapotřeb́ı zvolit, jakým zp̊usobem se váha bude volit. Bud’ se váha

významných bod̊u urč́ı pomoćı rovnice 6.3 (Equation) nebo můžeme volit konkrétńı

hodnoty váhy (Value). Hodnota váhy se zadává do textového pole vedle výběrového

tlač́ıtka. Defaultně je nastavena na 20. V př́ıpadě výběru určeńı váhy pomoćı

rovnice určuje hodnota v tomto textovém poli parametr m rovnice z rov. 6.3.

Defaultně je parametr nastaven na hodnotu 2.

Význačné body

Tato část uživatelského okna je zablokována, dokud nedojde k výběru váhy

pro významné body. Významné body můžeme určit z načteného souboru s mode-

lem, který má významné body obarveny červeně (modely jsou k dispozici ve složce

Colored). Nebo lze pomoćı výběrového tlač́ıtka (viz obr. A.2) zvolit manuálńı de-

tekci významných bod̊u pomoćı směr̊u.

Obr. A.2: Sekce pro nastaveńı detekce významných bod̊u.

Pro manuálńı detekci je možno zvolit až 4 směry, ve kterých bude nalezen

extrém. Volbou velikosti n-sousedstv́ı (Dilation) urč́ıme rozsah obarveńı bod̊u

zač́ınaj́ıćı v detekovaném extrému. Defaultńı nastaveńı je vždy 10. Samotnoude-

tekci významných bod̊u provedeme kliknut́ım na tlač́ıtko Detect significant area.

V této části jsou ještě k dispozici dvě tlač́ıtka. Tlač́ıtko pro vizualizaci de-

tekovaných významných bod̊u (Visualize significant area). Zaškrtnut́ım tohoto

tlač́ıtka dojde po detekci k zobrazeńı celého modelu s obarvenými významnými

body (červená barva) v 3D vizualizačńım okně (v́ıce v kapitole Vizualizace).

Tlač́ıtko Save significant area slouž́ı k uložeńı modelu s obarvenými významnými

body. Po ukončeńı detekce se zobraźı okno k výběru souboru k uložeńı modelu.



Detekce

K detekci roviny symetrie slouž́ı tlač́ıtko Detect v dolńı části uživatelského

okna. Před detekćı můžeme ještě volit, zda chceme výsledek vizualizovat, nebo

orientaci trojúhelńık̊u (Triangle orientation). Výpočet detekce konč́ı zobrazeńım

okna s koeficienty výsledné roviny ρ a hodnotou mı́ry symetrie této roviny sX(ρ)

a př́ıpadně zobrazeńım modelu. Pr̊uběh výpočtu poznáme podle ukazatele a struč-

ného popisu v levém dolńım rohu uživatelského okna.

Vizualizace

Modely jsou vizualizovány v 3D vizualizačńım okně MeshBrowser (viz obr.

A.3). Můžeme zde libovolně manipulovat modelem pomoćı myši či klávesnice.

Obr. A.3: Ukázka vizualizace modelu lva.

Stisknut́ım a držeńım levého tlač́ıtka myši modelem můžeme otáčet, držeńım

pravého tlač́ıtka myši a pohybem můžeme model posouvat. Rolovaćım tlač́ıtkem

myši model můžeme přibližovat a oddalovat. Vystačit si můžeme však i s klávesńıćı.

Klávesou W posouváme model dozadu, tlač́ıtkem S dopředu. Klávesy A/D slouž́ı

k pohybu doleva/doprava a Q/E nahoru/dol̊u.



Podržeńım klávesy L a pohybem myši se měńı pozice zdroje světla a můžeme

si model lépe nasv́ıtit. Daľśı ovládaćı prvky naleznete v nab́ıdce Help → Control.



B Tabulky

Parametr Stručný popis Výchoźı
hodnota

|Xsimp| počet bod̊u zjednodušeńı z p̊uvodńı množiny X 1000
|Xcand| počet bod̊u zjednodušeńı z p̊uvodńı množiny X

pro určeńı kandidátńıch rovin
100

δ minimálńı vzdálenost dvou kandidátńıch rovin 0.1
ψmin minimálńı počet rovin, ze kterého muśı být kan-

didátńı rovina vytvořena
4

α parametr tvaru Wendlandovy funkce 15
lavrg

κ počet nejlepš́ıch kandidátńıch rovin 5
wij váha dvojice bod̊u xi a xj 1
k hodnota váhy významných bod̊u (rov. 6.1) 20
m parametr v rov. 6.3 2

Tabulka B.1: Tabulka parametr̊u metody s jejich stručným popisem a výchoźımi hodnotami.
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