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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva B-Spline a NURBS parametrizaci ro-
vinnych i prostorovych oblasti pro isogeometrickou analyzu. Obsahuje
shrnuti zakladnich definic a vlastnosti B-spline a NURBS objektii. Stézejni
casti textu je popis hledani parametrizace oblasti, ktera je urcena svoji
hranici. Hledani raznych parametrizaci vyuziva grafové struktury, tzv. grafu
sousednosti. Hlavnim ptinosem prace je zobecnéni hledani parametrizace i
grafii sousednosti do 3D ptipadu. Na zavér jsou na prikladech ilustrovany
postupy z teoretické ¢asti a porovnany ruzné parametrizace.

Klicova slova: B-spline, NURBS, isogeometricka analyza, plo$nd parame-
trizace, objemova parametrizace

Abstract

This diploma thesis takes a view of planar and volumetric B-spline/NURBS
parameterizations for isogeometric analysis. It contains a summary of basic
definitions and attributes of B-Spline and NURBS objects. The main part
of the text is description of searching the parameterization of domain, which
is determined by its boundary. Exploring of various parameterizations
is using graphs, so called patch adjacency graphs. The main acquisition
of this thesis is generalization of searching parameterization and patch
adjacency graphs into 3D cases. In the end there are ilustrations of
advances in examples from theoretical part and there are compared different
parameterizations as well.

Keywords: B-spline, NURBS, isogeometric analysis, planar parameteriza-
tion, volumetric parameterization
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1 Uvod

Diplomova préace se zabyva parametrizaci rovinnych a prostorovych oblasti
pro dalsi vyuziti v isogeometrické analyze. Isogeometricka analyza je rela-
tivné mladd numerickd metoda (formulovana roku 2005) pro feseni parcidl-
nich diferencialnich rovnic. Isogeometricka analyza souvisi s metodou konec-
nych prvki, ovSem vyuzivd metod geometrického modelovani. Je zalozena
na NURBS prvcich, které jsou standardem vyuzivanych v CAD systémech.
Béazové funkce prostoru feseni a funkce pouzité pro popis geometrie jsou
stejné. Typicky ale v.CAD reprezentujeme oblast ¢i objem, na kterych po-
¢itame diferencialni rovnice, pomoci hrani¢nich kiivek nebo ploch. Ovsem
pro pouziti isogeometrické analyzy potfebujeme popsat (parametrizovat) i
vnitfek oblasti ¢i objemu. Dalsi informace o isogeometrické analyze lze najit
v [3].

Préce je rozdélena na ¢tyti kapitoly. Prvni se vénuje B-spline a NURBS
objektlim, jsou zde zavedené nékteré pojmy, uvedené vlastnosti téchto ob-
jektu a nékteré poznatky jsou demostrované na prikladech. Vice o B-spline
a NURBS objektech je napt. v [10].

Dalsi kapitola uz se vénuje samotné parametrizaci dvojrozmérné oblasti.
Konkrétné takové parametrizaci, kdy danou oblast rozdélime na mensi, po
dvou disjunktni podoblasti, a kazdou parametrizujeme jako jeden prvek —
hledame tedy tzv. multi-patch parametrizaci. Vyhodou tohoto popisu po-
moci vice podoblasti je fakt, ze slozité tvary muzeme popsat vétsim poctem
jednodussich oblasti. Navic ne kazdou oblast umime parametrizovat jednim
platem. Je zfejmé, zZe takovych parametrizaci bude existovat vice, hlavni
otazkou této kapitoly tedy bude, jakym zplisobem ziskat optimalni multi-
patch parametrizaci. Strukturu kazdé takové parametrizace miizeme repre-
zentovat grafem, budeme tedy zkoumat i vlastnosti téchto graft a moznosti
jejich generovani, pripadné algoritmus hledani uvést na prikladu. Literatura,
kterd popisuje hledani parametrizace 2D oblasti, je napt. [2], [4], [5], [9].

Dalsi kapitola se vénuje jednomu z hlavnich cilt této prace, tedy zobec-
néni poznatkll multi-patch parametrizace z 2D oblasti do trojrozmérného
objemu. Literatura, ktera se problematikou parametrizace objemu zabyva,
je napt. [1], [7].



Posledni kapitola se vénuje numerickym experimenttim, kde jsou na pri-
kladech demonstrovany poznatky z predeslych kapitol. Cilem kapitoly je
predevsim oztejmit vliv nékterych funkcionalii zavedenych v teoretické ¢asti
na vysledny tvar parametrizace, pripadné ilustrovat vliv rtuznych grafovych
struktur, nasledné rtzné vysledky porovnat. Veskeré vypocty a implemen-
tace probihaly v softwaru Wolfram Mathematica 10.0.



2 B-spline a NURBS

Tato kapitola shrne zédkladni poznatky problematiky B-spline a NURBS kfi-
vek a ploch. Kapitola je do prace zarazena z toho diivodu, ze kdykoli budeme
mluvit o parametrizaci, bude myslena B-spline ¢i NURBS parametrizace.
Dalsi podrobnosti je mozné najit v [6], [10].

2.1 B-spline krivky

B-spline i NURBS ktivky jsou aproximac¢nimi kfivkami fidicich boda. Jed-
noznac¢né B-spline kiivku urcuje:

e vektor parametrizace (uzlovy vektor) T = (to,t1,...,t,), kde tg <
t <. <t
e B-spline bazové funkce NF stupné k, i =0, ..., n:
—prok=0
1 prot; <t <t
N (t) = ' " 2.1
o={ g b , 2.1)
— pro k>0
t—1; t; -1 _
NE(t) = ——— N7 (1) + ——— NG ), (22)

Livk — Livrs1 — iyt

e tidici polygon (¥idici body) Vo, Vy,..., V.

Ve vztahu (2.2) pro vypocet B-spline béze mize vzniknout vyraz typu
G, ktery polozime roven nule. Ze vztahu (2.2) také plyne, ze vektor parame-
trizace musi obsahovat slozku slozku ¢, 11 — tedy stupen B-spline baze a
pocet B-spline bazovych funkci je provazany vztahem m =n + k + 1.

Vektor parametrizace muze byt budto uniformni — slozky vektoru jsou
v parametrickém prostoru rovnomeérné rozlozeny, nebo neunimorfni. Déale
rozliSujeme periodicky a neperiodicky vektor parametrizace. Neperiodicky
ma prvnich k£ + 1 a poslednich k£ + 1 slozek stejnych.

Protoze slozky vektoru parametrizace tvori neklesajici posloupnost, mize
byt ve vektoru [ uzli stejné hodnoty (1 < I < k), pak hovorime o I-ndsobném
uzlu.



X
\\ C XA AN

(a) Ty = (0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1)  (b) Ty = (0,0,0,1/3,1/3,2/3,1,1,1)

Obrazek 2.1: B-spline baze — vliv rtiznych vektorti parametrizace

B-pline kiivka P(t) je urcena linedrni kombinaci B-spline bazovych funkei
s Tidicimi body:

P(t) = zn:ViNf(t). (2.3)

Support bazové funkce N () je lokdln{ — na intervalu [t;, t;1411); na inter-
valu [t;,t;+1) jsou nenulové pouze bazové funkce NF .. ..., NF. Hlavni vyho-
dou oproti napt. Bézierovym krivkam je, ze zména soutradnic tidictho bodu
ovlivni vyslednou B-spline kfivku pouze lokalné. Dalsi vyhodou je, Ze s ros-
toucim poctem bodu fidictho polygonu neroste stupen krivky:.

Za predpokladu, ze v uzlovém vektoru nejsou nasobné uzly, B-spline
kiivka je obecnd tifidy C*!. Je-li v uzlovém vektoru l-ndsobny uzel, sni-
zuje se t¥ida kiivky na C*.

Priklad bazovych funkei pro dva rizné vektory parametrizace a vliv na-
sobného uzlu je uveden na obrazku 2.1, kde oba uzlové vektory jsou neperio-
dické, obrazek 2.1a ukazuje B-spline bazové funkce pro vektor parametrizace
T, = (0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1) (uniformni uzlovy vektor), obrazek 2.1b
pro Ty = (0,0,0,1/3,1/3,2/3,1,1,1) (neuniformni uzlovy vektor). Prvni a
posledni tii uzly jsou stejné, tedy stupen bazovych funkci je k = 2, uzli ve
vektoru je 9, tedy m = 8. Ze vztahu m = n + k + 1 musi byt n = 5, tedy
pocet bazovych funkei je 6. Protoze ve druhém pripadé je jeden dvojnasobny
uzel, v bodé t = 1/3 je bazova funkce t¥idy C°.

Na obrazku 2.2 jsou zobrazeny dvé B-spline ktivky pro jeden fidici poly-
gon a pro ruzné vektory parametrizace z predeslého ptrikladu. Modrou kiivku
urcuje vektor parametrizace T, oranzovou Ts.
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Obrazek 2.2: B-spline kiivky — vliv riznych vektort parametrizace

2.2 NURBS krivky

Zkratka NURBS je z anglického Non Uniform Rational B-Spline, tedy neuni-
formni racionalni B-spline, a je zobecnénim B-spline kiivek. NURBS krivka
je stejné jako B-spline ktivka urc¢ena vektorem parametrizace, fidicimi body
a stupném bazovych funkci, navic ale ke kazdému tidicimu bodu V; prira-
dime i jeho vahu w;.

Vysledna kiivka je raciondlni a je definovana nasledujicim vztahem:

Ty NE(w;V;

P(t) = I_o N¥(t)w;

(2.4)

Jsou-li vadhy vsech fidicich bodu stejné, potom je vyslednd krivka B-
spline kiivkou. Vyhodou NURBS ktivek je, ze dokazi popsat i krivky, které
nejdou vyjadrit B-spline parametrizaci, napr. ¢asti kruznice. Na obrazku 2.3
je znazornén vyznam vah v jednotlivych bodech — B-spline ktivka je zob-
razena modre, oranzové NURBS krivka, kterd mé ve zvyraznéném cerném
bodé vahu w, = 3, v ostatnich bodech vahy w; =1, i = 0,1, 3,4, 5. Ostatni
vstupni data, tedy vektor parametrizace, stupen i fidici polygon maji tyto
ktivky shodné. Na tomto obrazku mizeme vidét i lokalni vliv bodu na vy-
slednou krivku.

2.3 B-spline a NURBS plochy — plochy ten-

zorového soudinu

Parametrizace B-spline a NURBS ploch vychézeji z vlastnosti a zptusobu
parametrizace krivek, jsou tedy urceny:
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Obrazek 2.3: Porovnani B-spline kiivky a NURBS ktivky

e vektory parametrizace (uzlovymi vektory) U = (up,..

(vo, - .., v,) pro parametry u,v plochy,

o Tidici siti (m + 1) x (n + 1) tvofenou body W, ;, i
0,...,n,

SUp), Vo=

e B-spline bazovymi funkcemi jedné proménné a jejich stupni pro u, v,
tedy polynomy N/ (u), N}(v) definované vztahy (2.1), (2.2).

o Navic pro NURBS plochy vahami w; ; v bodech W, ;.

B-spline plocha je pak urcena vztahem
m n k
=2 > Wi N (w)Nj (),
=0 j=0

NURBS plocha vztahem

Sito Yo wi g Wi ;NI (u) Ni(v)
OZ] o Wi,j k(“’)N]l(U) '

P(u,v) =

(2.5)

(2.6)

V dalsi ¢asti textu budeme parametrizaci rozumét B-spline nebo NURBS

parametrizace. Tato parametrizace je jednoznacné urcena uzlovym vekto-

rem, stupném a fidicimi body (pfipadné vahami). Budeme ptredpokladat, ze
vsechny hrani¢ni kifivky nebo plochy jedné oblasti budou mit stejny stupen

a stejny vektor parametrizace. Budeme-li hledat parametrizaci, omezime se

pouze na hledani ridicich bodi.
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3 Parametrizace oblasti

3.1 Multi-patch parametrizace

Tato ¢ast se vénuje parametrizaci oblasti v roviné. Hlavnim zdrojem pro
metodu parametrizovani byl ¢lanek [2]. Ten popisuje nalezeni parametrizace
s pomoci grafii pritazenych k hledané parametrizaci, pricemz jsou porov-
nany vsechny parametrizace, které vzniknou z rtznych grafii, a vybrana ta
s nejlepsimi vlastnostmi.

Nejprve zavedeme nékteré pojmy a znaceni potiebné k popsani metody.
Méjme jednoduse souvislou rovinnou oblast €). Jeji hranice je parametrizo-
vana b ktivkami

c: [0,1] =R?*® i=1,2...,b. (3.1)
Tyto kiivky budeme nazyvat segmenty. Pro vSechny segmenty plati:

Cz(l) :Cz+1(0) \V/Zzl,b—]_,
(1) = ¢1(0), (3.2)
Vi,j, Vs,t€[0,1):¢(s)=ci(t)=(i=jNs=t).

Prvni dvé vlastnosti fikaji, ze segmenty tvoti uzavienou krivku, treti hovori
o tom, ze se segmenty neprotinaji jinde nez v koncovych bodech dvou sou-
sednich segmentli. Segmenty tedy tvori hranici jednoduse souvislé oblasti a
budeme uvazovat parametrizace orientované ve sméru hodinovych rucicek.

Kazdé dva sousedni segmenty se protnou ve vrcholu — budto v konvex-
nim, jestlize vnitini tthel je mensi nez 7, nebo nekonvexnim, je-li vnitini thel
vétsi nebo roven .

Parametrizaci oblasti €2, kdy celou oblast rozdélime na p casti, tzv.
patchii,

g?: 0,1 =R j=1,...p, (3.3)

budeme ¥ikat multi-patch paramerizace (MPP). Hranice kazdého patche g?)
je slozena ze 4 krivek ggj ),2' = 1,...,4, které maji orientaci proti sméru
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hodinovych rucicek (obrézek 3.1).

g7 0,1 — R% t— gY(¢,0),

¢ 0,1 — R% t— gW(1,1), 3.4
¢ 0,1 — R% t— gl (1 —¢,1), '
g9 (0,1 — R% t— gD(0,1—1).

Obrazek 3.1: Parametrizace patche (prevzato z [2])

Rekneme, Ze patch je reguldrni, jestlize determinant Jakobiho matice
Vg je kladny. Kladny jakobian pak implikuje, Ze zadny vnitini thel dvou
hrani¢nich kiivek jednoho patche neni vice nez 7 (vice viz [5]).

Pro segmenty jsme uvazovali orientaci parametrizace po sméru hodino-
vych rucicek, u hrani¢nich kiivek patchii orientaci proti sméru. Nyni, kdyz
zavedeme mnozinu S vsech téchto kiivek:

S={g? |1=1,... 4j=1,...pyU{c|i=1,....b},  (3.5)
muzeme zavést relaci ~ na této mnoziné takovou, ze:
s~s & s(t)y=5(1-1t), Vtel0,1], s,s €8S. (3.6)

Tedy v relaci jsou takové krivky, které se prekryvaji v celé své délce a zaroven
maji opacnou orientaci. Tato relace nam pomize s definovanim takové multi-
patch parametrizace, ktera bude mit ocekavatelné vlastnosti.

Pozndmka. Je ziejmé, ze plati s ~ s’ < s’ ~ s, tedy tato relace je symet-
ricka.

Definice 1 (Validni multi-patch parametrizace). MnoZinu patchi {gW}_,
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nazveme validni multi-patch parametrizaci (validni MPP), jestlize plati:
(1) vsechny patche jsou requldrni,

(ii) int(g®) N int(gW)) =0, Vi#j

(iii) Zadné dvé hranicni krivky jednoho patche spolu nejsou v relaci ~,

(iv) Vse SAsdeS: s~4.

Vlastnosti (i), (ii) a (iii) v definici jsou zfejmé — pozadujeme, aby se
patche neprekryvali jinde nez na jejich hrani¢nich krivkach, aby vnitini thel
dvou hrani¢nich kfivek jednoho patche byl méné nez m. Vlastnost (iv) rika,
ze kazdd krivka (segment nebo hrani¢ni kiivka patche) je v relaci pravé s
jednou krivkou. Z toho ale plyne, ze v mnoziné S musi byt sudy pocet kiivek,
protoze vsechny kiivky utvori dvojice. Dale pocet vSech hranic¢nich kiivek
gz-(j ) je také sudy, tedy pocet b segmentti ¢; musi byt také sudy. V dalsim textu
tedy budeme uvazovat oblasti, jejichz hranice bude tvorena sudym poctem
krivek.

Z vlastnosti v definici 1 pak plyne, ze patche vyplnuji celou oblast §2. Tedy
validni multi-patch parametrizace je takova parametrizace, kdy je néjaka
oblast reprezentovana jako sjednoceni mensich disjunktnich oblasti, jejichz
vsechny vrcholy jsou konvexni. Na obrazku 3.2 jsou zobrazeny rizné validni
MPP parametrizace jedné oblasti.

Obrazek 3.2: Priklad rtznych rozdéleni oblasti pomoci patchii

3.2 Graf sousednosti patchii

Cilem této kapitoly je definovat strukturu, pomoci niz budeme hledat rtzné
validni multi-patch parametrizace. Poznamenejme, Zze dale budeme v textu
pouzivat slovo vrchol pro oznaceni pruseciku dvou kiivek. Pro pojem z teorie
graftit budeme pouzivat oznaceni uzel.
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Ke kazdé multi-patch parametrizaci mizeme jednoznacné priradit graf
takovy, pro ktery bude platit:

e kazda kiivka ¢; je reprezentovana v grafu jednim uzlem, témto uzlim
budeme tikat b-uzly,

e kazdy patch gV je reprezentovan jednim uzlem v grafu — p-uzly.

Hranou jsou v grafu spojeny takové uzly, které reprezentuji:

(i) ¢, ¢y, jestlize ¢;(0) = ¢;(1),
(i) ¢, g(j), jestlize ¢; ~ gl(j)

(iii) g@, g, jestlize ¢ ~ g pro néjaka k,1=1,...,4.

pro néjaké [ =1,...,4,

Jestlize segmenty na sebe navazuji, tj. maji jeden spoleény (koncovy)
bod, pravidlo (i) 1ikd, Ze b-uzly, které reprezentuji tyto segmenty, jsou v
grafu spojeny hranou. Pravidlo (ii) pak hovofi o sousednosti segmentu a
patche, pravidlo (iii) o sousednosti dvou patchii.

7 konstrukce grafu a vlastnosti validni multi-pach parametrizace plynou
vlastnosti tohoto grafu:

1. Pocet uzla v grafu je b+ p,

2. kazdy b-uzel ma valenci 3,

3. kazdy p-uzel ma valenci 4,

4. v grafu nejsou smycky,

5. graf je rovinny,

6. podgraf indukovany vSemi b-uzly je kruznice délky b,
7. podgraf indukovany p-uzly je souvisly.

Vlastnost 1 je zfejma. Vlastnost 2 vyplyva z toho, ze kazdy segment sousedi
pravé se dvéma dalsimi segmenty a pravé jednim patchem. Protoze kazdy
patch ma 4 hranicni kiivky a kazda kiivka je v relaci s pravé jednou jinou
kiivkou, plati vlastnost 3. Protoze jsme vyloucili pripady, kdy dvé hrani¢ni
kiivky jednoho patche jsou v relaci ~, nebo samopriniky segmenti, nemtize
graf obsahovat smycky. Rovinnost grafu je dana jednoduchou souvislou ob-
lasti a validni MPP parametrizaci. Vlastnosti 6, 7 jsou zrejmé.
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Definice 2. Takovy graf, ktery ma vyse uvedené vlastnosti 1 — 7, nazveme
graf sousednosti patchii (PAG").

V grafu sousednosti ocislujeme b-uzly cisly 1,...,b; p-uzly ¢isly b +
b+ p.
Piiklad PAG je uveden na obrazku 3.3, kde vlevo miizeme vidét hranici ob-
lasti urcéenou jednotlivymi segmenty (kiivky 1,2, ...,8), a patche (9, 10, 11).
Obrazek vpravo ukazuje graf sousednosti patchi, ktery z této MPP vznikne.

Obrézek 3.3: Segmenty a patche — vznik grafu (prevzato z [2])

Déle definujeme funkce:

I:{1,....b} —{b+1,....b+p},

3.7
E,NW,S:{b+1,...,b+p} — {1,...,b+p} (3.7)

Funkce I b-uzlu priradi p-uzel takovy, ktery s nim je spojen hranou;
funkce E, N, W, S pfitazuje p-uzlu jeho ¢tyfi sousedy (p-uzly i b-uzly). Ozna-
ceni £, N,W, S je prevzato z anglického Fast, North, West, South.

Jako priklad tohoto prifazeni mize byt v obrazku 3.3 pro b-uzel 7 a
p-uzel 11 nésledujici:

)=1
E(11) =5
N(11) =9, (3.8)
Wl =7
S(11) = 6.
Poznamenejme, ze funkce I je pro PAG urCena jednoznacné, ostatni

funkce nejsou jednoznacné urceny a slouzi spiSe pro snazsi orientaci — F,
N, W, S jdou proti sméru hodinovych rucicek. Tedy dalsi moznost prirazeni

17 anglického patch adjacency graph.
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p-uzlu s ¢islem 11 mohlo byt E(11) =9, N(11) = 7, W (11) = 6,5(11) = 5.
Nemusi tedy obecné platit naptiklad to, ze E(i) = j A W(j) = 1.

Nyni tedy miizeme kazdé multi-patch parametrizaci pritadit graf sou-
sednosti a z néj ziskat néjaké prirazeni jednotlivych uzla vyse uvedenymi
funkcemi, které vyjadruje strukturu MPP.

Metoda pro zjisténi multi-patch parametrizace, ktera vyuziva téchto grafi,
bude pracovat tak, ze prohleda pro zndmy pocet segmentti a pro uzivatelem
zadany pocet patchit vSechny moznosti PAG. Nasledné nalezne pro kazdy
graf mozné souradnice ridicich bodu a tedy pozadovanou validni multi-patch
parametrizaci. Musime proto najit vSsechny mozné grafy, které by mohly re-
prezentovat nami hledanou parametrizaci. Protoze ale PAG zachycuje pouze
strukturu a ne geometrii patchii, musime jesté upresnit, jaké grafy soused-
nosti budeme brat v potaz.

Definice 3. Validni graf sousednosti patchii (validni PAG) je takovy PAG
prirtazeny k néjaké mnozine segmenti, kdy pro vSechny segmenty c¢;, Ciiq,
které tvori nekonvexni vrcholy, plati I(i) # I(i+ 1).

Pozadavek na validni PAG v definici 3 jen vylucuje ty pripady, kdy
bychom vygenerovali néjaky PAG takovy, ktery by byl pritazen k nevalidni
multi-patch parametrizaci. Takovy pripad je zobrazen na obrazku 3.4, kde
vlevo je graf sousednosti, ze kterého by vznikla nevalidni multi-patch pa-
rametrizace diky nekonvexnimu vrcholu na hranici. Tedy tento PAG neni
vzhledem k oblasti, pro kterou byl hledan, validni.

b+2
b+1

b+3

Obréazek 3.4: Nevalidni PAG (pfevzato z [2])

3.2.1 Generovani PAG

7 kapitoly 3.1 vime, ze pocet segmenti musi byt sudy. Nasledujici lemma
tika, ze vzdy dokazeme najit néjaky validni PAG.
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Lemma 1. Validni graf sousednosti patchi ezistuje pro zadanou oblast €2,

jestlize pocet segmenti je sudy.

Obréazek 3.5: Pro specidlni pripad b =2 a b =4 (z [2])

Diikaz. Pro b= 2,b =4 je PAG zobrazen na obrazku 3.5. Pro b > 6:

V grafu sousednosti b-uzly tvoti kruznici, ozna¢me ji Cy. Pocet p-uzlii zvolme
p=>b+ g a tyto uzly budou tvorit dvé kruznice: C; délky b a Cy délky %
Diikaz a konstrukce tohoto PAG je ilustrovan na obrazku 3.6. Kazdy b-uzel
z kruznice Cy spojime hranou pravé s jednim p-uzlem z Cy; kazdy p-uzel z
Csy spojime praveé se dvéma p-uzly z Cq, které spolu sousedi. Kazdy uzel v C
tedy sousedi s pravé tremi dalsimi uzly, kazdy uzel v C; a Cy sousedi praveé
se 4 uzly. Navic 1(i) # I(i + 1) Vi = 1,...,b, tedy ziskany graf je validni
graf sousednosti patcht néjaké multi-patch parametrizace. n

< Co

e

C,

Obrazek 3.6: Vytvoreni validniho PAG

Vime tedy, ze pro kazdou oblast 2 zadanou pomoci sudého poctu seg-
menti, ziskame alespon jeden validni PAG s ur¢itym poctem p-uzli. Dale
bude popsan algoritmus na ziskani PAG s jinym poctem p-uzli.
Algoritmus pro ziskani PAG

Méjme oblast €2 reprezentovanou pomoci sudého poc¢tu b segmentii ¢;. Zvolme
c¢islo p, které vyjadiuje pocet p-uzli.
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. Segmenty jsou reprezentovany b-uzly. Ty budou tvorit kruznici, ozna¢me
je ¢isly 1,...,b, ¢islujme proti sméru hodinovych rucicek.

. Ke kazdému b-uzlu s ¢isly 1,...,b0 — 1 vytvorime novy uzel, ktery
nazveme b-list a ten spojime s b-uzlem.

. Nyni sestrojime tiplny ternarni strom?, ktery m4 kofen v poslednim
b-uzlu. Pocet vnitinich uzli tohoto stromu bude p, tedy pocet listii
je roven 2p + 1. Oéislujeme listy proti sméru hodinovych rucicek ¢isly
1,...,2p+ 1.

. Kazdy b-list ¢ spojime hranou s néjakym listem stromu f; tak, aby
(f:)2=1 byla rostouci posloupnost a aby f; a kazdy rozdil fiy; — f; byla
lich4 ¢isla.

. Kazdy z téch listii ve stromu, ktery neni spojen s zadnym b-listem,
nyni spojime hranou s jinym listem stromu funkci

a; : {fi+1>"'7fi+l - 1} — {fi+17"'afi+1 - 1}7 (39)
tak, aby byly splnény podminky

ai(z) =y = (z#y N ai(y) =),
ai(z1) =y AN ai(r2) =92 = 11 <o, y2 <Y1 V
Y1 < T,y < 1 V (3.10)
Ty ST S Y2 V
T2 < Y1, 71 < Yo

Prvni podminka pouze tika, zZe je-li spojen uzel x s uzlem y, je i y
spojen s x, navic v grafu nejsou smycky. Druhd podminka zajistuje, ze
vznikly graf bude rovinny.

. Nyni vSechny cesty délky 3, kde oba vnitini uzly maji valenci 2, na-
hradime jedinou hranou a vnitini uzly odstranime.

Uvedenym algoritmem ziskame graf, ktery miize obsahovat smycky. Jestlize

vezmeme v uvahu jen ty grafy, které nebudou obsahovat smycky, vysledny

graf ma pozadované vlastnosti PAG.

2Uplny ternarn{ strom je strom, kdy kazdy uzel ma budto 3 syny nebo Z4dné syny, a s
vyjimkou jednoho uzlu pravé jednoho predka. Uzel, ktery nemé predka, se nazyva koren.
Uzel, ktery nema syny, je list. Uzel se syny je vnitini uzel stromu.
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Poznamka. Pozadavek v bodé 4, aby rozdil f;i 1 — f; byl lichy, je dilezity
proto, abychom mohli spojit zbylé listy v bodé 5 po dvojicich a zaroven
mohla byt zachovana rovinnost.

Priklad Demostrujme uvedeny postup na prikladé. Uvazujme b = 6, p = 6.
Situace po prvnich trech krocich algoritmu je zobrazena na obrazku 3.7a,
kde jsou zobrazeny b-uzly na kruznici délky 6, navic ke kazdému b-uzlu
je vytvorena kopie (b-listy) a spojena s prislusnym b-uzlem. Vnitini uzly
stromu poté budou p-uzly. Koren stromu je v poslednim — Sestém b-uzlu.
Pocet listt stromu je 2p + 1 = 13.

Dalsim krokem algoritmu je spojeni hranou kazdého b-listu s néjakym
listem stromu tak, aby byly splnény podminky v bodé 4. Tento krok je
vyznacen na obrazku 3.7b fialovymi hranami.

Déle jsou spojeny hranou zbylé listy stromu tak, aby byly splnény pod-
minky (3.10) v bodé 5 (neporuseni rovinnosti grafu). Toto pfirazeni je zob-
razeno na obrazku 3.7c modrymi hranami.

Poslednim krokem je nalezeni vsech cest délky 3, kde oba vnitini uzly
cesty maji valenci 2 (na obrazku 3.7d zobrazeno Cervenymi hranami) a na-
hrazenim kazdé této cesty jednou hranou. Vysledny graf je pak zobrazen na
obrazku 3.8, kde Cervené jsou vyznaceny hrany, které vznikly z cest délky
3, ostatni ¢erné hrany jsou puvodni hrany stromu a kruznice. Ve vysled-
ném PAG vznikly p-uzly z vnitinich uzli stromu, vsechny listy stromu byly
odstranény v poslednim kroku.

Poznamenejme, Ze pocet t, uplnych ternarnich stromi s p vnitinimi uzly
vytvarenych v bodé 3, je dan néasledujicim vztahem (o uplnych terndrnich

1 3p
t, = . 3.11
Poap 41 (p) (3.11)

Pocet moznych prirazeni b-listd k listim stromu v bodé 4 je omezen
2p+1
b—1

5) je omezen Cislem W, kde M = 2p — b+ 2. Souc¢inem téchto cisel

dostavame horni odhad pro pocet vSech moznosti, které musime algoritmem

stromech vice v [8]):

¢islem ( ), pocet ruznych spojeni hranou zbylych lista ve stromu (bod

prohledat. Ovsem pocet grafti sousednosti, které algoritmem vzniknou, je
mensi. Diivodem je, Ze riizné stromy a riizna pritazeni hran v bodech 4 a 5
muzou vést na stejny graf sousednosti.

Navic ne kazdé prirazeni hran vede k vytvoreni grafu sousednosti, di-
vodem je vznik smycek v poslednim kroku algoritmu. Ptiklad je uveden na
obrazku 3.9, kde je zobrazen stejny strom jako na obrazku 3.7a. V tomto
pripadé jsou ale uzly spojeny tak, Ze odstranénim cest délky 3 (zobrazeny
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6 6
(a) Vytvoreni stromu (b) Spojeni b-listu
s 3
4 24 ) 2
1 1
13 13
5 15 1
6 6
(c) Spojeni listu stromu (d) Nalezeni cest délky 3

Obrazek 3.7: Generovani PAG
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6

Obrézek 3.8: Vysledny PAG

carkované — u listi 7,8 a 12,13) a nahrazenim novou cestou v poslednim
kroku algoritmu, vzniknou smycky.

6

Obrazek 3.9: Pripad, kdy nevznikne PAG

Pro priklad b = 6, p = 6 je pocet vSech tplnych ternarnich stromi, které
je treba prohledat, roven

1 3p 1 /(18
t, = = — = 1428 3.12
Pop+1 (p) 13 (3) ’ (3.12)
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dale maximalni mozny pocet prirazeni uzli z kroku 4 je (153) = 1287, re-

ﬁéﬂ)! = 105. Horni odhad poctu vsech moznych

situaci je roven soucinu téchto ¢isel. Ovsem celkovy pocet grafi sousednosti

spektive z kroku 5 je

pro b = 6,p = 6 je 20. Tento algoritmus pro nalezeni grafii sousednosti je
zrejmé vhodny jen pro relativné mala cisla b, p.

Dalsi pocty grafti sousednosti v zavislosti na ¢islech poctu segmentii b a
poctu patchit p jsou uvedeny v tabulce 3.1. Obrazek 3.10 ukazuje vSechny
grafy sousednosti pro b =6,p=2,...,6.

Pocet Pocet segmentti b
patcht p

2] 4] 6] 8] 10 12
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 3 0 0 0
3 0 0 2 12 0 0
4 0 0 3 18 55 0
5 0 1 6 36 132 273
6 5 4 20 84 330 910
7 9| 39 66 252 880 | 2730
8 17 | 116 382 82512698 | 8191
9 99 | 511 | 1476 | 3792 | 8 969 | 26 423

Tabulka 3.1: Poc¢et PAG v zavislosti na b, p (pfevzato z [2])
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VA /N

(o) (6/212) (6[213)

(6|3|1) (6/3]2)

N=4:
N &‘
(6/4]1) (6]4(2) (6]4]3)
N=5:
(6/5]1) (6/5/2) (61513) (6/5/6)
N =
(616]3) (6/6]6)
(
(6]6]7) (616/8) (616]9) (66]10) (6/6]11) (6/6/12)
\ \ ‘ '
\/
VAV </
(EJ|6|1% f)\()\l-l (6]6/15) (6]6]16) (6/6]17) (616/18)
(616/19) (6/6]20)

Obrazek 3.10: PAG pro b=6,p =2,...,6 (pfevzato z [2])
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3.3 Algoritmus multi-patch parametrizace

Vstupem algoritmu bude oblast €2, jejiz hranice je rozdélena na sudy pocet b
segmentil ¢;. Dale zadame ¢islo ppq., které uréuje maximalni pocet patchi,
na ktery oblast €2 chceme rozdélit. Budeme prohledavat vsechny validni PAG
takové, kdy p < ppae. Poté pro kazdy validni PAG spocitame ridici body
multi-patch parametrizace feéenim optimalizaéniho problému. Nésledné vy-

vV

ziskand MPP byla regularm.

3.3.1 Vytvoreni struktury ridicich bodu

Jak uz bylo zminéno vyse, pro jednoduchost predpokladejme, ze kazdy seg-
ment je urcen stejnym vektorem parametrizace a n+ 1 fidicimi body. Méjme
validni PAG, ktery reprezentuje MPP, kterou chceme ziskat. Ridici body k-
tého segmentu oznac¢me

d, i=0,...,m, k=1,...0. (3.13)
Sit kazdého patche bude tvofena (n + 1) x (n + 1) body, které oznacime

dk

7]’

i, j=0,...,m, k=b+1,...b+p. (3.14)

Nyni vyuzijeme graf sousednosti, respektive funkce I, E, N, W, S, které
urcuji strukturu MPP a segmentt. Diky témto funkcim priradime ridici body
segmentli sousedicim patchtim:

A% = d¥y, jestlize E(I(k)) =

AW = d¥, jestlize N(I(k))
't = d¥, jestlize W(I(k)) =

A"y = dby, jestlize S(I(k)

k,
& (3.15)
) =k,

)=
Vztahy v (3.15) jsou celkem ¢tyTi, nebot patch se segmentem muze souse-

dit pouze jednou ze ¢tyr stén. Ale vztaht pro sousednost dvou patchi bude
16, protoze je celkem 16 moznosti, jakymi hranami dva patche sousedi:

dfm = df(z 1» jestlize S(E(k)) = k,
dt, =", jestlize S(N(k)) = k,
dt . = d"Y, jestlize S(W (k) = k,

)
dfy = di"),, jestlize S(S(k)) = k.

n—1,1»

(3.16)
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Dalsich 12 podminek je analogickych.

Nyni mame svazany fidici body hran patchii k segmenttim i k ostatnim
i kde 1,7 =0,...n, k=
b+1,...,b+ p do vektoru d. Navic ozna¢me d* vektor soufadnic Fidicich
bodu patche k.

Ridici body df’ ; ham nasledné spolu s danymi uzlovymi vektory urci B-

patchiim. Dale vlozme soufadnice i{dicich bodt d¥

spline parametrizaci patche g*):

gh)( szk N (u)NY(v), (3.17)

=0 5=0

pripadné NURBS parametrizaci, zname-li vahy bod:

Zz OZJ Ow%]dk Nq<u>N]q(U>

(k) —
g (u,v) = (3.18)
OZ] o Wi ;N (U)N]q v)
3.3.2 Linearni optimalizace
Oznacme funkcionaly
Qu(d") = [ gl + lg?|I* dudv, (3.19)
Q.(d") = / Il 1P +2 181> + llgl) > dudv, (3.20)

kde Q; zohlednuje délku parametrickych krivek hledané parametrizace a
Q,, rovnomérnost rozlozeni parametrickych kiivek. ReSenim optimalizacniho

problému
b+p

> NQi(dF) + A, Q,(dF) — min (3.21)
k=b+1

ziskame pocatecni feseni souradnic fidicich bodt patcht, kde vahy A\;, A, jsou
nezaporna realna ¢isla. Jejich vliv na parametrizaci bude ukazan v kapitole 5,
ktera se vénuje experimentiim. Optimaliza¢ni problém vede na feseni linearni
soustavy rovnic pro neznamé ridici body. Pti vypoctu prikladii v tomto textu
byla pouzita funkce Minimize v programu Wolfram Mathematica 10.0.

3.3.3 Nelinearni optimalizace

Daéle oznac¢me

Q,(d) = [ (g &) dudo, (3.22)
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(55’

Q,(d") :/Q (gﬁf“) ggk)) (ggk) _ggk)) du dv, (3.23)
Q,(d*) = /Qdet (gq(f),gf}k»2 du dv, (3.24)

kde Q, je funkcional, ktery zohlednuje ortogonalitu parametrickych kiivek.
Q, méri kvadrat kosinu thlu mezi te¢nymi vektory parametrickych kiivek.
Rozdil mezi funkciondly Q, a Qg je, ze Q, je na rozdil od funkcionélu ortogo-
nality invariantni vaci zméné méritka. Funkcional Q, méri druhou mocninu
determinantu Jacobiho matice. Omezuje preklapéni oblasti a podporuje jed-
notnou velikost prvki.

Potom pro zlepseni a upfesnéni polohy fidicich bod@ miizeme pouzit
cilovou funkci

b+p

Z AlQl(dk) + )\uQu<dk) + )\oQo(dk) + )\st(dk>
k=b+1 (3.25)

+2a Q. (d*) — mdin,

kde vahy A,, As, Ay jsou opét nezaporna redlna cisla. Tento optimalizacéni
problém muzeme Tesit napf. iteracni Gaussovo-Newtonovou metodou (viz
2] nebo [4]). V prikladech uvedenych v této diplomové praci byla pouzita
funkce FindMinimum ve Wolfram Mathematica 10.0.

Vliv vah, respektive funkcionali na tvar vysledné multi-patch paramet-
rizace je ukdzan v kapitole 5. Dalsi vysledky je mozné najit naptiklad v [2],
[4], [7].

Pozndmka. V literatute je mozno najit dalsi funkciondly, napt. v [4] se na-
misto Q, pouziva funkcional excentricity Q.

(k) (k) \ 2 (k) (k) \ 2
gu guu v VU
<g&k)gq(ﬁ)> +< ® (k)> du do.

gv "8v

Q.(a") = [

Q
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4 Parametrizace objemu

Clanek [2], ze kterého vychézela predchozi kapitola, se vénuje pouze multi-
patch parametrizaci 2D oblasti zadané pomoci hrani¢nich B-spline nebo
NURBS krivek. Cilem této kapitoly bude zobecnéni predchozi situace, tedy
analyza multi-patch parametrizace pro objem. Nékteré poznatky budou pri-
rozené zobecnéné, ovsem napt. vyjadreni struktury pomoci grafu sousednosti
bude odlisné.

4.1 3D multi-patch parametrizace

Méjme jednoduse souvisly objem 2. Jeho hranice je parametrizovana pomoci

b B-spline nebo NURBS ploch

c: [0,1P =R i=12,...,b. (4.1)

Opét budeme hrani¢ni plochy nazyvat segmenty a budou pro né platit
podobné vlastnosti jako v pripadé 2D oblasti — kazda hrani¢ni krivka jed-
noho segmentu se bude prekryvat pravé s jednou hranicéni kiivkou jiného
segmentu, tj. Vi 3! 7 # ¢ takové, ze plati jedna z nasledujicich osmi rovnosti.

¢i(0,t) = ¢;(0,1) nebo
¢;(0,t) =¢;(0,1—¢)  nebo
¢i(0,t) = ¢;(1,¢) nebo
¢;(0,t) =¢;(1,1—¢)  nebo (4.2)
¢i(0,t) = ¢;(¢,0) nebo
¢;(0,t) =¢;(1 —1¢,0)  nebo
¢i(0,t) = ¢;(t,1) nebo

Protoze kazdy segment ¢; ma ¢tyti hrani¢ni krivky, existuji dalsi t¥i rizné
segmenty cx, ¢, Gy, pro néz plati analogické vztahy ke vztahtm (4.2) (pro
dalsi hrani¢ni kiivky segmentu ¢;). Zaroven se dva segmenty nemizou pie-
kryvat jinde, nez v téchto hrani¢nich krivkach, plati tedy

Vi, 7, Vui, v, Uz, v2 € (Ou 1) : Ci(“lavl) = Cj(“%”?) = (4 3)
(’i:j/\U1:UQ/\U1:U2) '

Pokud dva segmenty, které maji spolecnou hranu, sviraji v kazdém bodé
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hrany vnitini thel mensi nez 7, budeme hovotit o konvexni hrané, v opacném
pripadé o nekonvexni.
Objem (2 rozdélime na mensi disjunktni objemy — patche:

g 0,1 =R j=1,...,p (4.4)
Kazdy patch ma 6 stén ggj),i =1,...,6:

2

g 0,12 — R3, (u,v) — g9 (u,v,0),

¢ 01— R, (u0) g9 (1,u,0),

o) 0,17 =R () — gV (u,1,0), (4.5)
o 0P R () (0,,0). |
g9 0,1 — R3, (u,v) — g9 (u,0,v),

g+ (0,1 — R (u,0) — g¥(u,v,1).

Uvazujeme opét takové patche, které jsou regularni, tedy vSechny hrany
patche jsou konvexni. Parametrizaci, kdy je cely objem parametrizovan po-
moci patchli, budeme nazyvat multi-patch parametrizaci. Obdobné zave-
deme i mnozinu vSech ploch

S={g91=1,...,6,j=1,....p}U{c; |i=1,...,b}.  (4.6)

Vsimnéme si, Ze tentokrat jsme neuvazovali orientaci jako ve 2D pripadé,
tedy relace ~ na mnoziné S, kterda by jednoduse popsala plochy s,s" € S,
které se dotykaji ve vSech bodech, bude definovana nésledovné:

s~s < s(u,v) =5(u,v) nebo
s(u,v) = §'(1 — u,v) nebo
s(u,v) = s'(1 —u,1 —v) nebo
s(u,v) = §'(u, 1 — v) nebo
s(u,v) = §'(v,u) nebo (4.7)
s(u,v) = s'(1 —v,u) nebo
s(u,v) = s'(1 —v,1 —u) nebo
s(u,v) = §'(v,1 —u).

Relace je stejné jako ve 2D pripadé symetrickd, ale navic je i reflexivni.

V relaci ~ na mnoziné S jsou dvojice ploch, a protoze je pocet hrani¢nich
ploch kazdého patche sudy, musi byt i pocet segment sudy.

Protoze jsme pro objem zavedli pojmy stejné jako pro 2D oblast, i definice
validni multi-patch parametrizace pro objem je analogicka.
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Definice 4 (Validni multi-patch parametrizace objemu). MnoZinu patchi
{g(j)}§:1 nazveme validni multi-patch parametrizaci (validni MPP), jestlize
plati:

(i) vsechny patche jsou reguldrni,
(ii) int(g®) N int(g?)) =0, Vi#j
(1ii) Zadné dvé hranicni plochy jednoho patche spolu nejsou v relaci ~,

(iv) Vse SAlseS: s~g.

4.2 Graf sousednosti

Stejnym zptisobem jako pro rovinnou oblast, mizeme vytvorit ke kazdé ob-
jemové multi-patch parametrizaci graf sousednosti. Patche budou reprezen-
tovat p-uzly, segmenty b-uzly a budeme je spojovat hranami stejnym zpii-
sobem; pouze s tim rozdilem, ze tentokrat kviili reflexivité relace ~ musime
zavést podminku, ze nebudeme hranou spojovat uzel sdm se sebou, tj. nebu-
deme vytvaret smycky. Muzeme odvodit tyto vlastnosti grafu sousednosti:

1. Pocet uzla v grafu je b + p,

2. kazdy b-uzel ma valenci 5,

3. kazdy p-uzel ma valenci 6,

4. v grafu nejsou smycky,

5. podgraf indukovany vsemi b-uzly je souvisly,
6. podgraf indukovany vSemi p-uzly je souvisly.

Vlastnost 1 je zfejmé a plyne z konstrukce grafu sousednosti. Kazdy segment
sousedi pravé se ¢tyfmi dalsimi segmenty a pravé jednim patchem, tedy b-
uzel ma valenci 5, kazdy patch ma 6 hrani¢nich ploch, proto kazdy p-uzel
ma 6 sousedii. Posledni dvé vlastnosti plynou ze souvislosti objemu.

Nyni uz mezi vlastnostmi neni uvedena rovinnost grafu, ktera byla di-
lezita v algoritmu pro nalezeni vSech grafti sousednosti. Abychom dokézali,
ze graf neni obecné rovinny, postaci nam priklad pro takovou multi-patch
parametrizaci, kde b = 6, p = 1. Piikladem takového objemu mtze byt napf.
krychle. Graf sousednosti je zobrazen na obrazku 4.1, b-uzly jsou vyznaceny
symbolem e, p-uzel symbolem WM.
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Obrazek 4.1: PAG prob=6,p =1

Nutnd podminka rovinného grafu fika, ze jestlize G = (V, E) je rovinny
graf, pak |F| < 3|V| — 6, kde V jsou uzly a E jsou hrany. Tedy pro priklad
na obrazku 4.1 plati |V| = 7,|E| = 18. Po dosazeni dostavame 18 < 15, tj.
nutnd podminka je porusena.

Uvedli jsme jednoduchy priklad, kdy graf sousednosti neni rovinny. Zda
je kazdy graf sousednosti ve 3D piipadé nerovinny, nelze ur¢it pomoci této
nutné podminky, a tedy pro dikaz budeme potiebovat jiné tvrzeni.

Véta 1 (Wagnerova). Konecny graf je rovinng pravé tehdy, kdyz neobsahuje
K5 nebo K33 jako minor.

Diikaz. viz napt. [11]. O

Definice 5 (Minor grafu). Minor H grafu G je takovy graf, ktery miiZe
vzniknout z néjakého podgrafu G kontrakcemi nékterych hran.

Kontrakei hrany e = {u,v} v grafu rozumime odebrani hrany e a identifikaci
uzli u,v.

Véta 2. Zddny graf sousednosti objemové multi-patch parametrizace neni
rovinny.

Diikaz. Protoze Wagnerova véta je ve formé ekvivalence, musi graf na ob-
razku 4.1 obsahovat K5 nebo K33 jako minor. Staci tedy ukazat, ze kazdy
graf sousednosti objemové multi-patch parametrizace obsahuje jako minor
uvedeny graf.

Oznacme graf sousednosti G. Vyberme p-uzel reprezentujici néjaky patch
a oznacme ho ug. Tento uzel sousedi prave s Sesti dalsimi uzly, oznacme je
uy, ..., ug. Jestlize 2 sousedi vybraného patche (budto segment nebo patch)
maji v objemu €2 spolecnou hranu, pro jejich reprezentanty u,,u; v grafu
G najdeme cestu, ktera neprochazi uzlem ug. Takova cesta existuje, protoze
graf G\ ug je stéle souvisly. Takovou cestu najdeme pro kazdou dvojici uzli

ui,uj (Z,jzl,,ﬁ,l%j)
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Mame tedy 12 cest (pro kazdou hranu patche jednu). Z grafu G vytvoiime
podgraf Gy takovy, ktery bude obsahovat uzly uy, ..., ug, hrany incidentni s
ug a vSechny uzly a hrany na nalezenych cestach. Z tohoto grafu G; vytvo-
fime minor G, tak, ze provedeme kontrakei hran na vSechny hrany na cesté z
wdow; (i,j =1,...,6,1 # j) (kontrakci mizeme provést opakované, dokud
mezi touto dvojici uzli existuje jiny uzel). Timto postupem dostaneme graf
z obrazku 4.1. Tento graf ale obsahuje K5 nebo K33 a tudiz pivodni graf G
nemtze byt rovinny. ]

Nejvétsim problémem pfi zobecniovani do 3D je skutecnost, ze z grafu
sousednosti neméame jasnou predstavu o vzhledu objemu. Z rovinného grafu
sousednosti pro 2D pripad jsme sice nedokazali mit konkrétni predstavu o
geometrii oblasti a patchii, ale struktura byla ziejmé. Dokazali jsme z grafu
sousednosti urcit jednoznacné rozpolozeni patchi (dokdzeme priradit funkce
I, E,N,W,S),ikdyz presnou geometrii nezndme. Napiiklad uré¢ime-li funkci
E, ostatni uz dokazeme ze struktury dourcit.

Oproti tomu z grafu sousednosti pro objem neni ziejma struktura, tj.
kdybychom urcovali opét funkce, které prirazuji kazdému prvku MPP prvek
jiny (dohromady 7 funkci, napt. I, E, N,W, S, F, B), nedokdzeme pouze z
grafu urcit, jakym sousediim kterou funkci priradit. Tento problém miize
byt zfejmy uz z jednoduchého prikladu grafu sousednosti na obrazku 4.1.
Intuitivné bychom dokézali Tict, Ze se jedna napt o ,,zdeformovanou krychli®,
ovsem z grafu neni zfejmé, ktery segment je od patche ,nahore“,  dole”,
,vpredu®, ,vpravo® apod.

I ptes tyto problémy se pokusime sestavit algoritmus pro generovani grafii
sousednosti a nasledné navrhnout feseni problému nejednoznaéné grafové
struktury.

4.2.1 Generovani grafu sousednosti

Méjme dan jednoduse souvisly objem ) reprezentovany pomoci sudého po-
¢tu b segment ¢; a zvolme ¢islo p vyjadiujici pocet patcht, na ktery chceme
objem (2 rozdeélit. Cilem této kapitoly je nalezeni vSech grafii sousednosti,
které budou reprezentovat rtizné struktury hledané multi-patch parametri-
zace.

Nabizi se pfimé zobecnéni algoritmu v kapitole 3.2.1 pomoci tuplnych
stromt. Protoze kazdy p-uzel mé valenci 6, vyuzili bychom analogii k upl-
nym ternarnim stromum, tedy uplné 5-arni stromy. Ale protoze zadny graf
sousednosti multi-patch parametrizace objemu neni rovinny, ztratili jsme
oproti 2D pripadu dilezitou vlastnost, které se vyuzivalo v bodé 5 algo-
ritmu — konkrétné podminky (3.10) by ve 3D piipadé nemély smysl. To ale
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znamena, ze bez néjakych podobnych podminek bychom v tomto kroku al-
goritmu kombinovali vSechny moznosti grafu na p vrcholech a vyuziti stromu
by tak postradalo smysl.

Alternativou mize byt vyuziti grafové posloupnosti! a databaze grafi
(pro potteby této prace byla vyuzita funkce GraphData v softwaru Wolfram
Mathematica 10.0).

Postup generovani PAG

Vstupem algoritmu je mnozina segmenti, které tvori hranici objemu €2 a ¢islo
p, které urcuje pocet patchi. Podgraf indukovany b-uzly (graf sousednosti
hranice — ozna¢me ho jako b-graf) vysledného PAG uz tedy méame — struktura
hrani¢nich ploch se neméni. Budeme hledat podgraf grafu sousednosti, ktery
je indukovan p-uzly (oznac¢me ho p-graf). Pro tento podgraf musi platit:

e je souvisly,

e neobsahuje smycky

e uzlovy stupen je nejvyse 6, nejméné 1,
e neobsahuje kliku na 5 uzlech.

Prvni t1i vlastnosti pfimo vyplyvaji z vlastnosti grafu sousednosti. Po-
sledni pak plyne z geometrie MPP — neni mozné vytvorit validni MPP ta-
kovou, aby existovalo 5 patchii, z nichz kazdy sousedi se vSemi ostatnimi.
Klika na 4 uzlech existovat mtze — 4 patche, kde kazdy sousedi s kazdym,
musi mit spole¢ny vrchol.

Dale vime, ze uzly p-grafu budeme chtit spojit hranami s b-uzly. Jestlize
oznacime (dy,ds, ..., d,) grafovou posloupnost stupnu uzli p-grafu, potom
soucet stuptitt hledaného grafu reprezentujici vnitiek bude >%_, d; = 6p — b.
Zaroven vime-li, ze stupen kazdého uzlu je nejvyse 6, hledame tuto neros-

touci posloupnost ¢isel (dy, ds, ..., d,) pomoci nasledujicich podminek:
p
i=1

Tato posloupnost jesté nemusi byt grafova. Pouzitim nasledujici véty ale
muzeme ze vsech nalezenych posloupnosti vybrat takové, které grafové jsou.

Véta 3 (Erdésova—Gallaiova). Posloupnost celjch nezdpornych cisel di >
dy > ... > d, reprezentuje grafovou posloupnost konecného grafu bez smycek

! Grafova posloupnost je posloupnost stupiifi uzli grafu.
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a ndsobngch hran na n uzlech prave tehdy, kdyz di+. . .+d, je sudé a zdroven

plati
k n
>di<k(k—1)+ > min(d,k) Vk=1,...,n. (4.9)
i=1 i=k+1

Diikaz. Napri. v [12] O

Prvni podminka ve vété 3 je automaticky splnéna, nebot posloupnost
jsme ziskavali ze vztahu Y-8, d; = 6p — b. Vime, Ze b je sudé, tedy soucet
stupni je také sudy.

Ze vSech posloupnosti ziskanych ze vztahu (4.8) muzeme jednoduse po-
moci vztahu (4.9) vybrat grafové posloupnosti. Sestrojenim vsech takovych
grafii, které budou mit ziskané grafové posloupnosti, dostaneme podgraf
grafu sousednosti indukovany p-uzly.

Mozny postup pro ziskani tohoto podgrafu je vyuziti funkce
GraphData["Connected", pl v softwaru Wolfram Mathematica. Tato funkce
najde vSechny souvislé grafy na p uzlech. Nasledné jednoduchou podminkou
muzeme vybrat pouze takové grafy, které maji pozadovanou grafovou po-
sloupnost.

Priklady vnitinich grafii sousednosti pro b = 16,p = 6 jsou uvedeny na
obrazku 4.2.

Nevyhodou tohoto postupu je, ze jsme vnitini graf generovali nezavisle
na struktute hranic¢nich ploch, uvazovali jsme pouze jejich pocet. Musime
tedy jesté vytesit, jakym zplsobem spojit dany graf sousednosti segmentti s
vygenerovanymi grafy tak, aby vysledny graf sousednosti daval geometricky
smysl.

4.2.2 Propojeni b-grafu s p-grafem

Tato kapitola navrhne postup pro spojeni vygenerovaného p-grafu s b-grafem
sousednosti segmentti. V b-grafu budeme hledat podgrafy a spojovat je s uzly
z p-grafu.

Bude-li v p-grafu existovat uzel valence 1, tj. existuje takovy patch, ktery
sousedi pravé s jednim patchem a péti segmenty, musime tento uzel spojit
hranami s péti uzly b-grafu. Téchto pét uzli musi tvorit podgraf uvedeny
na obrazku 4.3a, aby vysledny PAG mohl davat geometricky smysl. Jestlize
takovy podgraf v b-grafu neexistuje, pak s uvedenym p-grafem nemize tvorit
graf sousednosti a graf sousednosti sestrojime pomoci jiného vygenerovaného
p-grafu.
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Obrazek 4.2: Vnitini grafy sousednosti pro b = 16,p =6
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(a) Pro p-uzel valence 1 (b) p-uzel valence 2 (c) p-uzel valence 2

(d) p-uzel valence 3 (e) p-uzel valence 3 (f) p-uzel valence 4

Obrazek 4.3: Podgrafy b-grafu pro spojeni s p-uzlem

Analogicky muzeme pokracovat dal — jestlize v p-grafu existuje uzel va-
lence 2, spojime tento uzel hranami s podgrafem b-grafu na obrazku 4.3b
nebo 4.3c, p-uzel stupné 3 tohoto grafu spojime hranami s podgrafem zob-
razenym na obrazku 4.3d nebo 4.3e. Dale p-uzel stupné 4 spojime hranami
s podgrafem b-grafu, ktery tvori 2 uzly spojené hranou (obrazek 4.3f) a ko-
necné p-uzel stupné 5 s néjakym dosud jesté nespojenym uzlem. Kdybychom
v néjakém kroku jiz nemohli najit pozadovany podgraf v b-grafu, vratime
se na predchozi krok, najdeme jiné podgrafy a postup opakujeme. Timto
postupem jsme vsechny uzly b-grafu spojili s p-grafem.

Priklad Ukazme tento postup na prikladu. Méjme néjaky objem, ktery
je reprezentovan Sestnacti hrani¢nimi B-spline plochami, jeho b-graf je zob-
razen na obrazku 4.5a. Zvolme p = 5 a uvazujme konkrétni vygenerovany
p-graf zobrazeny na obrazku 4.4. V tomto grafu je jeden uzel stupné 1, tedy
vime, ze tento uzel budto spojime s podgrafem b-grafu na obrazku 4.3a, a
nebo tento p-graf nebudeme moci pouzit. Protoze takovy podgraf existuje
(na obrazku 4.5b vyznacen cervené), spojime tento uzel p-grafu se vsemi
Gervenymi uzly b-grafu a pokra¢ujeme dale. Zadny uzel stupné 2 v p-grafu
neni, grafy z obrazka 4.3b a 4.3c v b-grafu nehleddme. Poté najdeme 3 troj-
uhelniky nebo cesty délky 3 pro uzly p-grafu stupné 3, opét vyznaceny v
b-grafu prislusnymi barvami. Uzel stupné 4 musime spojit hranami s pod-
grafem na obrazku 4.3f. VSechny takto nalezené podgrafy jsou zobrazeny v
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obrazku 4.5b. Konkrétni objem, ktery je reprezentovan timto b-grafem, je v
kapitole 5.2, kterd se vénuje experimentiim.

Obrézek 4.4: p-graf

(a) Z objemu (b) Nalezené podgrafy z obr. 4.3
Obréazek 4.5: B-graf

Poznamenejme, ze stejné jako pti generovani grafu sousednosti ve 2D pri-
padé, ne vzdy vede uvedeny postup ke grafu sousednosti néjaké multi-patch
parametrizace. Navic neni na prvni pohled zfejmé, jestli ma vygenerovany
graf vzhledem k segmentim geometricky smysl. Efektivnéjsi hledani grafa
sousednosti mize byt predmétem dalsi prace.

Navrhem pro zlepseni orientace v grafu sousednosti by mohla byt kom-
binace b-grafu se segmenty. Jak uz jsme uvedli, z b-grafu, respektive z grafu
sousednosti neni zfejmé struktura hrani¢nich ploch (ani patchi uvnitr), ale
pouzijeme-li b-graf s nalezenymi podgrafy a kazdy uzel budeme reprezento-
vat ¢tyrtuhelnikem, mtizeme zachytit i strukturu a napojeni segmentu. Pri-
kladem miuze byt uvedeny graf na obrazku 4.5b a nésledujici graf (obrézek
4.6).
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Obrazek 4.6: B-graf s informaci o zptisobu propojeni segmentii

4.3 Algoritmus MPP

Podobnym postupem jako v kapitole 3.3.1 svazeme tidici body dé,j,k (kde
i,7,k=0,...,n, l=>b+1,...,b+ p) dvou sousednich patchi (nebo patche
a segmentu) a tyto soutadnice vlozime do vektoru d. Ozna¢me d' vektor sou-
fadnic fidicich boda patche [. Obdobné jako ve 2D parametrizujeme patch

g jako B-spline objekt

g(l)(u, v,w) = Z Z Z di7j7ka(u)NJq(v)N,g(w), (4.10)
i=0 j=0 k=0
nebo NURBS objekt s vdhami w; ; v bodech d; ; x:
g(l) (u, v, w) = 2o Z?:o > k=0 Wi,j,kdé,j,kN{](u)N}](U)ng(w)
Y >0 Z?:o > k=0 Wi,j,kN;I(U)N;‘I(U)Ng(w)

vvvvvv

(4.11)

dicich bodi sousednich patchti detailné algoritmicky resené.

Déle mtuzeme zobecnit funkcionaly 9, O, z kapitoly 3.3.2 a dostavame:

Q@) = [ IlgPI? + I8l + 8| dudvdw,  (412)

Q,(d") = /Q gl 17 + gt l® + llgth) I* + 21l 1

(4.13)
+2)g1” + 2/lgih)|I? du do duw,
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a Tesime optimalizac¢ni problém

b+p
> NQ(dF) + A, Q,(d¥) — min. (4.14)

k=b+1

Nalezené soutradnice ridicich bodu jesté upresnime fesenim nelinearniho
problému, ovsem funkciondly Qg, Q, (vztah (3.23) a (3.24)) nemd smysl
zobectiovat do 3D piipadu (dalsi informace o funkcionalech v [7]). Resfme
tedy problém

b+p
> NQi(dY) + 2,9.(d%) + X, Q,(d") — min, (4.15)
k=b+1

kde

Ry _ 1 . 1) 4 (o) . k)2
Q,(d") /Q(gu gv) +(gu gw) (4.16)
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5 Experimenty

Numerické experimenty pro tuto préaci byly provadény v softwaru Wolfram
Mathematica 10.0. Problematika generovani grafti sousednosti pro 2D oblast
nebyla algoritmicky fesena, byl vyuzit seznam grafii sousednosti z obrazku
3.10.

Pro feseni integrali bylo vyuzito Gaussovo kvadraturni pravidlo, tj. apro-
ximace integralu sumou:

[ 1@ dr ~ s, 6.)

kde w; jsou véhy v bodech x; € [a,b]. Jestlize f(x) je polynom fadu 2n — 1
a méné, nastava ve vztahu (5.1) rovnost (vice napt. viz [13]). Pro ziskdni
téchto bodi a vah v programu Wolfram Mathematica miizeme pouzit funkci
GaussianQuadratureWeights v balicku
NumericalDifferentialEquationAnalysis‘.

Naptiklad integral Q; pro rovinnou oblast {2 aproximujeme pomoci na-
sledujictho vztahu (a ostatni integraly vyjadiime analogicky):

188, 0) 2 + 18 (u,0)]|? dudo
Q

>3 wiwy (|l (s, v) [P + (188 (i, 07)]?)

i=1j5=1

(5.2)

Déle poznamenejme, Ze pro ovérovani validity patchtt pomoci jakobianu
pocitame jakobian v konec¢né mnoha bodech patche.

5.1 2D oblast

Uvazujme oblast na obrazku 5.1 reprezentovanou Sesti B-spline segmenty;,
tedy b = 6. Kazda B-spline krivka je ucena péti fidicimi body a neperiodic-
kym uniformnim vektorem parametrizace T = (0,0,0,1/3,2/3,1,1,1) (tj.
stupen krivky je 2).

Zvolme p = 4, tedy rozdélime tuto oblast na 4 disjunktni podoblasti.
Protoze kazdé hranic¢ni kiivka oblasti je urc¢ena péti body, kazdy patch bude
urcen 25 fidicimi body. Mozné grafy sousednosti, které mtizou reprezentovat
strukturu patchit jsou zobrazeny na obrazku 3.10 pod oznacenim (6[4(1),
(6]4|2) a (6]4]3). Obréazek 5.2 ilustruje vysledné multi-patch parametrizace
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Obrazek 5.1: Oblast s Sesti segmenty

pro ruznou volbu grafii sousednosti po nelinedrni optimalizaci. V obrazku
jsou vyznaceny ruznymi barvami jednotlivé patche, tidici body, a paramet-
rické kiivky (tj. kfivky pro pevné zvolenou proménnou u, resp. v).

Obrazek 5.2: Multi-patch parametrizace po nelinearni optimalizaci

Tyto parametrizace byly spocteny pro volbu vah \; = 1.\, = 1, )\, =
3, As = 100, A\, = 100. Na obrazku 5.3 je znazornéna multi-patch parametri-
zace pouze po linedrni optimalizaci, je zde tedy ukazana dilezitost funkcio-
nal pouzitych v nelinearni optimalizaci, resp. dilezitost vah Ag, \,. Ackoli
tedy multi-patch parametrizace po linedrni optimalizaci evidentné nebyla
validni, je Sance, Ze po nelinearni optimalizaci validni bude.

Na tomto jednoduchém prikladé je zfejmé, Ze problém v parametrizaci
po linearni optimalizaci nastal v dtsledku velkého zizeni oblasti ve svis-
lém sméru. Je-li tedy oblast dostatecné jednoduché (konvexni), prijatelné
vysledky dava uz linearni optimalizace.
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Obrézek 5.3: Po linearni optimalizaci

Hodnota cilové funkce po linearni optimalizaci pro multi-patch paramet-
rizaci z obrazku 5.3a byla 104, pro 5.3b a 5.3¢ 115 (hodnoty jsou stejné, nebot
na symetrickou oblast pouzijeme dva osové soumérné grafy sousednosti, vy-
slednd MPP je tedy také osové soumérnda). Ale ani jedna parametrizace neni
validni — pro obrazky 5.3b a 5.3c je to ziejmé.

Pro 5.3a problém nastava u oblouku, kde muzeme vidét, jak se parame-
trické krivky sbihaji k sobé a protinaji se. Na obrazku 5.4 miizeme vidét
body, ve kterych byl jakobian spoéitan (pro piipad na obrazku 5.3a). Cer-
vené jsou zobrazeny body, kde je jakobian zaporny nebo nulovy, modrymi
body je zobrazen kladny jakobian.

Obréazek 5.4: Znazornéni znaménka jakobianu

Hodnota cilové funkce po nelinearni optimalizaci pro MPP z obrazku
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Obrézek 5.5: Porovnani vah A\, A\, po linedrni optimalizaci

5.2a je rovna 1116, pro 5.2b a 5.2c¢ je cilova funkce rovna 1668. Ale validni
je jen pro prvni ptipad, tj. pro MPP z obrazku 5.2a (parametrické kiivky
se v tomto pripadé od sebe vzdalily, jsou rovnomeérnéji rozmistény nez po
linedrni optimalizaci), tedy toto je hledand multi-patch parametrizace.

Vliv vah A\;, A, na kvalitu nalezené multi-patch parametrizace po linearni
optimalizaci je zobrazen na obrazku 5.5. Z téchto Sesti multi-patch paramet-
rizaci je validni pouze ta na obrazku 5.5¢ (pro \; = 1, A\, = 1,5) a na obrazku
5.5d (pro A\, = 1, A, = 3).

Ackoli jsme ziskali validni multi-patch parametrizaci bez pouziti kroku s
nelinearni optimalizaci, porovnanim téchto obrazka s multi-patch paramet-
rizaci ziskanou nelinearni optimalizaci (na obrazku 5.2a) muzeme vidét, Ze
nelinearni optimalizace zajistila to, ze nejsou tak velké rozdily ve vzdalenos-
tech parametrickych kiivek v misté ztizeni oblasti.

Na obrazku 5.6 je pak zobrazen vliv jednotlivych funkcionalti v nelinedrni
optimalizaci. Ve vSech pripadech jsou vahy A\, = A\, = 1 (viz obrazek 5.3a).
Na obrazku 5.6a je zobrazena multi-patch parametrizace pro A, = 10, A\, =
Ae = 0, na obrazku 5.6b pro A\, = 10, A\, = A\, = 0 a na obréazku 5.6¢ pro
Ao = 10, N, = Ay = 0. Validni MPP je ale pouze na poslednim z téchto
obrazki, u ostatnich opét nastava problém u oblouku.

Obréazek 5.7 pak ukazuje rizné validni multi-patch parametrizace pro
sestitthelnikovou oblast. Prvni fadek zobrazuje multi-patch parametrizace,
které vzniknou z rtiznych grafii sousednosti s volbou vah \; = A\, = A\, =
1, s = 10, A\, = 0. Hodnoty cilovych funkci jsou: pro 5.7a 51, pro 5.7b
30, pro 5.7c 63. Druhy radek zobrazuje multi-patch parametrizace, které
vznikly ze stejnych grafii sousednosti jako na prvnim radku. Hodnoty vah
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Obrazek 5.6: Vliv dalsich vah

jsou Ay = A, = 1, A, = Ay = 0, \, = 20. Hodnoty cilovych funkei jsou: pro
5.7d 219, pro 5.7e 215, pro 5.7f 168. Tedy nejmensi hodnota cilové funkce
pro hodnoty vah z prvniho fadku mé druha multi-patch parametrizace, pro
hodnoty vah z druhého radku posledni parametrizace.

Obrazek 5.7: Multi-patch parametrizace Sestitthelniku

Z prikladt je zfejmé, ze vahy maji vliv nejen na vzhled vysledné multi-
patch parametrizace, ale i na hodnoty cilové funkce pro rizné grafy sou-
sednosti — pro jiné hodnoty vah mutze byt optimalni feseni reprezentovano
jinym grafem sousednosti.

7 prikladti demonstrovanych na prvni oblasti vidime, ze pri relativné
velké vaze A\, se parametrické krivky od sebe vzdaluji tak, aby se neproti-
naly. Pro slozitéjsi nekonvexni oblasti bude tedy vhodné pouzivat vahu A,
relativné velkou. Naopak u jednoduchych konvexnich oblasti, kdy validni
multi-patch parametrizace budou vznikat uz po linedrni optimalizaci, mu-
zeme nechat tuto vahu nulovou. Dalsi ptiklady a rtzné kombinace vah je
mozné dohledat v [2], [4], [7].
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5.2 3D objem

Méjme objem na obrazku 5.8, ktery je urc¢en 14 hrani¢nimi B-spline plo-
chami. Kazda B-spline plocha je ucena siti 5 x 5 fidicich bodi a neperiodic-
kymi uniformnimi vektory parametrizace U =V = (0,0,0,1/3,2/3,1,1,1)
(tj. stupen plochy je 2).

Obrazek 5.8: Objem zadany 14 hrani¢nimi plochami

Zvolime-li p = 3, tj. chceme objem parametrizovat pomoci 3 patch.
Obréazek 5.9 zobrazuje b-graf objemu s jiz nalezenymi barevné odlisenymi

podgrafy (podle kapitoly 4.2.2).

Obréazek 5.9: Graf sousednosti segmentu (b-graf)

Protoze kazdy segment je parametrizovan pomoci 25 fidicich bodt, kazdy
ze tT1 patchi bude urcéen 125 fidicimi body.

Na obrazku 5.10a je zobrazena validni multi-patch parametrizace po ne-
linedrni optimalizaci pro volbu vah A\, = A, = A\, = 1. Pro vétsi prehlednost
na obrazku nejsou zobrazeny ridici body. Jednotlivé patche jsou barevné od-
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liseny. Krivky zobrazené uvnitt objemu jsou parametrické kiivky, pro lepsi
orientaci jsou zobrazeny z riznych pohledi na obrazcich 5.10b az 5.10g.

5
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(e) (f) (8)
Obréazek 5.10: Multi-patch parametrizace objemu
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V kapitole 4.2.2 jsme uvadeéli b-graf (obrdzek 4.5a) a na ném ilustrovali

napojeni na p-graf. Tento b-graf reprezentuje nasledujici objem (obrazek
5.11).

Obréazek 5.11: Objem zadany 16 hrani¢nimi plochami

Tento objem je reprezentovany Sestnacti hrani¢nimi B-spline plochami,
kazda plocha je uréena vektory parametrizace U =V = (0,0,0,1/2,1,1,1)
a Sestnacti Tidicimi body.

Uvazujme p = 5 a p-graf z obrazku 4.4, ktery jsme ziskali algoritmem
pro generovani p-grafii. Graf sousednosti segmenti s jiz nalezenymi podgrafy
pro spojeni s p-grafem je zobrazen na 4.5b. Postupem z kapitoly 4.2.2, tedy
spojenim prislusnych uzli obou graft, ziskame graf sousednosti, ktery re-
prezentuje strukturu multi-patch parametrizace. Vysledny graf sousednosti
je zobrazen na obrazku 5.12.

Validni multi-patch parametrizace, jejiz strukturu zachycuje tento graf
sousednosti, je zobrazena na obrazku 5.13. Opét je ziskana nelinearni opti-
malizaci s volbou vah \; = A\, = A\, = 1, kfivky uvniti objemu jsou parame-
trické kiivky multi-patch parametrizace.

Normovani cilové funkce

Kdybychom chtéli porovnavat kvalitu riznych multi-patch parametrizaci,
které jsou urceny jednim grafem sousednosti, ale rozdilnymi vahami, mu-
sime porovnavat cilové funkce, které jsou normované. Moznym postupem
normovani je nasledujici algoritmus.

1. Zvolime pevné vahy a provedeme optimalizaci vzhledem k cilové funkci,
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Obrazek 5.12: Spojeni b-grafu s p-grafem

VAT A0
N

Obrazek 5.13: Multi-patch parametrizace objemu
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kterd vznikne dosazenim téchto vah. Dostaneme tak hodnotu cilové
funkce a parametrizaci oblasti.

2. Pro takto nalezenou geometrii urc¢ime hodnoty jednotlivych funkcio-
nali.

3. Kroky 1 a 2 opakujeme pro vsechny volby vah, které chceme zkoumat.
4. Provedeme preskalovani:

(a) Najdeme minimum a maximum ze vsech hodnot funkcionalia Q,
(resp. Qua Qo atd-)7 oznacme ,je Ql,maxa Ql,min (reSp- Qu,mal‘?
Qu,mi?ﬂ atd)

(b) Pro danou volbu vah preskélujeme prislusné hodnoty funkcionali

podle vztahu
Ql - Ql,min

Ql,max - Ql,min’

a analogicky pro ostatni funkcionaly.

Ql,scale =

(¢) Pro kazdou konkrétni volbu vah tak dostaneme preskélované hod-
noty funkcionali, které jsou v intervalu [0, 1].

(d) Pro tuto konkrétni volbu vah pak dostaneme preskélovanou celko-
vou cilovou funkci jako soucet Ql,scale+ Qu,scale+ Qo,scale+ Qs,scale+

Qa,scale~

V tabulce 5.1 jsou uvedeny rtzné hodnoty vah A\;, A, A\, pro hledani
multi-patch parametrizace Sestnactisténu z obrazku 5.11. Déale jsou v ta-
bulce uvedeny hodnoty cilové funkce pro jednotlivé parametrizace a normo-
vané cilové funkce. Optimalni multi-patch parametrizace je takova regularni
parametrizace, kterd ma nejnizsi hodnotu normované cilové funkce. V tomto
pripadé je to parametrizace, ktera je dana vahami A\, = 0, A\, = 1, A\, = 10, je-
jiz cilova funkce po nelinearni optimalizaci je rovna 158 a normovana cilova
funkce je rovna 0,908 (ostatni parametrizace s niz$i hodnotou normované
cilové funkce nebyly regularni).

Cas potiebny k vypoétu parametrizace

Uvedme jesté cas, ktery byl potiebny k vypoctu jedné multi-patch para-
metrizace. Veskeré vypocty byly provadény na notebooku s dvoujadrovym
procesorem Intel Core i3-7100U 2.4GHz, s 4GB operacni paméti v softwaru
Wolfram Mathematica. Tabulka 5.2 ukazuje orientacni ¢asy potiebné k pro-
vedeni jednotlivych operaci a celkovy c¢as. Sloupec ,cil. fce® vyjadiuje cas
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2>

|

A \ Ao H cilova funkce \ normovana cilova funkce

1] 1] 1 108 1,130
0| L |1 55 1,199
0 | L |10 158 0,908
0 | L |100 918 0,494
0 | 10 | 1 434 1,307
0 (100 1 4216 1,323
1] 0|1 56 0,492
1 | 0 |10 116 0,932
1 | 0 100 581 2,000
0] 0 | 1 474 0,830

100 0 | 1 4630 1,045
1] 1[0 95 1,220
1 |10 0 474 1,310
1 [ 100 0O 4257 1,324
10 0 544 1,082

100 0 4764 1,011

Tabulka 5.1: Normovana cilova funkce pro Sestnactistén

pottebny k vyjadieni cilové funkce, sloupec ,,zjednodus.“ uvadi cas potiebny

ke zjednoduseni cilové funkce prikazem Simplify. Zjednodusenim se snizi

¢as potiebny k minimalizaci (sloupec ,minim.*).

Zatimco multi-patch parametrizace 2D oblasti byla spoc¢tena v radu de-

sitek sekund, 3D oblast az v fddu nékolika minut (v pripadé Sestisténu na
obrazku 5.13 cca 6 minut a 40 sekund).

Oblast Linearni optimalizace Nelin. optimalizace

cil. fce ‘ zjednodus. ‘ minim. | cil. fce ‘ minim. | celkem
Tunel  (obr. 3 2 2 10 3 20
5.2a)
Sestitthelnik 4.5 6 5 17 1,5 34
(obr. 5.7f)
Sestnactistén 95 25 10 180 90 400
(obr. 5.13)

Tabulka 5.2: Doba (v sekundéch) potiebna k vypoc¢tu MPP
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6 Zavér

Cilem prace byl teoreticky popis hledani B-spline a NURBS parametrizace
2D oblasti i 3D objemu (které jsou zadané pomoci B-spline nebo NURBS
hranice) pro dalsi vyuziti v isogeometrické analyze a néasledné predvedeni
uvedenych postupti na prikladech. Prace obsahuje podrobny popis vzniku
multi-patch parametrizace, tedy takové parametrizace, kdy oblast rozdélime
na mensi disjunktni podoblasti. Pro tento pristup bylo nutné zavést pojem
graf sousednosti a zkoumat vlastnosti téchto struktur. Mezi hlavni pfinosy
prace tedy patii podrobny popis generovani grafii sousednosti pomoci ternar-
nich stromt ve 2D pripadé a ilustrovani algoritmu na konkrétnim ptikladu.

Dalsim pfinosem je popsani problémi, které nastavaji pri zobecnovani
do 3D a nésledny navrh feseni téchto problémi. Vyuzitim poznatki z teorie
grafli jsme zjistili, Ze vlastnosti grafu sousednosti ve 3D pripadé jsou zna¢né
odlisné od 2D pripadu (diky vété 2), byl tedy popsan odlisny algoritmus pro
micky Feseno prirazovani jednotlivych patcht v zavislosti na grafu soused-
nosti, proto by pripadné rozsiteni prace mohlo Tesit tento otevieny problém —
tedy svazani grafové struktury s multi-patch parametrizaci. I pres problémy
spojené se slozitosti struktury se podarilo navrhnout ¢aste¢né reseni.

Prakticka ¢ast prace se vénuje experimenttim a ilustruje poznatky z te-
oretické casti na konkrétnich prikladech pro plosnou i objemovou paramet-
rizaci, v prikladech je diskutovan vliv funkcionali zavedenych v teoretické
¢asti na kvalitu vysledné multi-patch parametrizace.
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