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Abstrakt

V praci se zabyvame tvodem do teorie fetézovych zlomki. Je zde definovany konecny a
nekonecny fetézovy zlomek, nasleduje definice ¢astecnych zlomk a jejich vlastnosti. Dale
se zde zabyvame konvergenci fetézovych zlomkd. Vse je doplnéno o vlastni i prevzaté
priklady pro lepsi pochopeni teorie. Nasledné hledame rozvoj vybranych funkci v feté-
zovy zlomek. Pro vySetifeni konvergence téchto rozvoji jsme vyuzili kritéria konvergence
retézovych zlomkt spolu s vlastni metodou uréeni konevergence. Soucasti prace je také
urceni priblizného feSeni nelinedrni Riccatiho diferencialni rovnice na omezeném inter-
valu pomoci metody fetézovych zlomkt. Nami ziskané feseni se prilis nelisi od presného.
Pro snadnéjsi pocitani a porovnani vysledku pouzivime numericky software Mathematica.

Klic¢ova slova: obecny fetézovy zlomek, ¢astecné zlomky, konvergence fetézovych zlomki,
hypergeometricka fada, Gausstiv fetézovy zlomek, nelinedrni diferencialni rovnice

Abstract

In the work we deal with the introduction to the theory of continued fractions. There is a
finite and infinite continued fraction defined here, followed by the definition of convergents
and their properties. Next, we deal with the continued fractions convergence. Everything is
complemented by own and borrowed examples for better understanding of the theory. Sub-
sequently we are looking for the development of selected functions in a continued fraction.
To examine the convergence of these developments, we used the criteria of convergence of
continued fractions together with own the method of determining the convergence. Part
of the work is also determination of approximate solution of nonlinear Riccati differential
equation on a limited interval using the method of continued fractions. Our solution is not
very different from the exact one. For easier counting and comparison of results we use
numerical software Mathematica.

Keywords: general continued fraction, convergents, convergence of continued fractions,
hypergeometric series, Gauss’s continued fraction, nonlinear differential equation
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Uvod

Pti studiu se snad kazdy setkal se zlomky, ale o fetézovych zlomcich uz se jen malo stu-
denti dozvi. Je to také dano tim, Ze neni tolik ceskych knih nebo prekladi, které by
s teoril Tfetézovych zlomkl c¢tenare seznamila. Mizeme zde zminit dvé nejznaméjsi, tj.
preklad Chinchinovy knihy [16] a Danilova kniha o pfehledu matematické analyzy [2], kde
je vénovana celd kapitola teorii fetézovych zlomkt. Nevyhodou obou monografii je, ze v
prvni se ¢tenaf dozvi o pravidelnych fetézovych zlomcich pouzivané prevazné v teorii ¢i-
sel, analytické teorie fetézovych zlomki zde neni bohuzel zminéné. Ve druhé knize je zase
problém s uvedenymi piiklady, u kterych by ¢tenai vice ocenil detailnéjsi postup feseni,
napf. pii urc¢eni konvergence fetézového zlomku. Nasim cilem je proto seznamit hlavné avo-
dem do analytické casti fetézovych zlomk vyskytujici se pfevazné v matematické analyze.

V prvni kapitole se podivame do historie fetézovych zlomkt a jejich vyvoj v case. Do-
zvime se, ze Tetézové zlomky maji dlouhou historii a také, ze v 18 a 19. stoleti nebyl
matematik, ktery by se nevénoval této teorii.

Ve druhé kapitole si pfedstavime zakladni definici fetézového zlomku, vysvétlime si rozdil
mezi koneénym a nekonecnym fetézovym zlomkem. Déle si ukazeme, jak prevadét zlomek
na fetézovy zlomek a naopak. Nezbytnou casti této kapitoly jsou castecné zlomky u kte-
rych si vysvétlime, jak se pocitaji a jaké maji vlastnosti. Na zavér kapitoly si predstavime
ekvivalentni a prifazené retézové zlomky a ukazeme si, jak je sestrojit. Cela kapitola bude
doplnéna o priklady pro lepsi pochopeni teorie.

Daéle se budeme vénovat konvergenci fetézovych zlomkt, tak jako u fad, maji i fetézové
zlomky své kritéria konvergence. Budeme zkoumat konvergenci retézovych zlomkt s klad-
nymi prvky a poté konvergenci obecného fetézového zlomku.

Ve c¢tvrté kapitole se budeme zabyvat Gaussovym fetézovym zlomkem, ktery je velice
rozvoje elementarnich funkci v fetézovy zlomek a pokusime se vlastnim zptisobem vyse-
tTit jejich konvergenci v redlném oboru. Na zavér kapitoly predstavime bez dikazu rozvoje
dilezitych specialnich funkci, napf. netplnou gama funkci nebo chybovou funkci.

V posledni kapitole bude predstavena Eulerova diferencialni metoda, ktera poskytuje zaji-
mavé identity mezi uréitym integralem a fetézovym zlomkem. Déle se zamérime na pouziti
fetézovych zlomkt pfi hledani feseni LDR 2. fadu, konkrétné Hermitovy nebo Legendreovy



diferencialni rovnice. Ukazeme si pouziti fetézovych zlomki pii hledani feseni nelinearni
specialni Riccatiho rovnice. Na zavér se pokusime najit priblizné feSeni nelinearni Ricca-
tiho rovnice na omezeném intervalu, k tomu pouzijeme numericky software Mathematica.
Poté zhodnotime nami ziskané vysledky.



Kapitola 1

Historie retézovych zlomkut

Algoritmy analogické Fetézovym zlomkum uzivali jiz stafi Fe¢ti matematikové (Eukliduv
algoritmus, archimédovské aproximace pro \/§) Ze stredovékych matematiki se fetézctim
zna¢né priblizil Omar al-Chajjam (kolem 1040-1123), ktery se snazil zobecnit Euklidiv
algoritmus pro pfipad nesouméritelnych veli¢in. Poprvé se fetézce v dnesni podobé obje-
vuji v knize ”Algebra” italského matematika Raffaela Bombelliho, ktera vysla roku 1572.
Bombelli prispél do této oblasti tim, ze vyjadiil v/13 jako periodicky fetézovy zlomek.
Kromé téchto prikladt vsak zadny matematik do této doby nezkoumal vlastnosti fetézo-
vych zlomki.

Retézci se opét zabyvala fada vyznamnych matematiké 17. stoleti, napiiklad John Wallis,
Christian Huygens nebo Lord Brouncker. Wallis ve své knize Arithemetica Infinitorium
(1655) vyvinul a prezentoval identitu:

4_3><3><5><5><7><7><9><...

T 2X4AXAX6EX6X8X8X ...

Lord Brouncker (1620-1684) transformoval vySe zminénou identitu do:

4 12
_:1_|_
T

32

52
2+ =

2+ —

Nakonec Wallis prevzal iniciativu a zacal prvni kroky k zobecnéni teorie fetézovych zlomki.
Ve své knize Opera Mathematica (1695) Wallis popsal nékteré ze zakladnich vlastnosti fe-
tézovych zlomkl. Vysvétlil jak vypocitat k-ty ¢astecny zlomek a objevil nékteré z nyni
znamych vlastnosti ¢astecnych zlomku (viz Kapitola 2). V této praci byl poprvé pouzit
pojem Fetézovy zlomek. Holandsky matematik a astronom Christian Huygens (1629-1695)
byl prvni, ktery demonstroval praktickou aplikaci fetézovych zlomki, kdyz pocital pocet
zubt pro konstrukei planetaria (1682).



Zakladatelem teorie fetézovych zlomki jako samostatného oddilu matematiky je az Le-
onhard Euler. Ve své praci De Fractionlous Continious (1737) dokézal, ze ¢islo je racionalni
pouze tehdy, jestlize mtze byt vyjadieno jako jednoduchy konecny fetézovy zlomek a za-
roven dokézal, ze Tetézovy zlomek iracionalniho ¢isla je nekonec¢ny. Poskytl také rozvoj
¢isla e v fetézovy zlomek. Tento rozvoj poté vyuzil, aby dokéazal, ze e je iracionalni. Také
ukazal, jak prevadét obecnou nekonecnou fadu do fetézového zlomku a naopak. Vétsina
velkych matematikt 18. stoleti a prvni poloviny 19. stoleti pfispé€la svym dilem k rozvoji
této teorie. Napriklad Johann Lambert podal prvni ditkaz iracionality ¢isla 7 pii pouziti
fetézovych zlomku pro tan(z). Joseph Louis Langrange pouzil fetézové zlomky k nalezeni
obecného feseni Pellovy rovnice 22 — ny? = 1. Jeho metoda z roku 1776 pro ziskani feSeni
diferencialni rovnice pomoci fetézovych zlomki byla hlavnim meznikem, ktery vedl k da-
Isimu vyvoji této teorie v dalsim stoleti.

19. stoleti mtze byt povazovano za zlaty vék fetézovych zlomkl. Bylo to obdobi, kdy tento
obor byl znam vSem matematiktim. V disledku toho doslo k obrovskému rozvoji této ob-
lasti. Mezi matematiky, ktefi prispéli k tomuto rozvoji, byli napt. Cauchy, Gauss, Jacobi,
Hermit. Henri Padé ve své praci (1892) formalizoval koncept racionalnich aproximaci a
zdlraznil spojeni s teorii fetézovych zlomkt. V roce 1895 zacal Stieltjes formulovat analy-
tickou teorii fetézovych zlomki. V jeho praci Recherches sur les fractions continues(1894)
vénované konvergenci fetézovych zlomki se poprvé vyskytl integral, dnes nazyvany Stiel-
tjestiv integral. Cennymi vysledky také pfispéli Markov, Pringsheim, Chebyshev a dalsi.

V roce 1913 se objevila prvni moderni kniha tykajici se teorii fetézovych zlomki. Byla
to Perronova Die Lehre von den Kettenbruchen, ktera byla naposledy editovana v roce
1957. Tato kniha je jedind dilezitd prace zahrnujici jak aritmetickou, tak analytickou
teorii fetézovych zlomkt. Jediné srovnatelna prace zabyvajici se analytickou teorii fetézo-
vych zlomki je Wallova publikace z roku 1948, ktera zahrnuje maticovou teorii fetézovych
zlomktl, vyvijenou v 20. letech 20. stoleti. Mezi dalsi vyznamné matematiky 20.stoleti za-
byvajici se teorii fetézovych zlomki patii Khinchin, Lévy, Vinogradov, Ramanujan, Thron,
Waadeland a dalsi.

Z ceskych matematikl se této teorii vénoval Karel Rychlik. Do cestiny prelozil druhé
vydani Khinchinova spisu z roku 1949. Text doplnil pfedmluvou, rozsahlymi poznam-
kami uvedenymi prehledné na konci knihy. Rychlik zde cituje napiiklad dvé své prace,
ucebnici Uvod do elementdrni ciselné theorie a Elanek Geometrické zndzornéni fetézcii.
2151 [9] L0} [I]



Kapitola 2

Zakladni definice

2.1 Definice retézového zlomku

Obecnym fetézovym zlomkem nazyvame vyraz tvaru

a
b()"‘ & = bo;@,%,%,... (21)
a9 bl bQ b3
by +
by + —2
2 bs +---
Retézovy zlomek (2.1) zapisujeme také zkracend ve tvaru
ai| | ao

bp+—+-—+.... 2.2
C T by by (22)

Prvky fetézového zlomku ag, ag, bx(k = 1,2, ...) jsou obecné redlna nebo komplexni ¢isla
nebo funkce jedné nebo vice proménnych. Zlomky by = bTO, Z—:, (k = 1,2,...) nazyvame
¢lanky fetézového zlomku (2.1) (nulovym, prvnim atd.) a ¢isla a; a by prvky k-tého
¢lanku (¢aste¢nymi jmenovateli nebo ¢itateli). Budeme predpokladat, ze by # 0. Pfi zkra-
ceném zapisu ([2.1) nemtzeme v ¢lancich Z—: kratit.

Rétézovy zlomek, ktery méa koneény pocet ¢lankt, napt. n (bez nulového), se nazyva ko-
necny fetézovy zlomek a zapisuje se strucné takto:

a; ap as an ax "
bo; —,—,—,...,—| = |by;—| . 2.3
|:0abl7b27b37 ’bn:| |:0abk:|1 ( )

Kazdy konecny tetézovy zlomek je vysledkem konec¢ného poctu racionalnich tikonti nad
jeho prvky. Jsou-li specidlné vSechny prvky konec¢ného fetézového zlomku racionalni ¢isla,
je i sAm Tetézovy zlomek racionalnim éislem. Retézovy zlomek , ktery ma nekonecné
mnoho ¢lankit, se nazyva nekoneény fetézovy zlomek a zapisuje se strucéné ve tvaru

{bo; Z_:IO . (2.4)



Retézovy zlomek

1 1 11
by + = |by; —y——,.-- |, 2.5
0 1 [0 b’ by by } (25)
by +
by +
2 by +---
jehoz vSechny Ccitatele jsou rovny jedné, se nazyva prosty retézovy zlomek a cisla
bi1,bs, ... prosté jmenovatele. Prosty fetézovy zlomek, jehoZz jmenovatele jsou ptiro-

zend Cisla, se nazyva pravidelny. V teorii ¢isel se obycejné vysSetfuji pouze pravidelné
fetézové zlomky. [1]

2.2 Prevedeni retézového zlomku na zlomek a naopak

Kazdy konec¢ny fetézovy zlomek mtizeme zapsat jako zlomek, provedeme-li pocetni tikony,
naznacené v zapisu fretézového zlomku.

Priklad 2.1. Pifevedeme fetézovy zlomek
111 1
[3' } =3+ —

3715 5, |
1

14 =
+5

na zlomek.

Reseni. Provedeme-li postupné vSechny naznacené pocetni tikony, dostaneme:

pol_6 1 5 .5 23

5 5% 67 6 6’
_ 6. .. 6_ T
392307 23 23

je tedy

3_1 117 75
371’5 23

Naopak muzeme kazdy kladny zlomek, jehoz citatel a jmenovatel jsou pfirozenda cisla,
prevést na fetézovy zlomek, jehoz prvky jsou pfirozena cisla. Méjme napriklad zlomek g.
Tento zlomek mutzeme zapsat ve tvaru

”
E — bO + _07

q q

kde by je jeho celd ¢ast a ry je zbytek (je-li zlomek § <1,jeby=0ary=p). Délime-li
nyni ¢itatele i jmenovatele zlomku %0 ¢islem r(, dostaneme

To 1 1




kde by je celociselny podil a ry je zbytek pii déleni ¢isla ¢ cislem rg. Délime-li Citatele i

jmenovatele zlomku :—; ¢islem ry, dostaneme

T1 1
T T )
To :—(1) b2‘|—r_2

kde by je celociselny podil a 7y je zbytek pii déleni ¢isla ry ¢islem r;. Déale pokracujeme

analogicky.

Protoze ¢ > ro > r;y > ry > ... ari(t = 0,1,2,3,...) jsou pfirozend ¢isla, dostaneme

nakonec zbytek r, = 0, tj.
Tk—1 o 1

Tk—9 ar + 0

T
ri—1’

Uzijeme-li uvedeného vyjadreni zlomki

= by +

r
b1+_ bl_'_
To T2

r
R Ry
q q

dostaneme

= by +
by +

Priklad 2.2. Prevedeme zlomek ;—g na fetézovy zlomek.

Reseni. Postupné dostavame

Je tedy - -
— = 3=, =, =.
23 {’3’1’5}

Analogicky se upravuji i obecné fetézové zlomky. [1]

2.3 Casteéné zlomky

Mé¢jme konecny nebo nekonecny fetézovy zlomek

Qg o
bo; —| .
[0’ bkL

Zlomek

w
+
o=
w
_I_

|

(2.6)



(k = 1,2,...) se nazyva k-ty cdstecny zlomek Fetézového zlomku (2.6). Dale zavedeme
¢astecné zlomky % a %, polozime
Py =by, Qo=1

Pfl:L Q,lzo,

(2.7)

(2.8)

Véta 2.3 (O postupném vypoctu éasteénych zlomki). Cisla Py, Qr (k = 1,2,...), jsou

urcend vztahy

Py =bpPr1+ arPr2

Qr = bpQr—1 + axQr—2 ,
. v . . C v, v s o P v v ,
jsou citateli a ymenovateli cdstecnych zlomki o retezoveho zlomku .
Diikaz. viz [1]

Priklad 2.4. Urceme vSechny castecné zlomky fetézového zlomku

0.1 357
B

Resend. Céstecné zlomky uréime podle nésledujiciho schématu:

E|-110/1|2] 3 4
ag 113 1] 5 7
by, 213,56 | 7 9
P, | 112|741 322|637
Qk 1|3 |18 | 141 | 279

Je tedy
PR 2 P 7T P 41 P 322 P 637

G T 3 QI8 Qg2
Priklad 2.5. Urceme vSechny castecné zlomky retézového zlomku

T T rTT
[0’?5’5’?’5} -

Reseni. Dostavame nasledujici ¢aste¢né zlomky:

Pz

o1

P 3z

%= it3

Py 2?4 152 ‘

Qs 6xt15’

Py 1022 + 105z .
Qs x2+45x+ 105"
Ps 2% 4 10522 + 9452

Qs 1522 +420x + 945

8

(2.9)
(2.10)

]



Poznamka 2.6. Ponévadz citatele a jmenovatele ¢asteénych zlomku nejsou urceny jed-
noznacné, nevyhovuji citatele a jmenovatele castecnych zlomkt nekanonického tvaru v
obecném pripadé rovnicim (2.9)) a (2.10)), naptiklad fetézovy zlomek ma hodnotu
P11 1
@ 1 1 1 7
ale % neni definovany. V dalsim kapitolach budeme vzdy predpokladat, ze vSechny cas-
tecné zlomky jsou kanonické.

Dusledek 2.7. Citatele a jmenovatele ¢asteénjch zlomkt prostého Fetézového zlomku

1 1
bo; —, —, ...
{O’bl’bg’ 1

budeme znacit pi, qr a mizeme je urcit ze vztaht
Pr = bkpe—1 + pr—2 (2.11)
Tk = bkqr—1 + qr—2 ,

kde po =bo, p-1=1, go=1aq1=0.

« P Py e .
Véta 2.8. Pro dva sousedni cdstecné zlomky Q’; 11 a % retezoveho zlomku plat?
vzorec

Py Py b1 Q103 ... ay
— - —— = (-1 —= — (k>1). 2.12
Qr Qi1 (=1) Qr-1Qk (k21) ( )
Dukaz. Plati P P A
kel Tk (2.13)
Qr Qi1 Qr1Qk
kde
P, Py
A = )
TR Qi
Uzitim vztaha (2.9) a (2.10)) plyne ze zndmych vlatnosti determinantu
bpPr—1 + arPr—as  Pr_1 Po_o Py,
AL = = = —apN\_1 .
F bpQr—1 + apQr—2 Qr— ak Qr—2 Qi1 Bk

Odtud postupné dostaneme
A = (_ak:)(_ak—l) s (_al)Ao = <—1)k ar1as . .. aplg ,

kde
Py, P,

Qo Q-1

by 1

Ro = 10

‘ -1
Je tedy
A=(-1D)""'aay...a,
a pomoci vzorce (2.13)) dostaneme
B P
Qi Qi

k_1 @102 ...0ak

DA NN



Dusledek 2.9. Jsou-li % a % (k > 1) dva sousedni ¢aste¢né zlomky fetézového zlomku
(2.6), pak
A= PQi1 — PaQr = (-1)" ' aras. .. ay .

Dausledek 2.10. Pro dva sousedni ¢astecné zlomky z:—:i a B (k > 1) prost¢ho fetézového
zlomku plati vztah
L (—1yk
pe_ P (ZD)T (2.14)
Gk drk—1 qk—19k

Véta 2.11. Pro castecné zlomky % a % (k > 2) retézového zlomku plati vzorec

P, Py .o agp_1b
e h—2 (_1)k a1az ... ag—10 (2.15)
Qr  Qr—2 Qr—2Qx
Diikaz. Je P P D
. =y (2.16)
Qr  Qr—2  Qr—2Qs
kde
Py Py
Dy = :
POk Qi
Uzitim véty [2.3] a elementarnich vlastnosti determinanti odtud dostévame
bpPy—1+ axPr—o  Pr2 Pr1 Pro
_D = f— b — b A — 3
P bkQiot + arQi—2 Qo " 1Qr—1 Qs S

kde Ay je determinant, uzivany ve vété 2.8 Podle dusledku [2.9] je
Ak—l = (—1)k ajag...Adg—1 ,

odkud plyne
Dk = (—l)k a1asy ... ak_lbk .

Uzitim vztahu (2.15) dostaneme vzorec ([2.16)). O

Dusledek 2.12. Jsou-li 222 a 2: dva sousedni ¢asteéné zlomky prostého fetézového

qk—2 qk
zlomku
1 1 1
b05_7_7"'7_ )
by’ by by
plati vzorec
Ph_ P2 qyp _be (2.17)
4x  qk—2 dk—24k

Véta 2.13. Jsou-li proky konecného retézového zlomku kladné, pak jeho castecné zlomky
se sudym indexem tvori rostouci posloupnost a castecné zlomky s lichym indexem tvori
klesagici posloupnost. KazZdy castecny zlomek sudého radu je mensi neZ libovolny cdstecny
zlomek lichého vddu. Cislo o, uddvajici hodnotu daného Tetézového zlomku, lezi mezi dvéma
sousednimi castecnymi zlomky.
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Diikaz. Méjme Tetézovy zlomek

a1 as Qg
a= |by;—,—,...,— 2.18
O by by by (2.18)
s kladnymi prvky a; a b; a necht % , k=0,1,...,n jsou jeho kanonické castecné zlomky.

Ztejmé je P, > 0 a Qp > 0.

Budeme rozlisovat dva pripady.

1. Necht k& = 2m je sudé ¢islo. Ponévadz je a; > 0a b, >0,i=1,2,...,k— 1, plyne ze
vztahu (2.15)) nerovnost

B, P,
San o ZAmTR )
QQm Q2m72
Je tedy
B, P
2m—2 2m . m = 17 2’
Q2m72 QZm
¢ili
P, P P
Hh _H _ 5B
Qo Q2 Q4

2. Analogicky pro k = 2m + 1 dostaneme

P2m—1 P2m+1

,m=1,2,...
QQm—l Q2m+1
c¢ili P P P
1 3 5
—_— > —— > —— > ... .
Q1 @3 Qs

Dokazali jsme tedy, zZe ¢astecné zlomky sudého fadu tvori rostouci posloupnost a ¢astecné
zlomky lichého tadu tvori klesajici posloupnost.

Polozime-li déle ve vzorci (2.12) k = 2m, dostaneme

tj. kazdy castecny zlomek lichého radu je vétsi nez nasledujici ¢astecny zlomek sudého radu.
7 toho uz plyne, ze kazdy casteény zlomek lichého fadu je vétsi nez libovolny castecny
zlomek sudého radu. Je-li totiz 5225*1 libovolny c¢astecny zlomek lichého tadu, plati pro

s < m nerovnosti

s—1
PQs_l 2 P2m—1 > P2m
Qstl Qmel Q2m

a pros>m nerovnosti
PZs—l P2s PQm

> > .
QQs—l Q2S QQm

Pro libovolné s a m tedy plati

b P
2s—1 > 2m '
QQs—l Q2m

11



Ptimo ze zptisobu tvofeni fetézového zlomku

ay az asg Ay,

P .
« 07blab2abg7 7bn

konec¢né plyne

Do BB
a>— a<—, a>—
Qo @ Q2
atd. Je tedy
P P
P o< 2L (2.19)
Qk Qr+1
je-li k sudé, a
P P
ks o> (2.20)
Qk Qrt1
je-li k liché. Pro posledni ¢astecny zlomek bude ve vztazich (2.19) a (2.20) misto ostré
nerovnosti zfejmeé platit vpravo rovnost. ]

Dusledek 2.14. Jsou-li prvky fetézového zlomku ([2.18) kladné a jsou-li % jeho ¢astecné
zlomky, plati odhad

Pk a1ag .. .Aap+1
oa——| < ———, 2.21
‘ Qrl —  QrQrtr ( )
nebot z toho, co jsme jiz dokazali, plyne
B _|Pa B
Qel = |Qre1 Qx|

odtud dostaneme odhad ([2.21]) pomoci vztahu (2.12]).
Dtsledek 2.15. Je-li konecny fetézovy zlomek a s kladnymi prvky prosty a jsou-li Z—:
jeho castecné zlomky, plati

1
< .
Grqk+1

' Pk
a [ —
qk

2.4 Ekvivalentni a prirazené retézové zlomky

Pti transformaci rady
oo

ZCkZCO+Cl+CQ+...
k=0
v Tetézovy zlomek
3]
by +
a2
b +
by + —
2

mohou nastat dva pripady:
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1. ¢astecné zlomky tohoto fetézového zlomku se rovnaji ¢aste¢nym soucttim dané rady,
2. Castecné zlomky se nerovnaji ¢astecnym soucttim.

V prvnim piipadé fikame, Ze fetézovy zlomek je dané fadé ekvivalentni, v druhém, Ze
je k ni prirazen. Rozvoj n-tého c¢astecného zlomku ekvivalentniho fetézového zlomku v
radu splyva s vychozi fadou az do ¢lenu ¢, vcéetné. Je ziejmé, ze ekvivalentni fetézovy
zlomek je jen jinou formou zapisu dané fady a nedava zadné nové piiblizné vyjadieni
jejiho souctu. Naproti tomu ¢astecné zlomky prifazeného fetézového zlomku jsou lomené
racionalni funkce té proménné, jejiz mocniny se v dané fadé vyskytuji. Retézovy zlomek
pritazeny dané radé dava proto nekonecné mnoho novych pribliznych vyjadieni jejiho
souctu. Co se tyka konvergence, mohou si mocninné nebo ¢iselna fada a fetézovy zlomek,
ktery je ji pfifazeny, vést ruzné. Bud mohou oba konvergovat, nebo oba divergovat, nebo
jeden konvergovat a jeden divergovat. Obor konvergence mocninné fady a ji pfifazeného
fetézového zlomku mohou byt proto rizné. Existuji napiiklad mocninné fady, které maji
polomeér konvergence roven nule a pfi tom je mozno je pfevést na prifazené retézové zlomky,
které konverguji v libovolné velkém oboru. [2]

2.4.1 Sestrojeni ekvivalentnich retézovych zlomkii

Definice 2.16. Retézovy zlomek nazveme ekvivalentni fadé > rey ¢k, pokud

Py
— = 5.
Q
Véta 2.17 (Eulerova identita). Necht (cx) je posloupnost v C \{0}.
Potom

Y o= o __ajol __efal /o] (2.22)
— 1 |[14+c/co [14+c/cr 11+ cx/cr—1
Diikaz. viz [§] O

Kdyz dosadime 79 = ¢y, ¢, = ror1- 7%, kK = 1,2,..., potom (2.22) a se zméni v
nasledujici formuli

= 7o | T
1 S — .. 2.23
;Torl Tk |1 |1—|—’l"1 |1+7"k ( )

Priklad 2.18. Pro ¢, = %, k > 0, dostaneme, ze soucet rady

jsou si rovny.



3 5 7

Priklad 2.19. arctan(z) =or — 5 + % — % +--- =

vt —_x2 Y —x? —3z2 Y —_x2 —3z2 —5x? . B
N 3 3 5 3 5 7 N
x| z?| 922 (2k — 1)%2?|
= — —|— _|_ [P _I_
1T [3—2a% |5— 32?2 12k + 1 — (2k — 1)a?

Rovnost jsme ziskali ze vztahu (2.23)).

+..

2.4.2 Sestrojeni prirfazenych retézovych zlomku

Definice 2.20. Retézovy zlomek nazveme piifazeny radé > re ¢k, pokud
By
- 7’é Sk -
k

Viskovatova metoda. Necht (cor) a (c1x) jsou posloupnosti v C, uvazujme podil

Clo+ci1+ci2+ ...
)
Coo + Co1 + Co2 + . ..

pak elementarnimi Gpravami dostaneme

f= 1 R (0
"7 coo 4 cootcortcoat.. _ con T )
€10 cio+cii+ciz+... c10 Coo + fl
kde
fi: Coo+ Co1 +Co2+ ...
1=
Cijo+c1tciat+ ...
a
Cok = C10C0,(k+1) — CooC1,(k+1), K = 0,1,2,....
Analogicky je
f L C20
1= ,
cio + fo
kde
= C30 + €31 +C32+ ...
3 =
€20+ Co1 +Coa2+ ...
a
C3k = C20C1,(k+1) — C10C2,(k+1) , K = 0,1,2, ...
atd.
Je tedy
. C10 ) Cio C20 Cno '
fn.: = P e :
C20 Coo Ci0 C(n—l),O
Coo +
C30
C10 +
C40

CQQ+—
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Koeficienty c;j;, je vyhodné pocitat podle vztahu

Ci—2,0 Cj—2k+1

J
Ci—1,0 Cj-1,k+1

proj > 2,k >0.
Uvazujme ptipad, kdy coo = 1 a cor. = 0 pro k > 1, potom dostaneme vyraz
C11

1 —ci2—c13—...
ci1+ciz2+ciz+...

Cio+ €11+ Cig+ - =cCio +

Aplikaci metody pro vypocet c¢;; na posloupnosti (¢ox) a (¢1x), které jsou dany hodnotami
Coo =1, (Cox) :=0, k>0,
(C1k) = Crp41, £ >0,
dostavame tetézovy zlomek ve tvaru
€10 C20 Cko

Cl0; = = 5-++» =
Coo C10 Ck—1,0

Priklad 2.21. Uvazujme opét fadu z prikladu|2.18| Jestlize zacneme Viskovatovou metodou

(;1)1’6 pro k >0, coo =1, cop =0 pro k > 1, dostaneme tetézovy zlomek ve tvaru
| |

S Cig =

f=dl

| |
Pomoci vzorce (2.9)) a (2.10]) uréime ¢astecné zlomky z nésledujictho schématu:

N
sl

+ +... .

—_

N =

E]-1Jo[1] 2 [ 3
ar 1] 1/2]1/12
b 01 1 | 1/2
P, |1 1] 2 [ 7
Qv 0 [T[1] 3 | 10

Omezime-li se na tfeti ¢astecny zlomek, dostaneme

P
In(2) ~ == =0,7,
o
v predeslém piikladu ziskdme tieti Gasteény zlomek £:= 0,5833. Tedy prvnich nékolik

Q3
¢astecnych zlomku indikuje rychlejsi konvergenci k In(2) nez ¢asteéné zlomky fetézového

zlomku z prikladu
Priklad 2.22. Rozlozme funkci

1—=x

o) = 56

v Tetézovy zlomek.
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Reseni. Koeficienty c;j zapisujeme do nésledujiciho schématu:

g/l 0 [ 1 [ 2 |
0 1 —5x | 62°
1 1 -z 0
2 —4x | 622 | 0
3 — 222 0 0
4 —1224 0 0
Je ted
Y 11—z P e —2x% —122% B
1—5x+622 { 11—z —2:52} B

_ o 1 42 2z —12x

711 -4 =2
Priklad 2.23 (Aproximace funkce arctan x lomenou raciondlni funkei). Sestrojme pfifazeny
fetézovy zlomek funkce arctan x a ur¢eme Castecny zlomek %.

Reseni. Funkci arctan x lze vyjadiit ve tvaru fady

S (_1)n 2n+1
t = - " <1.
arctan x 521 T 1:1: lz| <

Viskovatovou metodou muzeme urcit pouze konec¢né mmnoho ¢lankt retézového zlomku.
Uréime koeficienty ¢1y pro (k= 1,2,3,4):

. ) — o
Coo = 1, 01020112—3 ) C11=C12=€7
7 29 1t
Clg =C3=—F7—, C13 =Cl4 = —, Cl4 = C15 =
7 9’ 11
Koeficienty ¢;;, zapiSeme do nésledujiciho schématu:
/] o0 [ 1 ]2 [ 3] 4 |
0 1 0 0 0 0
1 3 ol 7 o 1T
3 5 7 9 11
7335 x? 7339 1.11
2 5 7 9 11 0
4210 —8z2 [ 12214
3 525 945 1485 0 0
—10500217
4 3675-4725 0 0 0 0
Je tedy
—z3 —z% 4219 —10500217
~ . _3 5 525 3675-4725 _
arctanr ~ SU, 1 ) g3 g5 4210 ) -
3 5 525

3 7 =522’ 105257 1

_ 7
-2 =325 2021 —1235:”
; .
3
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7 castecného zlomku % urc¢ime pribliznou hodnotu funkce:

P, 6425 + 73522 + 945z
arctanzr ~ — =

Qs 225z% + 105022 + 945

Zvolime-li napt. x = 1, dostavame pribliznou hodnotu

P, 4 4
~ fu 436 (ﬁ_ﬁ <1.9-10—4>.

% = arctan(1)

~ 0. 555 \|4 555|

Pro porovnani: pouzitim mocninné fady az do ¢tvrtého ¢lenu se dopoustime absolutni
chyby A <5-1072.

Poznamka 2.24. Pokud bychom spocetli vice koeficientii ¢;j,, dostaneme pfesnéjsi apro-
ximace dané funkce.

Poznamka 2.25. Dostaneme-li pii vypoctu koeficientii ¢y, Ze cjo = 0, potom (k+2)-hy
sloupec schématu dostaneme posunutim (k+1)-ho sloupce o jedno misto vlevo, (k+3)-
ti sloupec vypocitame podle obecného pravidla z (k+2)-ho a k-tého, (k+4)-ty pomoci
(k+3)-ho a (k+2)-ho sloupce atd. [1][2][4][12]
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Kapitola 3

Zakladni kritéria konvergence
retézovych zlomkt

3.1 Konvergence retézovych zlomki

Budiz

[bo; @ gz ] g (3.1)
bl b2 b n a9
1

by + ...

nekonec¢ny fetézovy zlomek a uvazujme k-ty castecny zlomek

ay as Qe Pk
bo: —, 2, R =R m=1,23,...). 3.2
{0 b’ b bk] Q' ) 32)

Poznamka 3.1. Je-li m < n a je-li

Pm-l—l,k _ |:am+1 %:|
Qm+1k by bi]
tak plati jednoduchy vztah
ay ay ay am
— e, ===, —— 3.3
{bl bk:| by b 4 Pmivk (33)
m Qm+1,k

za predpokladu, ze vSechny uvedené zlomky existuji.
Definice 3.2. Nekonecény fetézovy zlomek (3.1)) konverguje, existuje-li kone¢na limita

. B
a= ]}Lrgo 0, (3.4)

¢islo o nazyvame hodnotou tohoto Fetézového zlomku. Jestlize limita (3.4) neexistuje,
fikame, ze Tetézovy zlomek 1} je podstatné divergentni. Jestlize limy_,, % = 00
nebo limy_, o % = —00, fikdme, Ze fetézovy zlomek je nepodstatné divergentni. [1][2][6]
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Priklad 3.3. Uréeme hodnotu a fetézového zlomku

0;

Y

2
1

rolo|pol—

577

Reseni. Dostavame castecné zlomky

P2 P 3 P 4 P 5 P k+1

Q. 1UQ 2Q; 3Q 477 Qr Kk

Potom
. Py o k+1
a=lm —=Ilim —=1.
k—o0 k k—o0 ]{j

Poznamka 3.4. Jelikoz je celkem obtizné najit obecny vztah pro k-ty ¢asteény zlomek,
je prirozené se ptat na kritéria konvergence podobné jako u nekonec¢nych rad.

3.1.1 Konvergence retézovych zlomku s kladnymi prvky
Véta 3.5. Jsou-li proky ay, by (k=0,1,...) fetézového zlomku (3.1) kladné a je-li
by >d>0 a ap <b, (k=1,2,...), (3.5)
je retézovy zlomek konvergentni.
Diikaz. viz [1] O

Dusledek 3.6 (Seidlovo kritérium). Je-li b, > 0, potom Fetézovy zlomek

1
b

konverguje, pravé tehdy, kdyz fada >, by diverguje.

[e.9]

(3.6)

1

Diikaz. viz [4] O
Disledek 3.7. Pravidelny fetézovy zlomek je vzdy konvergentni.
Priklad 3.8. VySetfeme konvergenci fetézového zlomku

[ 1 1
]-7 o)
3

] =1

Wl =

3+
1

3+...

3+

Reseni. Podle Seidlova kritéria fetézovy zlomek konverguje, protoze fada >, ; 3 diverguje.

Priklad 3.9. VySetfete konvergenci fetézového zlomku

1 1

1
L e TEEERE s



Reseni. Viechny funkce fi.(x) = 2¥ jsou definovany na intervalu I = (0, +o00). Podle li-
mitniho podilové kritéria fada .-, z* konverguje pouze na intervalu I* = (0,1). Tedy
podle Seidlova kritéria fetézovy zlomek konverguje na intervalu [1, +00).

Dosadime-li za x = 1, dostaneme nasledujici fetézovy zlomek

1++5 1
p— :1
77 5 + N ,

1+
1

1
+1—|—...

kde ¢ je ¢islo, které se nazyva zlaty rez.

Plati také nasledujici véta:

Véta 3.10. Kazde kladne cislo o muzZeme rozloZit na retézovy zlomek, jehozZ prvky jsou
prirozend c¢isla, a to jedingm zpisobem (tj. pro kazdé kladné ¢islo o existuje prdvé jeden

retézovy zlomek, jehoZ pruky jsou prirozend cisla, a jehoZ hodnota je rovna «). Tento
retezovy zlomek je konecny, je-li cislo a raciondlni, a nekonecny, je-li ¢islo o iracionalni.

Diikaz. viz [16] O
Priklad 3.11 (Iracionalita ¢isla ). Cislo e Ize vyjadfit fetézovym zlomkem ve tvaru

2
e=2+ ,

2+

3+
4+

3
S+ ...

jelikoz jsou vsechny prvky kladné, prirozené a plati a, < by, by, > d > 0 dostavame z véty
3.5 a véty ze ¢islo e je iraciondlni.

Poznamka 3.12. Timto zpisobem se d4 dokazat iracionalita napt. v/2, v/3, ... .

Piejdeme-li od fetézového zlomku (3.6) k fetézovému zlomku (3.1) pomoci transformace
z poznamky [3.16, dostaneme nésledujici formulaci Seidlova kritéria.

Vé&ta 3.13 (Nutna a postacujici podminka konvergence). Retézovy zlomek s kladngmi
prvky konverguje pravé tehdy, kdyz

o

aiaz . . . op—1bay g0y . . . opbopt1
g + E = 400
1 Aoy . . . A% 1 a1asz . ..ask+1

ke
Diikaz. viz [4] O

Dusledek 3.14. Divergence fady » -, /I’ZZ% je postacujici ke konvergenci fetézového
zlomku (3.1 s kladnymi prvky ¢lankd.
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Diikaz. 7 elementarni nerovnosti 2./u,v, < u, + v,, divergence rady Zf;l /Unv, impli-
kuje, ze Y 7 | un + > o, v, = 0o a disledek plyne z véty [3.13] O

Priklad 3.15. VySetfeme konvergenci fetézového zlomku prevzatého z [§]

1 2m 3m
T

NI b} m=1,2...,b>0.

5 o Tl bb - . o
Resent. Jelikoz je Y, Vo = Y orey W, dostavame, ze pro m < 2 je fada

divergentni a fetézovy zlomek konvergentni.

Poznamka 3.16. Uzitim zakladni identické transformace

o Gk - . bi1G1  P1P2a2 Pr—1DPrak
bOa 7 = |b ) ) ) e 3 )
br |4 pibi p2bo Prbr
kde pi, po2, ... jsou libovolna ¢isla, konecné a rizna od nuly, mizeme fetézovy zlomek

(3.1) prevést na tvar
1 o
Ck | g=1

S Q2G4 ... aok—2bok—1 __a1asg .. - A2k —1bay,
Co = 00, Cok—1 = y Cok = .
ajas . ..agk—1 A20ay4 . . . Q2

kde

Poznamka 3.17. Uvédomme si, ze je-li

ap G2 3
Q y 7 0 7 ) )
0 bl b2 ) bk: )
potom
b aq a9 Q.
0 _bl ) —bg 9 ) _bk ;

Proto mizeme snadno vsechna kritéria konvergence fetézovych zlomki s kladnymi prvky
rozsifit na takové fetézové zlomky, jejichz citatele jsou kladna cisla a jmenovatele cisla
zaporna. [1][2][4]

3.1.2 Konvergence obecného retézového zlomku

Podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky je pro konvergenci posloupnosti <%>k nutné a
=1

staci, aby ke kazdému ¢ > 0 existovalo ¢islo N € N: N = N(¢) tak, zeprok € N: k> N
a pro kazdé m € N je

Pk—i—m Pk
- — | <€
Qk+m Qk
Je-li Qp # 0, k=1,... n, pak zfejmeé plati
k
Pk PO (Pn Pn—1>
LA —n ) 3.7
" a2 o oo (3.7)
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Odtud plyne

. Pk PO - <Pn Pn—l)
lim — = — + — — = 3.8
Mo ate oo (38)
PO > _101G2 ...0anp
D I ) L e L
QO ;( ) Qn—lQn

tj. konvergence fetézového zlomku (3.1)) je ekvivalentni konvergenci fady (3.8). Je-li feté-
zovy zlomek (3.1)) konvergentni, tj. existuje-li

. P
lim — =« ,
k—o00 Qk‘
dostavame ze vzorcu (3.7) a (3.8) odhad
o B < i Py Poa| _ i Mz .. ap |
Qk n—k+1 Qn Qn—l n—k+1 Qn—lQn

Priklad 3.18. VysSetfeme konvergenci fetézového zlomku
|:0; %7 %7 _327 _i, i i :| .
2
Resend. Jiz vime, Ze konvergence fetézového zlomku je ekvivalentni s konvergenci
rady . Déle jsme zjistili, ze

Q1:27Q2:37 Q3:4—7”'7Qn:n+17 ala/2-”an:n'

Dostavame radu tvaru

= 1 n!
; (=1) n-(n+1)’

tato fada je divergentni, proto fetézovy zlomek neni konvergentni.

Véta 3.19 (Pringsheimova). Plati-li pro prvky nekonecného tetézového zlomku

a1 Qg Qg

bl ’ b2 ’ ’ bk ’ ( )
nerovnosti

lag| +1 <|bg| k=1,2

g Ly eee oy

(3.10)
je tento zlomek konvergentni a pro hodnotu o tohoto zlomku plati nerovnost

la| < 1.
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Dikaz. Necht % (k=1,2,...) jsou ¢astecné zlomky Fetézového zlomku 1} Protoze

Qr = bpQr-1 + arQr—2 (k=1,2,...),

plati
|Qnl = k] |Qr—1] — lar| |Qr—2] -
Odtud pomoci nerovnosti (3.10) dostaneme

Qx| = (lar] + 1) [Qr—1| — [ak| |Qr—2|

cili
Q| = [Qr—1] = |ar| (|Qk-1] = |Qr-2]) - (3.11)
Ponévadz je Qp = 1 a Q_1 = 0, dostaneme opakovanym pouzitim nerovnosti (3.11]) vztah
|Qnl = Q-1 = lar| |ar—] ... lai] . (3.12)

Z posledni nerovnosti plyne, ze posloupnost (|Qy|) je neklesajici a |Qx| > |Qo| =1 .
Konvergence fetézového zlomku (3.9) je ekvivalentni konvergenci fady

o)

P P o5 (D mos oy
; (Qk le) =2 Or10x - (3.13)

k=1

Uvazujme fadu

> laq]| |as| ... |ag]
: 3.14
2 ool ia (314)

pomoci nerovnosti (3.12)) dostaneme

ol fag| - e _ S~ 1Qkl = Qe
; | Q1] |Qk Z |ka 1] Q4]

1 1 1 1
Z (’ka 1] |Qk|)_|Qo\_|Qn|<@_1(n_1’27"-)-

Céstecné soucty fady (3.14) jsou tedy omezené, fada konverguje a plati

> lai| |as| ... |ak]
<1. 3.15
2 Tlon o (315)

Podle srovnavaciho kritéria konverguje fada (3.13]) absolutné, tj. existuje

. P, = (P Pkl)
lim — = — = =«
=3 (oo

V dusledku nerovnosti (3.15)) je tedy

la] <1.
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Poznamka 3.20. Jestlize, pro kazdé k > 1 a pfirozené n jsou definované zlomky

Pk,k+n _ {% ak+n:|
Qk,k—i—n bk7 ’ bk—i—n
¢ | Prkin
a plati oo < 1, potom
P kyni1
\ak| < ‘bk‘ —1< |bk| + = -
Qk,k+n+1
a tedy vzhledem (3.3) plati
a P
< . k _ Thktntl
by + —tbktntl Qi
Qk41,k+n+1

Priklad 3.21. Vysetfeme konvergenci fetézového zlomku (ptiklad prevzaty z [0])

r X X >
0, 2L 2 > 1,
Ty ok-1, 0T

k=1

Resend. Je-li x > 0, tak fetézovy zlomek konverguje pro dostatecné velké k, potom podle

(3.3) konverguje i pro k > 1.
Je-li —1 < o < 0, tak fetézovy zlomek konverguje pro k& > 2 a podle véty plati

P3 34k .
Q3,3+k S 1 (k - 1727‘ . ) . Odtud
1 < x
B 5 — 3 P3 34k
Q3,3+%
a teda
1 P "
2 Q2,2+k 3 4 B3k
Q3,3+k
Protoze glllli ’Z = @ , fetézovy zlomek konverguje i v tomto piipadé. [1][6]
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Kapitola 4

Rozvoj elementarnich funkci

Pomoci fetézovych zlomkid je mozné pfiblizné vypocitat hodnoty mnoha funkci, jejichz
rozvoj v mocninnou fadu konverguje prilis pomalu nebo dokonce diverguje. Pri sepsani
této kapitoly jsme ¢erpali z [2], [3], [15].

4.1 (Gaussuv retézovy zlomek

Je to druh tetézovych zlomkt odvozeny z hypergeometrickych fad. Byl to jeden z prv-
nich analytickych fetézovych zlomki. Mize byt uzitecny pri rozvoji nékterych dulezitych
elementarnich funkci a stejné tak i vice komplikovanych transcendentnich funkeci.

Definice 4.1. Hypergeometrickou fadou se nazyva mocninnd fada tvaru

1 ab ala+1)bb+1) , ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2) ,
L 2le(c+ 1) : 3le(c+ 1) (e + 2) T

kde a,b € Cac e C\{0,—1,-2,-3,...}. Pokud je a nebo b nekladné celé ¢islo, hy-
pergeometricka fada se pak redukuje na polynom. S vyjimkou tohoto pfipadu se polomér
konvergence hypergeometrické rady rovna jedné, o ¢emz se lehko presvéd¢ime pomoci
d’Alembertova konvergen¢niho kritéria. V kruhu |z| < 1 je soucet fady

L ab  ala+1)bb+1) ,
F(a,b,c,z)—1+?z+ (e +1) z
ala+1)(a+2)b(b+1)(b+ 2>z3

3lc(c+ 1)(c+2) (41)

holomorfni funkce komplexni proménné z.
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Specialni pripady:

1

F(1,1,2;—2z) = —-In(1 + 2),
z

F(=k,1,1;—2) = (1 + 2)",

113
zF (5, 3050 22) = arcsin 2, (4.2)
1.3
zF (5, 1, 5; —22) = arctan z.

Nahrazenim z vyrazem £ a a — oo se z hypergeometrické fady stane:

b bb+1)z" bb+1)(b+2)2°

D(b,c;2) =1+ - —+.... 4.3
(b,:2) +cz+c(c+1)2! c(c+1)(c+2)3!+ (43)
Podobné, nahrazenim z vyrazem 7 a b — oo ve (4.3]) dostaneme:
1 1 22 1 23
U(e;2) =14 - — —+... 4.4
(:2) +cZ+c(c+1)2!+c(c+1)(c+2)3!+ ’ (44)
a pokud nahradime z vyrazem cz v (4.1) a ¢ — 0o, ziskame:
2
Qa,b;z) =1+ abz + ala+ 1)b(b + 1)% +
, 2
+a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)%+... . (4.5)

S vyjimkou, kdy a nebo b je nekladné celé ¢islo, mé posledni fada nulovy polomér konver-
gence.
K ziskani Gaussova fetézového zlomku potfebujeme vztah

F(a,b,c;2z) = F(a,b+1,c+ 1;2) —
a(c—b)
c(e+1)

2F(a+1,b+1,c+2;2) . (4.6)

Pravdivost vztahu snadno ovérime porovnanim koeficientd dvou clentt u odpovidajicich
mocnin. Vztah (4.6) mize byt pfepsan do tvaru

F(a,b+1,c+1;2) 1

F(CL b ¢ Z) o 1— a(cfb)ZF(a+1,b+Lc+2;z) :
A c(c+1)” F(ab+1,c+1;2)

(4.7)

Ted zaménime a a b ve (4.7), potom nahradime b vyrazem b+ 1 a ¢ vyrazem ¢ + 1. To
nam dava
F 1,b+1 2; 1
la+lb+le+r2z) . (4.8)

. (b+1)(c—a+1) _ F(a+1,b+2,c+3;z)
F(CL, b+ 1’ ¢+ 17 Z> 1 - (c+1)(c+2) < F(a,b+1,c4+2;2)

Kvocient na levé strané vztahu (4.8)) je stejny jako kvocient hypergeometrické fady objevu-
jici se ve jmenovateli na pravé strané vztahu (4.7). Takze, pokud a, b, ¢ nahradime vyrazy

26



a+1,b+1,c+ 2 v tomto poradi ve (4.7)), potom kvocient na levé strané se stane rovnym
s kvocientem hypergeometrické rady objevujici se ve jmenovateli na pravé strané vztahu
. Uplatnénim prvni identity a poté druhé, ziskdme naslednou substituci Gaussiv fe-
tézovy zlomek:

F(a,b+1,c+1;z)_ 1 (4.9)
F(a,b,c;2) B a(c—b) ' '
1 c(c—i—l)z

b+ 1(c—a+1)
(c+1)(c+2)
(a+1)(c—b+1)
(c+2)(c+3)
1—...

1 —

Pokud dosadime za b = 0 a nahradime ¢ vyrazem ¢ — 1, potom Gaussiiv fetézovy zlomek
redukujeme do tvaru

1
F(a,1,¢;2) = - . (4.10)
: c—a)
clc+1)
cla+1)
(c+1(c+2)
1—...

1 —

Nahrazenim z vyrazem Z v (4.9) a limitnim pfechodem a — oo, ziskdme nésledujici rozvoj
pro kvocienty podilu fady z (4.3)

db+1,c+1;2) 1
O(b, c; 2) B (c—b) ' (4.11)
cle+1)
(b+1)
(c+)(c+2)
(c—=b+1)
(ct2)(ct3)
14+...

Z

1+

1 —
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Dosazenim b = 0, dostavame

1
®(1,¢z2) = . (4.12)
z
1—
1z
c+
1 cz
C +2+ 2
‘ (c+1)z
c+3—
Pro kvocienty podilu fady (4.4) mame:
Y(c+1;2 1
( ) = , (4.13)
U(c; 2) z
- clc+1)
z
- (c+1)(c+2)
z
" (c+2)(c+3)
1+...

tento vztah ziskdme nahrazenim z vyrazem 7 ve (4.11) a b — oo.

Poznamka 4.2. Pro jednodussi pocitani néasledujich prikladi nahradime proménnou z €
CzazeR

Nyni si pfedstavime tii rozvoje zakladnich funkci a jejich obor konvergence. Jelikoz jsme
nenasli v zadné literature, jak takovy obor konvergence v redlném oboru najit, pokusime
se o to vlastnim zpisobem.

Priklad 4.3 (rozvoj funkce In (1 4 z)). Najdéme rozvoj funkce In (1 4 z) v fetézovy zlomek
a urceme obor konvergence.

Reseni. Rozvoj ziskdme ze vztaht (4.2) a (4.10):

x
1%z
1%
22z
22z
3z

6+...

Nyni najdeme obor konvergence fetézového zlomku. Funkce je definovana pro x € (—1, 00).

Nyni rozdélime interval na t¥i podmnoziny: = € (—1,0), = € {0}, = € (0,00) a na nich
budeme zkoumat, pro ktera x fetézovy zlomek konverguje.

In(1+z)= (4.14)

1+

2+

3+

4+
o+
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e = € {0}: jisté konverguje.

e r € (—1,0): fetézovy zlomek prepiSeme do tvaru:

ln(1+x)zi,

1+w
kde
1%z
v 122
2+ 52
3+ 2
A+ 5+ ...
Pro w plati: by = k+1, a1 = 122, as = 122, ..., a1 = k?z, as, = k*x. Pro by, a ay,

plati: |bg| > |ax| + 1 pro k = 1,2. Potom ze vztahi (22.9)), (2.10]) pro vypocet Py, Qx,
kde Qo =1, Q_1 =0, Py =0, P_; = 1, dostavame nasledujici nerovnosti:

Po=bFh+a Py <bhQo+a1Q_1 = Q1 ,
Py =byPy 4 as Py < beQ1 + a2Qo = Q2 ,

P, < Q.

Z disledku [2.9) plati pro sousedni ¢astecné zlomky £:=- a Z& k> 1 vatah

PeQr1 — PoaQr = (=1 tagay . . . ay.

Pro nas konkrétni pripad vyplyva, Ze prava strana vysSe uvedené rovnice je vzdy
mensi nez 0. Potom ale plati, ze

PQr—1 < P1Qp
a tedy
Py - By
Qr-1 Qr

Tim jsme dokézali, ze posloupnost ¢astecnych zlomkt % je klesajici. Zaroven plati,
k
ze P, < Q. To ale znamena, ze

P P P
. (4.15)
Qo G Qr
Ze (4.15) dostavame, ze fetézovy zlomek w je konvergentni pro z € (—1,0). Potom
tedy i retézovy zlomek

0

T
14+ w

je jisté konvergentni pro z € (—1,0).
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e z € (0,00): K vySetfeni konvergence vyuzijeme ekvivalentni transformace z po-
znamky [3.16] Spoc¢teme nékolik ¢lentt nového fetézového zlomku:

Co = O,
by 1
GG =—=—,
aq X
b
Cy = E = 27
a2
(lgbg 4x - 3 3
CB = = = —,
aas x-42?  w
a1a3b4 1’2 -4
C4 = = = 1’
Aoy T - 4x
agasbs  x-4x-5 5
Cr = pry = —
T aazas  x-x-dr x
arasasbg - x4 -6 2
Cq = = = — .
6 Ao0406 z-4x-9 3
Retézovy zlomek mé potom tvar:
1
In(l+2x) =
(I+a)=+ . :
T 5 1
+
3 N 1
T ) 1
+
5) N 1
z 2 N 1
3 ...

Jelikoz jsou vsechny prvky fetézového zlomku kladné, 1ze pouzit Seidlovo kritérium
z kapitoly 3.
Rada >";7, ¢ je divergentn{ pro z € (0, 00), z toho plyne, Ze fetézovy zlomek [é}
1

je konvergentni na intervalu (0, co).
Zdver: Retézovy zlomek (4.14)) je konvergentni na intervalu (—1, 00). To znamen4, Ze tento
rozvoj konverguje ve vét$im oboru nez mocninné fada (ta konverguje pro 1 < x < 1).
Nize dokladame obrazek, kde porovnavame 9-ty a 15-ty castecnym zlomek s mocninou
fadou pro funkei In(1 + ).
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Obréazek 4.1: Porovnani ¢asteénych zlomki s mocninou fadou pro funkei arctan(z).

Priklad 4.4 (rozvoj funkce arctan z). Najdéme rozvoj funkce arctan z a uréeme obor kon-
vergence.

Reseni. Rozvoj ziskdme ze vztahu (4.2) a (4.10):

arctan z = 2 : (4.16)
1+ 572
3+ .
o+ e
7
+ 9+ ..
Retézovy zlomek (4.16)) prepiseme do tvaru:
x
arctan x = T w (4.17)
kde
72
v 2292
3+ 57,2
S+
T+...

Jelikoz jsou vSechny cleny retézového zlomku w kladné, 1ze pouzit Seidlovo kritérium z

disledku B.14]
i [ br—1by,
k= ak

Budeme tedy zkoumat radu
1

kde by, = 2k + 1, a; = k%2>
Tato fada je jisté divergentni pro vSechna x € R\{0}, proto fetézovy zlomek w konverguje
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pro vSechna x € R a tedy i fetézovy zlomek (4.17)). To znamen4, Ze tento rozvoj konverguje
ve zna¢né vétsim oboru nez mocninné fada, vznikla rozvojem funkce arctan z (konverguje
pro |z| < 1).

arctanix)

0 (< 2kt

zf s

0 2keat

Obréazek 4.2: Porovnani ¢asteénych zlomki s mocninou fadou pro funkei arctan(z).

Priklad 4.5. Najdéme rozvoj funkce In 2 a uréeme obor konvergence fetézového zlomku.

1—x

Reseni. Protoze

1 .3 1+
2:F (=,1,5;2° ) =1
Z (27 ) 27:[: ) n 1 _ x )
dostaneme ze (4.10) nésledujici rozvoj
1+ 2z
1 = . 4.18
" 122 (4.18)
1—
3 4a?
922
E_
- 1622
9—...

Konvergenci fetézového zlomku (4.18) budeme zkoumat pro takové x, ve kterych je funkce
definovana, tedy pro x € (—1,1).

Retézovy zlomek (4.18)) prepiseme do tvaru:

1+« 2z
In = ,
l1—=x 14w
kde
— . 4.19
972
7
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Pro fetézovy zlomek (4.20)) plati: by = 2k + 1, a, = —n?x?, k =1,2,.... Pro by, ax plati:
|bg| > |ax|+1 pro k = 1,2. Ze vztahi (2.9)) a (2.10)) pro vypocet ¢asteénych zlomka Py, Qx
dostavame nerovnosti:

P=b0bP+ Py <biQo+a1Q-1 =1,
Py = by Py + aaPy < baQ1 + as@Qo = Q2

P, < Q.

Dale plati,
P P
ML 2R k=12,
ka—l Qk

Posloupnost ¢asteénych zlomk fetézového zlomku (4.19) je klesajici a hodnota fetézového
zlomku je omezena na (—1,0) pro vSechna x € (—1,1). Z toho plyne, Ze fetézovy zlomek w
i retézovy zlomek jsou konvergentni pro vSechna = € (—1,1). Nahrazenim x vyrazem
% ve a pouzitim ekvivalentni transformace, ziskame

r+1 2
1 = 4.20
S 1 (4.20)
. 2
2
S 3
5" 3
5 4
3T
il

Retézovy zlomek (4.20) konverguje pro viechna z € (—1,1) a je zajimavy tim, Ze jmeno-
vatele jeho ¢astecnych zlomkt jsou Legendrovy polynomy.
Plati totiz,

P2
Q
PQ 3x
Py ba?—2

. 5 3.0
Q3 §$3 — 57

Tato podoba neni ndhodnd, nebot ortogonalni polynomy vyhovuji rekurentnimu vztahu,
tzv. Christoffelové-Darbouzoveé formuli:

pn(z) = (Apx + By) - pro1(x) — Cp - pra(x) ,n=2,3,... , (4.21)
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kde

p—l(x) =0 )
k
An = - 5
knfl
Bn _ <ZL‘ ) pn>pn>
(Pns Pn)
An knkn—2
Cn - = )
An k’r%—l

kde k,, znaci nejvyssi koeficient polynomu p,(z) pron =2,3,... .
Vztah (4.21)) se formalné shoduje se vztahem ([2.10]) pro vypocet jmenovatele @, ¢aste¢ného

zlomku. Staci, pokud definujeme fetézovy zlomek ve tvaru:

Cy

G (4.22)

A1$+Bl— C
3

A2$+BQ— C
A3I+B3——4

Vice o spojeni mezi fetézovymi zlomky a ortogonalnimi polynomy nalezneme zde [2] a zde
[41.

Na zavér této kapitoly ukazeme nékolik zajimavych rozvojt.
Pro funkci tan x plati,

r —ax? —z? —x?
t =10; -, —, —, ..., —————, ... 4.23
WY 3 s o @k 1) } (4.23)
Tento rozvoj konverguje pro vSechna x, kde je funkce tan(z) definovana.
Besselovu funkci J,(x) lze zapsat ve tvaru:
1y —x?
Jow) = =20 (n41;,— ),
@)= T (” 5T )
potom z (4.13)) ziskdme nésledujici rozvoj
J, 2 2 2
@ _Jor == - - ] (4.24)
Jn—1(x) 2n’ 2(n+1)" 2(n+2) 2(n+ k)
Tento rozvoj konverguje pro vSechna x € R.
Pro horni gama funkci plati,
o e’z 1—a 1 2—a 2 3—a
r = = | 0; — = e 4.25
(a,x) /x € u u |: 5 z 1 2 1 7 2 1 } ’ ( )

rozvoj konverguje pro vSechna a, je-li x > 0 .
Pro dolni gama funkci plati,

v(a, ) —/ e tu tdu = {O;
0

a ,—T

%™ —axr x —(l+a)z 2

a '14a 2+a 34a 44a

. ] . (4.26)
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rozvoj konverguje pro x > 0, pokud a neni zaporné celé ¢islo.
Pro chybovou funkci erf(x) plati

1
1 5€

2 R 2
il v’ g = = | =/
\/7?/06 " ﬁ[Qﬁ’ x 2

Rozvoj konverguje pro x > 0 .

o (4.27)

x
0.0 05 1.0 15 2.0

(d)

Obrézek 4.3: (a) Castetné zlomky Fetézového zlomku (4.23)), (b) ¢asteéné zlomky fetézo-
vého zlomku (4.25)), (c) ¢astecné zlomky Fetézového zlomku (4.26)), (d) ¢astetné zlomky
fetézového zlomku (4.27)).

Dalsi rozvoje 1ze nalézt v [3] nebo [4].
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Kapitola 5

Retézové zlomky a diferencialni
rovnice

Retézové zlomky lze pouzit pii feseni urcitych diferencidlnich rovnic, napt. k feseni Ricca-
tiho rovnice nebo homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Pti sepsani této kapitoly
jsme Cerpali z [4], [7], [8], [13] a [14].

5.1 FEulerova diferencialni metoda

Eulerova diferencialni metoda je zalozena na nésledujicim lemmatu.

Lemma 5.1 (Euler 1750). Necht R a P jsou kladné funkce na (0,1) takové, ze pro n =
0,1,2,... anéjaké kladné «, 3, a realné a, b, c plati

1 1 1
(a+ na)/ PR" dz = (b+ nﬁ)/ PR"™ dx 4+ (c+ n’y)/ PR""? dx , (5.1)
0 0 0
potom

fol PRdr o] (a+a)d (a+20)(c+7)|  (a+3a)(c+2y)

[TPdr b p+p b+ 25 b+35

Diikaz. viz [4] O

Dalsim skvélym Eulerovym napadem bylo najit P a R jako funkce spliiujici nasledujici
identitu s neurcitymi integraly:

(a + na) /PR” dr + R"S = (b +np) /PR”+1 dx + (¢ +nv) /PR’”r2 dr, (5.2)

kde S je néjaka funkce.
Eulerova formule v diferencialni podobé pro (5.2) vypada néasledovné:

(a 4+ na)Pdz + RdS + (n + 1)SdR = (b + nB)PRdx + (c + ny) PR*dx .
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Odtud

aPdz + RdS + SdR = bPRdx + ¢cPR?*dx
aPdx + SdR = BPRdx + yPRdzx .

Resenim téchto rovnic pro Pdx, nalezneme

RdS + SdR SdR

Pdg — _ . 5.3
TRt cR:—a BRYR:—a (5:3)
Z druhé rovnice v (5.3 dostaneme,
ds _ (b—B)RdR + (c — Y)R?*dR — (a — a)dR (5.4)
S BR?>+vR? — aR '
(a —a)dR N (ab — fa)dR + (ac —ya)RdR
 aR a(SR+vR? — a) '
Priklad 5.2. Dokazme niZe uvedenou Stieltjesovu formuli (pfiklad pfevzaty z [4]):
1 e e
—_— = / ———dr = s/ e *“tanhz dx . (5.5)
[S; n(n+1)] o cosh’®z 0

s n=1

Diikaz. Eulerova diferencialni metoda poskytuje jednoduchy dikaz Stieltjesovy formule.
V lemmatu 5.1 a (5.4 dosadime

a=1, b=s, ¢c=1, ab—pfa=s,

a=1, =0, y=1, ac—~va=0,

ds iR 1-R|?
— = S R
S R2—1 1+ R
Je-li R(z) = x, potom je vyraz R""'S nulovy proxz =0ax = 1 pron > 0. Pokud C = —1,
potom ze vztahu (5.3) je P > 0 pro z € (0, 1), nebot

S=C

, CeR.

lfzgd
— | X
4 —1
_l—x‘é
P: 21+$
2 —1

Dale plati

1 1 2 1
1-— 2 d 1 s 1
/de:/ * < :—/t2_1dt:—,

pouzijeme-li substituci z = i—:é a substituci t = e™* dostaneme

1 1 1 s_q 1 _t o _
RPdx = — t2 — | dt = e *Ftanhz dx
0 2 Jo L+t 0

1 [ 1 [ e 5%
= ——/ tanh z de™** = —/ e—2dx.
s Jo s Jo cosh®zx
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Druhy integral jsme ziskali z prvniho integralu pouzitim integrace per partes. Potom méame

1 o0 —sx
5 Jo cgsthdx:1_| ) |+32|++n(n+1)|+
s s s |s |s
0
Priklad 5.3. Pro kazdé s > 0 plati,
52 too o 4 n
32/ e 2 dx _‘_|_ ’_+__|_|__|+_‘_|_...+_’+..._ (5'6)
s [s s s s s |s

Diikaz. K dikazu (5.6) dosadime a =1,b=s,c=1,a=1, =0,y =0 v lemmatu 5.1
a pouzijeme limitu k +o0 misto x = 1,

+oo
PRdx
Lﬂr——zl+l+’+|+ L (5.7)
Pd BT E
Diferencidlni rovnice (5.4) pro S mé tvar % = —sdR — RdR. Je-li R(z) = =z, potom

z2 .
vyraz xS(x) = ze **~2 je nulovy pro x = 0 a x = +o00. Ze vztahu l) dostavame
2 a2
P=e7""=2 aPR=uxe % = .Plati

+oo +oo +o00 .2
4,0(3):/ de:/ e Zdz—e2/ ez dx.
0 0 s

Vztah ovérime jednoduchou tupravou integralu

+oo 2 +oo +o0o 2
—sr— - —L(s+z)242 -
e 2dr = e 2 2d:c—e2 e 2du ,
0 0 s

pouzijeme-li substituci u = (s + x) a pfepocitame meze.
Potom ¢(s) splituje

T

+o0 2
O'(s) =sp(s) — 1= —/ re T2 dx.
0

K ovéfeni vyse uvedeného vztahu vyuzijeme vétu o derivaci integralu podle parame-

tru [17], plati
[e%¢] 6 —+o0 22
:/ — _Sx_*dx = / xze T2 dx.
o Os 0

+oo
sp(s) +/ re TS dr =1, (5.8)
0

Vztah (5.8) prepiSeme do tvaru

22 Csp_z
/se s 2dm+/xe 2 d
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potom

7 toho dostavame

52 (s+)2 +o0 2 <2
Pro vztah (.7)) nakonec plati

Jo TPRdr _1—sp(s) 1 .

[ Pdx (s) (s)

Jednoduchou elementarni tpravou, pak dostavime nami pozadovany vztah (5.6)

Dalsi piiklady nalezneme v [4].

5.2 Retézové zlomky a homogenni LDR 2. fadu

Zptusob Teseni homogennich diferencialnich rovnic 2. fadu, které nyni budeme probirat,
ma vyhodu oproti feseni nekonec¢nymi radami, ze je primy. Na druhou stranu tato metoda
trpi tim, Ze je pouzitelnd pouze na linedrni rovnice 2. fadu a nepripousti zadné zjevné
rozsifeni na rovnice vyssich rad.

Rovnici, kterou budeme uvazovat, budeme predpokladat bez ztraty na obecnosti ve tvaru

y(z) = Qo(x)y (z) + Pi(z)y"(z) , (5.9)

kde @y a Py jsou funkce proménné x. Je-li rovnice (5.9) diferencovatelna vzhledem k z,
potom ziskame

Y = Q" + Py, (5.10)
Kde Qo + P P
Q1= 10——Q’017 Py = 1——1626 :
Je-li rovnice diferencovatelné vzhledem k z, potom ziskdme 3" = Q.y” + P3y™”, kde
Q2 = ?1:221;2’, Py = 5 £ 22,1 . Tento proces lze opakovat neomezené. Ziskdvame obecny vztah
y™ = Quy" ) + Py, (5.11)
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kden=1,2,...,a

Qn1+ B, b,
Qn="T"0" Pai=7—5— (5.12)
T Wn-—1 T n-—1
Vydélime ((5.9) derivaci y’, dostaneme
P,
2, = Qo+ y—/l
Y v
Vydélime-li ((5.10) druhou derivaci y”, dostaneme
Y Py
= =Qo+ A
v
Py
=Qo+
Q1+ 53
y///
Pokud budeme postup opakovat, dostaneme nakonec nasledujici fetézovy zlomek
Y P P P P,
S = Qo A b b e (5.13)
Yy Q1 Q2 [Qs |@Qn

Je-li fetézovy zlomek (5.13) konecny, pak snadno nalezneme feSeni diferencialni rovnice
(15.9). Pokud naopak je retézovy zlomek nekonec¢ny, nastava problém s jeho konvergenci.
To bychom fesili pomoci kritérii z kopitoly 3.

Poznamka 5.4. Pro jednoduchost budeme nadéle uvazovat pouze piiklady vedouci na
konec¢ny fetézovy zlomek.

Priklad 5.5. Najdéme FeSeni rovnice (ptiklad prevzaty z [13])
x 1
y=—y+-y,
n n

kde n je kladné celé ¢islo.

Resend. Nejdiive zjistime prvky Q,, P, podle (5.12) fetézového zlomku ((5.13)):

_ _z _ 1
Ql T on—1 Py = n—17
1

— T —
QQ_n_Qa P3_n_27

—_ _Z _ 1
Qk_n,7 Pk—i—l_n,?




coz lze zapsat do tvaru

! -1 -2 1
y_:n_|_|_n |_|_n |_|_..._|__‘ y7é(),x7é(), (5.14)

R A |z jz

Oveéfeni platnosti vztahu ([5.14)) pouze pro zkraceny tvar fetézového zlomku:

y’ 1 1 1 n n| n—1|

m 1 =z n—1:1 n—1\ n—1 |z |z
T o ﬁ‘i‘ — | z+ T+

nx n €T T

n—1
ProtoZe je fetézovy zlomek ([5.14)) konecény, lze stanovit jeho ¢asteéné zlomky ve tvaru

Yy na" 4 (n— a4 -+ (n — 2k)a,an R+

== ) 5.15
Yy "+ a2 A - a2k (5.15)
kde ‘
n!
[ L
¢ 2rrl(n — 2r)! "

Diferencialni rovnici ([5.15]) vyfesime separaci proménnych a dostavame feSeni ve tvaru
y=Cz" + a2 +ar"*+...), CeR.

Poznamka 5.6. Zname-li jedno feSeni diferencidlni rovnice, které neni identicky nula,
muzeme druhé feSeni urc¢it nasledovné:

92(1') = yl(x) / yl(lx)Q e—fQo(w)dx'

Priklad 5.7 (Legendreova diferencidlni rovnice).
(1 —a?)y" =22y +n(n+1)y =0,
kde n je kladné celé ¢islo.
Reseni. Rovnici pfepiseme do tvaru
2v , (1—-2% ,

v n(n—l—l)y B n(n—l—l)y

Nyni budeme postupovat jako v predeslém prikladé.

_ _2 _ (1—22)
QO o n(nil)’ P = " n(n+1)
— 4z — (1-z?)
Ql T n(nt+1)-27 Py = T n(n+1)—20
Q _ 6 Py— — (1—902)
2 n(n+1)—6’ 3 n(n+1)—6
e e
Qk T n(nt+l)—(k2+k)? Pk+1 = a(nt1)—(k24k)"
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Po tpravé dostaneme

y _nn+1)] (1-2*)(n(n+1)-2)|

Y |22 |4

(1—2?)(n(n+1) —6)| (1 —22)(2n)]

Pokud budeme uvazovat n kladné celé ¢islo a zvolime naptiklad postupné n = 1,2,3,4
dostaneme nésledujici ¢astecné zlomky:

y 1y 6 y 1522 =3 ¢/ 1402* — 60z

vy x'y 322—1"y 53—3z  y 3524 —3002+3"

Reseni rovnice pro jednotlivé ¢astecné zlomky dostavame ve tvaru Legendreovych poly-
nomil.

y=Czx , n=1,
y=003z-1),n=2,

y = C(52° —3x) ,n =3,
y=C(352" =302 +3), CER, n=4.

Priklad 5.8 (Hermitova diferencialni rovnice).
/" /
Yy —=2zy +2ny =0,

kde n je kladné celé ¢islo.

Reseni. Rovnici pfepiSeme do tvaru

. 2z / 1 "
Y=o T oY
Nyni postupujeme jako v predeslych prikladech,
QO = g_;rﬂ Pl = _% )
2x 1

Q1 = 2(n—1)° Py = T 2(n-1)

_ 2z _ 1
Q2 = 2(n—2)’ P = T 2(n-2)
_ _ 2z _ 1
Qk — 2(n—k)’ Pk+1 — T 2(n—k)
Yy 2n| 2n-1) 2(n-2)| 2|
= — — - = — 0 0.
y |2z |22 |2z 122 y£0,27
Pron =1, 2,3 dostavame tyto ¢astecné zlomky:
y 1y 8z y 242 — 12
y 22y 4a2—-27 y  8x3—12z
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Reseni diferencilni rovnice pro jednotlivé ¢aste¢né zlomky dostavame ve tvaru Hermito-
vych polynomii.

y=C2z) ,n=1,

y=C42* —2) ,n=2,

y=C(8x*—12z), CER, n=3.

Vice o tomto tématu se lze doc¢ist v Perronové knize |].

5.3 Riccatiho diferencialni rovnice a retézové zlomky

Definice 5.9. Necht funkce ag(x), ai(x), az(x) jsou spojité na intervalu I = (a,b). Pak
rovnice ve tvaru
y' = ao(z) + ar(2)y + ax(x)y” (5.16)

se nazyva Riccatiho diferencialni rovnice 1. fadu.

K tomu abychom nalezli feSeni rovnice (5.16)) se ndm bude hodit nésledujici véta (tato
véta bude vicekrat uzitecna pri feseni nami zadanych piikladu).

Véta 5.10 (Reseni Riccatiho rovnice pfi znalosti jednoho feseni). Necht y,(z) je jedno
resent rovnice na intervalu I = (a,b). Necht u(x) je libovolné Tesent linedrni dife-
rencidlni rovnice 1. adu

u'(z) + [2a0(x)y1 () + a1 (2)]u(z) = —as(x), z €1, (5.17)

potom kazZdd funkce
1

z) =1y(x) + ——= 5.18
je resenim diferencialni rovnice a naopak, ke kaZdému tesent y diferencidlni rovnice
, y # y1, existuje Teseni u(x) z diferencidlni rovnice , pro které plati .
Diikaz. viz [1§] O
Nésledujici véta ndm umozni prevést rovnici (5.16) na LDR 2. fddu, kterou umime Fesit
retézovymi zlomky.

Véta 5.11 (Pfevod na LDR 2. fadu). Necht ag(x), a1(z), az(x) a ay(x) jsou spojité na I
a as(x) # 0.

1. Necht y(z) 7esi (5.16]). Pak funkce

u(z) = e~ Jaz(@)y(z)de
7est rovnici
ag(2)u" — [ah(z) + ay(x)az(2)|u' + ap(x)az(x)u =0 (5.19)

na intervalu Iy C 1.
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2. Necht naopak u(x) 7esi na Iy C I, u(z) # 0 Vo € I,. Pak funkce

U@
y(x) = as(x)u(z)

rest puvodni rovnici na intervalu I.
Diikaz. viz [18] O

Poznamka 5.12. Vzhledem k tomu, Ze lze diferencialni rovnici ((5.16]) pfevést na linearni
diferenialni rovnici 2. fadu, kterou jiz umime fesit pomoci fetézovych zlomkt, ukazeme si
pouze metodu pro vypocet jednoho feseni specialni Riccatiho diferencialni rovnice.

Definice 5.13. Diferencialni rovnice
Y +ay® = ba" (5.20)
kde a,b # 0, n € R, nazyvame specialni Riccatiho diferencidlni rovnici.

Poznamka 5.14. Rovnice se da feSit analyticky pro n = —2 nebo n = Q’k—‘fkl, kde k je celé
¢islo.

Nyni si predstavime techniku, jak najit jedno FeSeni diferencidlni rovnice (5.20)) pomoci
fetézovych zlomkii:

Zavedeme substituci u

Yy=—,
T

kterou dosadime do ptvodni rovnice ((5.20)), tim ziskdme rovnici ve tvaru

zu' —u+ au® = ba? (5.21)
kde p =n + 2.
Zavedeme dalsi substituci ve tvaru
1 2P
u=-4+—,
a U1
rovnice ([5.21]) je pak ve tvaru
zu — (14 p)uy + bui = ax® . (5.22)
Zavedeme tTreti substituci
1+p 2P
Uy =——+—,
b U9
ziskame tak diferencialni rovnici ve tvaru
wuy — (14 2p)uy + aus = ba? . (5.23)

Pokracovanim tohoto procesu pres m substituci, nakonec mame diferencialni rovnici ve
tvaru
! 2
zu,, — (1 4+ mp)u, + Anu;, = Bpa? (5.24)

44



kde A,, = a a B,, = b, pokud je m sudé a A,, = b, B,, = a, pokud je m liché.
Kombinaci téchto substituci mizeme vidét, Ze FeSeni diferencialni rovnice (5.21) a tim i
diferencialni rovnice ([5.20)) je fetézovy zlomek:

1 2P zP| xP|
u=zy=-—+ 95t T T m T (5.25)
O e
Priklad 5.15. Naleznéte obecné feseni rovnice:
1
y'zﬁ—yz,xeR\{O}. (5.26)
Reseni. Mdme n = —2, a =1, b =1, p = 0. Dostavame tak fetézovy zlomek:
1
u=zxy=1+ 7 ; (5.27)
1+
. 1
+ 1+...

z kapitoly o konvergenci fetézovych zlomk jiz vime, Ze fetézovy zlomek ([5.27)) konverguje
a ma hodnotu
1++5

u=2xy = 5

Potom
1++5

2z
Snadno se lze presvédcit, ze ((5.28)) Tesi rovnici ((5.26)). Z véty 5.10 nalezneme feseni LDR

1. fadu ve tvaru
1 5
u’—2< +\/_)u:1. (5.29)

y= , o #0. (5.28)

_ C 5 1+v5
u(z) = v+ OV ,CeR,
V5
potom z véty kazda funkce
1 5 5
y(x) = V5 + V5 , CeR
2z —z 4+ CV/5 Vs

je Tesenim diferencialni rovnice ([5.26)).

5.4 PribliZzné feSeni nelinearni diferencialni rovnice
Budeme hledat priblizné feseni nelinearni Riccatiho rovnice
Y (z) = 2% + y?(z) (5.30)
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na omezeném intervalu / := [1, 1.5].

Partikularni feseni rovnice (5.30) budeme hledat metodou, kterou jsme aplikovali na rov-
nici (5.20)). Partikularni feseni rovnice (5.30)) vyjadiené fetézovym zlomkem vypadé na-
sledovné

1 x°| z°| ol ol
- +\_6+m+|1_6+|—21+"'

y= . ) (5.31)

Retézovy zlomek (5.31)) je nekoneény, proto se omezime pouze na piiblizné feseni, v nasem

pripadé se omezime na 10-ty castecny zlomek % fetézového zlomku ([5.31). Dostavame

tak piiblizné partikuldrni feSeni rovnice ([5.30) na néjakém omezeném intervalu, ve tvaru

Py ag+ a1’ + ar'? + aza’® + ayx®® + asa? 5 39
v Qo bew + bsa6 + byt + b3w'6 + byl + b6’ (532)
kde
ap = 78- (—793 483713 792) , b= (—61 891729675 776) ,
a, = 78 - 155585041920, by = 1820344 990 464 ,
a; = 78 (—2029370112), by= (—11192283648),
as = 786999552, by = 21326 760,
a4 = 78 (—7595), b = (—12090),
a5 = 789, b = 1.

Graficky se presvédcime, ze ([5.32)) je pfiblizné feSeni diferenciélni rovnice ((5.30)) na inter-

valu

d(He
dx ' @pp

_____ Py
“\‘ , . - x+(0_3)

)

Obrazek 5.1: Grafické ovéteni partikularniho feseni diferencialni rovnice.

Z obréazku 5.1 je ziejmé, Ze ((5.32)) mizeme uvazovat jako partikularni feSeni diferencidlni
rovnice (5.30) na intervalu I = [1,1.5]. Z véty poté sta¢i najit priblizné feSeni LDR
1. fadu ve tvaru

u'(z) + 2y(2)]u(z) =1,z €1, (5.33)

kde y(x) = % je priblizné partikularni feseni rovnice (5.30)) na daném intervalu. Vzhle-

dem k tomu, Ze je obtizné nalézt feSeni rovnice (5.33), nahradime funkci (5.32)) né&jakou
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jednodussi funkei (napf¥. polynom) na intervalu 1.
Nejdfive funkei ((5.32) prevedeme na funkci zadanou tabulkou

z; 1 [105] 1,1 [ 1,05 12 [ 1,25 1,3 | 1,35 ] 14 [145] 15
Fx:) | -0,831-0,75 | -0,66 | -0,57 | -0,47 | 0,37 | -0,26 | -0,15 | -0,02 | 0,13 | 0,29

Tabulka 5.1: Funkce (5.32]) zadana tabulkou na intervalu I s kroky A = 0.05

Obrazek 5.2: Graf funkce 1’ pro dané hodnoty
Funkci budeme aproximovat kvadratickou funkci metodou nejmensich ¢tverct.

Vysledna kvadraticka funkce ma ptredpis

f(z) = —0,53 — 1,95z + 1,662 . (5.34)

-~

Obréazek 5.3: Aproximace funkce kvadratickou funkci (5.34])

47



Funkci (5.34)) dosadime do rovnice ([5.33]). Rovnice ma potom tvar
() + [2(—0,53 — 1,95z + 1, 662)|u(z) = —1, z € I . (5.35)

Obecné teseni rovnice ([5.35)) je ve tvaru
2 3 2 3 r 2 3
'U,(.T) — 61,06w+1,95:p —1,11x C+61,06x+1,95x —1,11x / _671,06871,958 +1,11s dS, C c R (536)
1

7 véty je priblizné obecné feseni rovnice ([5.30) na intervalu I = [1,1.5] ve tvaru

y(z) = —0,53 — 1,95z + 1, 662°+
1

e1,060+1,9522—1,1123 (1 | 01,062+1,9502—1,11a flff — e—1,065—1,9552+1,1153 ] g

,zel. (537)

Pokud bychom funkci zadanou tabulkou aproximovali naptiklad kubickou funkci
f(z) = =5.29 + 9.70x — 7.752% + 2.512,
obecné feseni rovnice ((5.30)) je ve tvaru

y(r) = —5.29 + 9.70z — 7.752% + 2.512°+

1
610.58x+9.70x2—5.17903—1-1,269040 + 610.5896—1-9.70902—5.17z3+1,26x4 flx _610.583+9.7032—5.17s3+1,2654d8’

xel CeR.
Nami ziskand Teseni ovérime na pocatecni tloze
y=a+9*, xcl
y(l)=1. (5.38)

7 pocate¢ni podminky dopocitame konstantu C' a dostaneme piiblizné reseni pocatec¢ni

ulohy ((5.38) ve tvaru

yi1(z) = —0,53 — 1,952 + 1,662+
1
+ e1,06a:+1,95:c2—1,11gc307 08 + e1,062+1,9522-1,1123 flm —e—1,065—1,955241,1153 J o ’

rzel.

Pokud zvolime aproximacni funkci polynom 3. stupné, priblizné feseni pocatec¢ni llohy ma
tvar

yao(z) = —5.29 + 9.70x — 7.752° + 2.512°+
1
610.58x+9.70x2—5.17:c3+1,26a:40’ 005 + 610.58:5-1—9.70952—5.17:c3+1,26x4 flm _610.585-1-9.7052—5.17s3+1,2654dS'

V nize uvedéné tabulce mtzeme vidét srovnani presného a naseho ziskaného Teseni na
intervalu I s kroky h = 0, 05.
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presné Teseni | priblizné feseni | priblizné feseni
polynom 2.st polynom 3.st
i y(:) Y1 () Y2 () y(ri) — ya(ws) | y(zi) — ya(zi)
1 1 1 1 0 0
1,05 1,109 1,097 1,111 0,013 -0,001
1,10 1,240 1,219 1,242 0,021 -0,002
1,15 1,398 1,373 1,400 0,025 -0,001
1,20 1,591 1,564 1,592 0,027 -0,001
1,25 1,829 1,802 1,829 0,027 -0,001
1,30 2,127 2,101 2,128 0,027 -0,001
1,35 2,511 2,482 2,513 0,029 -0,002
1,40 3,021 2,984 3,024 0,037 -0,004
1,45 3,730 3,672 3,736 0,058 -0,005
1,50 4,786 4,679 4,792 0,107 -0,006

Tabulka 5.2: Porovnéni piesného a piiblizného feseni po¢atedni tilohy (5.38)

Z tabulky je patrné, ze pfi pouziti polynomu 3. stupné dostavame mnohem presnéjsi feseni
diferencialni rovnice na intervalu I = [1,1.5].
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Z.aver

Cilem prace bylo seznamit s ivodem do teorie fetézovych zlomkut. Postupné byly predsta-
veny oblasti, kde se s fetézovymi zlomky mtizeme setkat.

V prvni kapitole jsme se vénovali historii fetézovych zlomki. Predstavili jsme si jednotliva
obdobi historie fetézovych zlomki. Dozvédéli jsme se, ze fetézové zlomky maji dlouhou
historii a také, ze na této teorii pracovalo mnoho vyznamnych matematiki.

Ve druhé kapitole jsme si definovali pojem obecny fetézovy zlomek. Byly definovany ko-
necné a nekonecné retézové zlomky, dale byl definovan prosty fetézovy zlomek. Byla pred-
stavena metoda na prevedeni fetézového zlomku na zlomek a naopak. Nezbytnou casti
prace bylo definovat ¢astecny zlomek. Ukazali jsme si, jak se pocitaji a jaké jsou vlastnosti
pro sousedni ¢astecné zlomky. Velice diilezita byla véta, ktera fika, ze hodnota fetézového
zlomku lezi mezi dvéma sousednimi ¢asteénymi zlomky. Na zavér této kapitoly jsme si
vysveétlili rozdil mezi ekvivalentnim a pfirazenym retézovym zlomkem dané fadé. Nejvetsi
vyznam ma prifazeny fetézovy zlomek, ktery miize konvergovat na vétsim oboru nez dana
fada a tim poskytuje lepsi vypocet hodnot dané funkce.

Nezbytnou kapitolou byla konvergence fetézovych zlomkt. Nejdiive jsme se zabyvali kon-
vergenci fetézovych zlomki s kladnymi prvky a sepsali nékolik kritérii konvergence fetézo-
zlomku rozhoduje divergence dané rady tvorena jmenovateli fetézového zlomku. Pro kon-
vergenci obecného fetézového zlomku jsme si pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro
konvergenci fady ukazali, ze o konvergenci fetézového zlomku rozhoduje konvergence dané
fady. To samé plati pro divergenci.

Ve c¢tvrté kapitole byl predstaven Gaussiv fetézovy zlomek. K tomu bylo nutné si de-

finovat hypergeometrickou fadu s které jsme vytvorili dany fetézovy zlomek. Poté jsme

zkoumali tii elementérni funkce, konkrétné arctan(z), In(1 4+ z) a In(:££). Nasli jsme je-

jich rozvoj v fetézovy zlomek a zkoumali jejich konvergenci v realném oboru. Vzhledem k
tomu, Ze jsme nikde nedohledali postup, jak takovou konvergenci vysettit, ale pouze jenom
vysledek, pokusili jsme se vlastnim zptisobem dojit k vysledku. Dilezitym zjisténim bylo,
ze Gausstuv Tetézovy zlomek konverguje na vétsi oblasti nez mocninnéa fada, napft. obor
konvergence mocninné fady pro arctan(z) je [—1,1], ale fetézovy zlomek konverguje na
celém R. Z rozvoje funkce ln(x—ﬂ) v Tetézovy zlomek jsme po ekvivalentni apravé dostali

r—

fetézovy zlomek, jehoz jmenovatele ¢astec¢nych zlomki jsou shodné s Legendreovy poly-
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nomy. Coz neni ndhoda, nebot Christoffelova-Darbouxova formule se formélné shoduje s
tvarem pro vypocet jmenovatele (), ¢astecného zlomku.

Posledni kapitola poukazuje na mozné vyuziti fetézovych zlomkt pfi feseni LDR 2. fadu
a nelinearni Riccatiho diferencialni rovnice. Nejdtive jsme se zabyvali Eulerovo metodou,
diky niz mizeme snadno dokazat jisté identity mezi fetézovymi zlomky a urcitym integra-
lem. V dalsi ¢asti byla predstavena metoda na hledani feseni LDR 2. radu. Metodu jsme
poté tspésné aplikovali na tfi diferencialni rovnice. Na zavér kapitoly jsme si ukazali me-
todu na hledani partikularniho feseni specialni Riccatiho diferencialni rovnice. Nejdrive
jsme aplikovali metodu na jednoduchém piikladé. Poté jsme se pokusili danou metodu
pouzit na komplikovanéjsi rovnici. Pro zjednoduseni jsme rovnici uvazovali na malém in-
tervalu. K nalezeni feSeni byl pouzit software Mathematica. Nami ziskané vysledky byly
piivétivé, nebof priblizné FeSeni se prilis nelisilo od piesného feseni.

Vhodnym rozsirenim prace by bylo zamétit se na danou oblast fetézovych zlomkt a probrat
ji vice do hloubky. Napiiklad vice nastudovat spojeni mezi fetézovymi zlomky a ortogo-
nalnimi polynomy nebo prostudovat spojeni mezi Stieltjesovym integralem a konvergenci
retézovych zlomki nebo dikladné nastudovat maticovou teorii fetézovych zlomkt vyvinu-
tou pomeérné nedavno. Zajimavé by bylo také nastudovat Perronovu knihu o fetézovych
zlomcich spolu se ztracenymi deniky S. Ramanujana, nebot obé préace nabizeji mnohem
vice informaci o fetézovych zlomcich, nez které jsou zde zminény.
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