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Abstrakt

Tématem bakalarské prace jsou odhady prvniho vlastniho ¢isla okrajovych tloh.
Odvodili jsme vztah pro horni odhad pomoci Rayleighova podilu a pro dolni od-
had s vyuzitim Piconeho identity. Zamérili jsme se na konstrukei testovaci funkce
pomoci kubického splinu. Abychom ziskali zaru¢eny odhad, pouzili jsme interva-
lovou aritmetiku. Regent demonstrujeme na dvou konkrétnich tlohach. Potfebné
vypocty byly provedeny v Pythonu.

Kli¢ova slova: okrajova uloha, prvni vlastni ¢islo, zaru¢eny odhad, Rayleightv
podil, Piconeho identita, kubicky spline, intervalovéa aritmetika

Abstract

The topic of this thesis are estimates of principal eigenvalue of boundary value
problems. We deduced a formula for upper bound using Rayleigh quotient and
for lower bound with Picone identity. We focused on building the test function
using the cubic spline. We utilized an interval arithmetic to obtain the guaranteed
estimate. Two particular problems are used to demonstrate the calculations, which
are programmed in Python.

Keywords: boundary value problem, principal eigenvalue, guaranteed estimate,
Rayleigh quotient, Picone identity, cubic spline, interval arithmetic



Pouzité znaceni

R Mnozina redlnych ¢isel.
Rt Mnozina kladnych realnych ¢isel.

C(0,1)  Prostor spojitych funkei, definovanych na intervalu (0, 1),
C10,1]  respektive [0, 1].

Ck(0,1)  Prostor funkei, definovanych na intervalu (0, 1),
C*[0,1]  respektive [0, 1], které maji na daném intervalu
spojité derivace az do radu k.

supp u  Nosi¢ (support) funkce u = u(t), definované na intervalu (0, 1),
je mnoZina supp u = {t € (0,1);u(t) # 0}.

C°(0,1) Prostor funkei, definovanych na intervalu (0, 1),
které maji na (0, 1) spojité derivace vSech radu a jejich
nosi¢ je podmnozina intervalu (0, 1).

£2(0,1)  Prostor funkei u = u(t), které jsou definované na (0, 1)
a [} [u(t)|? dt je kone¢ny.

L*(0,1) Faktorovy prostor £2(0,1)|Ns(0,1). Af je mnozina
vSech méfitelnych funkei u = u(t) definovanych na (0, 1),
které jsou skoro vsude na (0, 1) rovny nule.



W20, 1)

Wy?(0,1)

A
U

infte(o,l)

Prostor funkef u € L*(0, 1), jejichZ zobecnéna
derivace v’ pat¥i op&t do L?(0,1).

Prostor funkef u € W12(0, 1), jejichz limita
v krajnich bodech je rovna 0.

Prvni vlastni ¢islo.
Prvni vlastni funkce piislusejici k ;.

Infimum na intervalu (0, 1).
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1 Uvod

Vlastni ¢isla okrajovych tloh hraji zasadni roli v riiznych typech aplikaci, po¢inaje
kmitanim a konc¢e kvantovou mechanikou. I proto je tento problém zkoumén
nejméné tri staleti a v jeho historii se objevuji Euler, Lagrange, Cauchy nebo
Fourier. I v nasi praci narazime na jména, kterd se problémem okrajovych tloh
a s nim spojenym problémem vlastnich funkci a vlastnich ¢isel zabyvala. Jacques
Charles Francgois Sturm a Joseph Liouville v 19. stoleti pracovali na tom, co dnes
zname jako Sturmova-Liouvilleova tloha, kde vlastni ¢isla a vlastni funkce hraji
klicovou roli. Dalsim byl John William Strutt, 3. baron Rayleigh, anglicky védéc
a nobelista, zabyvajici se na prelomu 19. a 20. stoleti studiem atmosféry nebo
tfeba akustikou. A také Mauro Picone, italsky matematik, ktery v roce 1910
priSel s identitou dnes znamou jako Piconeho. A nebyl to nikdo jiny nez David
Hilbert, kdo dal na zac¢atku 20. stoleti vlastnim ¢islim a vlastnim funkcim jejich
dnesni anglické jméno eigenvalues a eigenfunctions.

My se v této praci zabyvame jen jednim konkrétnim aspektem okrajovych tuloh
s parametrem, a to prvnim vlastnim c¢islem. Pro tlohy, které neumime analy-
ticky vyTesit, je mozné ziskat numerickou aproximaci prvniho vlastniho ¢isla. U té
vSak Casto nejsme schopni zjistit, nebo jen velmi komplikované, jak velkou chybu
pii vypoctu predstavuje. A proto jsou velmi dulezité zaruc¢ené horni a dolni od-
hady, které naAm mozné neposkytnou presné feseni, ale zaruci, ze hledana hodnota
je urcité pod nebo nad tou vypoctenou.

V kapitole 2 si nadefinujeme tlohu a odvodime k ni vztah pro horni a dolni odhad
prvniho vlastniho ¢isla. V kapitole 3 potom budeme hledat vhodnou testovaci
funkci, kterou bychom do téchto vztahi dosadili. Na dvou konkrétnich tilohach si
ukazeme, jak vypocet provést.

Vsechny vypocty byly naprogramovany v Pythonu s pouzitim knihoven na nume-
rické vypocty SciPy a NumPy, na intervalovou aritmetiku mpmath, symbolické
vypocty SymPy. O graficky vystup se postaral Matplotlib.



2 | Odhady )\

2.1 Okrajova tloha s parametrem

Vychozim bodem bude pro néas nésledujici okrajova tloha.

Méjme obycejnou diferencialni rovnici 2. fadu, doplnénou o homogenni Dirichle-
tovy okrajové podminky

{—u”(t) = Ag@)u(t), te(01), (2.1)

w(©0) = u(l) = 0,

kde g € C[0,1] je na intervalu [0, 1] kladné vahova funkce a A je neznamy parametr.

Takovato tloha se nazyva okrajova tloha s parametrem. VyfeSenim tulohy se ro-
zumfi nalezeni parii parametru A € R a funkce v # 0 na (0,1), u € C?(0,1), ktera
fesi ulohu (£2.1)).

Konkrétni hodnota A\ se nazyva vlastni ¢islo, pokud pro néj existuje nenulové
feseni ulohy wu(t). Této funkci se pak fikéa vlastni funkce tlohy piislusejici k vlast-
nimu ¢islu A.

Uloha (2.1)) je jednim z mnoha tvart tzv. Sturmovy-Liouvilleovy tlohy a pro jeji
feSeni plati tedy nésledujici obecné znama véta.

Véta 2.1. Pro Sturmovu-Liouvilleovu wlohu plati:

1. VSechna vlastni ¢isla ilohy jsou redlnd a kladnd.

it. MnoZina vsech vlastnich cisel {\,} je spocetnd a lze ji sefadit do posloupnosti
tak, Ze
)\1<>\2<)\3<...

15 Pro kazdé vlastni ¢islo N\, existuje vlastni funkce u, s n—1 koteny v intervalu
(0,1).



Podle véty jsme tedy schopni Tici, ze pokud mé tuloha feSeni, pak existuje
realné prvni (nejmensi) vlastni ¢islo a k nému pfislusna prvni vlastni funkce,
kterd nema na daném otevieném intervalu definovaném okrajovymi podminkami
zadny koren. Toto prvni vlastni ¢islo budeme znacit A; a k nému piislusnou prvni
vlastni funkei u;. Protoze nema uy na (0, 1) zddné nulové body, mizeme bez Gjmy
na obecnosti od ted uvazovat jen u; > 0.

Jen velmi malo takovychto tloh umime fesit analyticky a vétSinou nezbyva nic
jiného, nez se pokusit o feSeni numerické. Pokud je ale nasim cilem ziskat odhad
prvniho vlastniho ¢isla A, nemusime feSeni tlohy ani znat.

2.2 Horni odhad )\

Rayleightiv podil je vztah, ktery je asi obecné vice znam pro numericky vypocet
vlastnich ¢isel matic. My ho ale pouzijeme pro horni odhad A;.

Necht je dvojice A, u € C?(0, 1) YeSenim tlohy (2.1). Z predpokladi u € C?(0,1)
a u(0) = u(1) = 0, plati také u € W;2(0,1). Provedeme tedy nasledujici kroky.
Rovnici nejprve vynasobime funkci u a poté integrujeme obé strany rovnice
na intervalu ¢t € (0,1), ktery odpovidéa okrajovym podminkam. Dostaneme

1 1
/ —u"u dt = / Agu? dt.
0 0

Integral na levé strané integrujeme per-partes, na pravé strané vytkneme A\ pred
integral

1 1
—u'u)) + o' dt =\ [ gu® dt.
0
0 0
Prvni ¢ast levé strany rovnice je diky okrajovym podminkam rovna nule. Z rovnice

tak muzeme vyjadrit
1
/ ()2 dt
A= 0

=20 .
/ gu?dt
0

Vyraz na pravé strané rovnosti je jiz zminény Rayleighiiv podil a znacit ho
budeme R,, kde proménnou je vlastni funkce tlohy , tedy i prvni vlastni
funkce u; prislusejici k prvnimu vlastnimu ¢islu A\;. Co kdybychom ale do Ray-
leighova podilu dosadili misto u; libovolnou funkci v € VVO1 ’2(0, 1)? Lze dokazat,
ze prvni vlastni ¢islo A; dlohy je rovno infimu z Rayleighova podilu pres funkce



v e Wy?(0,1),v # 0. Funkei v budeme nazyvat testovaci funkei.

1
/ (V)2 dt
M= inf R,= inf & (2.2)

ewy2(0,1) ewd2(0,1) !
s 0 gv* dt
0

Ze vztahu (2.2)) okamzité vyplyva nasledujici véta.
Véta 2.2 (Horni odhad \;). Necht Ay je pruni vlastni ¢islo dlohy (2.1)).
Pro libovolnou funkei v € W,2(0,1),v # 0, pak plati

gv*dt
0

Pozndamka 2.1. Rovnost v (2.3]) nastane, kdyz v = kuy, k # 0.

2.3 Dolni odhad )\

Véty a jejich ditkazy v této kapitole jsou inspirovany clankem [I].

Abychom byli schopni uvést vztah pro vypocet dolniho odhadu A; tlohy (2.1 a
provést jeho dikaz, musime nejprve formulovat a dokazat nasledujici véty.

Véta 2.3. Necht u,v jsou funkce, u > 0,v > 0, u,v € C*(0,1). Potom u,v spliuji
Piconeho identitu

2 2\’
(u')? + u—z(v')2 — oYy = (u')? — (u_) v > 0. (2.4)
v v

Oznacime-li levou stranu rovnosti L(u,v) a pravou stranu R(u,v), miZeme vztah

(2.4) prepsat ve tvaru
L(u,v) = R(u,v) > 0. (2.5)

Plati, Ze L(u,v) = 0 na intervalu (0,1) prdvé tehdy, kdyZ (%)" = 0 na (0,1).
Z toho vyplyvd, Ze uw = kv pro néjakou konstantu k € R.

Diikaz. Nejprve dokazme rovnost v Piconeho identité pomoci derivace podilu 21—2
v R(u,v).

2uvy’ — uv’
- = W)+ () — 22



PouZijeme-li substituci « = u' a § = “T“/, tak plati
L(u,v) = a* — 2a8 + 3 = (a — B)*.

Tento vyraz je diky druhé mocniné vzdy nezaporny a v Piconeho identité tedy
plati L(u,v) = R(u,v) > 0.

Rovnost L(u,v) = 0 plati pravé tehdy, kdyz o = [. Dosazenim za funkce a, 3

z 7 / 7 z ’ e w1z fr v
ziskdme u' = “>, po vynasobeni u'v — uv’ = 0. Cely vyraz vydélime v? a jiz
. v . ~ v ly— / / . . . v , , 2 -
je ziejmé, ze 5 = (%) = 0. Rovnost integrujeme a vyjadienim ziskdvame
u=kv kel [ |

Nyni uvazujme tlohu (2.1]) a pfedpokladejme existenci prvniho vlastniho ¢isla a
k nému prislusné prvni vlastni funkce.

Véta 2.4. Predpoklddejme, Ze néjakd funkce v € C?(0,1),v > 0 na (0,1) spliuge
—v" > Agv, g > 0 na (0,1), 0 < A € R. Potom pro libovolné u > 0,u €
C?(0,1),u(0) = u(1) = 0, plati

1 1
/ (u)?dt > )\/ gudt (2.6)
0 0

a navic Ay > .

Diikaz. Necht [a, 8], 0 < a < < 1, je interval, to jest [a, 5] C (0,1). Zvolme
funkci p € C§°(0,1), ¢ >0, ¢ =0mna (0,1) \ [a, 5]. Potom plati

(1) B8 B
0§/ L(cp,v)dt—/ R(p,v)dt =

a

B B 2\’ B B 2
:/ (go')2dt—/ (*’i) V' dt “”/ (<p’)2dt+/ (90—) "dt <
LRl Ly 2 g 2, ) [T by
< /(ap)dt—)\/ gp dt = /(ap)dt—)\/ gp-dt. (2.7)
a a 0 0

Oznacené kroky v ([2.7)) si zaslouzi detailnéjsi vysvétleni.

(I.) Plati diky véte (2.3)).

(I.) Integraci per-partes dostavame



B
Protoze ¢ € C§°(0,1), ¢ > 0, ¢ =0mna (0,1) \ [a, f], plati [‘%21}’} = 0.
(III.) Z predpokladu —v” > Agv vyjadiime ”TH < —)\g. Konstantu poté muzeme
vytknout pred integral.

(IV.) Protoze je funkce ¢ na (0,1) \ [«, 5] rovna nule, a tim padem i ¢ je nulova,
miizeme oba integraly rozsifit na cely interval (0, 1) a jejich hodnota se nezméni.

Pro kazdou funkei u € C2(0,1),u(0) = u(1) = 0, plati také u € W,*(0,1).
Mnozina C$°(0,1) je husta ve W,(0,1) vzhledem k normé W2(0,1), a proto

. . W1’2 ’ h4 I A
existuje posloupnost funkci ¢, € C§°(0,1), ¢, & u. Protoze integraly

v (2.6)) jsou spojité vzhledem k normé W12(0, 1), miZeme psat

1 1
0< / (u')* dt — )\/ gu® dt. (2.8)
0 0

Tim jsme dokazali (2.6) a mizeme dokazat A\; > \.
Za u zvolme prvni vlastni funkei u;. Podle véty [2.2] a poznamky [2.1] plati

[ @
e (2.9)

=20 ‘
/ guidt
0

Do ([2.6) dosadime u = u; a vyjadiime A

1
/ () dt
JO > ).

1 -
/ guidt
0

Dosazenim A1 z (2.9)) dostavame A; > A.
|

Poznamka 2.2. Pokud za u a v zvolime kladny nasobek u; a za A zvolime Ay,
bude v pozadované nerovnosti —v” > Agv platit rovnost, stejné tak i v (2.6).

Nyni jiz muzeme formulovat a dokdzat vétu, kterda nam umozni vypocitat dolni

odhady prvniho vlastniho ¢isla tlohy (2.1).

Véta 2.5 (Dolni odhad A\;). Necht' Ay je pruni vlastni éislo wilohy (2.1). Necht v
je testovact funkce, v € C*(0,1), v(t) > 0, t € (0,1). Potom pro \; plati

"

)\1 > inf

) 2.1
~(0,1) gu ( 0)
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Diikaz. Urcité plati

" "

> inf )
qgu 0,1) gv

(2.11)

Zvolime \ = inf(o,l)_givﬂ. Z této volby a z 12.11: pak plati —g—; > A, a tedy

—v" > Agv. Tim jsme dokézali predpoklad z véty [2.4]

7 véty 2.4 vime, ze \; > A, a proto diky volbé A\ plati

"

)\1 Z inf .
(0,1) gv

Pozndmka 2.3. Rovnost v (2.10) nastane, kdyz v = cuy, kde u; je prvni vlastni
funkce prislusna k prvnimu vlastnimu ¢éislu A; a ¢ je libovolna konstanta ¢ € R™.

V dalsim textu budeme podil —% pro jednoduchost zapisu znacit P,.
gu

12



3 Vypocty odhadi A\

To, jak se budeme schopni vypoc¢tem pfiblizit pomoci horniho a dolntho odhadu
ke skutecné hodnoté A\, zavisi nejvétsi mérou na vybéru testovaci funkce. Opti-
méalni by bylo pouzit prvni vlastni funkci u;. Pokud bychom ale u; znali, znali
bychom i A\;. V pfipadech, kdy nejsme schopni u; analyticky najit, mizeme po-
uzit jeji numerickou aproximaci. V dalSich vypoctech musime uz ale zohlednit
zaokrouhlovani zptsobené pocitacovou aritmetikou. Potfebujeme ziskat zaruceny
odhad takovy, ktery napriklad u horniho odhadu zajisti, Ze ziskan& hodnota ne-
bude mensi nez skutecné \;. Kdybychom pro vypocet pouzili standardni pocitaco-
vou aritmetiku, tak se to stat muze. Proto pro nase vypocty pouzijeme aritmetiku
intervalovou. Body, které ziskame numerickym vypoc¢tem v pocitacové aritmetice,
interpolujeme s pouzitim intervalové aritmetiky kubickym splinem a ten nasledné
znovu intervalové dosadime do vztahu pro horni odhad, respektive
pro dolni odhad.

Nez ovSsem budeme schopni sestavit konkrétni algoritmus vypoctu, popiSme si
obecné pouzitou numerickou metodu, intervalovou aritmetiku a vypocet kubic-
kého splinu.

3.1 Metoda strelby

Numerickou aproximaci u; ziskdme metodou strelby. Ta predpoklada prevod okra-
jové tdlohy na posloupnost pocatec¢nich tloh ve formé soustavy dvou rovnic prv-
niho fadu, kterou resime néjakou standardni metodou pro feSeni pocatec¢ni tlohy.
V nagich vypoctech vybereme metodu RK45, ktera kombinuje metody Runge-
Kutta 4. a 5. fadu. Pomoci bisekce pak hleddme hodnotu prvniho vlastniho ¢isla
A1 tak, aby TeSeni spliiovalo okrajové podminky ptvodni dlohy.

3.2 Uvod do intervalové aritmetiky

Numerické vypocty na pocitaci v ramci pocitacové aritmetiky vedou kvuli zao-
krouhlovani na mnozinu strojové reprezentovatelnych ¢isel jen k pfibliznym vy-
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sledktiim, v nékterych ptipadech dokonce k vysledktim zcela nespravnym. Prikla-
dem miuze byt napf. vyjadieni hodnoty funkce dvou proménnych, které popsal
Siegried Rump v ¢lanku [7] a posléze bylo upfesnéno v [§].

Pokud nechame pocita¢ ve standardni IEEE 754 aritmetice vyjadfit hodnotu
funkce

Flzy) = (333,75 — 22)y° + 22(112%y? — 121y* — 2) + 5,5° + 2% (3.1)
dostaneme v bodé (z,y) = (77617, 33096) vysledek 1,1726039400531787. Ptiblizna
hodnota funkce v tomto bodé¢ je ale —0,827396059946821, jak se miizeme presvéd-
¢it naptiklad symbolickym vypoctem. Pomoci vypoc¢ti v aritmetice s libovol-
nou pfesnosti mizeme kontrolovat presnost numerickych vypocti, ale neexistuje
zadny univerzalni navod, jak se v podobnych pripadech dostat k alespon ptibliz-
nému vysledku. V tab. je nékolik hodnot pro rizné hodnoty presnosti (pocet
platnych desetinnych mist) pro funkei (3.1)).

Tabulka 3.1: Hodnota funkce (3.1) pro (z,y) = (77617,33096) pro rizné presnosti

pri pouziti aritmetiky s libovolnou pfesnosti.

presnost hodnota f(z,y)
10 —7,737125245534 x 10%°
15 1,1726039400531787
25 —137438953470,8273960599468211
36 —0,827396059946821368141165095479816292005

Teprve nastaveni presnosti na 36 desetinnych mist umozni ziskat ptiblizny vy-
sledek s velmi malou chybou. Jakykoliv vysledek vypoc¢teny pomoci aritmetiky
s mensim poctem desetinnych mist je zatizen ohromnou chybou.

Pokud neni mozné nase vypocty délat symbolicky, je vhodné v téchto pripadech
vyuzit intervalovou aritmetiku. Ta misto s jednotlivymi ¢isly (dané presnosti) po-
¢itd s uzavienymi intervaly, jejichz horni a dolni hranice jsou ¢isla, kterd dokaze
pocitac reprezentovat. Hodnota, s kterou pocitame, lezi pak vzdy v tomto inter-
valu. Nad intervaly je definovano intervalové rozsifeni @, ©, ®, © operaci sc¢itani,
od¢itani, nasobeni, déleni.

Jakych hodnot bude nabyvat funkce (3.1]) pfi pouziti intervalové aritmetiky, opét
pro rizné presnosti, je vidét v tab. |3.2]

14



Tabulka 3.2: Hodnota funkce (3.1)) pro (z,y) = (77617,33096) pro rizné presnosti
pii pouziti intervalové aritmetiky.

piesnost hodnota f(x,y)
10 [—1,547425049107 x 10%, 3,094850098258 x 102°]
e [—3,5417748621522339 x 102!,
3,0417748621522344 x 1021]
o [—137438953470,8273960599468229,
412316860417,1726039400531789]
- [—0,827396059946821368141165095479816292005,

—0,827396059946821368141165095479816291817|

Hledana hodnota lezi vzdy ve vysledném intervalu. Intervalova aritmetika nam
nedéava vysledky presnéjsi néz vypocty s libovolnou presnosti, ve vétsiné pripadua
spiSe naopak, ale vysledky jsou zarucené a hledana hodnota v intervalu vzdy lezi.
Této vlastnosti vyuzijeme pri vypoctu zarucenych hornich a dolnich odhad.

V ramci nasich vypoc¢tii horniho odhadu budeme muset intervalové vypocitat
urcity integral dané funkce. Jednoducha a pritom i dostatecné presnd metoda
je zaloZena na Riemannovych souctech, viz [2]. Interval, na kterém integral po-
¢itame, rozdélime ekvidistantné na dostateény pocet intervalti m, na nichz pak
intervalové vyjadiime hodnotu funkce u(t).

m—1
/a te Z ( rtrélInut rg%xu(t)] ®Ih) ,

[oz—i—z —a)/m, oz+(l+1)(5—oz)/m},
o= B =aym

—a/mT)/m].

(3.2)

Intervaly znacené [a, b] reprezentuji vyjadieni v intervalové aritmetice. Hodnota,
s kterou pocitame, je v takovém intervalu vzdy obsazena. Horni mez a < a a
dolni mez b > b jsou strojové reprezentovatelna ¢isla ve standardni aritmetice
IEEE 754. Sumu pak chéapeme jako soucet intervalii operatorem &.

Vice o intervalové aritmetice lze nalézt napiiklad v [2] a [7], pfipadné v dokumen-
taci k 9.
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3.3 Kubicky spline

Podle véty 2.5 potiebujeme testovaci funkei t¥idy C2, proto volime kubicky spline.

vyhody.

Nasledujici postup vypoctu kubického splinu s € C?(0,1) je zaloZen na textech
z prednasek [4] a [5].

Jednotlivé oblouky kubického splinu maji formu
5i(x) = a;(x — 23) + b2 — 23)® + ¢i(x — 25) + d;.

Pti n obloucich interpolacni kfivky potfebujeme 4n koeficienti a;, b;, ¢;, d;, © =
0,1,...,n— 1. Potfebujeme tedy 4n podminek, abychom byli schopni koeficienty
vypocitat. K dispozici mame nasledujici podminky.

1. n+ 1 interpola¢nich podminek (hodnoty v uzlovych bodech, ziskané nume-
rickym vypoctem).
2. n — 1 podminek na spojitost funkce s.

3. 2(n — 1) podminek na spojitost 1. derivace a 2. derivace funkce s.

Celkem dostavame 4n — 2 podminek pro 4n nezndmych, musime tedy dvé pod-
minky doplnit. V nasem piipadé budeme ptidavat podminky na hodnoty druhych
derivaci v pocateénim a koncovém bodé kubického splinu.

Pro vypocet koeficientu je dobfe znama metoda, kdy z vypoctenych hodnot dru-
hych derivaci v jednotlivych uzlech stanovime potiebné koeficienty.

Druhé derivace o; dostaneme vyfeSenim soustavy linearnich rovnic

10 0 o Y2 — 21+ Yo
141 0| | o o | T etn
0 1 4 1 : :
0 0 1 4 On—1 Yn — 2yn—1 + Yn—2

kde h je vzdalenost dvou po sobé jdoucich hodnot parametru ¢ pii ekvidistantnim
déleni a o; jsou hodnoty druhych derivaci ve vnitinich bodech. Po nastaveni
hodnot druhych derivaci g a o,, v krajnich bodech kubického splinu vypocteme
jednotlivé koeficienty podle nésledujicich vztahi.
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Oi+1 — 05

“T 6
0;
bi )
2 (3.4)
Yir1 — Yi 20; + 041
C; = —h )
h 6
di = y;.

3.4 Ulohy

Na zakladé dlohy (2.1)) definujme dvé konkrétni okrajové tlohy, na kterych uka-
zeme vypocet horniho a dolniho odhadu A; pro rtzné nastaveni jednotlivych
parametri vypoctu. Pro prvni tlohu volime vdhovou funkei g(¢) = 1

—u" =M, te€(0,1), u(0)=u(l)=0, (3.5)

pro druhou tlohu vahovou funkei g(t) =1+t
—u"=A1+tu, te(0,1), u(0)=u(l)=0. (3.6)

Uloha je vSeobecné znama skolni tloha, ktera je FeSitelna analyticky:. Re-
Senim je posloupnost vlastnich éisel Ay = (k7)? a k nim prisluSejici posloupnost
vlastnich funkei uy = sinknt,t € (0,1),k € N. Budeme tedy schopni snadno
porovnat vypocteny odhad s pfesnym Fesenim. Ulohu jiz analyticky vyfesit
neumime a spravnost odhadu tedy musime posoudit pomoci jinych kritérii, napf.
porovnanim s pribliznou hodnotou A; vypoc¢tenou numericky.

3.5 Metoda vypoctu

Nasim hlavnim cilem je najit vhodnou testovaci funkci v, kterd bude vyhovovat
predpokladim vét a a zaroven umozni co nejpresnéjsi odhady A;. Algorit-
mus vypoc¢tu jak horntho tak i dolniho odhadu nejprve numericky nalezne uzlové
body, pomoci kterych sestroji kubicky spline a ten nakonec dosadi do vztahi
pro horni a dolni odhad.

1. Vypocteme n + 1 bodt numerické aproximace prvni vlastni funkce u; me-
todou strelby. Tento vypocet je mozné provést ve standardni pocitacové
aritmetice. Intervalovy vypocet by sice mozny byl, ale jen by cely algorit-
mus zeslozitil a zpomalil jeho béh. Uzlové body ziskané pocitacovou arit-
metikou ndm i tak umozni sestavit kubicky spline, ktery bude odpovidat
predpokladiim na testovaci funkci v.
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2.

10.4
10.2

10.0

9.8

9.6

9.4

Aproximaci u; ziskanou numerickym vypoc¢tem pouzijeme jako uzlové body
kubického splinu o n ¢astech (obloucich), ktery je témito body jednozna¢né
uréen a splituje podminku spojitosti C?. Koeficienty splinu jiz ale mu-
sime ziskat pomoci intervalové aritmetiky. Pokud bychom to neudélali, vy-
sledny spline nemusi byt kvili nepfesnosti pocitacové aritmetiky ani spo-
jity. Hlavné bychom ale nebyli schopni, kvili zaokrouhlovani v pocitacové
aritmetice, ziskat zaruceny odhad.

Pro vypocet dolniho odhadu musime navic posunout body ziskané nume-
ricky o malou kladnou konstantu 6. P¥i vypoc¢tu v intervalové aritmetice
muze interval reprezentujici hodnoty funkce v na nékterém z kraji intervalu
(0,1) obsahovat uvnit¥ 0. To by ovSem znamenalo, Ze intervalova hodnota
funkce P, = —v”/gv by byla rovna (—o0,0), coz neni pouZitelny dolni
odhad.

Pri¢teni 0 k testovaci funkci v zméni ovSem pritbéh funkce P,. Na obr. [3.1h
je prubéh funkce P, v tloze , pokud za testovaci funkci v zvolime pfimo
prvni vlastni funkei sin7t a zadné ¢ nepficteme. Na obr. [3.Ip-d je stejna
funkce P,, k v(t) = sinxt pricitame ale razné velké 0.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t t

(a) v(t) =sinnt (b) v(t) =sinnt + 0,1

10

o

=

~

o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
t t

(c) v(t) = sinwt + 0,01 (d) v(t) = sin =t + 0,00001

Obrazek 3.1: Pribéh P, pro v(t) = sinnt a rizné hodnoty 9.

Pokud k testovaci funkci v priéteme libovolné malé kladné §, bude funkce
P, na krajich konvergovat k 0. Hodnota inf 1) P, tak vZdy vyjde 0. Proto
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pri vypoc¢tu kubického splinu nastavime druhé derivace og, o, v krajnich

un v na zapornou notu. zaruci, z raje fun .
bodech funkce a zapornou hodnotu. Ta zarudi, Zze se kraje funkce P,
mzvednou* a pritom nenarusi predpoklady na testovaci funkci v.

. Testovaci funkce v nyni vyhovuje podminkdm vét 2.2] a 2.5 Mizeme ji

tedy dosadit do vztaht pro vypocet horntho a dolniho odhadu.
Kviili ¢asové naro¢nosti vypoc¢tu inverzni matice A~! neni mozné vypocitat
kubicky spline s velkym mnozstvim oblouki, pfiblizné n > 300. Rozdé&lime
tedy kazdy oblouk na m intervali a ty teprve dosadime do intervalového
vypoc¢tu odhadt A;. Mensi dosazované intervaly budou v rdmci intervalové
aritmetiky znamenat presnéjsi odhad.

Je vidét, Ze na presnost vypoctu odhadid A; maji vliv rizné parametry. Vétsi-
nou plati, Ze zjemnéni déleni, nebo zpfesnéni jiného parametru, zlepsi i vysledny
odhad. Vypocet horniho odhadu pomoci Rayleighova podilu je velmi primocary.

Pro d

olni odhad musime ale pec¢livé volit hodnotu posunuti ¢ a hodnoty 2. deri-

vace 0y, 0, v krajnich bodech kubického splinu. Zde je popis kompletni metody
vypoctu, zvlast pro horni a poté dolni odhad.

3.5.1 Horni odhad

1.

9.874

9.873

9.872

odhad Ay

9.871

9.870

Metodou strelby (viz kapitola[3.1)) ziskdime n+1 bodu aproximace u;. Zasta-
vovaci podminka pro vypocéet A\; pomoci bisekce je 10712, Pocatecni tilohu
reSime funkci scipy.integrate.solve_ivp z Python balicku Scipy.

. Body ziskané v kroku [1| pouzijeme jako uzlové body kubického splinu, nasi

testovaci funkce v.

Pro horni odhad plati, Ze vyssi pocet n oblouki splinu odhad zpfesni. To
je ilustrovano na obr. 3.2] V zavorce pod grafy jsou vzdy uvedeny hodnoty
dalsich parametri vyuzitych pfi vypoctu.

6.5510

6.5505

6.5500

odhad Ay

6.5495

6.5490

.
- . .
.. ..
.. .
......
.......

6.5485
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

(a) Uloha[3.5] (m = 1000) (b) Uloha 3.6] (m = 1000)

Obrazek 3.2: Zavislost horniho odhadu na poc¢tu obloukt kubického splinu 7.
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Ziskdme koeficienty kubického splinu. Resime soustavu linearnich rovnic
(3.3)), kterou muzeme reprezentovat ve zjednodusené formé A - o = b.

(a) Matici A sestavime symbolicky.

(b) Symbolicky vypoc¢teme inverzni matici A~!. ProtoZe je matice A Fidka,
mizeme pouzit LDL metodu, a tim urychlit vypocet. Navic se matice
A pro ruzné tlohy neméni, je zavisla jen na poc¢tu obloukiu n. Proto
lze A~! piedpocitat.

(c¢) Od ted jiz musime vSe kvili zaruéenému odhadu pocitat intervalové.
Podle sestavime vektor pravé strany b. Protoze jsme v nume-
rické metodé pouzili ekvidistantni kroky, volime h rovno diferenci uzla
splinu.

(d) Intervalové vyfesime rovnici A - o = b. Stadi jen intervalové vynasobit
o = A~1.b. Tim ziskdme hodnoty 2. derivaci ve vnifnich uzlovych
bodech. Hodnoty o¢, 0, v krajnich bodech nastavime na 0.

(e) Koeficienty jednotlivych obloukt splinu vypo¢teme intervalové podle

vzorcu (3.4)).

3. Dosadime testovaci funkci v do vztahu ([2.3)) pro horni odhad.

(a) Intervalové vypocitame 1. derivaci testovaci funkce v. ProtoZe se jedna
o po ¢astech polynom tretiho stupné, ktery je C? spojity, staci jen
intervalové pfenasobit koeficienty.

(at® 4+ bt* + ct + d) = 3at® + 20t + c.

(b) Kazdy oblouk splinu rozdélime dale na m intervali. Uz jsme uvedli
v predchozim popisu, Ze jemnéjsi déleni obloukt znamené presnéjsi
hodnotu horniho odhadu, jak je vidét i z obr. 3.3

9.880{
6.554
9.878
6.553

9.876
6.552

odhad A1
odhad Ay

9.874 6.551

9.872 . 6.550

........ 6.549

9.870

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

(a) Uloha[3.5] (n = 80) (b) Uloha[3.6] (n = 80)

Obrazek 3.3: Zavislost horniho odhadu A; na hodnoté m.

(c) Podle vztahu (3.2)) vypoc¢itdme intervalové oba integraly fol(v’ )2dt a
1.2
J, v dt.
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(d) Hodnoty obou integraliit dosadime do vztahu (2.3). Vysledkem je in-
terval [R,, R,| reprezentujici horni odhad A;.

(e) Pro zaruceny horni odhad volime horni mez R, > R, > ;.

3.5.2 Dolni odhad

Vypocet dolntho odhadu provedeme v podobnych krocich jako vypocet odhadu
horniho.

odhad Ay

1. Metodou strelby ziskame n + 1 bodu aproximace u;. K vysledku pficteme

6

5

malou kladnou konstantu ¢. Tu volime co nejmensi, abychom co nejméné
ovlivnili dolni odhad. Na obr. [3.4]je zavislost hodnoty odhadu A; na velikosti
J.

7 pravé casti grafu je zfejmé, Ze prilis velké § pro zvoleny pocet oblouku n
odhad vyznamné zhorsi. Krajni intervaly totiz zasahuji do poklesu funkce
P,, jak jsme ji ukazali na obrazcich

Nesmime ale ¢ zvolit prilis malé vzhledem k déleni na n oblouki. Jiz diive
jsme ukazali, ze v tom pripadé by vysledny dolni odhad byl —oo.

0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175 0.00200 0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175 0.00200
6

(a) Uloha[3.5] (n = 80,m = 1000, 09 = —10~2) (b) Uloha[3.6] (n = 80, m = 1000, = —10~2)

Obrazek 3.4: Zavislost dolniho odhadu A; na hodnoté é.

2. Velikost § ma ovSem jesté jeden zasadni vliv. Narozdil od horniho odhadu

neplati, ze déleni splinu na vice obloukii vysledny dolni odhad A\; zpfresni.
Na obr. [3.5]je zavislost hodnoty dolniho odhadu A; na poc¢tu obloukt splinu.
Je patrné, ze hodnota n mé své optimum.
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.....
9.855
6.522

9.850

9.845 6.520

9.840 6518

odhad Ay
odhad A,

9.835
6.516
9.830

9.825 6.514

9.820

20 40 60 80 100 120 50 75 100 125 150 175 200 225 250
n n

(a) Uloha[3.3] (m = 1000,6 = 10~%,09 = —1) (b) Uloha[3.6] (m = 1000,5 = 10~7, 59 = —1)

Obrazek 3.5: Zavislost dolnfho odhadu Ay na poétu oblouku n.

Toto optimum je zavislé pravé na hodnoté §. Pokud n zvolime moc velké,
a tim padem krajni oblouky budou moc malé, zaporné hodnoty oy a o,
zvednou hodnotu v krajnich intervalech dostatecné, ale hodnoty P, v dru-
hém a predposlednim uzlovém bodé funkce v budou stale moc nizké. Proto
se hodnota dolntho odhadu A; bude s rostoucim poctem oblouki n dale
zmensSovat. Na obr. je prubéh zavislosti odhadu Ay na poc¢tu obloukt n
pro tii rizné 4.

9.860

9.858

9.856

9.854

odhad A,

9.852

9.850

9.848

Obrazek 3.6: Uloha - zévislost dolniho odhadu A; na po¢tu obloukd n pro ruzné §
(m = 1000,09 = —1).

Koeficienty kubického splinu vypoc¢teme stejnym algoritmem jako v pripadé
horniho odhadu, jen musime nastavit zapornou hodnotu oy, o,,. Pfi kon-
stantnich ostatnich parametrech na tom, jakou hodnotu toto ¢islo bude
mit, prakticky nezélezi (kromé krajnich pfipada hodnoty og,0,, blizici se k
0 zleva). Od uréité hodnoty og,0,, a tim dostateéné korekce funkce P,, je vy-
sledny odhad A, identicky, viz obr.[3.7] Proto zpravidla volime oy, o,, = —1.
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10

—0.0010 -0.0008 —0.0006 -0.0004 —0.0002 0.0000 —-0.0010 —0.0008 —0.0006 —0.0004 —0.0002 0.0000
0o, On Go, On

(a) Uloha [3.5] (n = 80,m = 1000, = 10~5) (b) Uloha3.6] (n = 80, m = 1000,5 = 10~°)

Obrazek 3.7: Zavislost dolniho odhadu na hodnoté og, o,,.

3. Dosadime testovaci funkci v do vztahu (2.10)) pro dolni odhad.

(a) Intervalové vypocteme 2. derivaci testovaci funkce v. Stejné jako u 1. de-
rivace staci jen prenésobit (intervalove) koeficienty jednotlivych ob-
loukt splinu.

(at® + bt* + ct + d)" = 6at + 2.

(b) Kazdy z n oblouki funkce v rozdélime na m intervali a pro kazdy takto
vznikly interval vyjadiime hodnotu podilu P, intervalové. Vysledkem

jsou intervaly Z;,7 € {1,... ,nxm}. Na obr. je zobrazen intervalovy
prubéh P, pro obé nase tlohy a rizné parametry vypoctu.
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odhad Ay

9.90

9.89

9.88

9.87

9.86

9.85

9.84

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
t

(a) Uloha (3.5)
(n = 40,m = 300,86 = 107,09, = —1)

6.57

6.56

6.55

6.54

6.53

6.52

6.51

6.50

6.49

00 02 04 06 058 10
t

(c) Uloha (3.6)
(n =40,m = 300,5 = 102,09 = —1)

9.8710

9.8705

9.8700

9.8695

9.8690

9.8685
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

t

(b) Uloha (3.5)
(n =100,m = 10%,§ = 10~?,009 = —1)

»

6.550

6.549

6.548

6.547

6.546

6.545

6.544

6.543

0.0 0.2 0.4 0.6 08 10
t

(d) Uloha (3.6)
(n=300,m =4 x 10*§ =107 09 = —1)

Obrazek 3.8: Intervalovy priubéh funkce P, pro rizné parametry.

Zavislost dolntho odhadu A; na poé¢tu intervali m je na obr. S

N

jemnéjsim délenim se dolni odhad opét zpresiuje.

98501 . e e e e e
. . *

0.825
9.800
9.775
9.750
9.725

9.700

9.675

200 400 600 800 1000

m

(a) Uloha[3.5] (n = 80,5 = 107°,09 = —1)

« o e .
......
R

6.44
6.42
6.40
200 400 600 800 1000
m
(b) Uloha3.6] (n = 80,6 = 107%,00 = —1)

Obrazek 3.9: Zavislost dolniho odhadu A1 na hodnoté m.

(c) Pres v8echny intervaly Z;,i € {1,...,n x m} najdeme minimalni dolni
mez inf 1) P, < infop) P, < Ao A tu oznacime za zaruceny dolni

odhad \;.
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3.6 Vysledky

7 metody popsané v kapitole je ziejmé, ze vypocet horntho odhadu A\; mu-
zeme dale zpresnovat, pokud budeme volit vétsi pocet obloukt kubického splinu a
zaroven délit jednotlivé oblouky na vice intervali. Vysledna testovaci funkce v se
tim nijak nepokazi. Pfesnost horniho odhadu je tak zavisla na slozitosti pouzitych
algoritmi vypoctu a vykonu pouzitého hardwaru, tedy na celkovém case, ktery
dokézeme vypoctu ,,obétovat‘.

P1i vypoc¢tu dolniho odhadu je tifeba peclivé volit optimalni hodnotu poc¢tu ob-
loukt n v zavislosti na hodnoté posunuti § a nastavit dostate¢né malé og, o,.
U ostatnich parametri je situace stejna jako u odhadu horniho.

Na obr. jsou oba odhady A\; v jednom grafu v zavislosti na po¢tu obloukt
splinu. Cerna teckované ¢ara v levém grafu vyznacuje skuteénou hodnotu Ay v pii-
padé tlohy . Na grafu vpravo je pro tlohu ¢erné vyznacena pro porov-
nani pribliznd hodnota A, ziskan& numericky. Z grafu je zfejmé, ze vinou korekci
testovaci funkce v a obecné slozitéjsich vypoctl, nedosahuje dolni odhad takové
presnosti jako odhad horni.

6.550

08701 ottt e e e 4 e e e e e a4,

6.545

6.540
9.865 |
£6535) et

5 o

odhad A1

B
.......... S
9.860 e S 6.530

6.525

.
9.855 6.520

6.515

20 40 60 80 100 120 50 75 100 125 150 175 200 225 250
n n

(a) Uloha (3.5) m = 1000,5 = 10~°,00 = —1 (b) Uloha (3.6) m = 1000, = 109,009 = —1

Obrazek 3.10: Oba odhady v zéavislosti na n po¢tu oblouku spline.

Nejpresnéjsi odhady Aq, které se nam pomoci popsané metody podarilo ziskat,
jsou shrnuty v tab. a. V tdloze miizeme porovnat vypoc¢tenou hodnotu
s analytickym Fesenim \; = 2. Pro tlohu neumime analytické FeSeni ziskat,
a proto porovname oba odhady s hodnotou A\; ~ 6,548395305831178 vypoctenou
numericky. Snad jen jiz pro ilustraci, vypocet jednoho odhadu, dolniho nebo
horniho, na pouzitém hardwaru trva pfiblizné jednu hodinu.
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Tabulka 3.3: Vysledky vypocti pro tlohu (3.5)).

parametry

horni odhad )\

chyba vzhledem

k pfesnému reseni 7>

n =100, m = 10°

9,869609310406974

4,9093176155423635 x 107°

parametry

dolni odhad X\,

chyba vzhledem

k pfesnému reseni 7>

n = 100,m = 10,
o=-1,0=107°

9,869115030489464

—4,893705998938458 x 10~4

Tabulka 3.4: Vysledky vypo¢ti pro alohu (3.6)).

parametry

horni odhad )\,

chyba vzhledem
k numerickému odhadu

n = 100, m = 10°

6,548398264577634

2,9587464558389343 x 107°

parametry

dolni odhad )\,

chyba vzhledem
k numerickému odhadu

n = 300,
m =4 x 10,

o=-1,6=10"°

6,543688536 787878

—4,706769043300696 x 1073

Vsechny vypocty uvedené v této praci, véetné vygenerovanych grafii, jsou obsa-
zeny v elektronické piiloze a to jak ve formé spustitelnych Jupyter notebooki,
tak i jako PDF soubory.
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4 Zaver

Popsali jsme metodu, diky které lze pomoci Rayleighova podilu a Piconeho iden-
tity ziskat zarucené horni a dolni odhady prvniho vlastniho ¢isla A\; okrajovych
tloh s kladnou vahovou funkei. Volba testovaci funkce v ve formé kubického splinu
a nasledny vypocet v intervalové aritmetice se ukazaly jako vhodné. Vypocet hor-
niho odhadu Ay je velmi pfimocary a vysledek se blizi skuteéné hodnoté \; jen
s velmi malou chybou. Pro dolni odhad bylo tfeba testovaci funkei v pomoci do-
date¢nych parametri korigovat, abychom mohli pouzit intervalovou aritmetiku a
zaroven dosdhnout co nejpresnéjsich vysledki. Dolni odhad je kvili tomu vzdy
zatizen vétsi chybou nez odhad horni.

Dalsiho zpresnéni vysledkii vypoctu by bylo mozné dosahnout optimalizaci pouzi-
tych algoritmii. Zrychleni vypoctu, at jiz pouzitim jiného programovaciho jazyka
nebo softwaru nebo naptiklad propojenim Python knihovny na intervalovou arit-
metiku mpmath s knihovnou Numpy, by dovolilo volit pithodnéjsi parametry
vypoctu a dale zpfesiiovat vyslednou hodnotu odhadu.

Zajimavym budoucim rozsitenim by bylo upraveni pouzité metody na okrajové
tlohy ve vice dimenzich, pfipadné i tlohy s p-Laplacianem (viz [1]). Metoda
vypoctu horniho a dolniho odhadu prvniho vlastniho ¢isla bude velmi podobna
i vzhledem k tomu, Ze vztahy pro odhady A; v téchto tlohach pouzivaji stejné

principy.
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