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Abstrakt

Tato práce se věnuje L(i, j, k)-ohodnoceńı graf̊u, se speciálńım zaměřeńım na L(3, 2, 1)-
ohodnoceńı, a hledá minimálńı rozpět́ı λ(i,j,k), př́ıpadně horńı či dolńı odhady tohoto
rozpět́ı, kterým lze daný graf ohodnotit. Pro i, j, k ∈ N, L(i, j, k)-ohodnoceńım grafu G
rozumı́me přǐrazeńı celých nezáporných č́ısel vrchol̊um grafu G tak, že sousedńı vrcholy
musej́ı být ohodnoceny hodnotami s rozd́ılem aspoň i, vrcholy ve vzdálenosti 2 musej́ı
být ohodnoceny hodnotami s rozd́ılem aspoň j a vrcholy ve vzdálenosti 3 musej́ı být
ohodnoceny hodnotami s rozd́ılem aspoň k. V prvńı části práce jsou shrnuty již známé
výsledky z oblasti základńıch tř́ıd graf̊u. Vlastńı výzkum, o němž pojednává kapitola 4,
se zaměřuje na L(i, j, k)-ohodnoceńı zobecněných Petersenových graf̊u.
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Abstract

This bachelor thesis deals with L(i, j, k)-labelling of graphs with special focus on L(3, 2, 1)-
labelling, and searches for minimal spread of λ(i,j,k) or upper and lower bounds on this
spread by which the graph can be evaluated. For i, j, k ∈ N, L(i, j, k)-labelling of a graph
G is a mapping of non-negative integers to vertices of G such that the difference between
the values of neighbouring vertices has to be at least i, the difference between the values
of vertices at distance 2 has to be at least j, and the difference between the values of ver-
tices at distance 3 has to be at least k. Already known results for basic families of graphs
are summarized in the first part of the thesis. Our own research, which concentrates
on L(i, j, k)-labelling of generalized Petersen graphs, is described in Chapter 4.
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1 Úvod

V této práci se pracuje předevš́ım s pojmem L(i, j, k)-ohodnoceńı graf̊u. Jde o přǐrazováńı
nezáporných celých hodnot vrchol̊um př́ıslušného grafu tak, že sousedńım vrchol̊um jsou
přǐrazeny hodnoty s rozd́ılem aspoň i, hodnoty vrchol̊u ve vzdálenosti 2 se pak muśı lǐsit
aspoň o j a hodnoty vrchol̊u ve vzdálenosti 3 se muśı lǐsit aspoň o k. Maximálńı hodnotu,
která je použita pro př́ıslušné ohodnoceńı daného grafu G, budeme nazývat

”
rozpět́ı“.

Snahou je toto rozpět́ı minimalizovat, toto minimálńı rozpět́ı pak budeme značit λ(i,j,k)(G).
Přǐrazováńı hodnot grafu vycháźı z praktického problému, který se objevil na počátku

20. stolet́ı – přǐrazováńı frekvenćı. Vzhledem k tomu, že stále v́ıce stanic vyžadovalo
frekvence, na nichž by mohly vyśılat, bylo obt́ıžné naj́ıt volné frekvence, aniž by nové
stanice nerušily vyśıláńı ostatńıch stanic v okoĺı. Poprvé byl problém formulován v roce
1980 jako problém barveńı grafu W. K. Halem (viz článek [7]). O jedenáct let později F.
S. Roberts přǐsel s variantou zohledňuj́ıćı vzdálenost vyśılač̊u, totiž že

”
bĺızké“ vyśılače

muśı vyśılat na rozd́ılných kmitočtech a
”
velmi bĺızké“ vyśılače muśı vyśılat na kmitočtech

lǐśıćıch se aspoň o dva. V teorii graf̊u se jedná o vrcholy ve vzdálenosti 2, resp. sousedńı
vrcholy, a minimálńı rozsah kmitočt̊u odpov́ıdá č́ıslu λ(2,1). S př́ıslušnou definićı L(2, 1)-
ohodnoceńı graf̊u přǐsli Griggs a Yeh (viz článek [8]). Historii této problematiky pak
shrnuje článek [1].

Prakticky můžeme tento problém rozš́ı̌rit o daľśı úroveň – a rozlǐsovat vyśılače jak

”
velmi bĺızké“ a

”
bĺızké“, tak i vyśılače

”
relativně bĺızké“; opět aplikováno na teorii graf̊u

se jedná o vrcholy sousedńı, vrcholy ve vzdálenosti 2 a vrcholy ve vzdálenosti 3. O tom,
o kolik se budou muset lǐsit hodnoty daných vrchol̊u, pak rozhoduj́ı parametry i, j a k.
Obvykle pracujeme s i > j > k, kde i, j, k jsou přirozená č́ısla. Největš́ı d̊uraz bude
kladen na hodnoty i = 3, j = 2 a k = 1. S t́ımto zobecněńım přǐsli Liu a Shao [11].

V této práci se zaměř́ıme předevš́ım na hledáńı rozpět́ı λ(3,2,1) (tedy hodnoty sousedńıch
vrchol̊u se muśı lǐsit aspoň o 3, hodnoty vrchol̊u ve vzdálenosti 2 se muśı lǐsit aspoň o 2
a hodnoty vrchol̊u ve vzdálenosti 3 se muśı lǐsit aspoň o 1) pro zobecněné Petersenovy
grafy. Ty vycházej́ı z Petersenova grafu, který je zachycen na obrázku 1.

Obrázek 1: Petersen̊uv graf
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2 Definice základńıch pojmů

V tomto textu budeme pracovat s následuj́ıćımi pojmy (většina pojmů a definic byla
převzata z [5]). Grafem G rozumı́me neorientovaný graf bez smyček a násobných hran.
Symboly V (G) a E(G) budeme značit množinu vrchol̊u, resp. hran př́ıslušnou k danému
grafu G. Hranu mezi vrcholy x a y budeme zapisovat xy. Ze základńıch tř́ıd graf̊u budeme
pracovat s úplnými grafy, úplnými bipartitńımi grafy, cestami, kružnicemi, (r-árńımi)
stromy, (uniformńımi) housenkami, dále pak s kartézským produktem graf̊u či s moc-
ninami graf̊u. Stupeň vrcholu x budeme značit deg(x), maximálńı stupeň grafu G pak
budeme značit ∆(G). Vzdálenost́ı dvou vrchol̊u x, y budeme rozumět délku nejkratš́ı
cesty mezi vrcholy x a y, znač́ıme distG(x, y). Graf H je podgrafem grafu G, jestliže
V (H) ⊂ V (G) a E(H) ⊂ E(G).

Značeńı 2.1. Dále budeme použ́ıvat toto značeńı:

• f(u) . . . hodnota př́ıslušná vrcholu u

• fs . . . s-tá hodnota

• fmax . . . maximálńı hodnota

Zápis |f(u)− f(v)| určuje absolutńı rozd́ıl hodnot přǐrazených k vrchol̊um u a v.

Necht’ n je přirozené č́ıslo a označme [n] = {1, . . . , n}.

Definice 2.2 [5]. Úplný graf Kn je graf s V (Kn) = [n] a E(Kn) =

(
[n]
2

)
. Cesta Pn

na n vrcholech je graf s V (Pn) = [n] a E(Pn) = {l(l + 1) : 1 ≤ l < n}. Kružnice Cn, kde
n ≥ 3, je graf s V (Cn) = [n] a E(Cn) = E(Pn) ∪ {1n}.

Definice 2.3 [3]. Graf, který má vrcholovou množinu rozdělenu na dvě neprázdné
disjunktńı podmnožiny M a N , přičemž |M | = m, |N | = n, a který obsahuje všech m · n
hran xy takových, že x ∈M a y ∈ N , nazýváme úplný bipartitńı graf (kompletńı bipartitńı
graf) a znač́ıme jej Km,n. Každý podgraf úplného bipartitńıho grafu je bipartitńı graf.

Speciálńım př́ıpadem úplného bipartitńıho grafu je hvězda, kde je |M | = 1. Znač́ıme
Sn = K1,n.

Definice 2.4 [12]. Konečný souvislý graf, který jako podgraf neobsahuje žádnou kruž-
nici, se nazývá strom. Housenka je strom s alespoň třemi vrcholy takový, že odstraněńım
všech vrchol̊u stupně 1 a všech hran s nimi incidentńıch vznikne cesta, nebo graf s jediným
vrcholem.

Speciálńım stromem je tzv. r-árńı strom. To je zakořeněný strom T takový, že kořen
má stupeň r a všechny vnitřńı uzly maj́ı stupeň r + 1 = ∆(T ).

Definice 2.5 [12]. Graf, který je možno v rovině znázornit tak, že vrcholy jsou body
roviny a hrany jsou oblouky (lomené čáry) takové, že žádné dvě nemaj́ı společný vnitřńı
bod, se nazývá rovinný (planárńı).
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Definice 2.6 [12]. Máme dán graf G = [V (G), E(G)], dva r̊uzné vrcholy x, y a při-
rozené č́ıslo n. Definujeme n-tou mocninu grafu G (znač́ıme Gn) takto: V (Gn) = V (G)
a hrana xy existuje v Gn právě tehdy, plat́ı-li vztah 1 ≤ distG(x, y) ≤ n.

3 L(i, j, k)-ohodnoceńı graf̊u

Mějme dán graf G a i, j, k ∈ N, kde i > j > k. Potom L(i, j, k)-ohodnoceńım grafu G
rozumı́me ohodnoceńı vrchol̊u grafu G se speciálńım požadavkem na hodnoty přǐrazené
sousedńım vrchol̊um a vrchol̊um ve vzdálenosti 2 a 3.

Následuj́ıćı definice byla převzata z [4] a upravena pro L(i, j, k)-ohodnoceńı.

Definice 3.1 [4]. Necht’ G je graf. Pak L(i, j, k)-ohodnoceńım grafu G rozumı́me funkci
f : V (G)→ N ∪ {0} takovou, že pro každou dvojici u, v ∈ V (G) plat́ı:

• je-li uv ∈ E(G), pak |f(u)− f(v)| ≥ i,

• je-li distG(u, v) = 2, pak |f(u)− f(v)| ≥ j,

• je-li distG(u, v) = 3, pak |f(u)− f(v)| ≥ k.

Zavedeme značeńı p-L(i, j, k)-ohodnoceńı, rozumı́me t́ım L(i, j, k)-ohodnoceńı takové,
že žádná z hodnot přǐrazená vrchol̊um daného grafu neńı větš́ı než p, kde p je nezáporné
č́ıslo. Ohodnocovaćım č́ıslem nazveme č́ıslo λ(i,j,k)(G), které označuje nejmenš́ı č́ıslo p ta-
kové, že graf G lze ohodnotit pomoćı p-L(i, j, k)-ohodnoceńı, v tom př́ıpadě hovoř́ıme
o minimálńım ohodnoceńı. Toto značeńı bylo převzato z [4] s L(3, 2, 1)-ohodnoceńım
a upraveno pro L(i, j, k)-ohodnoceńı.

Poznámka 3.2. Ve článćıch [1], [6], [9] je však na rozd́ıl od této práce (a článku [4])
použito ohodnocováńı graf̊u od č́ısla 1. Výsledným λ(i,j,k) př́ıslušného grafu tak neńı roz-
sah hodnot, nýbrž počet hodnot. Proto jsou výsledky z těchto článk̊u v této práci trans-
formovány tak, aby odpov́ıdaly našemu ohodnocováńı.

Tvrzeńı 3.3 [4]. Necht’ H je podgraf grafu G. Pak λ(3,2,1)(H) ≤ λ(3,2,1)(G).

Tvrzeńı 3.4 [4]. Pokud funkce f je p-L(3, 2, 1)-ohodnoceńım grafu G, pak i funkce
f ′ : V (G) → {0, 1, . . . , p}, definovaná jako f ′(v) = p − f(v), je také p-L(3, 2, 1)-
ohodnoceńım grafu G.

Je evidentńı, že obě tyto tvrzeńı lze zobecnit i pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceńı grafu
pro př́ıpustné parametry i, j, k.

Poznámka 3.5 [1]. Jestliže hodnotu 0 nepřǐrad́ıme žádnému vrcholu v G při L(3, 2, 1)-
ohodnoceńı grafu G, pak hodnoty přǐrazené všem vrchol̊um můžeme zmenšit o 1. Nav́ıc
při minimálńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńı nutně muśı být 0 použita při ohodnoceńı vrchol̊u.
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I tuto poznámku lze zobecnit pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceńı grafu pro př́ıpustné
parametry i, j, k.

V následuj́ıćıch dvou podkapitolách nás bude zaj́ımat L(i, 2, 1)-ohodnoceńı základńıch
tř́ıd graf̊u, přičemž i ≥ 3. Sem patř́ı např́ıklad úplné grafy, úplné bipartitńı grafy, hvězdy,
cesty, kružnice, housenky, r-árńı stromy atp.

3.1 L(3, 2, 1)-ohodnoceńı základńıch tř́ıd graf̊u

Nejprve se pod́ıváme na zcela konkrétńı a také nejv́ıce zkoumané L(3, 2, 1)-ohodnoceńı.
Zde čerpáme předevš́ım ze článk̊u [1] a [4].

Liu a Shao [11] studovali L(3, 2, 1)-ohodnoceńı planárńıch graf̊u. Povedlo se jim ukázat,
že λ(3,2,1)(G) ≤ 15(∆2 −∆ + 1), pokud G je planárńı graf s maximálńım stupněm grafu
∆. Clipperton a kolektiv [1] pak ukázali, že λ(3,2,1)(G) ≤ ∆3 + ∆2 + 3∆− 1 pro libovolný
graf G. Jak ukazuje následuj́ıćı věta, byl tento odhad již vylepšen.

Věta 3.6 [4]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆. Pak λ(3,2,1)(G) ≤ ∆3 + 2∆.

Nyńı se pod́ıváme na některé základńı tř́ıdy graf̊u a jejich hodnotu λ(3,2,1). Začneme
s úplnými a úplnými bipartitńımi grafy, o nichž mj. pojednává článek [1].

Věta 3.7 [1]. Každý úplný graf Kn s n vrcholy má λ(3,2,1)(Kn) = 3(n− 1).

Věta 3.8 [1]. Každý úplný bipartitńı graf Km,n má λ(3,2,1)(Km,n) = 2(m+ n)− 1.

Z předcházej́ıćı věty vyplývá, že hvězda, Sn, má λ(3,2,1)(Sn) = 2n + 1. Nav́ıc, pokud
f je (2n + 1)-L(3, 2, 1)-ohodnoceńım Sn, pak f(v) = 0 nebo f(v) = 2n + 1, kde v je
centrálńı vrchol hvězdy [4].

Důsledek 3.9 [4]. Každý graf s maximálńım stupněm ∆(G) = ∆ > 0 má λ(3,2,1)(G) ≥
2∆ + 1. Nav́ıc, pokud λ(3,2,1)(G) = 2∆ + 1 a pokud f je (2∆ + 1)-L(3, 2, 1)-ohodnoceńım
grafu G, pak pro všechny vrcholy v ∈ V (G) s deg(v) = ∆ je f(v) ∈ {0, 2∆ + 1}.

Důsledek 3.10 [4]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆(G) = ∆. Pokud existuj́ı
vrcholy v1, v2, v3 ∈ V (G) takové, že deg(vr) = ∆ a distG(vr, vs) ≤ 3 pro všechna 1 ≤
r, s ≤ 3, pak λ(3,2,1)(G) ≥ 2∆ + 2.

Nyńı budeme zkoumat daľśı d̊uležité základńı grafy: cesty a kružnice. L(3, 2, 1)-ohod-
noceńı těchto základńıch tř́ıd graf̊u bylo opět zkoumáno v článku [1].

Věta 3.11 [1]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, plat́ı:

λ(3,2,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
3, pokud n = 2;
5, pokud n = 3, 4;
6, pokud n = 5, 6, 7;
7, pokud n ≥ 8.

(1)
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Chia a spol. [4] pak zkoumali mocniny cesty, tj. grafy P r
n .

Věta 3.12 [4]. Necht’ n, r ≥ 1. Pak pro graf P r
n, plat́ı:

λ(3,2,1)(P
r
n) =


3n− 3, pokud n ≤ r + 1;
n+ 2r, pokud r + 2 ≤ n ≤ 3r;
5r, pokud n = 3r + 1;
5r + 1, pokud 3r + 2 ≤ n ≤ 5r + 2;
5r + 2, pokud n ≥ 5r + 3.

(2)

Následuj́ıćı značeńı pro přǐrazováńı hodnot vrchol̊um daného grafu G je převzato z [1],
hovoř́ı o přǐrazováńı hodnot vrchol̊um grafu G při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı. Značeńı je možné
převést i pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceńı. Necht’ VG = {v1, v2, . . . , vn} je množina všech
vrchol̊u grafu G. Zobrazeńı f pak přǐrad́ı vrcholu vs hodnotu fs (s = 1, 2, . . . , n). Posloup-
nost prvk̊u FG = (f1, f2, . . . , fn) pak nazveme posloupnost́ı hodnot přǐrazených k daným
vrchol̊um v grafu G, zkráceně posloupnost́ı hodnot. Zapisovat budeme jako f : VG → FG

nebo f(VG) = FG.
Pokud nav́ıc fmax = λ(3,2,1)(G), pak f(VG) nazveme optimálńı posloupnost́ı hodnot

přǐrazených k daným vrchol̊um v grafu G při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı, zkráceně optimálńı
posloupnost́ı hodnot při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı. Zapisovat budeme jako fO: VG → FG nebo
fO(VG) = FG.

Následuj́ıćı věta hovoř́ı o optimálńıch posloupnostech hodnot při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı
pro kružnice s konkrétńım počtem vrchol̊u.

Věta 3.13 [1]. Necht’ G = C4. Pak fO(VG) = (0, 5, 2, 7) při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı.
Necht’ G = C5. Pak fO(VG) = (4, 0, 6, 2, 8) při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı.
Necht’ G = C6. Pak fO(VG) = (0, 3, 6, 1, 4, 7) při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı.
Necht’ G = C11. Pak fO(VG) = (0, 5, 2, 7, 4, 0, 8, 5, 1, 7, 3) při L(3, 2, 1)-ohodnoceńı.

Daľśı věta hovoř́ı o optimálńı posloupnosti hodnot pro libovolnou kružnici s určitým
počtem vrchol̊u.

Věta 3.14 [1]. Každý graf, který je kružnićı o sudém počtu vrchol̊u n (n ≥ 4), lze ohod-
notit pomoćı složeńı fO(VC4) a fO(VC6). Vrcholy kružnice budeme ohodnocovat koṕırováńım
vzoru pro fO(VC4) a v př́ıpadě, že n = 4k + 2, k ∈ N, přidáme jedenkrát vzor fO(VC6).
Každý graf, který je kružnićı o lichém počtu vrchol̊u n, kde n ≥ 9 a n 6= 11, lze ohodnotit
pomoćı složeńı fO(VC4) a fO(VC5).

Věta 3.15 [1]. Pro každou kružnici Cn, kde n ≥ 3, plat́ı:

λ(3,2,1)(Cn) =


6, pokud n = 3;
7, pokud n je sudé;
8, pokud n je liché a pokud n 6= 3, 7;
9, pokud n = 7.

(3)
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Nyńı přejdeme ke stromům. A začneme r-árńım stromem.

Věta 3.16 [1]. Necht’ T je r-árńı strom. Pak λ(3,2,1)(T ) = 2r + 5.

Věta 3.17 [4]. Necht’ T je strom s maximálńım stupněm ∆(T ) = ∆. Pak 2∆ + 1 ≤
λ(3,2,1)(T ) ≤ 2∆ + 3.

Daľśım typem stromů jsou housenky. Uniformńı housenka G = Catn je housenka, kde
vrcholy maj́ı stupeň bud’ 1, nebo ∆(Catn), kde ∆(Catn) je maximálńı stupeň uniformńı
housenky a n znač́ı počet vrchol̊u na páteři této housenky, tj. to jsou vrcholy s maximálńım
stupněm.

Věta 3.18 [1]. Necht’ G = Catn je uniformńı housenka na n vrcholech, kde n > 2.
Pak λ(3,2,1)(G) > 2∆ + 1. Pokud nav́ıc ∆ > 2, λ(3,2,1)(G) = 2∆ + 2.

Následuj́ıćı věty hovoř́ı o L(3, 2, 1)-ohodnocováńı kartézského produktu (součinu) gra-
f̊u, hlavně cest a kružnic. Máme dáno t graf̊u G1, G2, . . . , Gt, potom Kartézským produk-
tem těchto graf̊u (znač́ıme G1�G2� · · ·�Gt), rozumı́me graf [4]:

V (G1�G2� · · ·�Gt) = V (G1)× V (G2)× · · · × V (Gt),
E(G1�G2� · · ·�Gt) = {(u1, u2, . . . , ut)(v1, v2, . . . , vt)|ul, vl ∈ V (Gl)

pro všechna l, 1 ≤ l ≤ t, urvr ∈ E(Gr) pro nějaké r a us = vs pro všechna s 6= r}.

Věta 3.19 [4]. Pro všechna n ≥ 2 plat́ı:

λ(3,2,1)(P2�Pn) =


7, pokud n = 2;
8, pokud n = 3, 4;
9, pokud n ≥ 5.

(4)

Neohodnocený graf G = P2�P5 zachycuje obrázek 2.

Obrázek 2: Graf G = P2�P5

Věta 3.20 [4]. Pro všechna m,n taková, že n ≥ m ≥ 2, plat́ı:

λ(3,2,1)(Pm�Pn) =


7, pokud (m,n) = (2, 2);
8, pokud (m,n) = (2, 3), (2, 4);
9, pokud (m,n) = (3, 3) nebo m = 2, n ≥ 5;
10, pokud (m,n) = (3, 4), (3, 5);
11, pokud m = 3, n ≥ 6, nebo n ≥ m ≥ 4.

(5)
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Věta 3.21 [4]. Pro Pm�Cn plat́ı λ(3,2,1)(Pm�Cn) = 11, pokud n ≡ 0 (mod 4) a m ≥ 3.

Věta 3.22 [4]. Pro Cm�Cn plat́ı λ(3,2,1)(Cm�Cn) = 11, pokud m ≡ 0 (mod 4) a n ≡ 0
(mod 12).

Daľśı tři věty hovoř́ı o kartézském produktu cesty P2 a kružnice Cn, kde n nabývá
postupně r̊uzných hodnot.

Věta 3.23 [4]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn je kartézský produkt cesty
a kružnice. Pak λ(3,2,1)(P2�Cn) = 9 tehdy a jen tehdy, je-li n ≡ 0 (mod 10).

Věta 3.24 [4]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn je kartézský produkt cesty
a kružnice. Pokud n je sudé, n 6≡ 0 (mod 10) a n 6= 6, pak λ(3,2,1)(P2�Cn) = 10.

Věta 3.25 [4]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn je kartézský produkt cesty
a kružnice. Pak λ(3,2,1)(P2�Cn) ≤ 11, pokud n ≡ 1 (mod 4) a n ≥ 21, nebo n ≡ 3
(mod 4) a n ≥ 11.

Mějme dánu n-rozměrnou krychli Qn definovanou jako Qn = P2�P2� · · ·�P2︸ ︷︷ ︸
n

, kde

n je přirozené č́ıslo. O L(3, 2, 1)-ohodnoceńı n-rozměrné krychle hovoř́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.26 [4]. Necht’ n ≥ 3. Pak 2n+ 3 ≤ λ(3,2,1)(Qn) ≤ 4n+ 3.

3.2 L(i, 2, 1)-ohodnoceńı základńıch tř́ıd graf̊u

Článek [6] zkoumá stejné tř́ıdy graf̊u jako článek [1], ale zabývá se L(i, 2, 1)-ohodnoceńım,
přičemž i ≥ 3, tj. sousedńı vrcholy maj́ı přǐrazeny hodnoty s rozd́ılem aspoň i.

Věta 3.27 [6]. Každý úplný graf Kn má λ(i,2,1)(Kn) = i(n− 1).

Věta 3.28 [6]. Každý úplný bipartitńı graf Km,n má λ(i,2,1)(Km,n) = 2(m+ n− 2) + i.

Z předcházej́ıćı věty vyplývá, že hvězda, Sn, má λ(i,2,1)(Sn) = i + 2n − 2. Nav́ıc, obě
tyto věty jdou zobecnit pro L(i, j, k)-ohodnoceńı, viz podkapitola 3.3.

Věta 3.29 [6]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde i ≥ 4, plat́ı:

λ(i,2,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
i, pokud n = 2;
i+ 2, pokud n = 3, 4;
i+ 4, pokud n ≥ 5.

(6)
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U kružnic je výsledek složitěǰśı – muśıme vydělit dva př́ıpady v závislosti na parametru
i. O tom hovoř́ı následuj́ıćı dvě věty.

Věta 3.30 [6]. Pro každou kružnici Cn, kde n > 3, plat́ı:

λ(4,2,1)(Cn) =


8, pokud n 6= 6, 7, 11;
9, pokud n = 6, 11;
10, pokud n = 7.

(7)

Věta 3.31 [6]. Pro každou kružnici Cn, kde n > 3 a kde i ≥ 5, plat́ı:

λ(i,2,1)(Cn) =


i+ 4, pokud n = 4l, l ∈ N;
i+ 6, pokud n = 2l, l ∈ N, l > 2, ale n 6= 4p, pro p ∈ N;
2i+ 1, pokud n = 7 a i = 5;
2i, pokud n = 2l + 1, l ∈ N, l > 1, kromě n = 7 a i = 5.

(8)

3.3 L(i, j, k)-ohodnoceńı graf̊u

Tato podkapitola se zabývá obecným př́ıpadem, totiž L(i, j, k)-ohodnoceńım graf̊u. Článek
[9] se věnuje L(i, j, k)-ohodnoceńı a zkoumá minimálńı a surjektivńı ohodnoceńı základ-
ńıch tř́ıd graf̊u.

I v tomto př́ıpadě se ve článku použ́ıvá ohodnocováńı vrchol̊u př́ıslušných graf̊u při-
rozenými č́ısly (ne nulou); proto i zde jsou výsledky

”
přepoč́ıtány“ a uvád́ıme je zde

s ohodnocováńım od 0.

3.3.1 L(i, j, k)-ohodnoceńı základńıch tř́ıd graf̊u

Nejprve se opět pod́ıváme na L(i, j, k)-ohodnoceńı úplných a úplných bipartitńıch graf̊u.

Věta 3.32 [9]. Necht’ i, j, k ∈ N a i > j > k. Každý úplný graf Kn s n vrcholy má
λ(i,j,k)(Kn) = i(n− 1).

Věta 3.33 [9]. Necht’ i, j, k ∈ N a i > j > k. Každý úplný bipartitńı graf Km,n má
λ(i,j,k)(Km,n) = j(m+ n− 2) + i.

Všimněme si, že výsledné λ(i,j,k) u těchto graf̊u v̊ubec nereflektuje parametr k (a v př́ı-
padě úplného grafu dokonce i parametr j). Důvodem je pochopitelně to, že vzdálenost
dvou r̊uzných vrchol̊u x a y je v úplném bipartitńım grafu maximálně 2 a v úplném grafu
je právě 1. Oba výsledky jsou též v souladu s konkrétńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńım těchto
graf̊u.

V posledńı části nás budou zaj́ımat cesty a kružnice a jejich L(i, j, k)-ohodnoceńı.
Nebude se však jednat o úplně obecné př́ıpady, nýbrž jen některé speciálńı. Začneme
s nastaveńım i = mj pro nějaký př́ıpustný parametr m.
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Věta 3.34 [9]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde j ≥ 2, m ≥ 2 a kde m a j
jsou přirozená č́ısla, plat́ı:

λ(mj,j,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
mj, pokud n = 2;
mj + j, pokud n = 3, 4;
mj + 2j, pokud n ≥ 5.

(9)

Věta 3.35 [9]. Pro každou kružnici Cn, kde n ≥ 3 a kde j ≥ 2, plat́ı:

λ(2j,j,1)(Cn) =


4j, pokud n 6= 6, 7, 11;
4j + 1, pokud n = 6, 11;
4j + 2, pokud n = 7.

(10)

Věta 3.36 [9]. Pro každou kružnici Cn, kde n ≥ 3 a kde j ≥ 2 a m ≥ 3, plat́ı:

λ(mj,j,1)(Cn) =


mj + 2j, pokud n = 4l, pro l ∈ N;
mj + 3j, pokud n = 2l, pro l ∈ N, l > 2, n 6= 4p, p ∈ N;
2mj, pokud n je liché.

(11)

Tentokrát se pod́ıváme na výsledky źıskané opět v článku [9] pro L(j + m, j, 1)-
ohodnoceńı cest, kde m je opět nějaký př́ıpustný parametr.

Věta 3.37 [9]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde j > m > 0 plat́ı:

λ(j+m,j,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
j +m, pokud n = 2;
2j +m, pokud n = 3, 4;
2j + 2m, pokud n = 5, 6, 7;
2j + 2m+ 1, pokud n ≥ 8.

(12)

Věta 3.38 [9]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde m ≥ j ≥ 2, plat́ı:

λ(j+m,j,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
j +m, pokud n = 2;
2j +m, pokud n = 3, 4;
3j +m, pokud n ≥ 5.

(13)
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Zmı́ńıme zde ještě výsledky dosažené pro cesty libovolné délky a kružnice délky nejvýše
9 s parametry i = (m+ 1)k a j = mk, kde m ≥ 2.

Věta 3.39 [9]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde k ≥ 1 a m ≥ 2, plat́ı:

λ((m+1)k,mk,k)(Pn) =


0, pokud n = 1;
mk + k, pokud n = 2;
2mk + k, pokud n = 3, 4;
2mk + 2k, pokud n = 5, 6, 7;
2mk + 3k, pokud n ≥ 8.

(14)

Věta 3.40 [9]. Pro každou kružnici Cn, kde n ≥ 3 a kde k ≥ 1 a m ≥ 2, plat́ı:

λ((m+1)k,mk,k)(Cn) =



2mk + 2k, pokud n = 3;
3mk + k, pokud n = 4;
4mk, pokud n = 5;
2mk + 3k, pokud n = 6;
3mk + 3k, pokud n = 7;
2mk + 4k, pokud n = 9.

(15)

Na závěr zmı́ńıme větu, ve které se poč́ıtá s postupně jdoućımi parametry; totiž
i = k + 2 a j = k + 1.

Věta 3.41 [9]. Pro každou cestu Pn na n vrcholech, kde k ≥ 2, plat́ı:

λ(k+2,k+1,k)(Pn) =


0, pokud n = 1;
k + 2, pokud n = 2;
2k + 3, pokud n = 3;
3k + 2, pokud n = 4;
3k + 4, pokud n ≥ 5.

(16)

3.3.2 Surjektivńı L(i, j, k)-ohodnoceńı základńıch tř́ıd graf̊u

Nyńı nebudeme zjǐst’ovat minimálńı rozpět́ı λ(i,j,k), ale budeme hledat takové grafy, že
jejich vrcholy při L(i, j, k)-ohodnoceńı p̊ujde ohodnotit hodnotami 0, . . . , n − 1 s t́ım, že
každá hodnota bude použita právě jednou; n znač́ı počet vrchol̊u př́ıslušného grafu.

Definice 3.42 [9]. Necht’ graf G má n vrchol̊u. Surjektivńım ohodnoceńım grafu G
rozumı́me takové ohodnoceńı vrchol̊u tohoto grafu, že každá z hodnot 0, 1, 2, . . . , n − 1 je
použita právě jednou.

V našem př́ıpadě budeme hovořit o surjektivńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńı, resp. surjek-
tivńım L(i, j, k)-ohodnoceńı.

Věta 3.43 [10]. Nejkraťśı netriviálńı cesta, kterou m̊užeme ohodnotit surjektivńım
L(3, 2, 1)-ohodnoceńım, je cesta na 7 vrcholech, P7.
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Z předchoźı věty vyplývá, že uniformńı housenka Catn s maximálńım stupněm ∆ = 2
může být ohodnocena surjektivńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńım, pouze pokud n ≥ 5 [9] (při-
pomı́náme, že n v tomto př́ıpadě znač́ı počet vrchol̊u s maximálńım stupněm).

Věta 3.44 [9]. Každou cestu délky aspoň 7 lze ohodnotit surjektivńım L(3, 2, 1)-
ohodnoceńım.

Vı́me tedy, že žádnou cestu Pn, kde n ≤ 6, nelze ohodnotit surjektivńım L(3, 2, 1)-
ohodnoceńım. Naopak každou cestu Pn, kde n ≥ 7 lze ohodnotit surjektivńım L(3, 2, 1)-
ohodnoceńım. Nyńı se pod́ıváme, jakých výsledk̊u dosáhneme u kružnic.

Věta 3.45 [10]. Nejkraťśı kružnice, kterou lze ohodnotit surjektivńım L(3, 2, 1)-ohod-
noceńım, je kružnice na 8 vrcholech, C8.

Věta 3.46 [10]. Každou kružnici Cn, kde n ≥ 8, lze ohodnotit surjektivńım L(3, 2, 1)-
ohodnoceńım.

Následuj́ıćı dvě věty shrnuj́ı, které uniformńı housenky lze a které nelze ohodnotit
surjektivńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńım.

Věta 3.47 [9]. Uniformńı housenku Catn s n ≤ 3 nelze ohodnotit surjektivńım
L(3, 2, 1)-ohodnoceńım.

Věta 3.48 [9]. Každou uniformńı housenku Catn s n ≥ 4 a s ∆ ≥ 3 lze ohodnotit
surjektivńım L(3, 2, 1)-ohodnoceńım.

Na závěr této podkapitoly se pod́ıváme na obecněǰśı př́ıpady pro cesty Pn, totiž surjek-
tivńı L(i, j, k)-ohodnoceńı cest.

Věta 3.49 [9]. Pokud existuje surjektivńı L(i, 2, 1)-ohodnoceńı cesty Pn, pak pro cestu
P ′n, kde n′ > n, také existuje surjektivńı L(i, 2, 1)-ohodnoceńı.

O zobecněńı této věty hovoř́ı věta následuj́ıćı.

Věta 3.50 [9]. Pokud existuje surjektivńı L(i, j, k)-ohodnoceńı cesty Pn, pak pro cestu
P ′n, kde n′ > n, také existuje surjektivńı L(i, j, k)-ohodnoceńı.

Na úplný závěr pak zde ještě zmı́ńıme tři hypotézy týkaj́ıćı se surjektivńıho L(i, 2, 1)-
ohodnoceńı, surjektivńıho L(mj, j, 1)-ohodnoceńı a surjektivńıho L(j+m, j, 1)-ohodnoceńı
u cest s př́ıpustnými parametry.

Hypotéza 3.51 [9]. Nejkraťśı cesta Pn, kterou lze ohodnotit surjektivńım L(i, 2, 1)-
ohodnoceńım, kde i ≥ 3, je cesta P2i+2, pokud n je sudé, a P2i+1, pokud n je liché.

Hypotéza 3.52 [9]. Necht’ j ≥ 2 a m ∈ N. Pak nejkraťśı cesta, kterou lze ohodnotit
surjektivńım L(mj, j, 1)-ohodnoceńım, je cesta P2mj+j.

Hypotéza 3.53 [9]. Necht’ j ≥ 2, m ≥ 2 a j = m. Pak nejkraťśı cesta, kterou lze
ohodnotit surjektivńım L(j +m, j, 1)-ohodnoceńım, je cesta P5m.
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4 L(3, 2, 1)-ohodnoceńı zobecněných Petersenových

graf̊u

Definice 4.1 [2]. Zobecněný Petersen̊uv graf G = GPG(p1, p2) je graf s V (G) =
{u0, . . . , up1−1, v0, . . . , vp1−1} a s E(G) = E1(G)∪E2(G)∪E3(G), kde E1(G) = {utut+1, t =
0, . . . , p1 − 1}, E2(G) = {vtvt+p2 , t = 0, . . . , p1 − 1} a E3(G) = {utvt, t = 0, . . . , p1 − 1}
a kde při přesahu index̊u jsou indexy čteny jako modulo p1. Zároveň plat́ı p2 < p1/2.

V daľśım textu budeme dodržovat následuj́ıćı terminologii a značeńı vrchol̊u. Vněǰśı
kružnićı budeme nazývat podgraf H1 grafu G = GPG(p1, p2) s V (H1) = {u0, . . . , up1−1}
a E(H1) = E1(G). Jestliže p1 a p2 jsou nesoudělná č́ısla, vnitřńı kružnićı budeme nazývat
podgraf H2 s V (H2) = {v0, . . . , vp1−1} a E(H2) = E2(G). Jestliže p1 a p2 jsou soudělná
č́ısla, vznikne v́ıce vnitřńıch kružnic. Na obrázku 3 jsou znázorněny grafy GPG(5, 1),
GPG(5, 2) aGPG(6, 2) s označenými vrcholy ur a vt. Modře je u každého grafu znázorněna
vněǰśı kružnice a červeně naopak vnitřńı. V př́ıpadě grafu GPG(6, 2) vzniknou dvě vnitřńı
kružnice – zvýrazněny červeně a zeleně.

Obrázek 3: Grafy GPG(5, 1), GPG(5, 2) a GPG(6, 2)

Nejprve se pod́ıváme na zobecněné Petersenovy grafy s parametrem p2 = 1. Jedná se
vlastně o kartézský produkt cesty P2 a kružnice Cp1 , tedy: GPG(p1, 1) = (P2�Cp1).

4.1 L(3, 2, 1)-ohodnoceńı na GPG(p1, 1)

Na úvod připomeňme již zmı́něné výsledky Chia a spol. [4]. Pro n ∈ N, n ≥ 3 a pro
G = P2�Cn plat́ı: λ(3,2,1)(G) = 9 právě tehdy, když n ≡ 0 (mod 10); je-li n sudé, n 6≡ 0
(mod 10) a n 6= 6, je λ(3,2,1)(G) = 10; je-li n ≡ 1 (mod 4) a n ≥ 21, nebo n ≡ 3 (mod 4)
a n ≥ 11, je λ(3,2,1)(G) ≤ 11.

V této části jsou pro grafy G = GPG(p1, 1) prezentovány dosažené výsledky ohodno-
covaćıho č́ısla λ(3,2,1)(G), kde p1 ≤ 10. Jsou zde zařazeny i grafy GPG(4, 1), GPG(8, 1)
a GPG(10, 1), o nichž hovoř́ı i Chia a spol. [4]. Pro každý graf G je tvrzeńı o přesné hod-
notě λ(3,2,1)(G) náležitě dokázáno a je připojen obrázek grafu s př́ıslušným ohodnoceńım.
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Tvrzeńı 4.2. Necht’ G = GPG(3, 1). Pak λ(3,2,1)(G) = 10.

Obrázek 4: Graf GPG(3, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ 10

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(3, 1).
Na obrázku 4 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 10.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 9. Zřejmě plat́ı: pro všechny dvojice x, y ∈ V (G) je
distG(x, y) ≤ 2, tedy pro každé dva r̊uzné vrcholy x, y ∈ V (G) muśı platit, že |f(x) −
f(y)| ≥ 2. Graf G má 6 vrchol̊u. Sporem budeme předpokládat, že existuje L(3, 2, 1)-
ohodnoceńı tohoto grafu hodnotami v rozsahu 0÷ 9. Proto muśıme ohodnotit dva r̊uzné
vrcholy x, y ∈ V (G) hodnotami, pro něž plat́ı: |f(x) − f(y)| ≤ 1. Což je ale spor. Tedy
graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 9. �

Nyńı se pod́ıváme na graf G = GPG(4, 1).

Tvrzeńı 4.3 [4]. Necht’ G = GPG(4, 1). Pak λ(3,2,1)(G) = 10.

Důkaz tohoto tvrzeńı je popsán v [4]. Pro úplnost a větš́ı názornost aspoň přikládáme
obrázek 5 zobrazuj́ıćı G = GPG(4, 1) s ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 10.

Obrázek 5: Graf GPG(4, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ 10
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Nyńı přejdeme ke grafu G = GPG(5, 1).

Tvrzeńı 4.4. Necht’ G = GPG(5, 1). Pak λ(3,2,1)(G) = 13.

Obrázek 6: Graf GPG(5, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ 13

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(5, 1).
Na obrázku 6 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 13.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 12. Důkaz provedeme sporem. Je patrné, že pro každou
dvojici x, y ∈ V (G) je distG(x, y) ≤ 3. Tedy pro každé dva r̊uzné vrcholy x, y ∈ V (G)
plat́ı, že |f(x)−f(y)| ≥ 1, proto nemůžeme dvěma r̊uzným vrchol̊um x, y ∈ V (G) přǐradit
stejnou hodnotu. Graf G má 10 vrchol̊u. Nyńı předpokládejme, že graf G lze ohodnotit
hodnotami 0 ÷ 12. Za tohoto předpokladu muśı v G existovat tři r̊uzné vrcholy s ohod-
noceńım fs, fs+1 a fs+2 pro nějaké s = 0, 1, . . . , 10. Pro daný vrchol x ∈ V (G) existuj́ı
právě dva r̊uzné vrcholy y, z ∈ V (G) takové, že distG(x, y) = 3 a distG(x, z) = 3, přičemž
vrcholy y a z jsou nutně sousedńı. Jedná se např́ıklad o vrcholy u0, v2 a v3 (d́ıky symetrii
lze daľśı trojici vrchol̊u vybrat analogicky jen s konstantńım posunem indexu u každého
z vrchol̊u), př́ıpadně v0, u2 a u3 (pro nalezeńı daľśı trojice vrchol̊u lze opět použ́ıt kon-
stantńı posun indexu u každého z vrchol̊u). Jelikož jsou dva z takto tř́ı nalezených vrchol̊u
sousedńı, nelze dané vrcholy ohodnotit hodnotami fs, fs+1 a fs+2. Dostáváme spor. Tedy
neńı možné graf G ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 12. �

Tvrzeńı 4.5. Necht’ G = GPG(6, 1). Pak λ(3,2,1)(G) = 11.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(6, 1).
Na obrázku 7 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 11.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 10. Počet vrchol̊u grafu G je roven 12. Tedy abychom
graf ohodnotili hodnotami 0÷10, muśıme aspoň dvěma r̊uzným vrchol̊um přǐradit stejnou
hodnotu fs. Pokud ohodnot́ıme vrchol u0 hodnotou fs, pak stejnou hodnotu fs můžeme
přǐradit pouze vrcholu v3. Potom každý vrchol grafu G je od u0 nebo v3 ve vzdálenosti
menš́ı nebo rovna 2, tedy žádný daľśı vrchol nebudeme moci ohodnotit hodnotou fs−1, fs
ani fs+1. Evidentně tedy λ(3,2,1)(G) ≥ 10.
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Obrázek 7: Graf GPG(6, 1) ohodnocený hodnotami v rozsahu 0÷ 11

Ukázali jsme tedy, že abychom graf ohodnotili hodnotami s rozsahem 0÷ 10, muśıme
aspoň dva r̊uzné vrcholy ohodnotit stejnou hodnotou fs. Ohodnot́ıme-li dva vrcholy hod-
notou 0, hodnotu 1 nebudeme moci použ́ıt. Zbylých 10 vrchol̊u tak muśıme ohodnotit
9 hodnotami. Dále, použijeme-li hodnotu 2 na daľśı dva vrcholy, opět nebudeme moci hod-
notu 3 použ́ıt a na zbylých 8 vrchol̊u nám bude zbývat 7 hodnot atd., až nám na posledńı
dva vrcholy bude zbývat jediná hodnota. Jedinou možnost́ı, jak ohodnotit graf G s roz-
sahem hodnot 0÷ 10, je tedy použit́ı každé z hodnot 0, 2, 4, 6, 8 a 10 právě dvakrát. Nyńı
ukážeme, že takto graf ohodnotit nep̊ujde. Přǐrad́ıme dvěma r̊uzným vrchol̊um v grafu G
hodnotu 0 (BÚNO jako na obr. 7). Pak vrcholy, jimž přǐrad́ıme hodnoty 2, 2, 4 a 4, lež́ı jako
na obr. 7 (nebo vrcholy můžeme symetricky proházet). Pak ale každý daľśı vrchol, který
ještě neńı ohodnocen žádnou hodnotou, je sousedńı s vrcholem, jemuž už jsme přǐradili
hodnotu 4. A tak každému takovému vrcholu nemůžeme přǐradit hodnotu 6. Proto nelze
graf ohodnotit hodnotami 0, 2, 4, 6, 8 a 10 s t́ım, že každou z nich použijeme právě dvakrát.
Tedy neńı možné graf G ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 10. �

Tvrzeńı 4.6. Necht’ G = GPG(7, 1). Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

Obrázek 8: Graf GPG(7, 1) ohodnocený hodnotami v rozsahu 0÷ 12
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D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(7, 1).
Na obrázku 8 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 12.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 11. Počet vrchol̊u grafu G je roven 14. Tedy abychom
graf ohodnotili hodnotami 0÷11, muśıme aspoň dva r̊uzné vrcholy x, y ∈ V (G) ohodnotit
stejnou hodnotou fs, přičemž v grafu G bude muset existovat i vrchol z s hodnotou fs−1, fs
nebo fs+1, jinak bychom nedostali ohodnoceńı grafu s rozsahem hodnot 11. Pro libovolný
vrchol x ∈ V (G) existuj́ı právě dva r̊uzné vrcholy y1, y2 ∈ V (G) takové, že distG(x, yt) = 4
(t = 1, 2). Jedná se např́ıklad o vrcholy u0 a v3 (resp. v4), které ohodnot́ıme hodnotou fs
(na obrázku 8 se jedná např́ıklad o oba vrcholy ohodnocené hodnotou 0). Pak ale neexis-
tuje vrchol z ∈ V (G) takový, že distG(x, z) ≥ 3 a zároveň distG(y, z) ≥ 3. Proto vrchol
z nelze ohodnotit hodnotou fs−1, fs, ani fs+1. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami
v rozsahu 0÷ 11. �

Tvrzeńı 4.7 [4]. Necht’ G = GPG(8, 1). Pak λ(3,2,1)(G) je 10.

Důkaz tohoto tvrzeńı je popsán v [4]. Pro úplnost a větš́ı názornost aspoň přikládáme
obrázek 9 zobrazuj́ıćı G = GPG(8, 1) s ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ 10.

Obrázek 9: Graf G = GPG(8, 1) ohodnocený hodnotami v rozsahu 0÷ 10

Tvrzeńı 4.8. Necht’ G = GPG(9, 1). Pak λ(3,2,1)(G) je 12.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(9, 1).
Na obrázku 10 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷12.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 11. Graf G má 18 vrchol̊u, tedy abychom ohodnotili graf
G s rozsahem 11, muśıme aspoň 6 hodnot použ́ıt na ohodnoceńı grafu G dvakrát. Je totiž
evidentńı, že v G neexistuje trojice vrchol̊u x, y, z taková, že distG(x, y) ≥ 4, distG(x, z) ≥
4 a distG(y, z) ≥ 4, tj. v G nelze použ́ıt hodnotu fs na ohodnoceńı 3 r̊uzných vrchol̊u.
Ohodnot́ıme-li vrchol u0 hodnotou fs, pak stejnou hodnotou fs můžeme ohodnotit pouze
jeden z vrchol̊u u4, u5, v3, v4, v5 a v6, nebot’ vzdálenost vrcholu u0 od libovolného z těchto
vrchol̊u je aspoň 4. Ohodnot́ıme-li vrchol v0 hodnotou ft, pak stejnou hodnotou ft můžeme
ohodnotit pouze jeden z vrchol̊u v4, v5, u3, u4, u5 a u6, nebot’ vzdálenost vrcholu v0 od li-
bovolného z těchto vrchol̊u je aspoň 4.
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Obrázek 10: Graf G = GPG(9, 1) ohodnocený hodnotami v rozsahu 0÷ 12

Abychom graf G ohodnotili v rozsahu 0÷11, muśı v G existovat aspoň 6 vrchol̊u, které
ohodnot́ıme hodnotami 0, 1, 2, 3 s t́ım, že z této čtveřice hodnot použijeme minimálně
dvě hodnoty dvakrát. Začneme t́ım, že právě dvě hodnoty použijeme dvakrát. Nejprve
se pokusme dvakrát použ́ıt hodnoty 0 a 1. Ohodnot́ıme-li vrchol u0 (resp. v0) hodnotou 0
a dále hodnotu 0 přǐrad́ıme nějakému vrcholu vr (resp. ut), pak v G nenajdeme takovou
dvojici vrchol̊u, kterou bychom mohli ohodnotit hodnotou 1. Ohodnot́ıme-li hodnotou 0
vrcholy u0 a u4 (nebo u5), pak hodnotu 1 můžeme přǐradit vrchol̊um v2 (nebo v3) a v7 (v6).
V ani jednom př́ıpadě však v G nenajdeme takový vrchol, který bychom mohli ohodnotit
hodnotou 2. Stejný problém nastane, ohodnot́ıme-li hodnotou 0 nejprve vrcholy v2 a v7
a následně hodnotou 1 např. vrcholy u0 a u4.

Přejděme k variantě, že dva vrcholy ohodnot́ıme hodnotou 0 a dva vrcholy hodnotou 2
s t́ım, že daľśı dva vrcholy v G ohodnot́ıme hodnotami 1 a 3. Ohodnot́ıme-li ale dva vrcholy
hodnotou 0 a daľśı dva vrcholy hodnotou 2, nenalezneme v grafu G žádný vrchol, který by
byl ve vzdálenosti aspoň 3 od všech již ohodnocených vrchol̊u, a tedy hodnotu 1 nebudeme
moci použ́ıt. Pod́ıvejme se nyńı na variantu, že bychom dvakrát použili hodnoty 0 a 3. Ta-
kové ohodnoceńı je již možné, např.: f(u0) = 0, f(u4) = 0, f(v2) = 1, f(v7) = 2, f(u5) = 3
a f(u1) = 3. V G tedy muśı existovat daľśıch aspoň 6 vrchol̊u ohodnocených hodnotami
4, 5, 6, 7. Za tohoto ohodnoceńı ale hodnotu 4 nebudeme moci použ́ıt dvakrát (ze stejného
d̊uvodu jako je nemožné použ́ıt hodnoty 0, 0, 1, 1, 2 nelze použ́ıt ani hodnoty 2, 3, 3, 4, 4),
ale maximálně jednou, a tedy z hodnot 4, 5, 6, 7 budeme muset dvakrát použ́ıt právě
dvě hodnoty z hodnot 5, 6 a 7. Ani jednu z těchto možnost́ı však nelze využ́ıt z d̊uvod̊u
analogických pro hodnoty 0, 1, 2, 3.

Nastává tedy posledńı možnost, a to ohodnoceńı prvńı šestice vrchol̊u hodnotami
0, 1, 2, 3 s t́ım, že právě tři hodnoty zopakujeme dvakrát. Jelikož nelze použ́ıt dvakrát
tři po sobě jdoućı hodnoty, šestici vrchol̊u ohodnot́ıme pomoćı hodnot 0, 0, 1, 1, 3, 3. Po-
kud nyńı hodnotu 4 použijeme na ohodnoceńı pouze jednou, nastane stejný problém
jako v předchoźım př́ıpadě. Proto nutně na daľśı šestici vrchol̊u muśıme použ́ıt hod-
noty 4, 4, 6, 6, 7, 7. Nyńı ale nemůžeme použ́ıt hodnotu 8, a tedy posledńı šestici vrchol̊u
nemůžeme ohodnotit pouze hodnotami 8, 9, 10 a 11. Tedy graf G nelze ohodnotit hodno-
tami v rozsahu 0÷ 11. �
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Tvrzeńı 4.9 [4]. Necht’ G = GPG(10, 1). Pak λ(3,2,1)(G) je 9.

Obrázek 11: Graf G = GPG(10, 1) ohodnocený hodnotami v rozsahu 0÷ 9

Důkaz tohoto tvrzeńı je popsán v [4]. Pro úplnost a větš́ı názornost aspoň přikládáme
obrázek 11 zobrazuj́ıćı G = GPG(10, 1) s ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0 ÷ 9. Plat́ı
dokonce silněǰśı tvrzeńı [4], totiž: λ(3,2,1)(H) = 9, kde H = GPG(p1, 1), přičemž p1 = 10p
pro nějaké p ∈ N. Důkaz tohoto tvrzeńı využ́ıvá ohodnoceńı grafu G′ = P10�P2, který
je zachycen na obrázku 12. Opakováńım tohoto vzoru dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı
grafu H.

Obrázek 12: Graf G′ = P10�P2

4.2 L(i, j, k)-ohodnoceńı na GPG(p1, 1)

Tvrzeńı 4.10. Necht’ G = GPG(3, 1) a i ≥ 2j. Pak λ(i,j,k)(G) = 2i+ j.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(i, j, k)-ohodnoceńı grafu G = GPG(3, 1).
Na obrázku 13 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0 ÷
(2i+ j). Z podmı́nek plynoućıch z L(i, j, k)-ohodnoceńı je vidět, že muśı platit nerovnost
i ≥ 2j (dostaneme ji z hodnot vrchol̊u, které jsme ohodnotili hodnotami i a j, resp. 2i
a i+ j).

Nyńı ukážeme, že λ(i,j,k)(G) > (2i+ j− 1). Pozorováńı: každé dva r̊uzné vrcholy grafu
G jsou ve vzdálenosti maximálně 2, tud́ıž na parametru k v̊ubec nezálež́ı. Dále v́ıme,
že pro př́ıpustné parametry i, j, k je λ(i,j,k)(C3) = 2i. Tedy hodnoty přǐrazené vrchol̊um
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Obrázek 13: Graf GPG(3, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ (2i+ j) pro i ≥ 2j

na vnitřńı (resp. i vněǰśı) kružnici grafu G jsou v rozsahu aspoň 2i. BÚNO nulou ohod-
not’me vrchol u0, tak jako na obrázku 13. Nejmenš́ı hodnotu, kterou pak můžeme použ́ıt
na ohodnoceńı daľśıho vrcholu, je hodnota j. Tou lze ohodnotit pouze vrchol v1 nebo
v2. Pak hodnoty přǐrazené vrchol̊um lež́ıćı na vnitřńı kružnici o třech vrcholech maj́ı mi-
nimálńı hodnoty j, i + j a 2i + j. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu
0÷ (2i+ j − 1). �

Tvrzeńı 4.11. Necht’ G = GPG(3, 1) a i ≤ 2j. Pak λ(i,j,k)(G) = 5j.

Obrázek 14: Graf GPG(3, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ 5j pro i ≤ 2j

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(i, j, k)-ohodnoceńı grafu G = GPG(3, 1).
Na obrázku 14 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷5j.
Z podmı́nek plynoućıch z L(i, j, k)-ohodnoceńı je vidět, že muśı platit nerovnost 2j ≥ i.

Nyńı ukážeme, že λ(i,j,k)(G) > (5j − 1). Ohodnot’me např. vrchol u0 hodnotou 0.
Jelikož plat́ı 2j ≥ i > j, nejmenš́ı hodnotu, kterou můžeme použ́ıt na ohodnoceńı daľśıho
vrcholu, je hodnota j. Takto ohodnoceným vrcholem bude vrchol např. v2. Každý daľśı
dosud neohodnocený vrchol je pak již nutně sousedńı s alespoň jedńım z již ohodnocených
vrchol̊u. Nejmenš́ı hodnota fu1 , kterou nyńı můžeme použ́ıt, muśı splňovat tyto podmı́nky:
|fu1 − 0| ≥ i a |fu1 − j| ≥ j. S využit́ım 2j ≥ i > j dostáváme, že tato nejmenš́ı hodnota,
kterou můžeme použ́ıt, je rovna 2j. Touto hodnotou může být ohodnocen pouze vrchol
u1. Analogickým postupem s využ́ıváńım nerovnosti 2j ≥ i > j dostaneme, že nejmenš́ı
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možná maximálńı použitá hodnota je 5j, tj. že neexistuje L(i, j, k)-ohodnoceńı grafu G
s rozsahem méně než 5j. �

Obě tato tvrzeńı lze shrnout následuj́ıćı větou. Všimněme si, že tvrzeńı 4.2 je v souladu
se zobecněným výsledkem.

Věta 4.12. Necht’ G = GPG(3, 1) a i > j > k jsou přirozená č́ısla. Pak plat́ı:

λ(i,j,k)(G) =

{
2i+ j, pokud i ≥ 2j;
5j, pokud i ≤ 2j.

(17)

D̊ukaz. Ihned vyplývá z tvrzeńı 4.10 a z tvrzeńı 4.11. �

Než odpov́ıme na otázku, jaké je λ(i,2,1)(G), kde G = GPG(4, 1), v závislosti na para-
metru i, vyslov́ıme a dokážeme následuj́ıćı pomocná tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.13. Necht’ máme graf G = GPG(4, 1) a množinu N0. Pak při L(i, 2, 1)-
ohodnoceńı, kde i ≥ 4, lze na ohodnoceńı vrchol̊u grafu G použ́ıt maximálně 2 hodnoty
z každých 4 po sobě jdoućıch č́ısel množiny N0.

D̊ukaz. Ukážeme, že z hodnot s, s + 1, s + 2 a s + 3 nelze při L(i, 2, 1)-ohodnoceńı grafu
G = GPG(4, 1), kde i ≥ 4, použ́ıt tři (nebo dokonce čtyři) hodnoty. Použit́ım hodnot
s a s+ 1 ohodnot́ıme vrcholy u0 a v2. Pak jakýkoliv daľśı vrchol je již sousedńı s vrcholem
u0 nebo v2, a tedy nelze jej ohodnotit hodnotou s + 2 nebo s + 3. Použijeme-li hodnoty
s a s + 2 (na ohodnoceńı vrchol̊u u0 a v2 nebo u0 a v1), nenajdeme v G žádný vrchol
ve vzdálenosti aspoň 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s a zároveň ve vzdálenosti
aspoň 2 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s + 2. Tedy hodnotu s + 3 nebudeme moci
použ́ıt. Tud́ıž z hodnot s, s + 1, s + 2 a s + 3 můžeme při L(i, 2, 1)-ohodnoceńı grafu
G = GPG(4, 1) použ́ıt nejvýše dvě hodnoty. �

Z tohoto tvrzeńı mj. vyplývá, že λ(4,2,1)(G) ≥ 13, kde G = GPG(4, 1). Nalezeńım
př́ıslušného ohodnoceńı lze ukázat, že λ(4,2,1)(G) = 13. Nastane tak při použit́ı hodnot
0, 1, 4, 5, 8, 9, 12 a 13. Bude ukázáno později.

Tvrzeńı 4.14. Necht’ máme graf G = GPG(4, 1) a v G existuje vrchol ohodnocený hod-
notou aspoň i, kde i ≥ 3 je parametr vystupuj́ıćı v L(i, 2, 1)-ohodnoceńı. Pak v G existuje
bud’ vrchol s ohodnoceńım aspoň 2i, nebo v G existuj́ı právě čtyři vrcholy s přiřazenou
hodnotou závislou na parametru i a s koeficientem 1 u parametru i a právě čtyři vrcholy,
kterým je přiřazena č́ıselná hodnota nezávislá na i.

D̊ukaz. Budeme ohodnocovat vrcholy grafu G = GPG(4, 1), dokud nějaký vrchol x neo-
hodnot́ıme hodnotou aspoň i (v závislosti na i). Mohou nastat dva př́ıpady. Prvńı př́ıpad
nastává, jestliže v G existuje vrchol y sousedńı s x, který ještě neńı ohodnocen. V ta-
kovém př́ıpadě je nejmenš́ı hodnota, kterou můžeme vrcholu y přǐradit, rovna 2i. Druhý
př́ıpad nastane, jestliže všechny sousedńı vrcholy vrcholu x jsou již ohodnoceny (hodnotou
nezávislou na i). Pakliže již nelze na žádný z dosud neohodnocených vrchol̊u použ́ıt hod-
notu nezávislou na i, nejsou žádné dva ze zbývaj́ıćıch neohodnocených vrchol̊u sousedńı,
a lze je tedy ohodnotit pouze pomoćı hodnoty závislé na parametru i s koeficientem 1 u i
nebo aspoň jeden z nich bude ohodnocen hodnotou aspoň 2i. �
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Dı́ky tomuto tvrzeńı a snaze naj́ıt takové ohodnoceńı, kde největš́ı hodnota použitá
při L(i, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G záviśı pouze na parametru i s koeficientem 1 u i, lze
tvrdit, že λ(i,2,1)(G) = i + c pro dostatečně velké i a nějakou konstantu c (c ∈ N). Zbývá
zjistit, jak velké i muśı být, a naj́ıt nejmenš́ı takovou konstantu c.

Tvrzeńı 4.15. Necht’ G = GPG(4, 1). Jestlǐze i ≥ 10, pak λ(i,2,1)(G) = i+ 10.

Obrázek 15: Graf GPG(4, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ (i+ 10)

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové ohodnoceńı grafuG = GPG(4, 1). Na obrázku
15 je znázorněn graf G s ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷ (i+ 10). Pro i ≥ 10 plat́ı:
i + 10 ≤ ci, kde c ≥ 2 je přirozené č́ıslo. Zbývá ukázat, že G nelze ohodnotit hodnotami
0 ÷ (i + 9). Muśıme ohodnotit 4 vrcholy hodnotami, které jsou nezávislé na i. Jedná se
např. o vrcholy u0, u2, v1, v3 (nebo jejich posun). Vzdálenost každých dvou těchto vrchol̊u
je 2, a tak rozsah hodnot při ohodnoceńı hodnotami 0, 2, 4, 6 jako na obrázku 15 (hod-
noty na těchto vrcholech lze libovolně promı́chat) je minimálńı. Na zbylé čtyři vrcholy
už budeme muset použ́ıt hodnotu závislou na i, nebot’ jsou sousedńı s některým z již
ohodnocených vrchol̊u. Nejmenš́ı hodnotu, kterou lze použ́ıt, je hodnota i + 4. A jelikož
všechny dosud neohodnocené vrcholy jsou po dvou ve vzdálenosti 2, dosáhneme ohodno-
ceńı s nejmenš́ım rozsahem při použit́ı hodnot i+ 6, i+ 8, i+ 10. �

Pro 4 ≤ i < 10 (pro i = 3 máme již vyřešeno) může být hodnota λ(i,2,1)(G) jiná.
Někdy může být výhodněǰśı, když koeficient u i je větš́ı než 1. Tedy zkoumáme hodnoty
koeficientu c (c ≥ 2 je přirozené č́ıslo) takové, že ci < 10 + i, kde i ≥ 4. Jednoduchou
úpravou zjǐst’ujeme, že c < 4. Konkrétně pro c = 3, je i = 4 a pro c = 2 je i = 4, . . . , 9.
Zbývá tedy dořešit otázku, jak je to s λ(i,2,1)(G) pro 4 ≤ i < 10.

Tvrzeńı 4.16. Necht’ G = GPG(4, 1). Jestlǐze i = 3 nebo i = 4, pak λ(i,2,1)(G) = 3i+ 1.

D̊ukaz. Pro i = 3 vyplývá z d̊ukazu tvrzeńı 4.3. Též jsme pod tvrzeńım 4.13 ukázali, že
λ(4,2,1)(G) ≥ 13. Zbývá nalézt ohodnoceńı G = GPG(4, 1) s takovýmto ohodnoceńım.
Obrázek 16 znázorňuje graf G ohodnocený hodnotami 0÷ (3i+ 1), kde i = 3 nebo i = 4.
Tedy λ(3,2,1)(G) = 10 a λ(4,2,1)(G) = 13. �
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Obrázek 16: Graf GPG(4, 1) ohodnocený hodnotami 0÷ (3i+ 1)

Předcházej́ıćı tvrzeńı vyúst́ı v následuj́ıćı větu.

Věta 4.17. Necht’ G = GPG(4, 1) a i ≥ 3. Pak plat́ı:

λ(i,2,1)(G) =

{
3i+ 1, pokud i ≤ 4;
i+ 10, pokud i ≥ 10.

(18)

D̊ukaz. Př́ımo vyplývá z předchoźıch tvrzeńı. �

Zbývá nalézt hodnotu λ(i,2,1)(G), kde 5 ≤ i < 10. Kandidátem na λ(i,2,1)(G) pro
5 ≤ i < 10 je hodnota i + 10. Zbývaj́ıćı možnost́ı, jak hodnotu λ(i,2,1)(G) vylepšit, je
naj́ıt ohodnoceńı grafu G s maximálńı použitou hodnotou ve tvaru 2i+ c, kde c je nějaká
nezáporná celá konstanta splňuj́ıćı 2i + c < i + 10. Tedy c < 5. V následuj́ıćı hypotéze
je vyslovena domněnka, že takovéto ohodnoceńı neexistuje, tedy, že λ(i,2,1)(G) = i + 10
pro i ≥ 5.

Hypotéza 4.18. Necht’ G = GPG(4, 1) a i ≥ 3. Pak plat́ı:

λ(i,2,1)(G) =

{
3i+ 1, pokud i ≤ 4;
i+ 10, pokud i ≥ 5.

(19)

4.3 L(3, 2, 1)-ohodnoceńı na GPG(p1, 2)

Tvrzeńı 4.19. Necht’ G = GPG(5, 2). Pak λ(3,2,1)(G) = 18.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(5, 2).
Na obrázku 17 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷18.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 17. Důkaz provedeme analogicky jako pro graf G =
GPG(3, 1). I pro graf G = GPG(5, 2) zřejmě plat́ı: pro všechny dvojice x, y ∈ V (G) je
distG(x, y) ≤ 2, tedy pro každé dva r̊uzné vrcholy x, y ∈ V (G) muśı platit, že |f(x) −
f(y)| ≥ 2. Graf G má 10 vrchol̊u. Sporem budeme předpokládat, že existuje L(3, 2, 1)-
ohodnoceńı tohoto grafu hodnotami v rozsahu 0÷17. Pak ale muśıme ohodnotit dva r̊uzné
vrcholy x, y ∈ V (G) hodnotami, pro něž plat́ı: |f(x) − f(y)| ≤ 1. Což je ale spor. Tedy
graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 17. �
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Obrázek 17: Graf GPG(5, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 18

Tvrzeńı 4.20. Necht’ G = GPG(6, 2). Pak λ(3,2,1)(G) = 13.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(6, 2).
Na obrázku 18 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷13.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 12. Vrcholy v2p a stejně tak vrcholy v2p+1, kde p =
0, 1, 2, indukuj́ı kružnici (na obrázku 18 je jedna znázorněna modře, druhá červeně).
Vzdálenost dvou vrchol̊u, z nichž právě jeden lež́ı na modré kružnici a druhý na červené,
je bud’ 3, nebo 4. Ohodnot́ıme-li vrcholy, pro něž je distG(x, y) = 4 hodnotou fs, pak
žádný daľśı vrchol G nebudeme moci ohodnotit hodnotou fs+1 ani hodnotou fs−1.

Graf G má 12 vrchol̊u. Sporem předpokládejme, že existuje L(3, 2, 1)-ohodnoceńı s roz-
sahem 12, tj. hodnotami 0 ÷ 12. Mohou nastat dvě možnosti: muśıme bud’to 5 r̊uzných
vrchol̊u ohodnotit pěti po sobě jdoućımi hodnotami fs, . . . , fs+4, nebo dvěma r̊uzným
vrchol̊um přǐradit stejnou hodnotu fs.

Obrázek 18: Graf GPG(6, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 13

Nejprve ukážeme, že prvńı varianta v̊ubec nemůže nastat. I nyńı nastává několik
možnost́ı, jaké vrcholy můžeme ohodnotit. Když hodnotou fs ohodnot́ıme vrchol u0 a hod-
notu fs+1 přǐrad́ıme vrcholu u3, pak hodnotu fs+2 nebudeme moci použ́ıt, nebot’ každý
daľśı vrchol je ve vzdálenosti nejvýše 2 od u0 nebo u3. Daľśı možnost je taková, že hod-
notou fs ohodnot́ıme vrchol u0 a hodnotou fs+1 ohodnot́ıme vrchol v3 (nebo analogicky
opačně). Na obrázku 18 tuto možnost reprezentuj́ı např́ıklad vrcholy ohodnocené hod-
notami 0 a 1. Pak hodnotu fs+2 muśıme přǐradit vrcholu v2 (nebo v4). Potom vrchol,
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který ohodnot́ıme hodnotou fs+3 muśı ležet na vněǰśı kružnici a muśı být sousedńı s vr-
cholem u0. V našem znázorněńı se jedná o vrchol u5. Jediný dosud neohodnocený vrchol
ve vzdálenosti 3 od vrcholu u5 je vrchol u2, ten je ale sousedńı s v2, jemuž jsme přǐradili
hodnotu fs+2, tedy vrchol u2 nemůže být ohodnocen hodnotou fs+4. Ohodnot́ıme-li hod-
notou fs vrchol v0 a vrcholu v1 přǐrad́ıme hodnotu fs+1, pak hodnotu fs+2 budeme muset
přǐradit vrcholu u4. Pak ale jediný dosud neohodnocený vrchol ve vzdálenosti aspoň 3
od u4 je vrchol u1. Ten je ale sousedńı s vrcholem v1, jemuž jsme už přǐradili hodnotu
fs+1, a tedy hodnotu fs+3 nebudeme moci použ́ıt. Proto v grafu G neexistuje pět r̊uzných
vrchol̊u, které bychom dokázali ohodnotit pěti po sobě jdoućımi hodnotami.

Druhá možnost nastává, ohodnot́ıme-li dva vrcholy stejnou hodnotou fs – nutně
se jedná o vrcholy lež́ıćı na vnitřńıch kružnićıch. Ohodnot’me tedy např. vrcholy v0 a v3
hodnotou 0. Pak hodnota 1 nemůže být použita a hodnotou 2 může být ohodnocen vrchol
na vněǰśı kružnici nesousedńı s v0 a v3, tedy např. u1. Hodnotu 2 na ohodnoceńı daľśıho
vrcholu již nemůžeme použ́ıt. Dále v́ıme, že nemůžeme použ́ıt pět po sobě jdoućıch hod-
not, a proto jedinou možnost́ı, jak ohodnotit graf G v rozsahu 0 ÷ 12, je nějakou daľśı
hodnotu použ́ıt dvakrát. Kdybychom ted’ ohodnotili hodnotou 3 vrchol u4, nemůžeme
hodnotu 4 v̊ubec použ́ıt (jediný vrchol ve vzdálenosti aspoň 3 od u4 je totiž vrchol v1,
který je sousedńı s vrcholem u1, který je již ohodnocen hodnotou 2). Hodnotu 3 tedy
přǐrad́ıme vrcholu v4. Jediný vrchol, který ted’ můžeme ohodnotit hodnotou 4, je vrchol
v5. Je patrné, že jedinými dosud neohodnocenými vrcholy na vnitřńıch kružnićıch jsou
vrcholy v1 a v2, a ty nelze ohodnotit stejnými hodnotami. Proto ani t́ımto zp̊usobem
neohodnot́ıme graf G v rozsahu 0÷ 12.

Ještě muśıme ukázat, co se stane, když při použit́ı hodnot 0, 0, 2 nepoužijeme hodnotu
bud’ 3, nebo 4, přičemž stále budeme muset použ́ıt ještě aspoň jednu hodnotu dvakrát.
Kdybychom použili dvakrát hodnotu fs 6= fmax = 12, nesměli bychom na ohodnoceńı
grafu G použ́ıt hodnoty 1, fs−1, fs+1 a jednu z hodnot 3 nebo 4, a tedy nutně hodnota
fs = 4 (při vynecháńı hodnoty 3) nebo fs = 5 (při vynecháńı hodnoty 4). Hodnoty, které
tedy můžeme použ́ıt, jsou 0, 0, 2, 4, 4 nebo 0, 0, 2, 3, 5, 5. Při použit́ı hodnot 0, 0, 2, 4, 4 pak
muśıme použ́ıt hodnoty 6, 7, 8, 9, ale hodnotu 10 už nemůžeme použ́ıt. A posledńı tři
dosud neohodnocené vrcholy nebudeme moci ohodnotit pouze pomoćı hodnot 11 a 12.
Použijeme-li hodnoty 0, 0, 2, 3, 5, 5, dále nutně budeme muset použ́ıt hodnoty 7, 8, 9, 10.
A tedy nutně posledńı dva neohodnocené vrcholy muśıme ohodnotit hodnotou 12. Hod-
notami 0, 0, 5, 5, 12, 12 ohodnot́ıme obě vnitřńı kružnice, a tedy čtyřmi po sobě jdoućımi
hodnotami 7, 8, 9 a 10 budeme muset ohodnotit vrcholy na vněǰśı kružnici, což evidentně
neńı možné.

Posledńı možnost nastane, budou-li jedinými opakuj́ıćımi se hodnotami hodnoty 0
a fmax = 12. Za této situace nesmı́me použ́ıt hodnoty 1, 11 a jednu z hodnot 3 nebo 4.
Kv̊uli nemožnosti použit́ı pěti po sobě jdoućıch hodnot bychom však nemohli použ́ıt aspoň
jednu daľśı hodnotu, a tak ani tento zp̊usob ohodnocováńı nám nedá ohodnoceńı grafu G
v rozsahu hodnot 0÷ 12. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 12. �
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Tvrzeńı 4.21. Necht’ G = GPG(7, 2). Pak λ(3,2,1)(G) = 13.

Obrázek 19: Graf GPG(7, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 13

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(7, 2).
Na obrázku 19 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷13.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 12. Graf G má 14 vrchol̊u. Abychom tedy mohli ohod-
notit graf hodnotami 0÷12, museli bychom v grafu G naj́ıt 2 r̊uzné vrcholy x, y takové, že
distG(x, y) = 4. Pak bychom tyto vrcholy mohli ohodnotit stejnou hodnotou. Jelikož ale
pro všechny vrcholy x, y plat́ı: distG(x, y) ≤ 3, takové vrcholy nenajdeme. Tedy v G nee-
xistuj́ı vrcholy se stejným ohodnoceńım. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu
0÷ 12. �

Tvrzeńı 4.22. Necht’ G = GPG(8, 2). Pak λ(3,2,1)(G) = 14.

Obrázek 20: Graf GPG(8, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 14

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(8, 2).
Na obrázku 20 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷14.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 13. Graf G má 16 vrchol̊u. Abychom ohodnotili graf G
v rozsahu 0÷ 13, muśıme ohodnotit dva r̊uzné vrcholy x, y stejnou hodnotou fs a zároveň
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muśı existovat třet́ı vrchol z s ohodnoceńım fs−1, fs nebo fs+1. Vzdálenost libovolného
vrcholu ut a vrcholu vr je nejvýše 3, tedy vrcholy ut a vr nelze ohodnotit stejnou hod-
notou. V grafu G proto existuj́ı pouze dvě možnosti, jak ohodnotit dva r̊uzné vrcholy
stejnou hodnotou fs. Prvńı možnost́ı je ohodnotit hodnotou fs dva vrcholy ve vzdálenosti
4 na vněǰśı kružnici (na obrázku 20 tuto možnost reprezentuj́ı např. vrcholy ohodnocené
hodnotou 0). Druhou možnost́ı je pak ohodnotit hodnotou fs dva vrcholy vr a vt, které
jsou od sebe ve vzdálenosti 4, na obrázku 20 tuto možnost reprezentuj́ı např. vrcholy
ohodnocené hodnotou 2. V každé z těchto možnost́ı však v grafu G neexistuje třet́ı vrchol
takový, že vzdálenost tohoto vrcholu od každého z vrchol̊u ohodnocených hodnotou fs je
aspoň 3, tedy nelze žádný daľśı vrchol ohodnotit hodnotou fs−1, fs ani fs+1. Tedy graf G
nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 13. �

Tvrzeńı 4.23. Necht’ G = GPG(9, 2). Pak λ(3,2,1)(G) = 17.

Obrázek 21: Graf GPG(9, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 17

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceńı grafu G = GPG(9, 2).
Na obrázku 21 je znázorněn G spolu s př́ıslušným ohodnoceńım vrchol̊u hodnotami 0÷17.

Nyńı ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 16. Graf G má 18 vrchol̊u a vrcholy ut (t = 0, . . . , 8)
vytvářej́ı vněǰśı kružnici o dev́ıti vrcholech, podobně vrcholy vr (r = 0, . . . , 8) vytvářej́ı
vnitřńı kružnici o dev́ıti vrcholech. Dle věty 3.15 v́ıme, že kružnice o 9 vrcholech (C9) má
λ(3,2,1)(C9) = 8. Vzdálenost dvou vrchol̊u ut a vr je nejvýše 3, stejně tak vzdálenost vrchol̊u
vr a vt. Tedy pouze vrcholy lež́ıćı na vněǰśı kružnici mohou být od sebe ve vzdálenosti 4
(a tedy ohodnoceny stejnou hodnotou). Např́ıklad se jedná o vrcholy u0 a u4. Abychom G
ohodnotili v rozsahu 0÷16, muśıme ohodnotit dva vrcholy x, y grafu G stejnou hodnotou
fs. Pak ale nenajdeme v grafu G vrchol z takový, že distG(x, z) ≥ 3 a zároveň distG(y, z) ≥
3. Proto vrchol z nelze ohodnotit žádnou z hodnot fs−1, fs a fs+1. Jelikož na vrcholy vt
muśıme použ́ıt právě 9 r̊uzných hodnot, vrcholy ut nelze ohodnotit hodnotami s menš́ım
rozsahem než 8 a jelikož hodnoty přǐrazené vrchol̊um ut jsou odlǐsné od vr, λ(3,2,1)(G) > 16.
Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0÷ 16. �
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4.3.1 Horńı a dolńı odhady pro λ(3,2,1)(GPG(p1, 2))

Necht’ máme graf G = GPG(p1, 2). Připomeňme, že G obsahuje jednu vněǰśı kružnici
a jednu nebo dvě vnitřńı kružnice. Jedna vnitřńı kružnice vznikne, je-li p1 liché, v tom
př́ıpadě má vněǰśı i vnitřńı kružnice lichý počet vrchol̊u; dvě vnitřńı kružnice vzniknou,
je-li p1 sudé. Pokud nav́ıc je p1 = 4p, kde p ≥ 2 je přirozené č́ıslo, maj́ı obě vnitřńı
kružnice sudý počet vrchol̊u, je li p1 = 4l + 2, kde l ∈ N, maj́ı obě vnitřńı kružnice lichý
počet vrchol̊u.

Následuj́ıćı pomocná tvrzeńı vyúst́ı ve větu hovoř́ıćı o horńı hranici rozpět́ı λ(3,2,1)(G)
pro graf G = GPG(p1, 2) s p1 = 2p ≥ 10. Důkazy těchto tvrzeńı využ́ıvaj́ı větu 3.15. Dle
této věty pro n ≥ 3 je λ(3,2,1)(Cn) = 6, pokud n = 3, λ(3,2,1)(Cn) = 7, pokud n je sudé,
λ(3,2,1)(Cn) = 8, pokud n je liché a n 6= 3, 7, a λ(3,2,1)(Cn) = 9, pokud n = 7. Dále d̊ukazy
využ́ıvaj́ı věty 3.13 a 3.14 hovoř́ıćı o fO(VG).

Prvńı dvě pomocná tvrzeńı hovoř́ı o konkrétńıch hodnotách, kterých parametr p1
nabývá. Jedná se vlastně o výjimky, které nelze zahrnout do obecněǰśıho př́ıpadu. Výjimka
p1 = 14 vzniká kv̊uli vzniku dvou vnitřńıch kružnic o 7 vrcholech, přičemž kružnice o sedmi
vrcholech má λ(3,2,1)(C7) = 9. Druhá výjimka, p1 = 22, vzniká kv̊uli vzniku dvou vnitřńıch
kružnic o 11 vrcholech, které nelze ohodnotit pomoćı fO(VC4) a fO(VC5). Proto je třeba
tyto př́ıklady vyřešit zvlášt’. Důkazy těchto tvrzeńı vyplývaj́ı z př́ıpustného ohodnoceńı
př́ıslušných graf̊u, jež jsou zachyceny na obrázćıch 22 a 23.

Tvrzeńı 4.24. Necht’ G = GPG(14, 2). Pak λ(3,2,1)(G) ≤ 17.

Obrázek 22: Graf G = GPG(14, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 17

Tvrzeńı 4.25. Necht’ G = GPG(22, 2). Pak λ(3,2,1)(G) ≤ 17.

Nyńı přejdeme k obecněǰśım tvrzeńım.
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Obrázek 23: Graf G = GPG(22, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 17

Tvrzeńı 4.26. Necht’ G = GPG(p1, 2) a p1 = 4p, kde p ≥ 3. Pak λ(3,2,1)(G) ≤ 16.

D̊ukaz. Nastávaj́ı dvě možnosti. Nejprve předpokládejme, že p1 = 8l, kde l ≥ 2. Za tohoto
předpokladu ohodnot́ıme vrcholy na vněǰśı kružnici grafu G pouze nakoṕırováńım fO(VC4)
– p-krát za sebou nakoṕırujeme hodnoty 0, 5, 2, 7, jimiž ohodnot́ıme vrcholy ur. Pro indexy
s = 0, . . . , (p− 1) ohodnot’me vrcholy u4s hodnotou 0, vrcholy u4s+1 hodnotou 5, vrcholy
u4s+2 hodnotou 2 a vrcholy u4s+3 hodnotou 7. Vrcholy na obou vnitřńıch kružnićıch pak
ohodnot́ıme pomoćı hodnot 9, 14, 11 a 16 (jedná se o fO(VC4) s posunem hodnot o 9).
Hodnotu 9 přǐrad’me vrcholu v0 a pokračujme v ohodnocováńı vnitřńı kružnice neustálým
přǐrazováńım hodnot 9, 14, 11, 16. Pro t = 0, . . . , (l − 1) pak dostaneme: f(v8t) = 9,
f(v8t+2) = 14, f(v8t+4) = 11 a f(v8t+6) = 16.

Obrázek 24: Graf G = GPG(16, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 16

Druhou vnitřńı kružnici ohodnot́ıme podobným zp̊usobem: nejprve hodnotou 9 ohod-
not’me libovolný vrchol, jež soused́ı s nějakým vrcholem u4t+1 a zároveň je ve vzdálenosti 4
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od vrcholu v8r. Pak hodnoty 9, 14, 11, 16 za sebe opět nakoṕırujeme tak, že pro př́ıpustné
indexy (t = 0, . . . , (l−1)): f(v8t+5) = 9, f(v8t+7) = 14, f(v8t+1) = 11 a f(v8t+3) = 16. T́ım
dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı, jelikož vrchol ohodnocený hodnotou 7 je vždy sousedńı
s vrcholem s přǐrazenou hodnotou bud’ 14, nebo 16, a vrcholy, jimž byla přǐrazena stejná
hodnota, jsou vždy ve vzdálenosti aspoň 4.

Nyńı se pod́ıvejme na druhou možnost, totiž, že p1 = 8l+ 4, kde l ∈ N. Situace je zde
podobná. Jediný rozd́ıl je v tom, že při ohodnocováńı vnitřńıch kružnic budeme muset po
nakoṕırováńı hodnot 9, 14, 11, 16 na posledńıch šest hodnot použ́ıt hodnoty 9, 12, 15, 10,
13, 16 (v tomto pořad́ı, jedná se o fO(VC6) s posunem hodnot o 9). Pro př́ıpustné indexy
(s = 0, . . . , (p − 1)) tedy ohodnot’me vrcholy u4s hodnotou 0, vrcholy u4s+1 hodnotou
5, vrcholy u4s+2 hodnotou 2 a vrcholy u4s+3 hodnotou 7. Vrcholy prvńı vnitřńı kružnice
ohodnot́ıme takto: f(vp1−12) = 9, f(vp1−10) = 12, f(vp1−8) = 15, f(vp1−6) = 10, f(vp1−4) =
13 a f(vp1−2) = 16 a dále pro dosud neohodnocené vrcholy a př́ıpustné indexy, kde
t = 0, . . . , (l − 2), mějme f(v8t) = 9, f(v8t+2) = 14, f(v8t+4) = 11 a f(v8t+6) = 16.

Obrázek 25: Graf G = GPG(20, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 16

Pro druhou vnitřńı kružnici ohodnot’me vrchol f(vp1−15) hodnotou 9 a na následuj́ıćı
vrcholy použijme fO(VC6) s posunem hodnot o 9. Dostaneme: f(vp1−15) = 9, f(vp1−13) =
12, f(vp1−11) = 15, f(vp1−9) = 10, f(vp1−7) = 13 a f(vp1−5) = 16. Pak už na zbylé dosud
neohodnocené vrcholy (a př́ıpustné indexy) budeme použ́ıvat fO(VC4) s posunem hodnot
o 9, tedy: f(vp1−3) = 9, f(vp1−1) = 14 a dále f(v8t+1) = 11, f(v8t+3) = 16, f(v8t+5) = 9
a f(v8t+7) = 14, kde opět t = 0, . . . , (l−2), s t́ım, že posledńım takto ohodnoceným vrcho-
lem bude vrchol vp1−17 ohodnocený hodnotou 16. Poznamenejme, že pro graf GPG(12, 2),
kde tedy p = 3 a l = 1, je nutné č́ıst indexy jako modulo p1. Všechny vrcholy ohodnocené
stejnou hodnotou jsou od sebe ve vzdálenosti aspoň 4 a vrchol ohodnocený hodnotou 7
neńı nikdy sousedńı s vrcholem ohodnoceným hodnotou 9. Tud́ıž dostáváme př́ıpustné
ohodnoceńı grafu G. Tedy je-li p1 = 4p, kde p ≥ 3, je λ(3,2,1)GPG(p1, 2) ≤ 16. �

Obrázky 24 a 25 zobrazuj́ı př́ıpustná ohodnoceńı graf̊u GPG(16, 2) a GPG(20, 2) hod-
notami 0÷ 16.
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Tvrzeńı 4.27. Necht’ G = GPG(p1, 2) a p1 = 8p+ 2, kde p ∈ N. Pak λ(3,2,1)(G) ≤ 17.

Obrázek 26: Graf G = GPG(18, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 17

D̊ukaz. Vrcholy na vněǰśı kružnici ohodnot’me pomoćı fO(VC4) a fO(VC6). Tedy pro t =
0, . . . , (2p − 2) je f(u4t) = 0, f(u4t+1) = 5, f(u4t+2) = 2 a f(u4t+3) = 7 a dále f(u8p−4) =
0, f(u8p−3) = 3, f(u8p−2) = 6, f(u8p−1) = 1, f(u8p) = 4 a f(u8p+1) = 7. Vrcholy každé
vnitřńı kružnice pak ohodnot́ıme pomoćı nakoṕırováńı hodnot 9, 14, 11, 16 a přidáńım
hodnot 13, 9, 15, 11, 17. Tedy vrcholy vr, kde 0 ≤ r ≤ (p1 − 10) ohodnot́ıme následovně:
f(v8t+2) = 9, f(v8t+4) = 14, f(v8t+6) = 11, f(v8t+8) = 16. A dále f(vp1−8) = 13, f(vp1−6) =
9, f(vp1−4) = 15, f(vp1−2) = 11 a f(v0) = 17. T́ım ohodnot́ıme jednu kružnici. Dru-
hou kružnici ohodnot́ıme podobně; vrcholy vr, kde 0 ≤ r ≤ p1 − 7, ohodnot́ıme takto
f(v8t+5) = 9, f(v8t+7) = 14, f(v8t+9) = 11, f(v8t+11) = 16. A dále pak: f(vp1−5) =
13, f(vp1−3) = 9, f(vp1−1) = 15, f(v1) = 11 a f(v3) = 17. Vrcholy ohodnocené stejnou
hodnotou, jsou od sebe ve vzdálenosti aspoň 4 a vrchol ohodnocený hodnotou 7 má
na kružnićıch vždy sousedńı vrchol ohodnocený hodnotou 14, 15, 16 nebo 17. Dostáváme
tedy př́ıpustné ohodnoceńı grafu G. �

Obrázek 26 zachycuje graf GPG(18, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 17.

Tvrzeńı 4.28. Necht’ G = GPG(p1, 2), p1 = 8p + 6, kde p ∈ N, a p1 6= 14, 22. Pak
λ(3,2,1)(G) ≤ 18.

D̊ukaz. Vrcholy na vněǰśı kružnici ohodnot’me stejně podobně jako v předchoźım př́ıpadě,
tj. pro t = 0, . . . , (2p − 1) je f(u4t) = 0, f(u4t+1) = 5, f(u4t+2) = 2 a f(u4t+3) = 7 a dále
f(u8p) = 0, f(u8p+1) = 3, f(u8p+2) = 6, f(u8p+3) = 1, f(u8p+4) = 4 a f(u8p+5) = 7. Jednu
vnitřńı kružnici ohodnot’me pomoćı nakoṕırováńı hodnot 14, 10, 16, 12 a 18 a následně hod-
not 10, 15, 12 a 17. Druhou kružnici ohodnot’me stejným zp̊usobem jen s posunem vrchol̊u
tak, aby vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou na těchto kružnićıch, byly ve vzdálenosti
aspoň 4. T́ım dostáváme př́ıpustné ohodnoceńı grafu G. �
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Důsledek 4.29. Necht’ G = GPG(p1, 2), p1 = 8p+ 6, kde p ∈ N. Pak λ(3,2,1)(G) ≤ 18.

D̊ukaz. Důkaz vyplývá z předcházej́ıćıho tvrzeńı a tvrzeńı 4.24 a 4.25. �

Rozd́ıl v ohodnocováńı mezi grafem G = GPG(p1, 2), kde p1 = 8p + 2 (p ∈ N),
a grafem H = GPG(p1, 2), kde p1 = 8p + 6 (p ∈ N) a p1 6= 14, 22, je ten, že v grafu
G lze na ohodnoceńı jedné vnitřńı kružnice použ́ıt fO(VC5) (zvětšené o 9) právě jednou.
Oproti tomu v H je třeba fO(VC5) (zvětšené o 9) použ́ıt v́ıcekrát. Kv̊uli tomu by v H nešlo
zabránit, aby nějaký vrchol ohodnocený hodnotou 7 byl sousedńı s vrcholem ohodnoceným
hodnotou 9. Proto λ(3,2,1)(G) ≤ 17 a λ(3,2,1)(H) ≤ 18.

Věta 4.30. Necht’ G = GPG(p1, 2). Pak

λ(3,2,1)(G) ≤


16, pokud p1 = 4p, kde p ≥ 3;
17, pokud p1 = 8p+ 2, kde p ∈ N;
18, pokud p1 = 8p+ 6, kde p ∈ N.

(20)

D̊ukaz. Důkaz vyplývá z předchoźıch tvrzeńı. �

Věta 4.31. Necht’ G = GPG(p1, 2). Pak λ(3,2,1)(G) ≥ 11.

D̊ukaz. Každý graf G = GPG(p1, 2) s p1 ≥ 5 obsahuje jako podgraf graf H, který je
zobrazen (a i ohodnocen) na obrázku 27. Ukážeme, že λ(3,2,1)(H) = 11.

Obrázek 27: Podgraf H grafu GPG(p1, 2) ohodnocený hodnotami 0÷ 11

Graf H má 10 vrchol̊u. Obdobně jako u zobecněných Petersenových graf̊u označme
vrcholy, jež jsou na obrázku 27 ohodnoceny hodnotami 3, 0, 11, 8 a 4, postupně jako ut
s indexy t = 0, . . . , 4, a analogicky vrcholy, jež jsou ohodnoceny hodnotami 9, 5, 6, 2 a 1,
označme postupně jako vt se stejnými indexy t. Pak vrchol u2 (na obrázku 27 ohodnocen
hodnotou 11), má vzdálenost od libovolného daľśıho vrcholu menš́ı nebo rovnu dvěma.
Ohodnot́ıme-li tento vrchol hodnotou fs, nebudeme moci použ́ıt hodnoty ani fs−1, ani
fs+1. Je evidentńı, že f(u2) = 0 nebo f(u2) = fmax. Pro spor předpokládejme, že graf H
lze ohodnotit s rozsahem 0÷ 10 a bez újmy na obecnosti předpokládejme, že f(u2) = 10.

Nejprve předpokládejme, že graf H ohodnot́ıme s rozsahem 10, aniž bychom použili
některou hodnotu dvakrát. Jelikož f(u2) = 10, nemůžeme na ohodnoceńı žádného vrcholu
použ́ıt hodnotu 9, a tedy zbylých 9 dosud neohodnocených vrchol̊u je třeba ohodnotit
hodnotami 0, . . . , 8 s t́ım, že každou z hodnot použijeme právě jednou. Vrcholy v1 a v3 jsou
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sousedńı a zároveň jsou jedinými vrcholy, které maj́ı od v2 vzdálenost 3. Tedy ohodnot́ıme-
li vrchol v2 hodnotou fs 6= 0, nebudeme moci použ́ıt obě hodnoty fs−1 a fs+1, dostáváme
spor.

Chceme-li tedy graf H ohodnotit s rozsahem 10, pak nutně f(v2) = 0 (při ohodnoceńı
vrcholu u2 hodnotou 10). Hodnotu 1 přǐrad’me vrcholu v1 (ze symetrie ji můžeme přǐradit
i vrcholu v3). Pak nutně hodnotou 2 muśıme ohodnotit vrchol u4. Nyńı hodnotu 3 můžeme
přǐradit vrcholu u0 nebo v0. Nejprve předpokládejme, že f(u0) = 3. Pak nutně f(v3) = 4,
f(v4) = 5 a f(u1) = 6. Nyńı zbývá ohodnotit vrcholy v0 a u3, žádný z nich však nelze
ohodnotit hodnotou 7, jelikož oba tyto vrcholy jsou ve vzdálenosti 2 od vrcholu u1, jehož
jsme ohodnotili hodnotou 6. Nyńı se pod́ıvejme na možnost, že hodnotou 3 ohodnot́ıme
vrchol v0. Máme tedy: f(v2) = 0, f(v1) = 1, f(u4) = 2, f(v0) = 3 a f(u2) = 10. Pak nutně
f(v3) = 4 a f(v4) = 5. Přǐrad́ıme-li nyńı hodnotu 6 vrcholu u1 nebudeme moci hodnotu
7 použ́ıt na ohodnoceńı některého z dosud neohodnocených vrchol̊u. Proto hodnotu 6
přǐrad’me vrcholu u0. Pak nutně f(u3) = 7, ale hodnotu 8 nemůžeme vrcholu u1 přǐradit.
Proto graf H nelze ohodnotit hodnotami 0 ÷ 10 s t́ım, že každou z hodnot použijeme
právě jednou.

Nyńı se pod́ıvejme na druhou možnost, kdy některým dvěma vrchol̊um přǐrad́ıme
stejnou hodnotu. Existuj́ı tři dvojice vrchol̊u, jimž může být přǐrazena stejná hodnota,
jedná se o vrcholy u0 a u4, v0 a v3 a také v1 a v4. Z d̊uvod̊u popsaných výše je f(u2) = 10
a f(v2) = 0. Na zbývaj́ıćıch 8 dosud neohodnocených vrchol̊u tak můžeme použ́ıt hodnoty
1 až 8, jelikož hodnotu 9 nemůžeme použ́ıt. Přǐrad́ıme-li však dvěma vrchol̊um hodnotu
fs 6= 0, 9, 10, nebudeme moci na ohodnoceńı daľśıch vrchol̊u použ́ıt ani hodnotu fs−1,
ani hodnotu fs+1. Tedy ani za tohoto předpokladu graf H nelze ohodnotit hodnotami
s rozsahem 10.

Ukázali jsme, že λ(3,2,1)(H) = 11. Jelikož H je podgrafem grafu G = GPG(p1, 2)
s p1 ≥ 5, je λ(3,2,1)(G) ≥ 11. �

Dolńı odhad λ(3,2,1)(G), kdeG = GPG(p1, 2), lze zlepšovat t́ım, že jako podgraf zvoĺıme
jiný graf H ′, např. takový, který vznikne z H přidáńım vrchol̊u u5 a v5 a přidáńım hran
u4u5, v3v5 a u5v5.

Na závěr této části ještě odpovězme na otázku, jak je to s horńım odhadem pro p1 =
2p+1, kde p ≥ 5. Zde je situace mnohem složitěǰśı, problém totiž může nastat při ohodno-
cováńı vnitřńı kružnice. Vı́me, že kružnici Cn, kde n je liché a n ≥ 9, n 6= 11, lze ohodnotit
pomoćı nakoṕırováńı fO(VC4) a fO(VC5). Mohou nastat tyto př́ıpady: kružnici ohodnot́ıme
pouze nakoṕırováńım fO(VC5) (např. C15) nebo čtyři vrcholy kružnice ohodnot́ıme pomoćı
fO(VC4) a na daľśı vrcholy použijeme nakoṕırováńı fO(VC5) (např. C19) a nebo na ohod-
noceńı prvńıch pěti vrchol̊u použijeme fO(VC5) a pak nakoṕırujeme fO(VC4) (např. C17).
Posledńı možnost́ı je pak nakoṕırováńı obou vzor̊u v́ıcekrát než jednou.

Na kružnićıch C15, C17 a C19 si ukážeme, jaký problém může (ale nemuśı) nastat. Máme
grafy G1 = GPG(15, 2), G2 = GPG(17, 2) a G3 = GPG(19, 2). Vněǰśı kružnici těchto
graf̊u ohodnot’me pomoćı nakoṕırováńı hodnot 0, 5, 2, 7 a hodnot 4, 0, 6, 2, 8. Abychom
měli jistotu, že hodnoty př́ıslušné vrchol̊um ut a vt jsou př́ıpustné (tj. |f(ut) − f(vt)| ≥
3), použijme na ohodnoceńı vnitřńı kružnice hodnoty od 11. Budeme tedy použ́ıvat
koṕırováńı hodnot 11, 16, 13, 18, resp. 15, 11, 17, 13, 19. Nejprve se pokusme ohodnotit
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graf G1. Ohodnot’me vrchol v0 hodnotou 15 a pokračujme v koṕırováńı. Dostaneme:
f(v0) = 15, f(v2) = 11, f(v4) = 17, f(v6) = 13, f(v8) = 19, . . . , f(v14) = 17, f(v1) =
13, f(v3) = 19, . . . , f(v13) = 19. T́ım dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı, jelikož vrcholy se
stejnou hodnotou jsou ve vzdálenosti aspoň 4. Tedy: λ(3,2,1)(GPG(15, 2)) ≤ 19.

Vnitřńı kružnici grafu G2 se pokuśıme ohodnotit pomoćı tř́ı nakoṕırováńı hodnot
11, 16, 13, 18 a jednoho nakoṕırováńı hodnot 15, 11, 17, 13, 19. Dostaneme tedy: f(v0) =
11, f(v2) = 16, f(v4) = 13, f(v6) = 18, . . . , f(v14) = 18, f(v16) = 11, . . . . Vrcholy v0 a v16
jsou ve vzdálenosti 3 a my je ohodnotili stejnou hodnotou, což neńı možné. Stejný problém
nastane i u G3. Tj. rozhodně ne všechny grafy lze ohodnotit t́ımto popsaným zp̊usobem.
Zobecněńım pro lichá č́ısla p1 (p1 ≥ 11) se budeme zabývat v budoucnu.
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5 Závěr

Tato práce shrnuje dosud známé výsledky v oblasti L(i, j, k)-ohodnoceńı graf̊u. Zabývali
jsme se L(i, j, k)-ohodnoceńım zobecněných Petersenových graf̊u G = GPG(p1, p2), kde
p2 = 1, 2, se zvláštńım d̊urazem na L(3, 2, 1)-ohodnoceńı těchto graf̊u. Pro graf G =
GPG(p1, 1), kde p1 = 3, 5, 6, 7, 9 jsme nalezli konkrétńı hodnotu rozpět́ı λ(3,2,1), a doplnili
tak výsledky ze článku [4]. Pro graf G = GPG(3, 1) jsme nalezli přesnou hodnotu λ(i,j,k)
v závislosti na parametrech i, j, k a pro graf G = GPG(4, 1) jsme pak nalezli hodnotu
λ(i,2,1) v závislosti na parametru i.

Pro grafy G = GPG(p1, 2) jsme v úvodńıch př́ıkladech nalezli př́ıslušné rozpět́ı λ(3,2,1)
pro parametr p1 = 5, 6, 7, 8 a 9 a dále jsme nalezli horńı mez rozpět́ı pro G, kde p1 ≥ 10
je sudé. Pro G = GPG(p1, 2) jsme rovněž nalezli dolńı mez rozpět́ı λ(3,2,1).

Nalezené odhady by šlo vylepšit hledáńım přesného λ(3,2,1) na jiném podgrafu, než jsme
zkoumali my. Zaj́ımavým rozš́ı̌reńım je také maximálńı zobecněńı v L(i, j, k)-ohodnoceńı
pro všechny námi zkoumané grafy. Rovněž zbývá pro L(3, 2, 1)-ohodnoceńı naj́ıt horńı
odhad pro G = GPG(p1, 2), kde p1 ≥ 11 je liché.
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