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Prohlášenı́
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Abstrakt

Bakalářská práce se zabývá evolučnı́mi hrami na grafech. Standardnı́ modely evoluč-
nı́ch her (např. replikátorová dynamika) neuvažujı́ žádnou strukturu populace. Využitı́m
grafů zavedeme do evolučnı́ hry strukturu, která může ovlivnit dynamiku hry. Cı́lem
práce je zjistit, za jakých podmı́nek má hra pevný bod v závislosti na tom, zda využijeme
imitačnı́, Birth-Death nebo Death-Birth dynamiku a na jakém grafu se pohybujeme. Dy-
namiky mezi sebou porovnáme.

Klı́čová slova: graf, evolučnı́ hra, evolučnı́ hra na grafu, teorie her, pevný bod



Abstract

This bachelor thesis deals with evolutionary games on graphs. Standard models of
evolutionary games (e.g., replicator dynamics) do not consider any population struc-
ture. Using graphs, we introduce a structure into the evolutionary game which can affect
the dynamics of the game. The aim of the thesis is to find out under which conditions
the game has a fixed point depending on whether we use imitation, birth-death or death-
birth dynamics and which graph we are using. We compare the dynamics with each other.

Keywords: graph, evolutionary game, evolutionary game on graph, game theory,
fixed point
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2.2.3 Evolučnı́ hra na grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Kapitola 1

Úvod

Teorie her popisuje a analyzuje situace, při nichž docházı́ ke střetu zájmů. Má tak uplatněnı́
nejen v biologii a ekonomii, ale také v sociologii nebo psychologii a dalšı́ch vědnı́ch obo-
rech. Jednou ze součástı́ teorie her jsou evolučnı́ hry, které se zaměřujı́ na vývoj populace v
čase. Evolučnı́ hry jsou využı́vané zejména v biologii. Základnı́m modelem, který popisuje
evolučnı́ hry, je replikátorová dynamika. Tento model neuvažuje strukturu hry. Tu do hry
zaneseme využitı́m grafů, a tı́m můžeme ovlivnit dynamiku evolučnı́ch her. V práci se
zaměřı́me na některé hry na grafu a budeme zkoumat, za jakých podmı́nek má daná hra
pevný bod, pokud uvažujeme imitačnı́, Birth-Death nebo Death-Birth dynamiku.

V kapitole 2 představı́me základnı́ pojmy teorie grafů a teorie her. Zaměřı́me se na
základnı́ definice teorie grafů a dále rozebereme statickou hru, sociálnı́ dilemata a v ne-
poslednı́ řadě také evolučnı́ hru na grafu jako samostatnou strukturu.

V kapitole 3 se zaměřı́me na hry, pro které pevný bod neexistuje. Nejdřı́ve se zaměřı́me
na obecný souvislý graf, ve kterém každý z vrcholů má za sousedy pouze vrcholy s
opačnou strategiı́. Dalšı́m grafem, který rozebereme, je úplný graf.

V kapitole 4 se budeme podrobněji věnovat hře na souvislém grafu, v jehož jedné části
se vyskytujı́ pouze vrcholy s jednou strategiı́ a v druhé části pouze vrcholy s opačnou
strategiı́. Tato hra bude postupně rozebrána z pohledu všech dynamik.
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Kapitola 2

Základnı́ pojmy

V práci se zabýváme evolučnı́mi hrami na grafech, pro jejichž pochopenı́ je potřeba zna-
lost teorie grafů a teorie her. V následujı́cı́ kapitole shrneme potřebné základnı́ poznatky
z těchto dvou oblastı́.

2.1 Teorie grafů

Graf je základnı́ strukturou teorie grafů. Jedná se o objekt, který je sestaven z vrcholů
a hran, které znázorňujı́ vzájemnou relaci mezi vrcholy. Rozlišujeme grafy orientované
a neorientované. V našı́ práci se budeme zabývat pouze neorientovanými grafy. Pro tuto
podkapitolu budeme čerpat z [3].

Definice 2.1 ([3], Def. 2.1.1.). Necht’ V je konečná množina. Dvojice G = (V, H), kde H ⊆
(V

2), se nazývá neorientovaný graf.

Poznámka. Je-li graf G specifikován, lze použı́t značenı́ V = V(G) a H = H(G). Účelem
je odlišenı́ množiny vrcholů a množiny hran při práci s různými grafy.

Poznámka. Hranu mezi vrcholy u a v pı́šeme jako {u, v}.

Definice 2.2. Vrcholy spojené hranou budeme nazývat sousednı́mi vrcholy.

Definice 2.3 ([3]). Necht’ G je graf, v ∈ V(G). Potom množinu

N1(v) = {u ∈ V(G) : {u, v} ∈ H(G)}

nazýváme množinou sousedů vrcholu v v grafu G a

N≤1(v) = N1(v) ∪ {v}.

Definice 2.4 ([3], Def. 2.1.11.). Necht’ G1, G2 jsou grafy. Řekněme, že G1 je podgrafem grafu
G2, značı́me G1 ⊆ G2, jestliže V(G1) ⊆ V(G2) a současně H(G1) ⊆ H(G2).

Následně si zadefinujeme pojem úplný graf, se kterým se v dalšı́ch částech práce
setkáme. Tento graf je zobrazen na obrázku 2.1.
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Definice 2.5 ([3]). Graf Kn na n ≥ 1 vrcholech se strukturou

Kn =

(
{1, 2, . . . , n},

(
{1, 2, . . . , n}

2

))
nazýváme úplný graf.

Obrázek 2.1: Úplný graf

2.2 Teorie her

V práci se budeme věnovat evolučnı́m hrám na grafech. Graf budeme uvažovat pouze
neorientovaný, jeho vrcholy budou reprezentovat hráče a hrany mezi vrcholy budou re-
prezentovat interakci mezi jednotlivými hráči. Jelikož evolučnı́ hry úzce souvisı́ s hrami
statickými, budeme se nejdřı́ve věnovat právě hrám statickým. Pro tuto část práce bu-
deme čerpat z [1], [2] a [4].

2.2.1 Statická hra

Hrou rozumı́me situaci, kdy dva nebo vı́ce hráčů činı́ rozhodnutı́, interagujı́ mezi sebou,
a užitek (odměna) každého z nich závisı́ na tom, jakou si jednotlivı́ hráči vyberou strategii.
Statická hra je speciálnı́ typ hry, ve které hráči volı́ strategii bez předchozı́ znalosti volby
ostatnı́ch hráčů.

Jako hru můžeme označit jakoukoli interakci napřı́klad mezi zvı́řaty, na pracovnı́ch
jednánı́ch, či prostou domluvu mezi kamarády.

Definice 2.6 ([4], Def. 4.1). Statická hra je hra, ve které každý z hráčů činı́ rozhodnutı́, aniž
by znal rozhodnutı́ ostatnı́ch.

Ke každé hře mohou hráči přistupovat s určitou strategiı́. Jedná se o způsob chovánı́
při interakci s protihráčem. Hráč tedy může zvolit napřı́klad strategii spolupracovat, tzn.
vyhovět protihráči, být mı́rný a bezkonfliktnı́. Naopak strategie nespolupracovat může
znamenat agresivnı́ chovánı́ vůči protihráči, nevyhověnı́ v požadavcı́ch apod.
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Definice 2.7 ([4], Def. 2.2). Strategie je pravidlem pro rozhodnutı́ vždy, kdy je potřeba ho
učinit. Čistá strategie je taková, která nebyla zvolena náhodně. Soubor všech možných
čistých strategiı́ budeme označovat X.

Poznámka. V našı́ práci budeme uvažovat pouze populaci stejných jedinců, kde všichni
jedinci majı́ totožnou množinu čistých strategiı́ X.

Pokud bude strategie zvolena náhodně s nějakou pravděpodobnostı́, budeme mluvit
o smı́šené strategii.

Definice 2.8. Smı́šená strategie σ je pravděpodobnostnı́ vektor a specifikuje pravděpo-
dobnost p(x), se kterou je každá čistá strategie x ∈ X volena. Množinu všech možných
smı́šených strategiı́ označı́me Σ = ∏i Σi, kde Σi je množina smı́šených strategiı́ i-tého
hráče.

Odměnou (či trestem) hráče za interakci s ostatnı́mi hráči je užitek. Jedná se o čı́selné
vyjádřenı́ odměny (trestu), kterou každý hráč zı́ská. Užitek každého hráče je ovlivněn
nejen jeho strategiı́, ale také strategiı́ ostatnı́ch hráčů.

Definice 2.9. Užitková funkce přiřazuje vektoru strategiı́ užitky, tj.

u : XV → Rn,

kde XV je vektor strategiı́ a Rn je vektor užitků.

Pokud budeme uvažovat pouze dva hráče, kteřı́ majı́ stejné možnosti, užitek prvnı́ho
z hráčů je výsledek kombinace i-té strategie prvnı́ho hráče a j-té strategie druhého hráče.
Užitek prvnı́ho hráče potom označı́me u1(si, sj).

Statické hry lze následně řešit dvěma způsoby. Prvnı́m způsobem je eliminace domi-
novaných strategiı́. Tento způsob je založen na principu, že hráči nebudou hrát strategii,
která je jasně nevýhodná oproti jiné strategii, a můžeme ji proto vyloučit.

Definice 2.10 ([4], Def. 4.11). Strategie prvnı́ho hráče σ1 je silně dominována strategiı́ σ∗1 ,
pokud

u1(σ
∗
1 , σ2) > u1(σ1, σ2), ∀σ2 ∈ Σ2.

Podobně pro druhého hráče, strategie σ2 je silně dominována strategiı́ σ∗2 , pokud

u2(σ1, σ∗2 ) > u2(σ1, σ2), ∀σ1 ∈ Σ1.

Jelikož některé hry nemohou být vyřešeny pomocı́ eliminace dominovaných strategiı́,
je potřeba zavést jiný způsob řešenı́ statických her. Tı́m je hledánı́ Nashovy rovnováhy.
Jedná se o takovou kombinaci strategiı́, při které si ani jeden z hráčů nemůže svojı́ volbou
polepšit, tedy zvýšit svůj užitek.

Definice 2.11 ([4], Def. 4.17). Nashova rovnováha (pro hru dvou hráčů) je dvojice strategiı́
(σ∗1 , σ∗2 ) taková, že

u1(σ
∗
1 , σ∗2 ) ≥ u1(σ1, σ∗2 ), ∀σ1 ∈ Σ1

a
u2(σ

∗
1 , σ∗2 ) ≥ u2(σ

∗
1 , σ2), ∀σ2 ∈ Σ2.
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2.2.2 Sociálnı́ dilema

V této podkapitole se budeme zabývat sociálnı́mi dilematy. Jedná se o druh her, ve kterých
hraje skupina hráčů statickou hru a každý má na výběr právě ze dvou strategiı́ - spolu-
pracovat (S) nebo nespolupracovat (N). Množinu možných strategiı́ budeme značit jako

X = {S, N} = {1, 0}.

Na základě zvolených strategiı́ hráče a jeho souseda v grafu je poté každému hráči
přiřazen užitek dle následujı́cı́ tabulky.

S N
S a b
N c d

Hráč má tedy užitek a, pokud oba hráči spolupracujı́, užitek b, pokud on spolupracuje,
ale jeho protivnı́k nespolupracuje, užitek c, pokud hráč nespolupracuje, ale protivnı́k ano
a nakonec užitek d, pokud oba nespolupracujı́.

Parametry a, b, c, d poté musı́ splňovat následujı́cı́ podmı́nky, aby hry odpovı́daly so-
ciálnı́m dilematům.

1. Pro zjednodušenı́ budeme předpokládat, že žádné dva parametry si nejsou rovné.

2. Je vždy lepšı́, pokud oba hráči spolupracujı́, než když oba nespolupracujı́, tedy a >
d.

3. Pokud pouze jeden z hráčů spolupracuje, je vždy výhodnějšı́ být ten, který nespolu-
pracuje, tedy c > b.

4. Nezávisle na tom, jakou hráč zvolı́ strategii, je pro něj vždy lepšı́, když jeho partner
spolupracuje, tedy a > b a c > d.

5. Parametry a a c jsou kladné, kooperace soupeře je tedy odměněna kladným užitkem.

Spojenı́m těchto pěti podmı́nek v jednu zı́skáme

min{a, c} > max{b, d, 0}. (2.1)

Definice 2.12 ([1], Def. 7). Řekneme, že vektor parametrů (a, b, c, d) je přı́pustný, pokud
splňuje podmı́nku (2.1), a 6= c a b 6= d. Množina P ⊂ R4 všech těchto čtveřic se nazývá
množina přı́pustných parametrů.

Množinu P následně rozdělı́me do čtyř oblastı́, odpovı́dajı́cı́ scénářům, kterými jsou
Plná spolupráce (PS), Jestřábi a holubice (JH), Lov na jelena (LJ) a Vězňovo dilema (VD):

PPS = {(a, b, c, d) ∈ R4 : a > c > b > d},
PJH = {(a, b, c, d) ∈ R4 : c > a > b > d},
PLJ = {(a, b, c, d) ∈ R4 : a > c > d > b},
PVD = {(a, b, c, d) ∈ R4 : c > a > d > b}.
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Sjednocenı́m těchto čtyř oblastı́ zı́skáme původnı́ množinu, tedy

P = PPS ∪ PJH ∪ PLJ ∪ PVD.

Jelikož se nacházı́me ve čtyřdimenzionálnı́m prostoru, bylo by složité tyto oblasti za-
kreslit. Zafixujeme tedy a = 1 a d = 0. Následně je již možné zakreslit oblasti ve dvou
dimenzı́ch, což je již o mnoho jednoduššı́. Tyto oblasti jsou zobrazeny na obrázku 2.2.

JHVD

LJ

b

c

PS

−4 −3 −2 −1 0 1
0

1

2

3

4

Obrázek 2.2: Množina čtyř přı́pustných scénářů pro a = 1 a d = 0.

Plná spolupráce

Plná spolupráce je hra zvýhodňujı́cı́ kooperaci nad nespolupracı́. Pomocı́ eliminace do-
minovaných strategiı́ můžeme nalézt právě jednu rovnováhu, a to (S, S), tedy oba hráči
spolupracujı́.

Jestřábi a holubice

Jestřábi a holubice je antikoordinačnı́ hra, ve které se hráči nechtějı́ setkat ve stejné kom-
binaci strategiı́. Ve hře můžeme nalézt dvě čisté rovnováhy a jednu smı́šenou rovnováhu.
Čisté rovnováhy splňujı́ kombinace (S, N) a (N, S). Smı́šená rovnováha má tvar

σ∗ =
d− b

a− c + d− b
.

Lov na jelena

Lov na jelena je hra, ve které se hráčům vyplatı́ zvolit stejnou strategii, preferovaná je
ovšem spolupráce. Jedná se tedy o koordinačnı́ hru se shodnou preferencı́. Pokud se stra-
tegie jednotlivých hráčů neshodujı́, majı́ užitek nejmenšı́.
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Tato hra má opět dvě čisté Nashovy rovnováhy a jednu smı́šenou. Čisté NR jsou kom-
binace (S, S) a (N, N) a smı́šená rovnováha má tvar

σ∗ =
d− b

a− c + d− b
.

Vězňovo dilema

Hra Vězňovo dilema je hra zvýhodňujı́cı́ nespolupráci. Eliminacı́ dominovaných strategiı́
zı́skáme právě jednu rovnováhu (N, N), tedy oba hráči nespolupracujı́.

2.2.3 Evolučnı́ hra na grafu

Zavedenı́ pojmu dynamický systém nám umožnı́ zabývat se vývojem hry v čase.

Definice 2.13 ([1], Def. 1). Autonomnı́ dynamický systém definujeme jako funkci

ϕ : N0 × XV → XV ,

která splňuje

• ϕ(0, x) = x,

• ∀s, t ∈N0, ∀x ∈ XV : ϕ(s + t, x) = ϕ(t, (ϕ(s, x)).

Evolučnı́ hru na grafu potom budeme definovat jako strukturu složenou z grafu, pa-
rametrů, užitkové funkce a dynamického systému. V dalšı́ch částech práce se budeme
jednotlivým prvkům věnovat detailněji.

Definice 2.14. Evolučnı́ hra na grafu je struktura určena jako (G, p, u, ϕ), kde

• G = (V, H) je souvislý graf,

• p = (a, b, c, d) jsou parametry dané hry,

• u : XV → Rn je užitková funkce,

• ϕ : N0 × XV → XV je autonomnı́ dynamický systém.

Každému z vrcholů v grafu přiřazujeme jeho užitek, k čemuž využı́váme užitkové
funkce. Existujı́ dva nejčastějšı́ přı́stupy k užitkové funkci, a to součtová užitková funkce
a průměrná užitková funkce.

Definice 2.15 ([2]). Součtovou užitkovou funkci můžeme definovat jako

uS
i (x) = a ∑

j∈N1(i)
xixj + b ∑

j∈N1(i)
xi(1− xj) + c ∑

j∈N1(i)
(1− xi)xj + d ∑

j∈N1(i)
(1− xi)(1− xj),

pro x ∈ X = {0, 1}. Průměrnou užitkovou funkci následně můžeme definovat jako

uP
i (x) =

1
|N1(i)|

uS
i (x).
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V našı́ práci budeme pracovat pouze s průměrnou užitkovou funkcı́, která je dána
poměrem celkového součtu užitků vrcholu a počtem jeho sousedů.

Při práci s průměrnou užitkovou funkcı́ se může stát, že užitek některých vrcholů
vůbec nebude záviset na počtu sousedů daného vrcholu. Tyto situace budou přiblı́ženy
v lemma 2.1.

Lemma 2.1. Mějme vrchol A sousedı́cı́ s vrcholy, které majı́ všechny stejnou strategii
a uvažujeme průměrnou užitkovou funkci. Pokud platı́ nějaký z následujı́cı́ch čtyř scénářů

1. xA = 1 a ∀i ∈ N1(A) : xi = 1,

2. xA = 1 a ∀i ∈ N1(A) : xi = 0,

3. xA = 0 a ∀i ∈ N1(A) : xi = 1,

4. xA = 0 a ∀i ∈ N1(A) : xi = 0,

potom užitek vrcholu A nezávisı́ na stupni tohoto vrcholu.

Důkaz. Důkaz budeme provádět pro každý z uvedených scénářů zvlášt’.

1. Užitek vrcholu A je uA = k·a
k = a, kde k je stupeň vrcholu A. Jelikož k můžeme

zkrátit, užitek vrcholu A na něm nijak nezávisı́.

2. Užitek vrcholu A je uA = k·b
k = b, kde k je stupeň vrcholu A.

3. Užitek vrcholu A je uA = k·c
k = c, kde k je stupeň vrcholu A.

4. Užitek vrcholu A je uA = k·d
k = d, kde k je stupeň vrcholu A.

2.2.4 Dynamický systém

V našı́ práci se budeme zabývat pouze tı́m, co se stane, když postoupı́me vpřed o jeden
krok, tj. ϕ(1, x), jelikož nás zajı́má existence pevných bodů po uplynutı́ jednoho časového
okamžiku. Pro zjednodušenı́ budeme označovat

ϕ∗(1, x) =: ϕ∗(x),

a tedy
ϕ∗(t, x) = ϕt

∗(x),

kde ∗ odpovı́dá jedné z dynamik, a to imitačnı́ dynamice (ID), Birth-Death dynamice (BD)
nebo Death-Birth dynamice (DB), které budou blı́že popsány v následujı́cı́ části.
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Imitačnı́ dynamika

V imitačnı́ dynamice každý vrchol ”imituje“, tedy přebı́rá strategii od svého souseda,
který má nejvyššı́ užitek. V jednotlivých krocı́ch je tedy potřeba se podı́vat na každý vr-
chol zvlášt’ a vyhodnotit, jakou strategii bude mı́t v následujı́cı́m časovém okamžiku.

Definice 2.16 ([1], Def. 3). Imitačnı́ dynamiku definujeme jako funkci s ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ|V|),
kde ϕi : SV → S, následovně

ϕID
i (x) =

{
xmax pokud |Ai(x)| = 1 a Ai(x) = {xmax},
xi jinak,

kde Ai(x) je množina strategiı́ sousednı́ch vrcholů x, které majı́ nejvyššı́ užitek a je dána
jako

Ai(x) = {xk : k ∈ arg max{uj(x) : j ∈ N≤1(i)}}.

Birth-Death dynamika

V této dynamice je vyhledán vrchol, který má globálně nejvyššı́ užitek. Následně se tento
vrchol ”rozmnožı́“ a nahradı́ nejslabšı́ vrchol ze svých sousedů. Pokud má tedy nejvyššı́
užitek napřı́klad spolupracujı́cı́ vrchol a v jeho okolı́ je nejslabšı́m vrcholem naopak ne-
spolupracujı́cı́ jedinec, je strategie nespolupracujı́cı́ho nahrazena strategiı́ spolupracujı́-
cı́ho. Pokud se v okolı́ nějakého vrcholu vyskytuje vı́ce vrcholů s nejvyššı́m užitkem
a různou strategiı́, vrchol si zachovává svou původnı́ strategii. Pro definici využijeme
variantu této dynamiky z [1].

Definice 2.17. Birth-Death dynamiku definujeme jako funkci ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ|V|), kde
ϕi : SV → S, následovně

ϕBD
i (x) =


xmax pokud |Ai(x)| = 1, max

j∈N1(i)
uj(x) = max

j∈V
uj(x), Ai(x) = {xmax}

a min
j∈N1(k)

uj(x) = ui(x) pro nějaké k ∈ Bi(x),

xi pokud |Ai(x)| > 1 nebo max
j∈N1(i)

uj(x) < max
j∈V

uj(x),

kde
Ai(x) = {xk : k ∈ Bi(x)}

a
Bi(x) = {k : k ∈ arg max{uj(x) : j ∈ N≤1(i)}}.

Death-Birth dynamika

V této dynamice je naopak nejdřı́ve vyhledán vrchol, který má z celé populace užitek
nejmenšı́. Tento vrchol ”zemře“ a je následně nahrazen vrcholem ze svých sousedů, který
má užitek největšı́. Pokud má tedy nejnižšı́ užitek napřı́klad vrchol, který spolupracuje,
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a v jeho nejbližšı́m okolı́ je užitkově nejsilnějšı́ vrchol nespolupracujı́cı́, potom dojde k na-
hrazenı́ původnı́ spolupracujı́cı́ strategie za novou nespolupracujı́cı́. Pokud se v okolı́ nej-
slabšı́ho vrcholu vyskytuje vı́ce vrcholů s nejvyššı́m užitkem a různou strategiı́, vrchol si
zachovává svou původnı́ strategii.

Definice 2.18 ([1]). Death-Birth dynamiku definujeme jako funkci ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ|V|),
kde ϕi : SV → S, následovně

ϕDB
i (x) =


xmax pokud ui(x) = min

j∈V
uj(x), |Ai(x)| = 1 a Ai(x) = {xmax},

xi pokud ui(x) > min
j∈V

uj(x) nebo |Ai(x)| > 1,

kde
Ai(x) = {xk : k ∈ arg max{uj(x) : j ∈ N≤1(i)}}.

Cı́lem práce je studovat stavy, ve kterých spolupráce a nespolupráce koexistuje, a za
jakých podmı́nek využitı́m dynamiky ϕ∗ nedojde ke změně. Hledáme tedy pevný bod
evolučnı́ hry na grafu, který je dán následujı́cı́ definicı́.

Definice 2.19 ([2], Def. 2.2). Řekneme, že stav x ∈ XV je koexistenčnı́m pevným bodem
evolučnı́ hry na grafu (G, p, u, ϕ), pokud

• je pevným bodem, tj. ϕ(x) = x pro všechna t ∈ N,

• je koexistenčnı́m stavem, tj. 0 < ∑i∈V xi < |V|.

2.2.5 Hranice shluků

Vrcholy s přiřazenými strategiemi můžeme rozdělit do čtyř různých skupin v závislosti
na tom, jakou má strategii on sám a jaké majı́ strategie jeho sousedi. Tyto skupiny budeme
označovat jako vnitřnı́ spolupracujı́cı́ (VS), vnitřnı́ nespolupracujı́cı́ (VN), hraničnı́ spolu-
pracujı́cı́ (HS) a hraničnı́ nespolupracujı́cı́ (HN). Důležitou vlastnostı́ ”vnitřnı́ch“ vrcholů
je, že nemůžou změnit svou strategii. Této vlastnosti budeme využı́vat v dalšı́ch kapi-
tolách.

Definice 2.20 ([2]). Spolupracujı́cı́ vrchol, jehož sousedi také pouze spolupracujı́, ozna-
čı́me jako vnitřnı́ spolupracujı́cı́ vrchol (VS). Pro daný stav x ∈ XV zavádı́me množinu
vnitřnı́ch spolupracujı́cı́ch jako

VVS(x) := {i ∈ V : xi = 1 a xj = 1 pro všechna j ∈ N1(i)}.

Definice 2.21 ([2]). Nespolupracujı́cı́ vrchol, jehož sousedé pouze nespolupracujı́, budeme
označovat jako vnitřnı́ nespolupracujı́cı́ vrchol (VN). Pro daný stav x ∈ XV zavádı́me
množinu vnitřnı́ch nespolupracujı́cı́ch jako

VVN(x) := {i ∈ V : xi = 0 a xj = 0 pro všechna j ∈ N1(i)}.
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Definice 2.22 ([2]). Spolupracujı́cı́ vrchol, který má alespoň jednoho nespolupracujı́cı́ho
souseda, budeme označovat jako hraničnı́ spolupracujı́cı́ vrchol. Pro daný stav x ∈ XV

definujeme množinu hraničnı́ch spolupracujı́cı́ch jako

VHS(x) := {i ∈ V : xi = 1 a existuje j ∈ N1(i) s xj = 0}.

Definice 2.23 ([2]). Nespolupracujı́cı́ vrchol, který má alespoň jednoho spolupracujı́cı́ho
souseda, budeme označovat jako hraničnı́ nespolupracujı́cı́ vrchol. Pro daný stav x ∈ XV

definujeme množinu hraničnı́ch nespolupracujı́cı́ch jako

VHN(x) := {i ∈ V : xi = 0 a existuje j ∈ N1(i) s xj = 1}.
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Kapitola 3

Hry bez pevných bodů

V následujı́cı́ch dvou kapitolách se budeme zabývat několika větami, které popisujı́ cho-
vánı́ v konkrétně rozložené populaci.

V této kapitole se zaměřı́me na hry, pro které daný stav nenı́ pevným bodem pro
žádnou z dynamik.

3.1 Obecný souvislý graf

Jako prvnı́ se budeme věnovat hře na souvislém grafu, ve kterém každý z vrcholů sousedı́
pouze s vrcholem s opačnou strategiı́.

Věta 3.1. Mějme evolučnı́ hru na grafu (G, p, uP, ϕ), kde

• G = (V, H) je libovolný souvislý graf a |V| > 1,

• p = (a, b, c, d) ∈ P je množina přı́pustných parametrů,

• ϕ je libovolný dynamický systém volený z ϕID, ϕBD a ϕDB,

a vektor strategiı́ x = (x1, x2, . . . , x|V|) ∈ XV takový, že

∀i ∈ V, ∀k ∈ N1(i) : xi 6= xk.

Potom ϕ(x) 6= x.

Důkaz. Nejprve určı́me užitky jednotlivých vrcholů. Jelikož každý z vrcholů sousedı́ pou-
ze s vrcholy, které majı́ všechny stejnou strategii, můžeme všechny spolupracujı́cı́ vrcholy
označit C a nespolupracujı́cı́ vrcholy označitD (viz lemma 2.1). Užitek vrcholu C je uC = b
a užitek vrcholu D je uD = c.

Nynı́ dokážeme pro každý dynamický systém zvlášt’, že x nenı́ pevným bodem, tj.
ϕ(x) 6= x.

1. Necht’ ϕ = ϕID. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že ϕID(x) = x, tedy
platı́, že ani jeden z vrcholů nezměnı́ svou strategii.

Aby vrchol C nezměnil svou strategii, je potřeba splnit b > c, což je ovšem v rozporu
s podmı́nkou (2.1) omezujı́cı́ sociálnı́ dilemata, tedy ϕID(x) 6= x.
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2. Necht’ ϕ = ϕBD. Důkaz opět provedeme sporem. Předpokládáme, že ϕBD(x) = x,
tedy ani jeden z vrcholů nezměnı́ svou strategii. Budeme se následně zabývat dvěma
různými situacemi - nejvyššı́ užitek má bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
max
j∈V

uj(x) = uC = b,

platı́ b > c, což je v rozporu podmı́nkou (2.1) kladenou na sociálnı́ dilemata. Pokud

max
j∈V

uj(x) = uD = c,

tak c > b. Platı́ xD = 0 a AD(x) = {1}, tedy ϕBD(x) 6= x.

3. Necht’ ϕ = ϕDB a důkaz opět provedeme sporem. Předpokládejme, že ϕDB(x) = x,
tj. žádný z vrcholů nezměnı́ svou strategii. Budeme se opět zabývat dvěma situacemi
- nejnižšı́ užitek má bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
min
j∈V

uj(x) = uD = c,

platı́ c < b, což neodpovı́dá podmı́nce (2.1) kladené na sociálnı́ dilemata. Pokud

min
j∈V

uj(x) = uC = b,

tak b < c. Dále platı́ xC = 1 a zároveň AC(x) = {0} a tedy ϕDB(x) 6= x.

3.2 Úplný graf

Dále se budeme věnovat hře na úplném grafu, kde alespoň jeden z vrcholů má jinou
strategii, než ostatnı́. V této hře všichni hráči interagujı́ s každým z ostatnı́ch hráčů.

Věta 3.2. Necht’ n ≥ 3, n ∈N. Mějme evolučnı́ hru na grafu (Kn, p, uP, ϕ), kde

• Kn je úplný graf,

• p = (a, b, c, d) ∈ P je množina přı́pustných parametrů,

• ϕ je libovolný dynamický systém volený z ϕID, ϕBD a ϕDB,

a libovolný vektor strategiı́ x = (x1, x2, . . . , x|V|) ∈ XV takový, že x je koexistenčnı́ stav.
Potom pro skoro všechna (a, b, c, d) ∈ P platı́ ϕ(x) 6= x.

Důkaz. Tvrzenı́ budeme dokazovat pro každou z dynamik zvlášt’. Jelikož je graf úplný,
všechny spolupracujı́cı́ vrcholy majı́ stejný užitek a všechny nespolupracujı́cı́ vrcholy majı́
stejný užitek. Označı́me tedy libovolný spolupracujı́cı́ vrchol C a libovolný nespolupra-
cujı́cı́ vrchol D.
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Užitek vrcholu C je

uC =
ka + lb
k + l

,

kde k je počet sousedů vrcholu C se strategiı́ x = 1 a l je počet sousedů vrcholu C se
strategiı́ x = 0.

Užitek vrcholu D je

uD =
mc + nd
m + n

,

kde m je počet sousedů vrcholu D se strategiı́ x = 1 a n je počet sousedů vrcholu D se
strategiı́ x = 0. Jelikož všechny vrcholy majı́ stejný počet sousedů, užitek vrcholu D se dá
také zapsat jako

uD =
(k + 1)c + (l − 1)d

k + l
.

Zde předpokládejme, že uC 6= uD.

1. Necht’ ϕ = ϕBD. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že ϕBD(x) = x, tj.
platı́, že žádný z vrcholů nezměnı́ svou strategii. Mohou nastat dvě různé možnosti
- maximálnı́ užitek má vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
max
j∈V

uj(x) = uC ,

pak platı́
uC > uD.

Aby nedošlo ke změně, musı́ mı́t nejslabšı́ sousednı́ vrchol strategii x = 1, tj.

uC < uD,

což je spor s prvnı́ nerovnostı́, tedy ϕBD(x) 6= x.

Pokud má maximálnı́ užitek vrchol D, pak platı́

uD > uC .

Aby nedošlo ke změně, musı́ mı́t nejslabšı́ sousednı́ vrchol strategii x = 0, tj.

uD < uC ,

což je ale v rozporu s prvnı́ podmı́nkou, tedy ϕBD(x) 6= x.

2. Necht’ ϕ = ϕDB. Důkaz opět provedeme sporem. Předpokládáme, že ϕDB(x) = x,
tj. žádný vrchol nezměnı́ svou strategii. Opět mohou nastat dvě různé situace - mi-
nimálnı́ užitek má bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud má minimálnı́ užitek spolupracujı́cı́ vrchol, platı́

uC < uD.
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Vrchol C přebı́rá strategii od svého nejsilnějšı́ho souseda a aby nedošlo ke změně,
musı́ platit

uC > uD,

což je ovšem v rozporu s prvnı́ podmı́nkou, tedy ϕDB(x) 6= x.

Pokud má minimálnı́ užitek vrchol D, platı́

uD < uC .

Aby nedošlo ke změně, musı́ platit

uD > uC ,

což je v rozporu s předchozı́ podmı́nkou a tedy ϕDB(x) 6= x.

3. Necht’ ϕ = ϕID. Důkaz i zde provedeme sporem. Znovu předpokládáme, že ϕID(x) =
x, tj. žádný z vrcholů nezměnı́ strategii. Aby žádný ze spolupracujı́cı́ch vrcholů
nezměnil strategii, musı́ platit

uC > uD.

Aby ani žádný z nespolupracujı́cı́ch vrcholů nezměnil strategii, musı́ platit

uD > uC .

Tyto dvě nerovnosti nemůžou platit zároveň, proto ϕID(x) 6= x.

Nynı́ vyřešı́me zbylé přı́pady, pro které ϕ(x) = x. Stane se tak, pokud

uC = uD,

tedy
ka + lb
k + l

=
(k + 1)c + (l − 1)d

k + l
.

Tato situace tedy nastane v prostoru R4 na nadrovině

ka + lb = (k + 1)c + (l − 1)d,

kterou pro náš přı́klad vynecháme.
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Kapitola 4

Pevný bod na speciálnı́m typu grafu

Následujı́cı́ tři tvrzenı́ se budou týkat hry, která má počátečnı́ rozloženı́ strategiı́ takové,
že v jedné části grafu se nacházı́ vrcholy pouze se strategiı́ spolupracovat a v druhé části
pouze vrcholy se strategiı́ nespolupracovat. Graf této hry je ilustrován na obrázku 4.1.

C D

Obrázek 4.1: Graf G, v jehož jedné části majı́ všechny vrcholy strategii S a v druhé části
majı́ všechny vrcholy strategii N. Tyto dvě části jsou spojené pouze jednou hranou.

Tento graf se z největšı́ části skládá pouze z vnitřnı́ch spolupracujı́cı́ch vrcholů a vnitř-
nı́ch nespolupracujı́cı́ch vrcholů a pouze dva vrcholy (jeden ze skupiny spolupracujı́cı́ch
a jeden ze skupiny nespolupracujı́cı́ch) interagujı́ i s vrcholem s opačnou strategiı́.

Situaci bychom si mohli představit jako setkánı́ dvou skupin, z nichž každá má jiný
názor a obě vyšlou svého ”vyjednavače“, který si jako jediný může vyslechnout názor
opačné skupiny.

Použitı́m jedné z dynamik může dojı́t k ovlivněnı́ ostatnı́ch hráčů v populaci a tı́m
ke změně jejich strategie. Zde budeme zkoumat, za jakých podmı́nek na grafu k tomu
nedojde a všichni hráči si zanechajı́ svoji původnı́ strategii.

Vrcholy z grafu G1 (kromě vrcholu C) odpovı́dajı́ vnitřnı́m spolupracujı́cı́m (viz Defi-
nice 2.20), tedy

VVS(x) = V(G1)\{C},
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podobně vrcholy z grafu G2 (kromě vrcholu D) odpovı́dajı́ vnitřnı́m nespolupracujı́cı́m
vrcholům (viz Definice 2.21), tedy

VVN(x) = V(G2)\{D}.

Aby se nám s vrcholy lépe pracovalo, budeme pro vrcholy z množiny VVS(x) použı́vat
značenı́ VS a vrcholy z množiny VVN(x) budeme značit VN.

4.1 Birth-Death dynamika

Jako prvnı́ se budeme věnovat Birth-Death dynamice, ve které docházı́ k tomu, že užitkově
nejsilnějšı́ vrchol se snažı́ zaplnit své okolı́ a změnit strategii svých sousedů. V následujı́cı́
větě a důkazu si ukážeme, pro jaké parametry žádný z vrcholů nezměnı́ svou strategii.

Věta 4.1. Mějme evolučnı́ hru na grafu (G, p, uP, ϕBD), kde G = (V, H) je souvislý graf
takový, že V = V(G1) ∪ V(G2) a H = H(G1) ∪ H(G2) ∪ {C,D}, kde C ∈ V(G1), D ∈
V(G2), G1 a G2 jsou souvislé grafy a |V(G1)| > 1, |V(G2)| > 1 a vektor strategiı́ x =
(x1, x2, . . . , x|V|) ∈ XV takový, že

∀i ∈ V(G1) : xi = 1,
∀k ∈ V(G2) : xk = 0.

Množina přı́pustných parametrů p = (a, b, c, d) ∈ P splňuje

b > (1− k)a + kd, (4.1)

nebo
c ≤ la + (1− l)d, (4.2)

kde k = |N1(C)| a l = |N1(D)| právě tehdy, když ϕBD(x) = x.

Důkaz. Nejprve provedeme důkaz postačujı́cı́ podmı́nky, tj. necht’ p = (a, b, c, d) ∈ P
splňuje (4.1) nebo (4.2), potom ϕBD(x) = x.

Začneme určenı́m užitků jednotlivých vrcholů. Jelikož všechny vrcholy množin VVS(x)
a VVN(x) sousedı́ pouze s vrcholy, které majı́ všechny stejnou strategii, můžeme užitky
určit jednoduše podle lemma 2.1.

Užitek všech vrcholů z množiny VVS(x) je uVS = a a užitek všech vrcholů z množiny
VVN(x) je uVN = d. Užitek vrcholu C je

uC =
b + (k− 1)a

k
,

a užitek vrcholu D je

uD =
c + (l − 1)d

l
.
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Pro zjednodušenı́ si původnı́ oblast parametrů (a, b, c, d) rozdělı́me na dvě menšı́ ob-
lasti a důkaz provedeme pro každou z nich zvlášt’. Oblast PBD

1 je pro a = 1 a d = 0
zobrazena na obrázku 4.2a a definujeme ji jako

PBD
1 = {(a, b, c, d) ∈ P : (b > (1− k)a + kd) ∧ (c > la + (1− l)d)},

a oblast PBD
2 definujeme jako

PBD
2 = {(a, b, c, d) ∈ P : c ≤ la + (1− l)d}

a pro a = 1 a d = 0 je zobrazena na obrázku 4.2b.

l

1− kb

c

0

1

(a) Oblast PBD
1

l

1− kb

c

0

1

(b) Oblast PBD
2

Obrázek 4.2: Oblasti PBD
1 a PBD

2 pro a = 1 a d = 0. Hranice b = 1− k a c = l jsou meze
oblastı́ přı́pustných parametrů.

1. Necht’

b > (1− k)a + kd, (4.3)
c > la + (1− l)d, (4.4)

tj. oblast PBD
1 . Dı́ky platnosti (4.3) vı́me, že uC > d. Podobně dı́ky platnosti (4.4),

uD > a.

Dohromady tedy platı́
uD > uVS > uC > uVN.

Maximálnı́ užitek má tedy vrchol D, který předá svoji strategii svému nejslabšı́mu
sousedovi, což je každý vrchol z množiny VVN(x), tedy ϕ(x) = x.

2. Necht’

c ≤ la + (1− l)d, (4.5)

tj. oblast PBD
2 . Z (2.1) plyne, že uC < a. Podobně dı́ky platnosti (4.5) vı́me, že uD ≤ a.
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Dohromady platı́ bud’

uVS > max{uVN, uD, uC}

nebo

uVS = uD > max{uVN, uC}.

Vrchol s nejvyššı́m užitkem je tedy libovolný vrchol z množiny VVS(x), který určitě
sousedı́ pouze s vrcholem se stejnou strategiı́, tedy ϕ(x) = x. Pokud je užitek libo-
volného vrcholu z množiny VVS(x) shodný s užitkem vrcholu D a zároveň většı́ než
užitky ostatnı́ch vrcholů, ke změně strategie vrcholu uC také nedojde.

Nynı́ provedeme důkaz nutné podmı́nky, tj. necht’ ϕBD(x) = x, potom p = (a, b, c, d) ∈
P splňuje (4.1) nebo (4.2).

Důkaz můžeme rozdělit na pět různých situacı́ - maximálnı́ bude vrchol C nebo vrchol
D nebo libovolný vrchol z množiny VVS(x) nebo libovolný vrchol z množiny VVN(x). Po-
slednı́ možnostı́ je, že nejvyššı́ užitek bude mı́t vrcholD a vrchol množiny VVS(x) zároveň.

1. Pokud bude mı́t nejvyššı́ užitek vrchol C, nedojde ke splněnı́ podmı́nky (2.1), tedy
ϕBD(x) 6= x.

2. Maximálnı́ užitek bude mı́t vrchol D, tj.

uD > max{uC , uVS, uVN},
c + (l − 1)d

l
> max

{
b + (k− 1)a

k
, a, d

}
.

Úpravou těchto třı́ nerovnostı́ zı́skáme dvě podmı́nky

c >
lb + l(k− 1)a

k
+ (1− l)d a c > la + (1− l)d.

Třetı́ nerovnost je dı́ky platnosti (2.1) splněna vždy. Aby nedošlo ke změně, musı́
platit

d <
b + (k− 1)a

k
,

tedy po úpravě
b > (1− k)a + kd.

Sjednocenı́m prvnı́ch dvou nerovnostı́ a následným průnikem s poslednı́ nerovnostı́
zı́skáme oblast ohraničenou

c > la + (1− l)d a b > (1− k)a + kd,

což odpovı́dá oblasti PBD
1 .
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3. Nejvyššı́ užitek má vrchol z množiny VVS(x), tedy

uVS > max{uC , uD, uVN},

a > max
{

b + (k− 1)a
k

,
c + (l − 1)d

l
, d
}

.

Úpravou zı́skáme

c < la + (1− l)d.

Zbylé dvě nerovnosti jsou dı́ky platnosti (2.1) splněny vždy. Jelikož všechny vr-
choly z množiny VVS(x) sousedı́ pouze s vrcholy se stejnou strategiı́, nemůže dojı́t
ke změně a nenı́ nutné splnit dalšı́ nerovnost. Zı́skali jsme oblast

c < la + (1− l)d.

4. Žádný vrchol z množiny VVN(x) nemůže mı́t nejvyššı́ užitek, protože by nebyla
splněna podmı́nka (2.1).

5. Nejvyššı́ užitek majı́ vrchol D a vrcholy z množiny VVS(x), tedy

c = la + (1− l)d.

Pro tuto oblast ke změně strategie žádného z vrcholů nedojde.

Zkombinovánı́m těchto možnostı́ zı́skáme jednu oblast pro parametry p = (a, b, c, d) ∈
P , splňujı́cı́

b > (1− k)a + kd nebo c ≤ la + (1− l)d.

4.2 Death-Birth dynamika

V následujı́cı́ podkapitole se zaměřı́me na Death-Birth dynamiku, ve které naopak užit-
kově nejslabšı́ vrchol přebı́rá strategii od svého nejsilnějšı́ho souseda.

Věta 4.2. Mějme evolučnı́ hru na grafu (G, p, uP, ϕDB), kde G = (V, H) je souvislý graf
takový, že V = V(G1) ∪ V(G2) a H = H(G1) ∪ H(G2) ∪ {C,D}, kde C ∈ V(G1) a D ∈
V(G2), G1 a G2 jsou souvislé grafy a |V(G1)| > 1, |V(G2)| > 1 a vektor strategiı́ x =
(x1, x2, . . . , x|V|) ∈ XV takový, že

∀i ∈ V(G1) : xi = 1,
∀k ∈ V(G2) : xk = 0.
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Množina přı́pustných parametrů p = (a, b, c, d) ∈ P splňuje

b > (1− k)a + kd, (4.6)

nebo
c ≤ la + (1− l)d, (4.7)

kde k = |N1(C)| a l = |N1(D)| právě tehdy, když ϕDB(x) = x.

Důkaz. Jako prvnı́ dokážeme postačujı́cı́ podmı́nku, tj. necht’ p = (a, b, c, d) splňuje (4.6)
nebo (4.7), potom ϕDB(x) = x. Začneme určenı́m užitků jednotlivých vrcholů. Užitek
všech vrcholů množin VVS(x) a VVN(x) opět jednoduše určı́me podle lemma 2.1.

Užitek vrcholů množiny VVS(x) je uVS = a a užitek všech vrcholů z množiny VVN(x)
je uVN = d. Užitek vrcholu C je

uC =
b + (k− 1)a

k
,

a užitek vrcholu D je

uD =
c + (l − 1)d

l
.

Podobně jako v předchozı́m důkazu, původnı́ oblast parametrů (a, b, c, d) rozdělı́me
na dvě menšı́ oblasti a důkaz provedeme pro každou z nich zvlášt’. Oblast PDB

1 je pro
a = 1 a d = 0 zobrazena na obrázku 4.3a a definujeme ji jako

PDB
1 = {(a, b, c, d) : (b ≤ (1− k)a + kd) ∧ (c ≤ la + (1− l)d)},

a oblast PDB
2 definujeme jako

PDB
2 = {(a, b, c, d) : b > (1− k)a + kd}

a pro a = 1 a d = 0 je zobrazena na obrázku 4.3b.

l

1− kb

c

0

1

(a) Oblast PDB
1

l

1− kb

c

0

1

(b) Oblast PDB
2

Obrázek 4.3: Oblasti PDB
1 a PDB

2 pro a = 1 a d = 0. Hranice b = 1− k a c = l jsou meze
oblastı́ přı́pustných parametrů.
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1. Necht’

b ≤ (1− k)a + kd, (4.8)
c ≤ la + (1− l)d, (4.9)

tj. oblast PDB
1 . Dı́ky platnosti (4.8) vı́me, že uC ≤ d. Dále dı́ky platnosti (4.9) vı́me, že

uD ≤ a.

Dohromady platı́

uC ≤ uVN < uD ≤ uVS.

Nejmenšı́ užitek má tedy vrchol C, který přebı́rá strategii od svého nejsilnějšı́ho sou-
seda, vrcholu z množiny VVS(x), který má určitě stejnou strategii. Tedy ϕ(x) = x.

2. Necht’

b > (1− k)a + kd, (4.10)

tj. oblast PDB
2 . Jelikož platı́ (4.10), tak uC > d. Z platnosti (2.1) vı́me, že uD > d.

Dohromady tedy platı́

uVN < min{uD, uC , uVS}.

Minimálnı́ užitek má tedy libovolný vrchol z množiny VVN(x), který přebı́rá strate-
gii od svého nejsilnějšı́ho souseda, který má určitě stejnou strategii, tedy ϕ(x) = x.

Dále provedeme důkaz nutné podmı́nky, tj. necht’ ϕDB(x) = x, potom p = (a, b, c, d) ∈ P
splňuje (4.6) nebo (4.7). Opět zde mohou nastat čtyři různé možnosti - nejnižšı́ užitek bude
mı́t vrchol C, vrchol D, vrchol z množiny VVS(x) nebo vrchol z množiny VVN(x).

1. Minimálnı́ užitek má vrchol C, tj.

uC < min{uD, uVS, uVN},
b + (k− 1)a

k
< min

{
c + (l − 1)d

l
, a, d

}
.

Úpravou těchto nerovnic zı́skáme následujı́cı́ hranice oblastı́

c >
bl + l(k− 1)a

k
+ (1− l)d a b < (1− k)a + kd.

Třetı́ nerovnost je dı́ky platnosti (2.1) splněna vždy. Aby nedošlo ke změně, musı́
dále platit

a ≥ c + (l − 1)d
l

,

po úpravě
c ≤ la + (1− l)d.
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Pokud bude mı́t minimálnı́ užitek zároveň vrchol C a vrchol množiny VVN(x), tj.

b = (1− k)a + kd,

ke změně strategiı́ žádného vrcholu také nedojde. Sjednocenı́m prvnı́ch dvou nerov-
nostı́ a následným průnikem s poslednı́ nerovnostı́ zı́skáme oblast ohraničenou

c ≤ la + (1− l)d, a zároveň b ≤ (1− k)a + kd,

což odpovı́dá oblasti PDB
1 .

2. Minimálnı́ užitek má vrchol D, potom nenı́ splněná podmı́nka (2.1), tedy ϕDB(x) 6=
x.

3. Žádný vrchol z množiny VVS(x) nemůže být nejslabšı́ kvůli podmı́nce (2.1).

4. Minimálnı́ užitek má vrchol z množiny VVN(x), tj.

uVN < min{uC , uD, uVS},

d < min
{

b + (k− 1)a
k

,
c + (l − 1)d

l
, a
}

.

Úpravou těchto nerovnostı́ zı́skáme hranici oblasti následovně

b > (1− k)a + kd.

Ostatnı́ nerovnosti jsou dı́ky platnosti (2.1) splněny vždy. Jelikož libovolný vrchol z
množiny VVN sousedı́ pouze s vrcholy se stejnou strategiı́, ke změně nemůže dojı́t a
zı́skali jsme oblast

b > (1− k)a + kd,

což odpovı́dá oblasti PDB
2 .

Zkombinovánı́m oblasti PDB
1 a PDB

2 zı́skáme oblast ohraničenou

b > (1− k)a + kd, nebo c ≤ la + (1− l)d.

Jak jsme si ukázali, předchozı́ dvě evolučnı́ hry na grafu se výsledkem odlišujı́ pouze v
použité dynamice, oblast parametrů p = (a, b, c, d) je pro obě hry stejná. V obou přı́padech
ale tuto oblast parametrů zı́skáme sjednocenı́m jiných menšı́ch oblastı́. Zatı́mco pro Birth-
Death dynamiku jsou rozhodujı́cı́ vrcholy z množiny VVN a vrchol C, v Death-Birth dyna-
mice je to přesně naopak. Oblasti P1 a P2 se tak pro obě dynamiky lišı́.
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4.3 Imitačnı́ dynamika

Nakonec se budeme věnovat imitačnı́ dynamice, která je založena na změně strategie
každého hráče v závislosti na jeho nejsilnějšı́m sousedovi. Tato dynamika se na rozdı́l
od Birth-Death a Death-Birth dynamik chová pouze lokálně a nikoli globálně.

Věta 4.3. Mějme evolučnı́ hru na grafu (G, p, uP, ϕID), kde G = (V, H) je souvislý graf
takový, že V = V(G1) ∪ V(G2) a H = H(G1) ∪ H(G2) ∪ {C,D}, kde C ∈ V(G1) a D ∈
V(G2), G1 a G2 jsou souvislé grafy a |V(G1)| > 1, |V(G2)| > 1 a vektor strategiı́ x =
(x1, x2, . . . , x|V|) ∈ XV takový, že

∀i ∈ V(G1) : xi = 1,
∀k ∈ V(G2) : xk = 0.

Existuje množina přı́pustných parametrů p = (a, b, c, d) ∈ P taková, že

c ≥ lb + l(k− 1)a
k

+ (1− l)d (4.11)

c ≤ la + (1− l)d, (4.12)

kde k = |N1(C)| a l = |N1(D)|, právě tehdy, když ϕID(x) = x.

Důkaz. Nejprve provedeme důkaz postačujı́cı́ podmı́nky, tj. necht’P ID = (a, b, c, d) splňuje
(4.11) a (4.12), potom ϕID(x) = x. Oblast P ID je zobrazena na obrázku 4.4.

l

1− kb

c

0

1

Obrázek 4.4: Oblast P ID

Začneme určenı́m užitků jednotlivých vrcholů.
Užitek vrcholu C je

uC =
b + (k− 1)a

k
.

Jelikož platı́ (4.11), tak uD ≥ uC .

24



Užitek vrcholu D je

uD =
c + (l − 1)d

l
.

Jelikož platı́ (4.12), tak uD ≤ a.
Užitek vrcholů množiny VVS(x) je uVS = a a užitek vrcholů množiny VVN(x) je uVN =

d.
Dohromady platı́

uVS ≥ uD ≥ uC ,

tedy ϕID(x) = x.
Nynı́ provedeme důkaz nutné podmı́nky, tj. ϕID(x) = x, potom pro p = (a, b, c, d) ∈ P

platı́ (4.11) a (4.12).
Žádný vrchol z množiny VVS(x) ani z množiny VVN(x) určitě nezměnı́ svou strategii,

protože sousedı́ pouze s vrcholy se stejnou strategiı́.
Aby nezměnil svou strategii vrchol C, je potřeba, aby bylo splněno následujı́cı́

b + (k− 1)a
k

> a a zároveň
b + (k− 1)a

k
>

c + (l − 1)d
l

. (4.13)

nebo

a ≥ c + (l − 1)d
l

.

Zde nemůže být splněna prvnı́ část, proto zı́skáváme oblast

la + (1− l)d ≥ c.

Aby ani vrchol D nezměnil svou strategii, musı́ platit následujı́cı́

c + (l − 1)d
l

≥ d a zároveň
c + (l − 1)d

l
≥ b + (k− 1)a

k
,

nebo

d ≥ b + (k− 1)a
k

.

Jelikož můžou nastat všechny uvedené nerovnosti, zı́skáváme dvě různé oblasti, jejichž
sjednocenı́m zı́skáváme oblast

c >
lb + l(k− 1)a

k
+ (1− l)d.

Zkombinovánı́m těchto oblastı́ zı́skáme oblast

c ≥ lb + l(k− 1)a
k

+ (1− l)d a zároveň c ≤ la + (1− l)d. (4.14)

Jelikož imitačnı́ dynamika funguje pouze lokálně (zkoumáme vždy pouze chovánı́
samostatného vrcholu v závislosti na sousednı́ch vrcholech), docházı́ zde k velké odliš-
nosti také v oblasti parametrů P oproti předchozı́m dynamikám. Každý z vrcholů může
změnit svou strategii. Aby nebyla změněna strategie žádného z nich, je potřeba splnit vı́ce
podmı́nek, které zásadně omezujı́ výslednou oblast přı́pustných parametrů.
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Kapitola 5

Závěr

Tato práce se věnovala evolučnı́m hrám na grafech. Graf zde představoval strukturu, která
nám umožnila změnit dynamiku hry. Vrcholem v grafu jsme rozuměli hráče a hranou
interakci mezi jednotlivými hráči.

Postupně byly představeny základnı́ pojmy jak z teorie grafů, tak také z teorie her.
V poslednı́ch kapitolách jsme se věnovali existenci či neexistenci pevného bodu evolučnı́
hry na grafu a srovnali jsme jednotlivé dynamiky.

Prvnı́ hrou, kterou jsme se zabývali, byla hra na souvislém grafu, v němž každý z vr-
cholů sousedı́ pouze s vrcholy s opačnou strategiı́. Pro tuto hru pevný bod pochopitelně
neexistuje, a to z důvodu, že vrcholy nemajı́ ”podporu“ v žádném ze svých sousedů. Pro
každou z dynamik tedy docházı́ k tomu, že vždy alespoň jeden z vrcholů musı́ změnit
svou strategii.

Dalšı́ hrou, kterou jsme se zabývali, je hra na úplném grafu, kde alespoň jeden z vr-
cholů má jinou strategii než ostatnı́. Každý z vrcholů tak interaguje jak s vrcholem se shod-
nou strategiı́, tak s vrcholem s opačnou strategiı́. Nezabývali jsme se situacı́, kdy všechny
vrcholy majı́ stejnou strategii, a tak žádný svou strategii nezměnı́. Pokud všechny vrcholy
nemajı́ stejnou strategii, nenı́ možné, aby pro tuto hru existoval pevný bod.

V celé poslednı́ kapitole jsme se zabývali jednı́m typem hry z pohledu všech třı́ dy-
namik. Jednalo se o hru na grafu, v jehož jedné části měly všechny vrcholy strategii spo-
lupracovat a v jeho druhé části strategii nespolupracovat, a tyto dvě části byly spojeny
pouze jednou hranou. Pro tuto hru jsme již dokázali najı́t nutné a postačujı́cı́ podmı́nky
takové, aby pevný bod existoval. Nejlépe je možné srovnat Birth-Death a Death-Birth dy-
namiku. Pro tyto dvě dynamiky totiž existuje totožná množina přı́pustných parametrů,
pro které pevný bod existuje. Čı́m se tyto dvě dynamiky lišı́, je to, který vrchol rozho-
duje o přı́pustných parametrech. Zatı́mco pro Birth-Death dynamiku je ”dominantnı́m“
vrcholem vrchol s nespolupracujı́cı́ strategiı́ a celá množina vnitřnı́ch spolupracujı́cı́ch,
pro Death-Birth dynamiku je tomu přesně naopak.

Jelikož jsme se v našı́ práci zabývali pouze průměrnou užitkovou funkcı́, zajı́mavým
srovnánı́m by mohlo být zkoumánı́ stejných her ovšem za použitı́ součtové užitkové
funkce. U některých z her, by tak mohlo dojı́t ke změně chovánı́, a tı́m vzniku nebo zániku
pevných bodů.
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