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Katedra matematiky
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Plzeň 2022







Prohlášeńı
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Abstrakt

Maticové strukturované populačńı modely jsou př́ıkladem soustav diferenčńıch rov-

nic 1. řádu, které patř́ı mezi významné modelové nástroje použ́ıvané při studiu dyna-

miky r̊ustu lesńıch porost̊u. Dynamika stavu lesa se ř́ıd́ı vlastnostmi Usherovy projekčńı

matice, která patř́ı mezi nezáporné čtvercové matice. Výchoźım bodem práce je for-

mulace Perronovy-Frobeniovy věty a daľśıch významných vět z teorie maticové algebry

nezáporných matic, které jsou následně uplatněny při studiu vlastnost́ı obecného deter-

ministického lineárńıho maticového modelu r̊ustu lesa. Stěžejńı část práce je věnována se-

staveńı lineárńıho modelu r̊ustu lesa o dvou r̊ustových tř́ıdách, které odpov́ıdaj́ı mladým a

dospělým jedinc̊um. Hlavńım ćılem je odvozeńı obecného řešeńı tohoto modelu a analýza

jeho asymptotických vlastnost́ı. Dokážeme, že asymptotické chováńı modelu je možné

vyhodnotit na základě čisté mı́ry reprodukce, biologického parametru modelu, který roz-

hoduje o stabilitě extinkčńıho rovnovážného bodu. Z výsledk̊u mimo jiné plyne, že les

bude dlouhodobě prosperovat i při nižš́ı mı́̌re reprodukce, pokud jsou zajǐstěny vhodné

r̊ustové podmı́nky nebo mı́ra mortality jedinc̊u je na ńızké úrovni.

Kĺıčová slova: maticový populačńı model, lineárńı dynamický systém, nezáporná ma-

tice, nerozložitelná, primitivńı, Perronova-Frobeniova věta, vlastńı č́ısla, čistá mı́ra repro-

dukce, r̊ust lesa
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Abstract

Matrix structured population models are an example of systems of first-order diffe-

rence equations, which are among the important model tools used when forest growth

dynamics is studied. The dynamics of forest stand state is governed by the properties

of the Usher projection matrix, which belongs to non-negative square matrices. The

starting point of the thesis is the formulation of the Perron-Frobenius theorem and other

important theorems of the non-negative matrix theory, which are subsequently used when

the properties of the general deterministic linear matrix model of forest growth are exa-

mined. The main part of the thesis is devoted to the construction of linear model of

forest growth with two growth stages representing juveniles and adults. The main goal is

to derive a general solution of the model and analyse its asymptotic properties. We prove

that the asymptotic behaviour of the model can be evaluated on the basis of the net

reproductive number, a biological parameter of the model, that determines the stability

of the extinction equilibrium. The results show, among other things, that the forest will

thrive even at a lower reproduction rate in the long run, if suitable growth conditions are

ensured or the tree mortality rate is at a low level.

Keywords: matrix population model, linear dynamic system, non-negative matrix, irre-

ducible, primitive, Perron-Frobenius theorem, eigenvalues, net reproductive number, fo-

rest growth
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Seznam označeńı

Pro snazš́ı orientaci v textu této práce předkládáme zde přehled použitého označeńı.

N množina přirozených č́ısel

N0 množina nezáporných celých č́ısel

R+ množina kladných reálných č́ısel

R množina reálných č́ısel

C množina komplexńıch č́ısel

Rm×n lineárńı prostor reálných matic řádu (m,n)

Cm×n lineárńı prostor komplexńıch matic řádu (m,n)

0 nulová matice, nulový vektor

I jednotková matice

A > 0 kladná matice

A ≥ 0 nezáporná matice

AT transponovaná matice k matici A

AC konjungovaná matice k matici A

AH hermitovsky transponovaná matice k matici A

A−1 inverzńı matice k matici A

Ak k-tá mocnina čtvercové matice A, k ∈ N
diag(d1, . . . , dn) diagonálńı matice s diagonálńımi prvky d1, . . . , dn

hod A hodnost matice A

tr A stopa matice A

det A determinant matice A

pA(λ) charakteristický polynom matice A

%(A) spektrálńı poloměr matice A

σ(A) spektrum matice A

νa(λ) algebraická násobnost vlastńıho č́ısla λ matice A

νg(λ) geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ matice A

G(A) orientovaný graf matice A

h(A) index imprimitivity čtvercové nezáporné nerozložitelné matice A

`(G) index imprimitivity orientovaného grafu G

〈 · , · 〉 skalárńı součin

δij Kroneckerovo delta

n.s.d. největš́ı společný dělitel
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3.2 Lineárńı model dvou r̊ustových tř́ıd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 Závěr 49
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1 Úvod

Matematický pohled na studium dynamiky biologických populaćı lze datovat do prvńı

poloviny 18. stolet́ı, kdy předmětem zájmu autor̊u byl potenciálńı r̊ust lidské populace [8].

Jedńım z významných autor̊u této doby je Thomas Robert Malthus, který ve své stěžejńı

práci An Essay on the Principle of Population z roku 1798 předpokládá, že velikost po-

pulace se vyv́ıj́ı jako geometrická posloupnost [28]. Pokud neńı populace kontrolována,

velikost populace roste exponenciálně bez omezeńı. Malthus̊uv diskrétńı model r̊ustu po-

pulace1 je jednoduchý model r̊ustu a lze ho zapsat ve tvaru lineárńı homogenńı diferenčńı

rovnice 1. řádu

N(t+ 1) = rN(t) = (1 + f −m)N(t), N(0) ≥ 0, t ∈ N0,

kde N(t) je velikost populace v časovém intervalu 〈t, t + 1). Vitálńı mı́ry f a m jsou

konstanty a představuj́ı mı́ru reprodukce, resp. mı́ru mortality, kdy pro ně plat́ı f > 0 a

0 < m < 1. Parametr r > 0 se nazývá r̊ustový koeficient a vyjadřuje relativńı př́ır̊ustek

populace za jeden časový interval [32]. Malthusovský koeficient r̊ustu představuje čistou

mı́ru reprodukce R0, biologický parametr modelu, který vyjadřuje poměr, v jakém gene-

race potomk̊u nahrad́ı generaci svých rodič̊u [31]. Počátečńı stav populace N(0) určuje

velikost populace v daľśıch časových obdob́ıch. Jednoznačné řešeńı r̊ustového modelu při

daném počátečńım stavu populace N(0) je dáno

N(t) = rtN(0) ,

na základě kterého pro dynamiku populace plat́ı, je-li r > 1, populace exponenciálně

roste bez omezeńı. Je-li r < 1, populace vymı́rá, a pokud r = 1, pak velikost populace je

v čase konstantńı.

Předpoklad neomezeného r̊ustu Malthusova r̊ustového modelu je reálný při mode-

lováńı dynamiky malých populaćı pro kratš́ı časová obdob́ı, které nebudou ovlivněny

prostřed́ım s omezenými zdroji, resp. vnitrodruhovou konkurenćı. Pro vyhodnoceńı vývo-

je velkých populaćı a dlouhodobé dynamiky je však nevyhovuj́ıćı, proto byly navrženy

nelineárńı modely r̊ustu populace, které respektuj́ı omezené prostřed́ı. Vitálńı mı́ry nejsou

považovány za konstantńı veličiny, ale mohou být závislé na velikosti populace. Malthus̊uv

r̊ustový model lze pak modifikovat zahrnut́ım r̊ustového koeficientu r, který bude záviset

na kapacitě prostřed́ı, resp. bude klesaj́ıćı funkćı velikosti populace. V polovině 19. stolet́ı

prvńı modifikaci Malthusova r̊ustového modelu provedl Pierre-Francois Verhulst [41] se

1Oproti spojitému modelu, který předpokládá vývoj populace s překrývaj́ıćımi se generacemi – jedinci

v populaci s překrývaj́ıćımi se generacemi se rozmnožuj́ı opakovaně a v následuj́ıćım reprodukčńım obdob́ı

se mohou rozmnožovat společně s přeživš́ımi jedinci z předchoźıch reprodukčńıch obdob́ı, u diskrétńıho

modelu modelujeme vývoj populace s nepřekrývaj́ıćımi se (oddělenými) generacemi, kdy jedinci u tohoto

typu populace maj́ı během svého životńıho cyklu pouze jedno reprodukčńı obdob́ı, a proto r̊ust populace

lze vyjádřit v diskrétńıch kroćıch [21].
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zahrnut́ım parametru (nosné) kapacity prostřed́ı K, tedy nelineárńı diferenčńı rovnice je

ve tvaru

N(t+ 1) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
, r > 0, K > 0,

kdy tato diferenčńı rovnice se nazývá logistická. Parametr r se nyńı nazývá vnitřńı koefi-

cient r̊ustu a vyjadřuje maximálńı možný relativńı př́ır̊ustek velikosti populace za jedno

časové obdob́ı. Verhulst̊uv r̊ustový model popisuje r̊uzné zp̊usoby chováńı populace v

závislosti na hodnotě parametru r, např. pro 1 < r < 2 velikost populace zpočátku expo-

nenciálně roste, poté je r̊ust lineárńı, následně se zpomaĺı, a když stav populace dosáhne

hodnoty kapacity prostřed́ı, r̊ust se zastav́ı [32]. Plat́ı tedy limt→∞N(t) = K.

Malthus̊uv i logistický r̊ustový model má však velmi jednoduchou demografickou

strukturu. V těchto modelech plat́ı předpoklad, že populaci tvoř́ı stejńı jedinci – populace

je homogenńı v prostoru a čase, a neńı uvažována bohatš́ı demografická struktura popu-

lace. Pro r̊uzně staré jedince, jedince v jiném stádiu vývoje, jiného pohlav́ı nebo obývaj́ıćı

jinou lokalitu lze předpokládat rozd́ıly ve vitálńıch mı́rách. V populaci se mohou vysky-

tovat jedinci s rozd́ılnou mı́rou mortality, budou zde mlad́ı neplodńı jedinci, kteř́ı dosud

nedospěli, dospěĺı plodńı jedinci, př́ıpadně také přestárĺı jedinci v postreprodukčńı fázi

vývoje, kteř́ı už plodńı nejsou [11].

Vitálńı mı́ry jedinc̊u determinuj́ı vývoj celé populace a určuj́ı, jak je populačńı dy-

namika ovlivněna biotickými a abiotickými podmı́nkami prostřed́ı. Proto při modelováńı

dynamiky populace je d̊uležité zohlednit specifické vitálńı mı́ry jednotlivých skupin po-

pulace [11]. To umožňuj́ı r̊ustové modely strukturované populace, diskrétńı či spojité v

stavové proměnné, resp. v čase. Strukturovaný populačńı model, kdy stav populace a čas

jsou diskrétńımi veličinami, je systém diferenčńıch rovnic, kdy při studiu jeho dynamiky

lze využ́ıt poznatky z teorie maticové algebry.

Mezi prvńımi autory, který sestavil a analyzoval diskrétńı model r̊ustu populace v

podobě maticového modelu, byl ve 40. letech 20. stolet́ı Patrick Holt Leslie [24, 25].

Jednalo se o lineárńı maticový model r̊ustu populace strukturované podle věku – Leslieho

maticový model, který lze vyjádřit v maticovém tvaru následovně

n(t+ 1) = Ln(t), n(0) ≥ 0, t ∈ N0 ,

kde L je Leslieho projekčńı matice, vektor n(t) určuje stav populace podle jednotlivých

věkových tř́ıd v čase t a počátečńı věková struktura populace je dána vektorem n(0).

Matice L je nezáporná čtvercová matice s kladnými prvky umı́stěnými na prvńım řádku

a dolńı subdiagonále.

Michael Barham Usher v 70. letech 20. stolet́ı navázal na práce Patricka H. Leslieho

[24, 25] a sestavil lineárńı maticový model ke studiu dynamiky r̊ustu lesńıch ekosystémů

[39, 40]. Usher rozpracoval p̊uvodńı Leslieho maticový model věkově strukturované po-

pulace a navrhl maticový model populace, která je mı́sto věku strukturována podle jej́ı

velikosti.

Usher̊uv maticový model r̊ustu lesa je př́ıkladem strukturovaného populačńıho mo-

delu, ve kterém se dynamika populace – lesńıho porostu, tak jako v př́ıpadě Leslieho

maticového modelu, ř́ıd́ı vlastnostmi projekčńı matice. Usherova projekčńı matice U,
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která charakterizuje vývoj lesa v čase plynoućım v diskrétńıch kroćıch ve struktuře jed-

notlivých r̊ustových tř́ıd lesńıho porostu, je př́ıkladem – tak jako Leslieho matice L –

nezáporné matice. Nav́ıc oproti Leslieho matici má Usherova matice umı́stěné kladné

prvky na diagonále.

Leslieho a Usherova matice jsou př́ıkladem nezáporných matic, které při splněńı

určitých předpoklad̊u se vyznačuj́ı vhodnými vlastnostmi – jsou nerozložitelné a primi-

tivńı. Primitivitu Leslieho matice dokázal Sykes [38] pomoćı n.s.d rozd́ıl̊u hodnot expo-

nent̊u charakteristického polynomu matice L v roce 1969, resp. nerozložitelnost a primi-

tivitu matice L dokázal Demetrius [14] pomoćı teorie graf̊u v roce 1971. Nerozložitelnost

a primitivitu Usherovy matice řádu k dokážeme v kapitole 3.1.

Pro Usherovu matici U, jež je primitivńı, resp. nerozložitelná, plat́ı závěry Perronovy,

resp. Perronovy-Frobeniovy věty [11]. Tato d̊uležitá tvrzeńı o spektrálńıch vlastnostech

primitivńıch, resp. nerozložitelných matićıch (kapitola 2) nám pomohou při vyhodnoceńı

asymptotického chováńı Usherova maticového modelu r̊ustu lesa o k r̊ustových tř́ıdách,

o kterém pojednáváme v kapitole 3.1.

Dlouhodobou dynamiku lineárńıho maticového modelu strukturovaného do r̊ustových

tř́ıd, resp. vývojových stádíı lze vyhodnotit pomoćı čisté mı́ry reprodukce R0, viz [11].

Vývoj lesńıho porostu, jako je tomu i u jiných populaćı a aplikaćı [6, 30], lze studovat

ve struktuře 2 r̊ustových tř́ıd, resp. vývojových fáźı, kdy prvńı r̊ustová tř́ıda odpov́ıdá

mladým neplodným jedinc̊um a druhou r̊ustovou tř́ıdu tvoř́ı dospěĺı plodńı jedinci. Na

základě poznatk̊u z kapitoly 3.1 o vlastnostech obecného Usherova r̊ustového modelu

sestav́ıme v kapitole 3.2 Usher̊uv lineárńı maticový model 2 r̊ustových tř́ıd a budeme

zkoumat jeho asymptotické vlastnosti na základě parametru R0.

Projekce lineárńıho maticového modelu 2 r̊ustových tř́ıd a jejich grafické zobrazeńı

byly v této práci realizovány v programu MATLAB.
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2 Maticové modely a lineárńı

algebra

Populačńı dynamika a chováńı řešeńı maticových model̊u se ř́ıd́ı vlastnostmi projekčńı

matice, která je př́ıkladem nezáporné matice. Výchoźım tvrzeńım pro studium vlastnost́ı

nezáporných matic a maticových populačńıch model̊u je Perronova-Frobeniova věta, která

shrnuje stěžejńı spektrálńı vlastnosti nezáporných nerozložitelných čtvercových matic.

Před vysloveńım Perronovy-Frobeniovy věty uvedeme d̊uležité věty a definice výchoźıch

pojmů z teorie maticové algebry.

Výchoźı zdroje pro sestaveńı jednotlivých definic a vět uvedených v této kapitole jsou

skripta a knihy o maticové algebře, mimo jiné od M. Donta [15], E. Krajńıka [22], J.

Holendy [20], M. Fiedlera [16], J. R. Schotta [33], J. E. Gentlea [19], E. Senety [36] a S.

Friedlanda [17], maticových populačńıch modelech od H. Caswella [5] a Z. Posṕı̌sila [31],

a matematické biologii od L. J. S. Allen [1].

2.1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Definice 2.1. Necht’ A = (aij) je komplexńı matice typu (m,n). Řekneme, že matice

B = (bij) typu (m,n) je konjungovanou matićı k matici A právě tehdy, když bij = āij,

kde āij je č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu aij pro i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n. Ṕı̌seme

B = AC .

Definice 2.2. Necht’ A = (aij) je komplexńı matice typu (m,n). Matici B = (bji) typu

(m,n) nazveme matici hermitovsky transponovanou k matici A právě tehdy, když bji = āij
pro i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n. Ṕı̌seme

B = AH .

Poznámka 2.1. Matice AC je komplexně sdružená k matici A. Matice AH je transpono-

vaná a komplexně sdružená k matici A. Zřejmě je AH = (AC)T = (AT )C .

Poznámka 2.2. Je-li A ∈ Rm×n, je zřejmě AH = AT .

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory jsou definovány pro čtvercové matice a jsou obecně

komplexńı, a to i pro reálné matice.

Definice 2.3. Necht’ A ∈ Cn×n je čtvercová matice řádu n a x,y ∈ Cn jsou nenulové vek-

tory. Vektory x a y nazveme pravým, resp. levým vlastńım (charakteristickým) vektorem

matice A, jestlǐze plat́ı

Ax = λx (2.1)

yHA = λyH (2.2)
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pro nějaké č́ıslo λ ∈ C. Čı́slo λ nazveme vlastńım (charakteristickým) č́ıslem matice A

odpov́ıdaj́ıćı pravému vlastńımu vektoru x, resp. levému vlastńımu vektoru y.

Poznámka 2.3. Levý vlastńı vektor y odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ matice A je pravým

vlastńım vektorem matice AH . Plat́ı tedy

AHy = λy .

Poznámka 2.4. Vlastńı č́ısla λ matice A jsou stejná pro pravé a levé vlastńı vektory.

Odpov́ıdá-li pravý vlastńı vektor xi vlastńımu č́ıslu λi a levý vlastńı vektor yj vlastńımu

č́ıslu λj a zároveň λi 6= λj pro i, j = 1, 2, . . . , n, pak plat́ı

〈yi,xj〉 = 0 .

Vlastńı vektory xi a yj jsou v tomto př́ıpadě ortogonálńı.

Normované pravé a levé vlastńı vektory jsou vzájemně ortonormálńı, tedy plat́ı

〈yi,xj〉 = δij =

1 pro i = j

0 pro i 6= j.

Poznámka 2.5. Pokud xi a yi jsou pravé a levé vlastńı vektory matice A odpov́ıdaj́ıćı

vlastńımu č́ıslu λi, potom plynou z definice 2.3 rovnosti

Axi = λixi (2.3)

yHi A = λiy
H
i (2.4)

pro i, j = 1, 2, . . . , n.

Poznámka 2.6. Nebude-li uvedeno jinak, budeme v daľśım textu o pravém vlastńım vek-

toru x hovořit jako o vlastńım vektoru.

Definice 2.4. Necht’ matice A je řádu n a λ1, λ2, . . . , λn jsou jej́ı vlastńı č́ısla. Pak matici

Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) nazveme spektrálńı matićı matice A. Množina všech vlastńıch

č́ısel matice A se nazývá spektrum matice A a znač́ıme ho σ(A). Spektrálńı poloměr

matice A se nazývá č́ıslo

%(A) = max
i=1,2...,n

{
|λi| , λi ∈ σ(A)

}
. (2.5)

Poznámka 2.7. Spektrálńı poloměr je poloměr nejmenš́ıho kruhu v Gaussově rovině kom-

plexńıch č́ısel, který má střed v počátku a obsahuje na hranici nebo uvnitř všechna vlastńı

č́ısla matice A.

Poznámka 2.8. Absolutńı hodnota (obecně komplexńıho) vlastńıho č́ısla λ ∈ C matice A

se rovněž nazývá modul vlastńıho č́ısla.

Rovnost (2.1) můžeme pomoćı ekvivalentńıch úprav přepsat do tvaru

(A− λI)x = 0 . (2.6)

Podle definice 2.3 je λ vlastńı č́ıslo matice A právě tehdy, když je splněna rovnost

(2.1) pro nějaké x 6= 0. Jinak řečeno, λ je vlastńı č́ıslo matice A právě tehdy, když má

soustava (2.6) netriviálńı řešeńı.
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Věta 2.1. [22, Věta 6.2; 16, Věta 1.30] Čı́slo λ je vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy,

když je matice A− λI singulárńı, nebo-li když

det(A− λI) = 0 . (2.7)

Definice 2.5. Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Matici A−λI závislou na parametru

λ nazýváme charakteristickou matićı matice A, polynom n-tého stupně v proměnné λ

pA(λ) = det(A− λI) (2.8)

nazýváme charakteristickým polynomem matice A a vztah

det(A− λI) = 0 (2.9)

nazýváme charakteristickou rovnićı matice A.

Poznámka 2.9. Protože charakteristický polynom n-tého stupně pA(λ) má celkem n kom-

plexńıch kořen̊u λ1, λ2, . . . , λn (z nichž některé mohou splývat – jsou v́ıcenásobné), proto

čtvercová matice A n-tého řádu má právě n vlastńıch č́ısel.

Definice 2.6. Necht’ A je čtvercová matice, λ je kořen charakteristického polynomu pA(λ)

matice A násobnosti k. Potom řekneme, že vlastńı č́ıslo λ matice A má algebraickou

násobnost k. Algebraickou násobnost vlastńıho č́ısla λ budeme značit νa(λ).

Definice 2.7. Necht’ A je čtvercová matice řádu n, λ ∈ σ(A). Potom množina všech

(komplexńıch) řešeńı x soustavy (2.6) se nazývá charakteristický podprostor matice A s

vlastńım č́ıslem λ. Dimenze tohoto podprostoru se nazývá geometrická násobnost vlastńıho

č́ısla λ. Geometrickou násobnost vlastńıho č́ısla λ budeme značit νg(λ).

Poznámka 2.10. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λmatice A je rovna maximálńımu

počtu lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u x s vlastńım č́ıslem λ.

Poznámka 2.11. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ matice A řádu n je rovna č́ıslu

νg(λ) = n− hod(A− λI) . (2.10)

Následuj́ıćı věta ukazuje na d̊uležitý vztah mezi algebraickou a geometrickou násobno-

st́ı vlastńıho č́ısla matice.

Věta 2.2. [15, Věta 2.1.17; 33, Theorem 3.3] Necht’ A je čtvercová matice řádu n a

λ ∈ σ(A) je vlastńı č́ıslo s νa(λ) ≥ 1 . Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ je nejvýše

rovna algebraické násobnosti tohoto vlastńıho č́ısla λ, tedy plat́ı

1 ≤ νg(λ) ≤ νa(λ) . (2.11)

Z věty 2.2 plyne následuj́ıćı d̊usledek.

D̊usledek 2.1. [15, Věta 2.1.18] Necht’ A je čtvercová matice řádu n, pA(λ) je charakte-

ristický polynom matice A, a necht’ λ0 je k-násobný kořen pA(λ). Potom existuje nejvýše

k lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u matice A s vlastńım č́ıslem λ0.
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Př́ıklad 2.1. Rozhodneme o algebraické a geometrické násobnosti vlastńıch č́ısel matice

A =

(
1 1

0 1

)
.

Vlastńı č́ısla matice urč́ıme pomoćı charakteristického polynomu matice A, nebo-li

pA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣1− λ 1

0 1− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 .

Charakteristický polynom pA(λ) má jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = 1. Vlastńı č́ıslo

λ1,2 má algebraickou násobnost νa(1) = 2.

Vlastńımu č́ıslu λ1,2 odpov́ıdá jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor např. x = (1, 0)T .

Podle vztahu (2.10) je geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ1,2 = 1 rovna

νg(1) = n− hod(A− 1 · I) = 2− 1 = 1

a podle věty 2.2 plat́ı
1 ≤ νg(1) ≤ νa(1)

1 ≤ 1 ≤ 2 .

4

Věta 2.3. [15, Věta 2.1.19; 33, Theorem 3.7] Necht’ x1,x2, . . . ,xk jsou vlastńı vektory

matice A řádu n a plat́ı k ≤ n. Necht’ λ1, λ2, . . . , λk jsou vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı

těmto vlastńım vektor̊um taková, že plat́ı λi 6= λj pro všechna i 6= j, pak jsou vektory

x1,x2, . . . ,xk lineárně nezávislé.

Poznámka 2.12. Pokud charakteristický polynom matice A ∈ Cn×n má n r̊uzných kořen̊u,

pak podle věty 2.3 matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Věta 2.4. [15, Věta 2.1.22] Bud’ A ∈ Cn×n. Potom existuje báze Cn složená z vlastńıch

vektor̊u matice A právě tehdy, když pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A je geometrická

násobnost λ rovna algebraické násobnosti λ.

Poznámka 2.13. Pokud A ∈ Cn×n má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u, pak ma-

tice A se nazývá jednoduchá. Podle věty 2.4 je čtvercová matice A jednoduchá právě

tehdy, když pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A je geometrická násobnost λ rovna alge-

braické násobnosti λ. Pokud A ∈ Cn×n má n r̊uzných vlastńıch č́ısel, pak každé vlastńı

č́ıslo matice A má stejnou geometrickou a algebraickou násobnost (rovnu 1) a matice A

je jednoduchá.

Př́ıklad 2.2. Pro matici

A =

(
1 3

2 2

)
urč́ıme vlastńı č́ısla a jejich algebraickou a geometrickou násobnost.
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Charakteristický polynom matice A je

pA(λ) =

∣∣∣∣∣1− λ 3

2 2− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 4)(λ+ 1) .

Matice A má dvě r̊uzná jednoduchá vlastńı č́ısla λ1 = 4 a λ2 = −1, jejichž algebraická

násobnost je 1.

Daným vlastńım č́ısl̊um př́ısluš́ı vždy jeden lineárně nezávislý vektor. Vlastńımu č́ıslu

λ1 odpov́ıdá vektor např. x1 = (1, 1)T a vlastńımu č́ıslu λ2 př́ısluš́ı vektor např. x2 =

(−3, 2)T . Geometrická násobnost vlastńıch č́ısel λ1 a λ2 je rovna 1.

Matice A řádu 2 má dvě r̊uzná vlastńı č́ısla, tedy jejich algebraická násobnost je rovna

geometrické násobnosti. Matice A je jednoduchou matićı. 4

Definice 2.8. Necht’ λ1, λ2, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla čtvercové matice A řádu n. Vlastńı

č́ıslo λi takové, pro které plat́ı |λi| ≥ |λj| pro všechna j 6= i, se nazývá dominantńı vlastńı

č́ıslo. Pokud plat́ı ostrá nerovnost, |λi| > |λj| pro všechna j 6= i, pak λi se nazývá ostře

dominantńı vlastńı č́ıslo.

Poznámka 2.14. Vlastńı č́ıslo se nazývá ostře dominantńı, pokud je rovno spektrálńımu

poloměru matice a modul všech ostatńıch vlastńıch č́ısel je menš́ı než spektrálńı poloměr.

Př́ıklad 2.3. Necht’ je dána matice

A =

1 0 2

0 −1 1

0 0 2

 .

Vlastńı č́ısla matice urč́ıme pomoćı charakteristického polynomu matice A, nebo-li

pA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 2

0 −1− λ 1

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 2)(λ− 1)(λ+ 1) .

Vlastńı č́ısla matice A jsou kořeny charakteristického polynomu pA(λ), tedy vlastńı

č́ısla matice A jsou λ1 = 2, λ2 = 1 a λ3 = −1.

Spektrálńı poloměr %(A) je největš́ı z absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel matice A,

tedy

%(A) = max
{
|λ1|, |λ2|, |λ3|

}
= max

{
|2|, |1|, |−1|

}
= 2 .

Protože plat́ı

%(A) = |2| > |1| = |−1| ,

je λ1 = 2 ostře dominantńı vlastńı č́ıslo matice A. 4
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2.2 Spektrálńı rozklad diagonalizovatelných matic

Definice 2.9. Řekneme, že matice A,B ∈ Cn×n jsou podobné, právě když existuje re-

gulárńı matice P řádu n taková, že plat́ı

B = PAP−1 . (2.12)

Věta 2.5. [15, Věta 2.2.1] Necht’ A,B ∈ Cn×n jsou podobné matice. Potom pA(λ) =

pB(λ).

Definice 2.10. Řekneme, že matice A ∈ Cn×n je diagonalizovatelná, je-li podobná

nějaké diagonálńı matici, tj. existuje-li regulárńı matice X ∈ Cn×n taková, že (pro nějaké

λ1, λ2, . . . , λn ∈ C) je

diag(λ1, λ2, . . . , λn) = X−1AX . (2.13)

Věta 2.6. [15, Věta 2.2.5] Necht’ A ∈ Cn×n. Potom tři následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvi-

valentńı.

(1) A je diagonalizovatelná.

(2) Existuje báze Cn složená z vlastńıch vektor̊u matice A.

(3) νg(λi) = νa(λi) pro všechna i = 1, 2, . . . , n.

Poznámka 2.15. Jednoduchá matice A ∈ Cn×n je podobná své spektrálńı matici Λ.

Sloupce matice X jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um matice A. Má-li matice

A pouze jednoduchá vlastńı č́ısla, je diagonalizovatelná. S pomoćı spektrálńı matice Λ

lze rovnost (2.13) přepsat ve tvaru

A = XΛX−1 . (2.14)

Mluv́ıme pak o spektrálńım rozkladu matice A.

Mějme matici A ∈ Cn×n. Necht’ vlastńı vektor xi matice A odpov́ıdá vlastńımu č́ıslu

λi pro i = 1, 2, . . . , n, tj. podle vztahu (2.3) plat́ı

Axi = λixi .

Mějme spektrálńı matici Λ matice A a matici X ∈ Cn×n, jej́ıž sloupce jsou vlastńı

vektory xi matice A

X = (x1,x2, . . . ,xn) .

Vztah (2.3) lze následně zapsat ve tvaru maticové rovnosti

AX = XΛ . (2.15)

Nyńı předpokládejme, že matice A má n r̊uzných vlastńıch č́ısel λ1, λ2, . . . , λn. Po-

tom vlastńı vektory x1,x2, . . . ,xn matice A odpov́ıdaj́ıćı těmto vlastńım č́ısl̊um budou
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lineárně nezávislé. Matice A je tedy jednoduchá. Podle věty 2.6 plat́ı, že matice A je

diagonalizovatelná. Matice vlastńıch vektor̊u X je regulárńı a má inverzńı matici X−1.

Přenásobeńım rovnosti (2.15) inverzńı matićı X−1 zprava źıskáme spektrálńı rozklad ma-

tice A podle vztahu (2.14)

A = XΛX−1 .

Přenásobeńım rovnosti (2.14) inverzńı matićı X−1 zleva źıskáme X−1A = ΛX−1 a po

hermitovské transpozici dostaneme

AH
(
X−1

)H
=
(
X−1

)H
Λ . (2.16)

Sloupce matice
(
X−1

)H
jsou pravé vlastńı vektory matice AH a v souvislosti s poz-

námkou 2.3 se jedná o levé vlastńı vektory matice A. Matice AH má tedy stejná vlastńı

č́ısla jako matice A. Jinak řečeno, řádky matice X−1 jsou hermitovsky transponované

levé vlastńı vektory matice A [5, 31].

Necht’ Y ∈ Cn×n je matice, jej́ıž sloupce jsou levé vlastńı vektory yi odpov́ıdaj́ıćı n

r̊uzným vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn matice A

Y = (y1,y2, . . . ,yn) .

Pak matici A lze pomoćı spektrálńıho rozkladu vyjádřit ve tvaru [33]

A = XΛYH =
n∑
i=1

λixiy
H
i . (2.17)

Př́ıklad 2.4. Matice z př́ıkladu 2.2

A =

(
1 3

2 2

)

má vlastńı vektory např.

x1 =

(
1

1

)
, x2 =

(
−3

2

)
,

které př́ısluš́ı jednoduchým vlastńım č́ısl̊um λ1 = 4 a λ2 = −1. Vlastńı vektory jsou

lineárně nezávislé a podle věty 2.6 je matice A diagonalizovatelná.

Matice vlastńıch vektor̊u je

X =

(
1 −3

1 2

)
a k ńı inverzńı matice, resp. hermitovsky transponovaná matice levých vlastńıch vektor̊u

je

X−1 = YH =

(
2
5

3
5

−1
5

1
5

)
.
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Řádky matice YH jsou levé vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λ1 = 4 a λ2 = −1

matice A

y1 =

(
2
5
3
5

)
, y2 =

(
−1

5
1
5

)
.

Spektrálńı matice odpov́ıdaj́ıćı matici A je

Λ =

(
4 0

0 −1

)
.

Spektrálńı rozklad matice A je

XΛYH =

(
1 −3

1 2

)(
4 0

0 −1

)(
2
5

3
5

−1
5

1
5

)
=

(
1 3

2 2

)
= A .

Spektrálńı rozklad matice A lze rovněž zapsat následovně

A = λ1x1y
H
1 + λ2x2y

H
2 = 4 ·

(
2
5

3
5

2
5

3
5

)
+ (−1) ·

(
3
5
−3

5

−2
5

2
5

)
.

4

Lemma 2.7. [20, Věta 3.1] Necht’ je dána matice A ∈ Cn×n a x jsou vlastńı vektory

př́ıslušné danému vlastńımu č́ıslu λ matice A, pak plat́ı

Akx = λkx , (2.18)

pro k ∈ N.

S využit́ım lemmatu 2.7 lze spektrálńı rozklad (2.17) použ́ıt pro k-tou mocninu dia-

gonalizovatelné jednoduché matice A, tedy

Ak = XΛkYH =
n∑
i=1

λki xiy
H
i . (2.19)

2.3 Nezáporné a kladné matice

V této podkapitole se budeme zabývat nezápornými, resp. kladnými maticemi. Ne-

záporná matice, jak jej́ı název naznačuje, je reálná matice, jej́ıž všechny prvky jsou

nezáporné. Kladná matice je reálná matice, kdy jsou všechny jej́ı prvky kladné.

Definice 2.11. Řekneme, že A = (aij) je nezáporná matice, když pro každé

i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n plat́ı aij ≥ 0. Znač́ıme A ≥ 0.

Definice 2.12. Řekneme, že A = (aij) je kladná matice, právě když jsou všechny prvky

aij matice A kladné. Znač́ıme A > 0.
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D̊usledek 2.2. Je-li A ∈ Rm×n nezáporná matice a x ∈ Rn vektor, o němž plat́ı x ≥ 0,

pak Ax ≥ 0. Naopak, pokud pro jakýkoliv x ≥ 0 plat́ı Ax ≥ 0, pak A je nezápornou

matićı.

D̊usledek 2.3. Je-li A ∈ Rm×n kladná matice a x ∈ Rn vektor, o němž plat́ı x ≥ 0, x 6= 0,

pak Ax > 0. Naopak, pokud pro jakýkoliv x ≥ 0, x 6= 0, plat́ı Ax > 0, pak A je kladnou

matićı.

2.4 Matice a grafy

Problematika matic úzce souviśı s teoríı graf̊u. Strukturu nenulových prvk̊u čtvercové

matice lze charakterizovat orientovaným grafem (také digrafem, zkratka z angl. directed

graph).

Definice 2.13. Orientovaným grafem G = (V,H) rozumı́me uspořádanou dvojici koneč-

ných množin V , H, kde množina H je tvořena některými uspořádanými dvojicemi prvk̊u

z V : H ⊆ V × V . Prvky množiny V se nazývaj́ı vrcholy, prvky množiny H hrany.

Definice 2.14. Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Grafem matice A rozumı́me

orientovaný graf G(A) = (V,H) s množinou vrchol̊u V = {1, 2, . . . , n} a množinou ori-

entovaných hran H =
{

(i, j) | i, j ∈ V, aij 6= 0
}

.

Definice 2.15. Orientovaný graf G = (V,H) se nazývá silně souvislý, pokud pro každou

dvojici jeho vrchol̊u x, y ∈ V existuje v G orientovaná cesta z vrcholu x do vrcholu y a

existuje orientovaná cesta z vrcholu y do vrcholu x.

2.5 Nerozložitelné matice

Definice 2.16. Čtvercová matice A řádu n se nazývá rozložitelná, je-li ve tvaru

A = 0, n = 1,

A =

(
A1 B

0 A2

)
, n ≥ 2, (2.20)

kde A1 a A2 jsou čtvercové matice řád̊u alespoň jedna, anebo existuje-li permutačńı matice

P taková, že lze matici A převést na tvar (2.20) simultánńı permutaćı řádk̊u a sloupc̊u(
A1 B

0 A2

)
= PAPT . (2.21)

Čtvercová matice se nazývá nerozložitelná, neńı-li rozložitelná.

Poznámka 2.16. Permutačńı matice P je čtvercová matice, která vznikla z jednotkové

matice I přerovnáńım sloupc̊u nebo řádk̊u. Jinak řečeno, permutačńı matice je čtvercová

matice, která v každém řádku a každém sloupci má jednu jedničku a na ostatńıch mı́stech

nuly.
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Plat́ı tato d̊uležitá věta, která dává do vztahu ekvivalence nerozložitelnost matice A

a silnou souvislost orientovaného grafu G(A) matice A.

Věta 2.8. [16, Věta 3.6] Čtvercová matice A je nerozložitelná právě tehdy, když je jej́ı

orientovaný graf G(A) silně souvislý.

Uvedeme ještě daľśı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku nerozložitelnosti, nyńı pro nezá-

porné matice.

Věta 2.9. [20, Věta 2.11] Nezáporná, nenulová matice A řádu n je nerozložitelná právě

tehdy, když matice

M = A + A2 + A3 + · · ·+ An (2.22)

je kladná.

Př́ıklad 2.5. Na př́ıkladě ukážeme, jak lze rozhodnout, zda je čtvercová matice rozložitel-

ná. Máme dány matice

A =

1 2 0

2 1 0

0 2 1

 , B =

1 2 1

2 1 0

0 2 1

 .

Pro matici A existuje permutačńı matice P

P =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


taková, že matici A lze simultánńı permutaćı řádk̊u a sloupc̊u převést na tvar (2.20)

PAPT =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


1 2 0

2 1 0

0 2 1


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =

1 2 0

0 1 2

0 2 1


a z definice 2.16 plyne, že matice A je rozložitelná. Stejné pozorováńı lze učinit z oriento-

vaného grafu G(A) matice A, který je zachycen na obrázku 2.1. Orientovaný graf G(A)

neńı silně souvislý, proto matice A je rozložitelná.

Matice B je shodná s matićı A ve všech prvćıch až na prvek b13, který je kladný.

Oproti tomu prvek a13 je nulový. Orientovaný graf G(B) matice B, který je zachycen na

obrázku 2.1, je nyńı silně souvislý. Jak plyne z věty 2.8, matice B je nerozložitelná.

Nerozložitelnost matice B ověř́ıme rovněž na základě tvrzeńı věty 2.9. Vypočteme

matici

M = B + B2 + B3

a ověř́ıme, je-li kladná.
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Obrázek 2.1: Orientovaný graf G(A) matice A a orientovaný graf G(B) matice B z př́ıkladu

2.5.

Tedy

M =

1 2 1

2 1 0

0 2 1

+

5 6 2

4 5 2

4 4 1

+

17 20 7

14 17 6

12 14 5

 =

23 28 10

20 23 8

16 20 7

 .

Protože plat́ı M > 0, je matice B podle věty 2.9 nerozložitelná. 4

Věta 2.10. [34, Theorem 1] Necht’ A je nerozložitelná matice a B je libovolná nezáporná

matice stejného řádu jako matice A, pak matice A + B je nerozložitelná.

2.6 Primitivńı matice

Definice 2.17. Necht’ A je nezáporná nerozložitelná matice n-tého řádu. Počet r̊uzných

vlastńıch č́ısel λ1, . . . , λh matice A, jejichž modul je roven %(A), označme h = h(A).

Matici A nazveme primitivńı, pokud h = 1 a imprimitivńı, je-li h > 1. Hodnota h se

nazývá index imprimitivity.

Poznámka 2.17. Index imprimitivity vyjadřuje počet vlastńıch č́ısel čtvercové nezáporné

nerozložitelné matice, které lež́ı na spektrálńı kružnici této matice. Čtvercová nezáporná

nerozložitelná matice je tedy primitivńı, pokud má pouze jediné vlastńı č́ıslo, které lež́ı

na spektrálńı kružnici této matice.

Index imprimitivity h lze určit na základě tvrzeńı následuj́ıćı věty.

Věta 2.11. [16, Věta 4.9; 38, Theorem 3] Necht’ A je nerozložitelná nezáporná matice

řádu n a pA(λ) je jej́ı charakteristický polynom

pA(λ) = |A− λI| = λn + a1λ
n1 + · · ·+ akλ

nk , (2.23)

pro který plat́ı n > n1 > n2 > · · · > nk ≥ 0 a ai 6= 0, i = 1, 2, · · · , k. Potom index

imprimitivity h matice A je n.s.d. rozd́ıl̊u {n− n1, n1 − n2, · · · , nk−1 − nk}.
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Pro silně souvislý orientovaný graf v souvislosti s jeho primitivitou plat́ı následuj́ıćı

věta.

Věta 2.12. [17, Theorem 6.1.5] Necht’ G = (V,H) je silně souvislý orientovaný graf.

Předpokládáme, že pro počet vrchol̊u grafu plat́ı |V | > 1. Necht’ ` = `(G) je n.s.d.

délky všech cykl̊u v G a označuje index imprimitivity grafu G. Potom plat́ı jedna ze dvou

podmı́nek:

(1) ` = 1. Pak G je primitivńı. Necht’ s je délka nejkraťśıho cyklu v G. Pak pro index

imprimitivity grafu plat́ı ` ≤ |V |+ s
(
|V | − 2

)
.

(2) ` > 1. Pak G je imprimitivńı.

V souvislosti s orientovaným grafem lze tvrzeńı výše uvedené věty 2.11 uvést násle-

dovně. Pokud A je nerozložitelná nezáporná matice s indexem imprimitivity h a G(A) je

orientovaný graf odpov́ıdaj́ıćı matici A s indexem imprimitivity `, pak h je roven n.s.d.

délky všech cykl̊u v grafu G(A), tedy h = `.

Brualdi a Ross [2] a Sedláček [35] uváděj́ı, že věty o primitivńıch orientovaných gra-

fech maj́ı ekvivalentńı formulace ve vztahu k nezáporným nerozložitelným matićım. Tedy

nezáporná nerozložitelná matice A je primitivńı tehdy a jen tehdy, pokud G(A) je pri-

mitivńı orientovaný graf.

Následuj́ıćı věta 2.13 a lemma 2.14 nab́ıźı jednoduché kritérium, které lze použ́ıt při

kontrole, zda nezáporná nerozložitelná matice je primitivńı či nikoliv.

Věta 2.13. [38, Theorem 4; 18, Theorem 8, str. 80] Čtvercová nezáporná nerozložitelná

matice A je primitivńı, existuje-li takové k ≥ 1, k ∈ N, že k-tá mocnina matice A je

kladná matice, Ak > 0.

Lemma 2.14. [37, Corollary, str. 40] Pokud má čtvercová nezáporná nerozložitelná ma-

tice A pozitivńı stopu (tr A > 0), pak je matice A primitivńı.

Věta 2.15. [34, Theorem 1a] Necht’ A je primitivńı matice a B je libovolná nezáporná

matice stejného řádu jako matice A, pak matice A + B je primitivńı.

Věta 2.16. [13, Theorem V] Necht’ A ∈ Cn×n, pak posloupnost mocnin této matice

A,A2, . . . ,Ak, . . . konverguje právě tehdy, když

(1) pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A plat́ı |λ| < 1 nebo λ = 1, a

(2) pokud plat́ı λ = 1, pak νg(λ) = νa(λ).

Poznámka 2.18. Posloupnost mocnin čtvercové matice konverguje, pokud je jej́ı spektrálńı

poloměr menš́ı než 1. Tedy necht’ matice A je řádu n. Potom

lim
k→∞

Ak = 0

právě tehdy, když %(A) < 1. Pokud je spektrálńı poloměr roven 1, pak posloupnost

mocnin konverguje, pokud je matice primitivńı. To je předmětem tvrzeńı d̊usledku 2.4 a

věty 2.22.
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D̊usledek 2.4. [13, Corollary, str. 605] Necht’ A ≥ 0 je nerozložitelná matice řádu n s

vlastńım č́ıslem λ = %(A) = 1. Posloupnost mocnin Ak matice A konverguje právě

tehdy, když je matice A primitivńı.

Poznámka 2.19. Jeli λ vlastńı č́ıslo matice A, pak cλ je vlastńı č́ıslo matice cA, pro

c ∈ R+. Necht’ λ1 je dominantńı vlastńı č́ıslo matice A, tedy plat́ı |λ1| = %(A). Pak A
%(A)

je normovaná matice, jej́ıž spektrálńı poloměrem je roven 1.

2.7 Perronova a Perronova-Frobeniova věta

Dř́ıve než vyslov́ıme Perronovu, resp. Perronovu-Frobeniovu větu, uvedeme tři tvrzeńı

o spektrálńıch vlastnostech kladných a nezáporných nerozložitelných matićıch, které se

týkaj́ı počtu vlastńıch č́ısel lež́ıćıch na hranici kruhu o spektrálńım poloměru matice.

Věta 2.17. [20, Věta 12.3] Necht’ A je kladná matice řádu n, pak spektrálńı poloměr

%(A) je vlastńım č́ıslem matice A a modul všech ostatńıch vlastńıch č́ısel je menš́ı než

spektrálńı poloměr.

Věta 2.18. [17, Theorem 6.2.1] Necht’ A je nezáporná nerozložitelná imprimitivńı ma-

tice řádu n > 1 s indexem imprimitivity h = h(A), pak existuje právě h − 1 ≥ 1

r̊uzných vlastńıch č́ısel λ1, λ2, . . . , λh−1 r̊uzných od %(A), pro něž plat́ı |λi| = %(A), pro

i = 1, 2, . . . , h− 1.

Věta 2.19. [20, Věta 12.8] Necht’ A je nezáporná nerozložitelná primitivńı matice. Je-li

λ1 = %(A), pak |λi| < %(A), pro i = 2, 3, . . . , n.

Nyńı můžeme vyslovit Perronovu větu o kladných matićıch a následně vyslov́ıme

Perronovu-Frobeniovu větu o nezáporných matićıch.

Věta 2.20 (Perronova [20, Věta 12.1; 19, str. 301; 36, Theorem 1.1]). Necht’ A je kladná

matice n-tého řádu, n > 1, %(A) je jej́ı spektrálńı poloměr

%(A) = max
i=1,2...,n

{
|λi|
}
,

kde λi jsou vlastńı č́ısla matice A. Označ́ıme r = %(A). Potom plat́ı

(1) r je vlastńım č́ıslem matice A.

(2) r je reálné a plat́ı r > 0.

(3) K vlastńımu č́ıslu r existuje pravý vlastńı vektor v a levý vlastńı vektor w, pro které

plat́ı v,w > 0, kdy v,w ∈ Rn.

(4) Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla r je rovna jedné.

(5) Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla r je rovna jedné.
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(6) Vlastńı č́ıslo r je ostře dominantńım vlastńım č́ıslem matice A, tj. je-li λ1 = r, pak

|λi| < r, pro i = 2, 3, . . . , n.

Poznámka 2.20. Vlastńı č́ıslo r se nazývá Perron̊uv kořen charakteristické rovnice matice

A nebo též Perronovo vlastńı č́ıslo. Perron̊uv kořen je reálný, ostatńı vlastńı č́ısla matice

A reálná být nemusej́ı.

Poznámka 2.21. Vlastńı č́ıslo r je jednoduchým kořenem charakteristické rovnice ma-

tice A. Dimenze podprostoru Perronova vlastńıho č́ısla je 1, tedy vlastńı vektory v a w

př́ıslušné vlastńımu č́ıslu r jsou dány jednoznačně až na nenulový konstantńı násobek.

Vlastńı vektory v a w se nazývaj́ı Perronovy vlastńı vektory. Perron̊uv vektor je reálný,

ačkoliv ostatńı vlastńı vektory matice A být reálné nemusej́ı. Všechny prvky Perro-

nova vektoru maj́ı stejné znaménko, bez újmy na obecnosti se považuj́ı za kladné, tedy

v,w > 0.

Poznámka 2.22. Vlastńı č́ıslo r je jediné vlastńı č́ıslo, které lež́ı na spektrálńı kružnici

matice A.

Pro nezápornou matici A, která je nerozložitelná, plat́ı stejné vlastnosti (1) až (5) z

Perronovy věty 2.20 o kladných matićıch, nicméně neplat́ı vlastnost (6).

Věta 2.21 (Perronova-Frobeniova [20, Věta 12.7; 19, str. 304; 36, Theorem 1.5; 17, The-

orem 6.2.1]). Necht’ A je nezáporná nerozložitelná matice n-tého řádu, n > 1. Označ́ıme

r = %(A). Potom plat́ı

(1) r je vlastńım č́ıslem matice A.

(2) r je reálné a kladné.

(3) K vlastńımu č́ıslu r existuje kladný pravý a levý vlastńı vektor v,w ∈ Rn.

(4) Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla r je rovna jedné.

(5) Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla r je rovna jedné.

(6) Pro vlastńı č́ıslo r plat́ı r ≥ |λi|, pro i = 2, 3, . . . , n.

Poznámka 2.23. Vlastńı č́ıslo r se nazývá Perron̊uv-Frobeni̊uv kořen a je jednoduchým

kořenem charakteristické rovnice matice A. Vlastńı č́ıslo r je dominantńım vlastńım

č́ıslem. Vlastńı vektory v a w př́ıslušné vlastńımu č́ıslu r se nazývaj́ı Perronovy-Frobenio-

vy vlastńı vektory a jsou dány jednoznačně až na nenulový konstantńı násobek.

Perronova-Frobeniova věta 2.21 má v bodě (6) oproti Perronově větě 2.20 slabš́ı

vlastnost, kdy nezáporná nerozložitelná matice má kladné jednoduché vlastńı č́ıslo (jež

je spektrálńı poloměr matice A), které je větš́ı nebo rovno modulu jakéhokoliv jiného

vlastńıho č́ısla matice A.

Př́ıklad 2.6. Necht’ je dána čtvercová nezáporná matice 2. řádu

A =

(
0 10
1
2

0

)
.
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Obrázek 2.2: Orientovaný graf G(A) matice A z př́ıkladu 2.6 a orientovaný graf G(B) matice

B z př́ıkladu 2.7.

Potom charakteristický polynom matice A je

pA(λ) =

∣∣∣∣∣−λ 10
1
2
−λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − 5

a matice A má dvě vlastńı č́ısla λ1 =
√

5 a λ2 = −
√

5.

Nyńı rozhodneme, zda matice A je nerozložitelná a primitivńı. Nerozložitelnost matice

A ověř́ıme na základě tvrzeńı věty 2.9

M =

(
0 10
1
2

0

)
+

(
5 0

0 5

)
=

(
5 10
1
2

5

)
> 0 .

Protože M > 0, je matice A nerozložitelná. Nerozložitelnost matice A rovněž vyplývá

z orientovaného grafu G(A) na obrázku 2.2, který je silně souvislý.

O primitivitě matice A rozhodneme na základě věty 2.11. Index imprimitivity h ma-

tice A je roven n.s.d. rozd́ıl̊u hodnot exponent̊u charakteristického polynomu pA(λ) =

λ2 − 5, tedy

h = n.s.d. {2− 0} = 2 .

Protože h > 1, matice A je imprimitivńı. Stejný závěr lze vyslovit na základě tvrzeńı

věty 2.12. Index imprimitivity ` orientovaného grafu G(A) matice A, tedy n.s.d. délky

všech cykl̊u v G(A), je roven 2. Orientovaný graf G(A) má jediný cyklus (1, 2, 1) o délce

2 a je tedy imprimitivńı. Rovněž matice A je imprimitivńı.

Na základě Perronovy-Frobeniovy věty 2.21 bude mı́t nerozložitelná a imprimitivńı

matice A kladné reálné jednoduché vlastńı č́ıslo, které je rovno spektrálńımu poloměru, a

bude větš́ı nebo rovno modulu ostatńıch vlastńıch č́ısel. Z věty 2.18 vyplývá, že bude exis-

tovat právě h−1 r̊uzných vlastńıch č́ısel r̊uzných od %(A) s modulem rovným spektrálńımu

poloměru.

Určeme tedy spektrum σ(A) a spektrálńı poloměr %(A) matice A. Spektrum matice

A je

σ(A) =
{√

5,−
√

5
}
.

18



Spektrálńı poloměr je roven vlastńımu č́ıslu λ1

%(A) = max

{∣∣∣√5
∣∣∣ , ∣∣∣−√5

∣∣∣} =
√

5

a protože plat́ı

%(A) =
√

5 ≥
∣∣∣−√5

∣∣∣ ,
je λ1 =

√
5 dominantńı vlastńı č́ıslo matice A. Vlastńı č́ıslo λ1 je Perronovo-Frobeniovo

vlastńı č́ıslo matice A. Pro matici A plat́ı h = 2, tedy σ(A) obsahuje právě dvě r̊uzná

vlastńı č́ısla s modulem rovným %(A). Prvńı je dominantńı vlastńı č́ıslo λ1 a druhé je

λ2 = −
√

5. 4

Aby v Perronově-Frobeniově větě 2.21 v bodě (6) platila u vlastńıho č́ısla r = %(A)

ostrá nerovnost, muśı být dané vlastńı č́ıslo ostře dominantńı. To nastane v př́ıpadě, po-

kud bude nezáporná nerozložitelná matice A splňovat dodatečnou vlastnost – bude primi-

tivńı. To je předmětem tvrzeńı věty 2.19. Je-li v Perronově-Frobeniově větě 2.21 doplněna

podmı́nka požaduj́ıćı primitivitu matice, mluv́ıme o silné verzi Perronovy-Frobeniovy věty

[36].

Př́ıklad 2.7. Uvažujme čtvercovou nezápornou matici 2. řádu

B =

(
1
2

10
1
2

0

)
,

která je shodná s matićı A z př́ıkladu 2.6 až na prvek b11, který je oproti nulovému prvku

a11 kladný.

Charakteristický polynom matice B je

pB(λ) =

∣∣∣∣∣12 − λ 10
1
2

−λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − 0,5λ− 5

a vlastńı č́ısla matice B jsou λ1 = 5
2

a λ2 = −2.

Orientovaný graf G(B) matice B, který je zobrazený na obrázku 2.2, je silně souvislý.

Matice B je tedy, jak vyplývá z tvrzeńı věty 2.8, nerozložitelná.

Stopa matice B je kladná, tr B = 1
2
. Matice B je nezáporná nerozložitelná matice a

tedy podle lemmatu 2.14 je primitivńı. Primitivitu matice B lze rovněž ověřit pomoćı

věty 2.13. Jelikož pro druhou mocninu matice B plat́ı

B2 =

(
21
4

5
1
4

5

)
> 0 ,

je matice B primitivńı. Stejný závěr lze vyslovit na základě tvrzeńı věty 2.12. Orientovaný

graf G(B) má dva cykly, prvńı cyklus (1, 2, 1) o délce 2 a druhý cyklus (1, 1) o délce 1.

Tedy n.s.d. délky těchto dvou cykl̊u v orientovaném grafu G(B) je roven 1 a ` = 1. Proto

G(B) a B jsou primitivńı.
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Jelikož matice B je nerozložitelná a primitivńı, plat́ı pro ńı závěry Perronovy věty

2.20. Matice B bude mı́t kladné reálné jednoduché vlastńı č́ıslo, které je rovno %(B) a

je ostře dominantńım vlastńım č́ıslem. Neexistuje již žádné jiné vlastńı č́ıslo matice B,

jehož modul by byl větš́ı nebo roven, než je %(B).

Spektrum matice B je

σ(B) =

{
5

2
,−2

}
.

Spektrálńı poloměr matice B je roven vlastńımu č́ıslu λ1

%(B) = max

{∣∣∣∣52
∣∣∣∣ , |−2|

}
=

5

2

a protože plat́ı

%(B) =
5

2
> |−2| ,

je λ1 = 5
2

ostře dominantńı vlastńı č́ıslo matice B. Vlastńı č́ıslo λ1 je Perronovo vlastńı

č́ıslo matice B. 4

Důsledkem silné verze Perronovy-Frobeniovy věty 2.21 s využit́ım tvrzeńı věty 2.16

o konvergenci posloupnosti mocnin čtvercové matice je věta o existenci limity primitivńı

matice.

Věta 2.22. [33, Theorem 8.50] Necht’ A ∈ Cn×n je nezáporná primitivńı matice s

vlastńımi vektory v a w, pro které plat́ı Av = %(A)v, wHA = %(A)wH , v > 0, w > 0

a wHv = 1. Pak plat́ı

lim
k→∞

(
A

%(A)

)k
= vwH . (2.24)

Př́ıklad 2.8. Z př́ıkladu 2.7 v́ıme, že matice

B =

(
1
2

10
1
2

0

)
je primitivńı matice. Na základě tvrzeńı věty 2.22 v́ıme, že existuje k normované matici

A = B
%(B)

limita

lim
k→∞

(
B

%(B)

)k
= vwH ,

kde v a w je normovaný pravý a levý vektor odpov́ıdaj́ıćı %(B) = λ1 = 5
2
. Takové vlastńı

vektory určitě existuj́ı, protože λ1 je jednoduché vlastńı č́ıslo. Na základě Perronovy-

Frobeniovy věty 2.21 plyne, že tyto vlastńı vektory v a w jsou kladné a reálné, tedy

v =

(
5

1

)
, w =

(
1
9
4
9

)
.

Př́ıslušná normovaná matice A je

A =
B

%(B)
=

(
1
5

4
1
5

0

)
,
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kdy vlastńı č́ısla matice A jsou %(A) = λ1 = 1 a λ2 = −4
5
.

Potom limita normované matice A je

lim
k→∞

(A)k = vwH =

(
5

1

)(
1
9

4
9

)
=

(
5
9

20
9

1
9

4
9

)
.

4
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3 Lineárńı maticový model r̊ustu

lesa

3.1 Obecný Usher̊uv lineárńı model

3.1.1 Východiska a struktura Usherova modelu

Východiskem pro sestaveńı lineárńıho maticového r̊ustového modelu lesa je Usher̊uv

maticový model [39, 40], který je uplatňován v r̊uzných modifikaćıch [27] ke studiu dy-

namiky r̊ustu lesńıch porost̊u. Usher̊uv model je modifikaćı Leslieho populačńıho mo-

delu [24, 25] ve smyslu strukturováńı populace na základě jej́ı velikosti mı́sto věku.

Důvod je ten, že při modelováńı dynamiky rostlin je vhodné populaci strukturovat

podle vývojových stádíı, protože věk neńı př́ılǐs vhodným indikátorem vlastnost́ı jedince

[3, 9, 12, 23, 27]. Usher strukturuje populaci jedinc̊u (stromů) podle jejich velikosti, resp.

r̊ustové fáze1.

Usher̊uv velikostně strukturovaný maticový model představuje lineárńı systém dife-

renčńıch rovnic 1. řádu, který popisuje vývoj populace strukturované do diskrétńıch veli-

kostńıch tř́ıd, kdy čas je rovněž uvažován jako diskrétńı veličina. Tento model předpokládá

neměnnost reprodukce (obnovy), r̊ustu, dosṕıváńı (maturace) a úhynu (mortality) stromů

v čase, proto se jedná o model s konstantńı projekčńı matićı. Vývoj populace je repre-

zentován v modelu všemi jedinci2 a populace je uvažována jako uzavřená, tj. nedocháźı

k migraci jedinc̊u mezi lokalitami.

Usher̊uv model předpokládá seskupeńı stromů podle jejich velikosti do k diskrétńıch

tř́ıd, resp. r̊ustových skupin (i = 1, 2, . . . , k), kdy r̊ustová tř́ıda i odpov́ıdá velikosti stromů

z intervalu 〈i− 1, i). Vzhledem k tomu, že čas t je uvažován jako diskrétńı veličina, k de-

mografickým událostem jako je vykĺıčeńı semene stromu, přechod jedince mezi r̊ustovými

fázemi, dosažeńı plodnosti nebo uhynut́ı stromu docháźı v pr̊uběhu časového intervalu

〈t, t+ ∆t).

Časová jednotka ∆t se nazývá projekčńım intervalem a obvykle voĺıme ∆t = 1.

Usher̊uv model projektuje stav lesa (např. hustotu porostu) z časového okamžiku t do

t + 1, kdy čas nabývá pouze nezáporných celoč́ıselných hodnot t ∈ N0. Časová jednotka

obvykle volena u maticových r̊ustových model̊u lesa je jeden rok, 5 či 10 let.

1Nejčastěji použ́ıvaným kritériem pro strukturováńı lesa je výčetńı tloušt’ka stromu (také DBH,

zkratka z angl. diameter at breast height), tedy pr̊uměr kmene stromu ve výčetńı výšce 1,3 m měřené od

paty kmene.
2Na rozd́ıl od Leslieho věkově strukturovaného modelu, který popisuje dynamiku samič́ı části popu-

lace a samč́ı část neńı v modelu zahrnuta – samč́ı část populace lze odvodit např. na základě poměru

obou pohlav́ı v populaci, jsou stromy ve většině př́ıpad̊u rostliny jednodomé, kdy každý jedinec vytvář́ı

oddělené samč́ı a samič́ı generativńı orgány na témže jedinci.
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Usher̊uv maticový r̊ustový model je vektorová lineárńı diferenčńı rovnice, kterou lze

zapsat kompaktně v maticovém tvaru následovně

n(t+ 1) = Un(t), n(0) ≥ 0, t ∈ N0 , (3.1)

kde U je Usherova projekčńı matice, která je čtvercová řádu k a je konstantńı, n(t) =

(n1(t), n2(t), . . . , nk(t))
T je sloupcový vektor, který reprezentuje stav lesa (např. počty

stromů nebo hustotu stromů) podle jednotlivých r̊ustových tř́ıd i pro i = 1, 2, . . . , k v

čase t a vektor n(t+ 1) přestavuje stav lesa podle r̊ustových tř́ıd v čase t+ 1. Počátečńı

stav lesa je reprezentován vektorem n(0).

Usherova projekčńı matice U je obvykle vyjadřována jako součet reprodukčńı ma-

tice F a r̊ustové (též přechodové) matice G, tedy U = F + G. Diferenčńı rovnici (3.1)

přeṕı̌seme jako

n(t+ 1) = (F + G)n(t) . (3.2)

Reprodukčńı matice F je čtvercová matice řádu k a představuje v modelu přirozenou

obnovu lesńıho porostu, tedy

F =



f1 f2 f3 · · · fk−1 fk
0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0


, (3.3)

kdy prvek matice fi označuje koeficient reprodukce, resp. počet zmlazených stromk̊u v

1. r̊ustové tř́ıdě d́ıky semenné obnově stromů z mateřského porostu i-tých r̊ustových

tř́ıd (i = 1, 2, . . . , k). Koeficienty reprodukce dle r̊ustových tř́ıd v modelu odpov́ıdaj́ı

prvńımu řádku reprodukčńı matice, tedy zmlazené stromky odpov́ıdaj́ı r̊ustové tř́ıdě i =

1. Koeficienty reprodukce mohou nabývat pouze nezáporných hodnot, fi ≥ 0.

Růstová matice G je čtvercová matice řádu k a charakterizuje v modelu r̊ust a mor-

talitu lesńıho porostu, tedy

G =



a1 0 0 · · · 0 0

b1 a2 0 · · · 0 0

0 b2 a3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · ak−1 0

0 0 0 · · · bk−1 ak


, (3.4)

kdy prvky matice ai, bi (i, j = 1, 2, . . . , k) označuj́ı koeficienty přež́ıváńı. Tyto mı́ry

představuj́ı pravděpodobnost přež́ıváńı, tj. pod́ıl jedinc̊u j-té r̊ustové tř́ıdy v čase t, kteř́ı

za časový interval jednotkové délky přežij́ı a dorostou v čase t+ 1 do i-té r̊ustové tř́ıdy.

Prvek ai lež́ıćı na diagonále matice představuje pravděpodobnost, že jedinci i-té

r̊ustové tř́ıdy přežij́ı během projekčńıho intervalu 〈t, t + 1) a z̊ustanou na jeho konci
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ve stejné r̊ustové tř́ıdě i. Prvek bi lež́ıćı na subdiagonále matice představuje pravděpo-

dobnost, že jedinci i-té r̊ustové tř́ıdy během projekčńıho intervalu 〈t, t + 1) přežij́ı a

dorostou do následuj́ıćı r̊ustové tř́ıdy i+ 1.

Prvek ai nabývá nezáporných hodnot z intervalu 0 ≤ ai < 1 a prvek bi nabývá

kladných hodnot z intervalu 0 < bi ≤ 1. Nav́ıc předpokládáme ai + bi ≤ 1.

Usherovu projekčńı matici U pro k r̊ustových tř́ıd jako součet reprodukčńı matice F

(3.3) a r̊ustové matice G (3.4) budeme definovat následovně. Pro koeficient reprodukce

k-té r̊ustové tř́ıdy budeme požadovat fk > 0.

Definice 3.1. Nezápornou matici U = F + G ≥ 0 řádu k, kdy F je dána (3.3) a G je

dána (3.4), nazveme Usherovou matićı, právě když pro jej́ı prvky plat́ı

U =



a1 + f1 f2 f3 · · · fk−1 fk
b1 a2 0 · · · 0 0

0 b2 a3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · ak−1 0

0 0 0 · · · bk−1 ak


(3.5)

a zároveň
0 ≤ ai < 1 (i = 1, 2, . . . , k),

0 < bi ≤ 1, ai + bi ≤ 1, 0 ≤ fi (i = 1, 2, . . . , k − 1),

fk > 0 .

(3.6)

Koeficienty reprodukce a přež́ıváńı Usherovy matice (3.5) se nazývaj́ı rovněž vitálńı

mı́ry. Jednotlivé prvky této projekčńı matice – jedná se o konstantńı projekčńı matici

– se nazývaj́ı též přechodové prvky nebo také projekčńı koeficienty. Mimo prvńı řádek,

diagonálu a subdiagonálu jsou tyto prvky vždy nulové.

Usherova matice U je reprezentovaná grafem životńıho cyklu, resp. orientovaným gra-

fem G(U), který je zobrazen na obrázku 3.1. Pro Usherovu matici U danou podmı́nkami

definice 3.1 bude graf G(U) silně souvislý. Silná souvislost G(U) je zajǐstěna požadavkem

na kladné hodnoty koeficient̊u přež́ıváńı bi a koeficientu reprodukce k-té r̊ustové tř́ıdy fk.

Usherova matice U bude podle věty 2.8 nerozložitelnou matićı. Silně souvislý orientovaný

graf G(U) je podle věty 2.12 primitivńım grafem, pokud n.s.d. délky všech cykl̊u grafu

` = 1. Potom Usherova matice U má podle Perronovy věty 2.20 největš́ı kladné reálné

jednoduché vlastńı č́ıslo, které je rovno spektrálńımu poloměru matice.

Nerozložitelnost projekčńı matice dokázal Sykes [38] pro Leslieho matici L, která

má koeficienty přež́ıváńı pouze na dolńı subdiagonále. V souvislosti s nerozložitelnost́ı

Usherovy matice lze formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 3.1. Necht’ U je Usherova matice řádu k splňuj́ıćı podmı́nky podle definice 3.1. Pak

je Usherova matice U nerozložitelná.

D̊ukaz. Mějme Usherovu matici U, která je řádu k a splňuje podmı́nky (3.5) a (3.6)

požadované na jej́ı prvky podle definice 3.1. Uvažujme rovněž Leslieho matici L ≥ 0
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Obrázek 3.1: Graf životńıho cyklu G(U) Usherovy matice U řádu k (3.5) s odpov́ıdaj́ıćımi stavy

porostu dle r̊ustových tř́ıd ni a vitálńımi mı́rami fi, ai a bi. Upraveno podle [29, Fig. 1].

řádu k, pro jej́ıž prvky plat́ı

L =



ρ1 ρ2 ρ3 · · · ρk−1 ρk
β1 0 0 · · · 0 0

0 β2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · βk−1 0


(3.7)

a kde 0 < βi ≤ 1 pro i = 1, 2, . . . , k − 1, ρi ≥ 0 pro i = 1, 2, . . . , k − 1 a 0 < ρk.

Dále máme matici A ≥ 0 řádu k s prvky

A =



α1 0 0 0 0 0

0 α2 0 · · · 0 0

0 0 α3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · αk−1 0

0 0 0 · · · 0 αk


, (3.8)

kde 0 ≤ αi < 1 pro i = 1, 2, . . . , k.

Z věty [38, Theorem 1] plyne, že Leslieho matice L je nerozložitelná. Podle předpokla-

du jsou L a A nezáporné matice stejného řádu, zároveň matice L je nerozložitelná, proto

podle věty 2.10 je součet matic L + A nerozložitelná matice. Protože plat́ı U = L + A,

je Usherova matice U nerozložitelná.
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Sykes rovněž formuloval a dokázal tvrzeńı o primitivitě Leslieho projekčńı matice [38].

Pro Usherovu matici lze uvést následuj́ıćı podmı́nky primitivity.

Věta 3.2. Usherova matice U řádu k je primitivńı právě tehdy, když je splněna alespoň

jedna ze dvou podmı́nek:

(1) Nejvěťśı společný dělitel index̊u všech koeficient̊u reprodukce s kladnou hodnotu je

roven 1, tedy

n.s.d.
{
i | fi > 0

}
= 1.

(2) Existuje alespoň jeden prvek ai, pro který plat́ı 0 < ai < 1 (i = 1, 2, . . . , k).

D̊ukaz.

(1) Uvažujme Usherovu matici U řádu k. Necht’ matice U má takové prvky fi > 0,

jejichž n.s.d. index̊u těchto prvk̊u je roven 1. Mějme Leslieho matici L řádu k, která

splňuje podmı́nky (3.7) a zároveň má shodné koeficienty reprodukce s U, tedy plat́ı

ρi = fi pro (i = 1, 2, . . . , k). Dále mějme nezápornou matici A řádu k, která splňuje

podmı́nky (3.8).

Protože pro L plat́ı n.s.d.
{
i | ρi > 0

}
= 1, je podle věty [38, Theorem 6] Leslieho

matice L primitivńı. Vı́me, že matice L a A jsou nezáporné matice stejného řádu

a zároveň matice L je primitivńı a proto podle věty 2.15 je součet matic L + A

primitivńı matice. Protože plat́ı U = L + A, je Usherova matice U primitivńı.

(2) Necht’ U je Usherova matice řádu k. Předpokládejme, že matice U má alespoň jeden

prvek ai takový, že 0 < ai < 1 (i = 1, 2, . . . , k). Vı́me, že matice U je nerozložitelná.

Protože alespoň jeden prvek ai je kladný – prvky ai jsou umı́stěny na diagonále

matice U, je tr U > 0. Matice U je nezáporná nerozložitelná matice s pozitivńı

stopou. Z lemmatu 2.14 pak plyne, že matice U je primitivńı.

Př́ıklad 3.1. Uvedeme si dva př́ıklady, při kterých je splněna podmı́nka (1) věty 3.2 a

Usherova matice je primitivńı. Z definice 3.1 v́ıme, že pro prvky matice U plat́ı bi, fk > 0

(i = 1, 2, . . . , k). Matice U je nerozložitelná a orientovaný graf G(U) je silně souvislý.

Pokud současně pro U plat́ı f1 > 0, je n.s.d. {1, k} = 1, tedy ` = 1. Orientovaný graf

G(U) je primitivńım grafem a U je primitivńı matićı.

Pokud v Usherově matici U plat́ı fk > 0 a zároveň jsou dva libovolné sousedńı koe-

ficienty reprodukce kladné, fi > 0 a fi+1 > 0, pak n.s.d. {i, i+ 1, k} = 1 a G(U) je

primitivńım grafem a U je primitivńı matićı [1]. 4
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3.1.2 Usherovy vlastnosti r̊ustové matice G

Vlastnosti r̊ustové matice G vycháźı ze struktury Usherovy matice U studované v

kapitole 3.1.1.

Definice 3.2. Čtvercovou nezápornou matici G = (gij) řádu k nazveme r̊ustovou matićı

Usherova maticového modelu (3.1) pokud splňuje:

(1) 0 ≤ gii < 1 (i = 1, 2, . . . , k),

(2) 0 < gi+1,i ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , k − 1),

(3) gij = 0 pro i− j > 1 nebo j − i > 0.

Vlastnosti (1) až (3) zajǐst’uj́ı, že všechny prvky r̊ustové matice G, kromě prvk̊u na

jej́ı diagonále a dolńı subdiagonále, jsou nulové.

Na základě uvedených vlastnost́ı r̊ustové matice z definice 3.2 nastane pro strom

během uplynut́ı jedné časové jednotky jedna ze tř́ı možnost́ı [27]:

(1) strom v čase t až t + 1 přežije a z̊ustane v p̊uvodńı r̊ustové tř́ıdě i. Tato možnost

odpov́ıdá koeficientu přež́ıváńı ai matice G (3.4). Nebo

(2) strom v čase t až t + 1 přežije a doroste do následuj́ıćı r̊ustové tř́ıdy i + 1. Tato

možnost odpov́ıdá koeficientu přež́ıváńı bi matice G (3.4). Nebo

(3) strom v čase t až t + 1 uhyne. Tato možnost odpov́ıdá mı́̌re mortality, kterou

označ́ıme mi.

Pro koeficienty přež́ıváńı (3.6) a mı́ru mortality pak plat́ı následuj́ıćı podmı́nky

0 ≤ ai < 1 (i = 1, 2, . . . , k),

0 < bi ≤ 1, ai + bi ≤ 1, ai + bi = 1−mi (i = 1, 2, . . . , k − 1) .
(3.9)

Mı́ra mortality mi představuje pravděpodobnost, že strom i-té r̊ustové tř́ıdy v čase t

až t+ 1 nepřežije. Suma prvk̊u ve sloupćıch matice G je rovna nebo menš́ı jedné, protože

počet stromů i-té r̊ustové tř́ıdy, které v čase t až t + 1 z̊ustanou v p̊uvodńı i-té r̊ustové

tř́ıdě nebo se posunou do následuj́ıćı (i + 1)-ńı r̊ustové tř́ıdy, nemůže být větš́ı, než je

počet stromů v i-té tř́ıdě v čase t. Dále plat́ı, že žádný strom se nemůže za časovou

jednotku zmenšit ve velikosti, např. dor̊ust do r̊ustové tř́ıdy i − 1, a ani nemůže r̊ust o

v́ıce než jednu r̊ustovou tř́ıdu, např. dor̊ust do r̊ustové tř́ıdy i+ 2.

3.1.3 Reparametrizace Usherova modelu

Růstovou matici G (3.4) lze rovněž sestavit s využit́ım parametr̊u si a pi, kde si
označuje koeficient přež́ıváńı a pi podmı́něnou mı́ru r̊ustu jedince i-té r̊ustové tř́ıdy [6].

Koeficient přež́ıváńı si odpov́ıdá sumě prvk̊u ve sloupćıch matice G a představuje celko-

vou pravděpodobnost přežit́ı stromu i-té r̊ustové tř́ıdy v čase t až t+ 1

si = ai + bi = 1−mi (i = 1, 2, . . . , k) . (3.10)
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Růstovou matici G lze vyjádřit následovně [27]

G = S ·P , (3.11)

kde S je čtvercová diagonálńı matice s koeficienty přež́ıváńı si pro k r̊ustových tř́ıd v čase

t až t+ 1

S =



s1 0 0 · · · 0 0

0 s2 0 · · · 0 0

0 0 s3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · sk−1 0

0 0 0 · · · 0 sk


(3.12)

a P je stochastická matice s podmı́něnými mı́rami r̊ustu pi pro k r̊ustových tř́ıd v čase t

až t+ 1

P =



1− p1 0 0 · · · 0 0

p1 1− p2 0 · · · 0 0

0 p2 1− p3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1− pk−1 0

0 0 0 · · · pk−1 1


, (3.13)

kdy pi lze interpretovat jako pravděpodobnost, že strom i-té r̊ustové tř́ıdy doroste v čase

t až t+ 1 do (i+ 1)-ńı r̊ustové tř́ıdy za předpokladu, že v čase t až t+ 1 strom neuhyne.

Pro pi plat́ı

pi =
bi

1−mi

(i = 1, 2, . . . , k − 1) . (3.14)

Pro nejvyšš́ı r̊ustovou tř́ıdu i = k plat́ı pk = 1.

S využit́ım vztahu (3.11) pro r̊ustovou matici G lze diferenčńı rovnici (3.2) přepsat

následovně

n(t+ 1) = (F + S ·P)n(t) . (3.15)

Usherova projekčńı matice U má následně podobu

U = 

s1(1− p1) + f1 f2 f3 · · · fk−1 fk
s1p1 s2(1− p2) 0 · · · 0 0

0 s2p2 s3(1− p3) · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · sk−1(1− pk−1) 0

0 0 0 · · · sk−1pk−1 sk


(3.16)
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a zároveň plat́ı
0 < si ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , k),

0 < pi ≤ 1, 0 ≤ fi (i = 1, 2, . . . , k − 1),

pk = 1, fk > 0 .

(3.17)

3.1.4 Řešeńı Usherova maticového lineárńıho modelu

Uvažujeme Usher̊uv lineárńı maticový r̊ustový model (3.1) s Usherovou projekčńı

matićı 0 ≤ U ∈ Rk×k (3.5), resp. (3.16), jej́ıž přechodové prvky jsou v čase konstantńı. O

chováńı Usherova dynamického systému (3.1) vypov́ıdaj́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

matice U. Matice U je čtvercová matice řádu k a existuje tedy k vlastńıch č́ısel vyhovuj́ıćı

řešeńı rovnice (2.3), resp. (2.4), tedy

Uvi = λivi

wH
i U = λiw

H
i

kde λi je vlastńı č́ıslo matice U a vi a wi je pravý, resp. levý vlastńı vektor př́ıslušný

k danému vlastńımu č́ıslu λi pro i = 1, 2, . . . , k. Necht’ vektory vi a wi jsou normované

a tedy vzájemně ortonormálńı, jak vyplývá z poznámky 2.4. Vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ı

kořen̊um charakteristické rovnice matice U (2.9)

det(U− λI) = 0 .

Dále předpokládáme, že Usherova matice U má k r̊uzných vlastńıch č́ısel λ1, λ2, . . . , λk.

Tento předpoklad, jak dále uvid́ıme při studiu asymptotického chováńı lineárńıho modelu

s primitivńı projekčńı matićı, která má ostře dominantńı vlastńı č́ıslo, nebude omezuj́ıćı

a je platný pro většinu aplikaćı. Podle věty 2.3 matice U má k lineárně nezávislých

pravých a levých vlastńıch vektor̊u a na základě věty 2.4 pro každé vlastńı č́ıslo λ plat́ı

νa(λi) = νg(λi). Matice U je jednoduchá.

Předpokládáme, že známe počátečńı stav lesa n(0), kdy n(0) ∈ Rk
+. Protože vlastńı

vektory v1,v2, . . . ,vk jsou lineárně nezávislé, tvoř́ı bázi prostoru Rk a počátečńı stav lesa

n(0) lze vyjádřit jako jejich lineárńı kombinaci

n(0) = c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk , (3.18)

kde ci jsou konstanty, které jsou určeny jednoznačně. Označme c = (c1, c2, . . . , ck)
T vek-

tor, jehož prvky jsou konstanty ci, a V matici, jej́ıž sloupce jsou pravé vlastńı vektory vi
matice U. Rovnici (3.18) lze přepsat

n(0) = Vc . (3.19)

Matice V je regulárńı a má inverzńı matici V−1 = WH , jej́ıž řádky jsou hermitovsky

transponované levé vlastńı vektory wi matice U. Pak pro vektor konstant c plat́ı

c = V−1n(0) = WHn(0) . (3.20)
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Stav lesa v kterékoliv čase t je determinován opakovanou substitućı rovnice (3.1)

n(1) = Un(0) ,

n(2) = U2n(0) ,

...

což lze zapsat v obecné formě následovně

n(t) = Utn(0), t ∈ N0 , (3.21)

kde n(0) je vektor stavu lesa v počátečńım stavu t = 0.

Vı́me, že matice U je jednoduchá. Podle věty 2.6 je diagonalizovatelná a je tedy po-

dobná své spektrálńı matici. Pomoćı spektrálńıho rozkladu (2.17) matice U a s využit́ım

lemmatu 2.7 pro mocninné matice lze obecné řešeńı Usherova lineárńıho dynamického

systému (3.21) vyjádřit ve tvaru

n(t) = Utn(0)

= VΛtWHn(0)

=
k∑
i=1

λtiviw
H
i n(0) ,

(3.22)

kde Λ je spektrálńı matice Usherovy matice U, matice V a W je matice pravých vlastńıch

vektor̊u vi, resp. levých vlastńıch vektor̊u wi. Součinu levého vlastńıho vektoru a vektoru

počátečńıho stavu lesa wH
i n(0) odpov́ıdá skalár, který je podle rovnice (3.20) shodný s

konstantou ci. Výsledkem součinu vlastńıch vektor̊u viw
H
i je idempotentńı matice [5].

Výše uvedené výsledky shrneme do následuj́ıćı věty.

Věta 3.3. [31, Věta 1] Necht’ U ∈ Rk×k je Usherova matice, která má k r̊uzných vlastńıch

č́ısel λ1, λ2, . . . , λk. Pravý a levý vlastńı vektor př́ıslušný k danému vlastńımu č́ıslu λi
označ́ıme vi, resp. wi. Pro vlastńı vektory vj a wi plat́ı 〈wi,vj〉 = δij pro i, j = 1, 2, . . . , k.

Pak řešeńı Usherova lineárńıho dynamického systému (3.1) je ve tvaru

n(t) =
k∑
i=1

ciλ
t
ivi = c1λ

t
1v1 + c2λ

t
2v2 + · · ·+ ckλ

t
kvk , (3.23)

kde ci = wH
i n(0).

Obecné řešeńı (3.23) je d́ıky principu superpozice kombinaćı k lineárně nezávislých

řešeńı
{
λtivi

}k
i=1

daného systému. Dlouhodobá dynamika stavu lesa n(t) záviśı na vlast-

ńıch č́ıslech λi matice U, která mohou být reálná i komplexńı. Př́ıspěvek jednotlivých

vlastńıch č́ısel λi k asymptotickému chováńı obecného řešeńı je následuj́ıćı [5]:

• Pokud je λi > 0, pak λti přisṕıvá k dynamice obecného řešeńı exponenciálńım r̊ustem

pro λi > 1 a exponenciálńım poklesem pro λi < 1.

• Pokud je −1 < λi < 0, pak λti vykazuje tlumené oscilace s periodou rovnou 2.
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• Pokud je λi < −1, pak λti vykazuje diverguj́ıćı oscilace s periodou rovnou 2.

• Pokud je λi komplexńı č́ıslo, pak λti přisṕıvá k dynamice systému exponenciálně

rostoućımi nebo klesaj́ıćımi oscilacemi, podle toho, zda |λi| je větš́ı nebo menš́ı

než 1.

Absolutńı hodnota vlastńıho č́ısla |λi| = 1 je tedy mezńı hodnotou určuj́ıćı, zda veli-

kost lesa bude r̊ust nebo klesat. Rovnice (3.23) rozkládá celkový r̊ust lesa na kombinaci

exponenciálńıch př́ıspěvk̊u, vždy jeden pro každé vlastńı č́ıslo. Spektrum matice A tedy

vypov́ıdá o výsledné dynamice stavu lesa.

3.1.5 Asymptotické vlastnosti řešeńı lineárńıho modelu

Budeme uvažovat Usher̊uv lineárńı dynamický systém (3.1) s Usherovou projekčńı

matićı U řádu k, která je nerozložitelná a primitivńı, a vektorem n(0), který reprezentuje

počátečńı stav lesa. Podle Perronovy věty 2.20 bude matice U mı́t ostře dominantńı č́ıslo

r. Jedná se o jednoduché kladné reálné vlastńı č́ıslo, pro které plat́ı r = λ1 > |λi|, kde

λi jsou vlastńı č́ısla pro i = 2, 3, . . . , k. Pravý a levý vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu

č́ıslu r je reálný a kladný, v,w > 0, a je jediným pravým a levým nezáporným vlastńım

vektorem. Necht’ vektory v a w jsou normované. Prvky normovaného vlastńıho vektoru v

představuj́ı relativńı zastoupeńı jednotlivých r̊ustových tř́ıd, jedná se o stabilńı r̊ustovou

strukturu lesa.

Pro asymptotické chováńı lineárńıho dynamického systému (3.1) s primitivńı pro-

jekčńı matićı plat́ı následuj́ıćı věta o silné ergodicitě, která vycháźı z poznatk̊u věty 2.22

o existenci limity primitivńı matice [7].

Věta 3.4. [38, Theorem 8] Mějme lineárńı r̊ustový maticový model (3.1) s projekčńı

matićı U řádu k, která splňuje podmı́nky (3.5) a (3.6), a necht’ je dán počátečńı stav lesa

n(0). Necht’ matice U je primitivńı s ostře dominantńım vlastńım č́ıslem r a př́ıslušným

pravým a levým vlastńım vektorem v > 0, resp. w > 0, které jsou normované. Pak

existuje limita

lim
t→∞

n(t)

rt
= wHn(0)v = cv , (3.24)

kde vektor v je nezávislý na počátečńım stavu n(0) a pro prvky vektoru v plat́ı∑k
i=1 vi = 1. Konstanta c je závislá na n(0) a matici U.

Ze vztahu (3.24) vyplývá, že stavový vektor n(t) pro t→∞ konverguje ke stavu lesa

o stabilńı r̊ustové struktuře, která odpov́ıdá konstantńımu násobku vlastńıho vektoru v.

Řešeńı Usherova modelu (3.23) pro t → ∞ je pak dominováno členem rovnice s ostře

dominantńım vlastńım č́ıslem r, tedy řešeńı odpov́ıdá

n(t) ≈ c rtv , (3.25)

kde c = wHn(0) ≥ 0. Pokud 0 ≤ n(0) 6= 0, pak c > 0.

Z výrazu (3.25) vyplývá, pokud je projekčńı matice U primitivńı, pak dlouhodobá

dynamika stavu lesa záviśı na ostře dominantńım vlastńım č́ısle r a na stabilńı r̊ustové
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struktuře lesa dané vlastńım vektorem v. Asymptotické chováńı modelu nezáviśı na

počátečńı r̊ustové struktuře n(0), r̊ustová rovnice (3.1) je tak ergodická.

Pokud je počátečńı stav lesa nenulový, tedy plat́ı 0 ≤ n(0) 6= 0, pak stav lesa pro

t → ∞ roste exponenciálně podle vztahu (3.25) a relativńı zastoupeńı jednotlivých

r̊ustových tř́ıd je úměrné složkám vlastńıho vektoru v, tj. stabilńı r̊ustové struktuře. Je-

likož pro c plat́ı c = wHn(0), je celkový stav lesa po dostatečně dlouhém vývoji úměrný

váženému součtu velikost́ı složek počátečńıho stavu lesa n(0), kdy jednotlivé váhy jsou

dány prvky levého vlastńıho vektoru w.

Rovnovážným stavem dynamického systému (3.1) je počátek, n∗e = 0, tzv. extinkčńı

rovnovážný bod3, ve kterém les odumı́rá. Při počátečńım stavu n(0) = 0 dynamický

systém setrvává vždy v tomto triviálńım rovnovážném bodě. V souvislosti s jeho stabilitou

plat́ı tzv. základńı věta demografie.

Věta 3.5. [11, Theorem 1.1.2; 26, Theorem 2.4] Necht’ U je projekčńı matice (3.5)

lineárńıho dynamického systému daného rovnićı (3.1) a podmı́nkami (3.6). Předpokládá-

me, že U je nezáporná matice, která je nerozložitelná a primitivńı, se spektrálńım po-

loměrem %(U) = r a př́ıslušným pravým a levým vlastńım vektorem, v > 0, resp. w > 0,

pro které předpokládáme, že jsou normované a plat́ı wHv = 1. Necht’ n(t), t ∈ N0, je

řešeńı lineárńıho systému (3.1) s počátečńı podmı́nkou splňuj́ıćı 0 ≤ n(0) 6= 0 a necht’∣∣n(t)
∣∣ představuje celkovou velikost populace v čase t. Pak

(1) plat́ı (3.24), a

(2) následně plat́ı

(a) pokud r < 1, pak limt→∞
∣∣n(t)

∣∣ = 0 a počátek n∗e je (globálně) asymptoticky

stabilńı,

(b) pokud r > 1, pak limt→∞
∣∣n(t)

∣∣ =∞ a počátek n∗e je nestabilńı,

(c) pokud r = 1, pak limt→∞
∣∣n(t)

∣∣ =
∣∣∣(wHn(0)

)
v
∣∣∣ a existuje kladný rovnovážný

bod n∗p = cv, kde c ∈ R+.

Poznámka 3.1. Z pohledu biologické interpretace lineárńıho dynamického modelu před-

stavuje ostře dominantńı vlastńı č́ıslo r koeficient r̊ustu lesa. Pokud je r > 1, stav lesa v

čase exponenciálně roste bez omezeńı. Pokud je r < 1, les v čase odumı́rá. Je-li r = 1,

bude rovnovážným bodem systému netriviálńı kladný rovnovážný bod n∗p, který bude

odpov́ıdat konstantńımu násobku vlastńıho vektoru v a stav lesa bude odpov́ıdat stabilńı

r̊ustové struktuře.

Z věty 3.5 plyne, že při zvětšeńı ostře dominantńıho vlastńıho č́ısla přes hodnotu r = 1

docháźı ke změně stability počátku, rovnovážný bod n∗e ztráćı svoj́ı stabilitu. Při r = 1

existuje rovněž nekonečně daľśıch netriviálńıch rovnovážných bod̊u. Bod
(
r,n(t)

)
= (1,0)

je bodem bifurkace, ve kterém docháźı ke střetu dvou větv́ı rovnovážných bod̊u. Větev

extinkčńıho rovnovážného bodu zde měńı stabilitu a vzniká zde větev neasymptoticky

stabilńıch netriviálńıch rovnovážných stav̊u. Mluv́ıme o tzv. vertikálńı bifurkaci [11].

3Shodně s [1], [30] nebo [11] budeme řešeńı dynamického systému nazývat rovnovážným bodem.

Rovnovážný bod je v literatuře označován též jako pevný či stacionárńı bod.
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3.1.6 Čistá mı́ra reprodukce

Asymptotické chováńı lineárńıho dynamického systému (3.1) lze analyzovat rovněž

pomoćı biologické veličiny nazývané čistá mı́ra reprodukce R0. Čistá mı́ra reprodukce4

je jedna ze standardńıch charakteristik populace, kterou lze odvodit z koeficient̊u re-

produkce a koeficient̊u přež́ıváńı projekčńı matice U. Čistá mı́ra reprodukce vyjadřuje

poměr, v jakém generace potomk̊u nahrad́ı generaci svých rodič̊u. Pokud je R0 < 1,

nestač́ı následuj́ıćı generace nahradit předchoźı generaci a populace vymı́rá [31].

Př́ıklad 3.2. Uvažujeme lineárńı diferenčńı model o jedné r̊ustové tř́ıdě n(t + 1) = rn(t)

s počátečńım stavem lesa n(0) = n0, kdy n(t) vyjadřuje velikost stavu lesa (např. počet

stromů) v čase t ∈ N0 a dále plat́ı r, n0 ≥ 0. Řešeńı r̊ustového modelu je n(t) = rtn0 pro

t ∈ N0 a r znač́ı koeficient r̊ustu lesa.

Koeficient r lze vyjádřit jako r = f + s, kde f ≥ 0 označuje koeficient reprodukce

a s ∈ 〈0, 1) je pravděpodobnost přežit́ı jedince. Necht’ v čase t = 0 dojde k zmlazeńı

nového jedince. Pravděpodobnost, že zmlazený jedinec bude v čase t = 1, 2, . . . naživu,

bude s, s2, . . . , a v daném čase bude tento zmlazený jedinec generovat f s, f s2, . . . po-

tomk̊u. Odtud pravděpodobnost, že jedinec přežije t projekčńıch interval̊u je st, a jeho

reprodukčńı př́ıspěvek, resp. očekávaný počet jeho potomk̊u v čase t od jeho zmlazeńı

bude f st.

Dále budeme považovat délku projekčńıho intervalu za jednotkový čas. Očekávanou

dobu dožit́ı zmlazeného jedince lze vyjádřit geometrickou řadou

N = 1 + s+ s2 + · · ·

=
1

1− s
.

Produkci potomk̊u nově zmlazeného jedince během jeho života lze reprezentovat

následně geometrickou řadou

R0 =
∞∑
t=0

f st

= f + f s+ f s2 + · · ·
= f(1 + s+ s2 + · · · )

=
f

1− s
= fN .

Součet geometrické řady R0 vyjadřuje očekávaný počet potomk̊u nově zmlazeného

jedince během jeho celého života. Č́ıslo R0 nazýváme čistou mı́ru reprodukce [12]. 4
4Čistá mı́ra reprodukce je vhodným parametrem pro analýzu asymptotického chováńı dynamických

systémů, které maj́ı projekčńı matice vyšš́ıch řád̊u a pro které neńı znám analytický postup pro výpočet

ostře dominantńıho č́ısla. Oproti tomu předpis pro výpočet čisté mı́ry reprodukce, pokud je znám, je

aplikovatelný pro populačńı modely libovolné dimenze.
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Pro strukturované populačńı modely, jako je Usher̊uv r̊ustový model, je výpočet čisté

mı́ry reprodukce do jisté mı́ry podobný př́ıkladu populačńıho modelu jedné dimenze.

Necht’ U je Usherova projekčńı matice (3.5), která je součtem reprodukčńı matice F, jej́ıž

prvky jsou koeficienty reprodukce (3.3), a r̊ustové matice G s koeficienty přež́ıváńı (3.4).

V čase t = 0 dojde k zmlazeńı nových jedinc̊u, vzniku nové generace. Pravděpodobnost

jejich přežit́ı v časech t = 1, 2, . . . bude dána G,G2, . . . . Produkce potomk̊u této generace

zmlazených jedinc̊u, kteř́ı v daných časech t = 1, 2, . . . z̊ustanou naživu, bude určena

FG,FG2, . . . .

Produkci potomk̊u zmlazených jedinc̊u během celého života této generace lze vyjádřit

následovně [5]
T = F + FG + FG2 + · · ·

= F(I + G + G2 + · · · )
= F(I−G)−1

= FN ,

kde prvky matice T = (tij) představuj́ı očekávaný počet všech potomk̊u zmlazených v

i-té r̊ustové tř́ıdě, které byly vygenerovány jedincem, jež byl v čase t = 0 v j-té r̊ustové

tř́ıdě. Matici N = (nij) nazýváme fundamentálńı matićı a jej́ı prvky vyjadřuj́ı očekávanou

dobu, kterou jedinec, jež byl v čase t = 0 v j-té r̊ustové tř́ıdě, stráv́ı v i-té r̊ustové tř́ıdě.

Matice T se nazývá matićı následuj́ıćı generace, protože projektuje stav populace z

jedné generace do té následuj́ıćı. Pokud matice T má ostře dominantńı vlastńı č́ıslo, je toto

č́ıslo čistou mı́rou reprodukce. Ostře dominantńı č́ıslo představuje mı́ru r̊ustu populace z

jedné generace do druhé, je to mezigeneračńı koeficient r̊ustu populace. Plat́ı tedy

R0 = %(T) = %(F(I−G)−1) .

V př́ıpadě Usherovy matice je prvńı r̊ustová tř́ıda jedinou tř́ıdou, v ńıž se vyskytuj́ı

nově zmlazeńı jedinci. Proto matice T má pouze prvńı řádek s nenulovými nezápornými

prvky. Ostatńı řádky jsou nulové. Ostře dominantńım č́ıslem je pak prvek R0 = t11. Pro

výpočet čisté mı́ry reprodukce Usherovy projekčńı matice řádu k byl odvozen následuj́ıćı

analytický předpis [10, 11]

R0 =
k∑
i=1

fi

i∏
j=1

bj−1
1− aj

(3.26)

pro i = 1, 2, . . . , k.

Poznámka 3.2. Výraz 1/(1− aj) v rovnici (3.26) lze interpretovat jako očekávanou dobu

– počet projekčńıch interval̊u, kterou jedinec zmlazený v čase t = 0 setrvá v r̊ustové

tř́ıdě j. Následně výraz bj−1/(1− aj) představuje pravděpodobnost, že jedinec, který byl

zmlazen v čase t = 0 a dorostl přeživš́ı do (j − 1)-ńı r̊ustové tř́ıdy, během následuj́ıćıho

projekčńıho intervalu přežije a doroste do j-té r̊ustové tř́ıdy.

Výraz bj−1/(1 − aj) odpov́ıdá Masonovu pravidlu při redukci grafu životńıho cyklu

G(U), které eliminuje v grafu smyčky. Smyčky reprezentuj́ı v Usherově matici U koe-

ficienty přež́ıváńı aj. Př́ıklad Masonova pravidla pro eliminaci smyčky je přibĺıžen na

obrázku 3.2.
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Obrázek 3.2: Masonovo pravidlo redukce grafu. Př́ıklad eliminace smyčky u vrcholu n2 grafu

životńıho cyklu G(U) Usherovy matice U se 3 r̊ustovými tř́ıdami. Upraveno podle [4, Fig. A.1].

Dále v rovnici (3.26) představuje člen

1

1− a1
· b1

1− a2
· · · bj−1

1− aj
=

i∏
j=1

bj−1
1− aj

= πi

kumulativńı pravděpodobnost přežit́ı πi. Vyjadřuje pravděpodobnost, že jedinec nově

zmlazený v čase t = 0 přežije i projekčńıch interval̊u, tj. doroste alespoň do r̊ustové tř́ıdy,

kterou měl jeho rodičovský strom v době zmlazeńı. (Pro koeficient přež́ıváńı b0 plat́ı

b0 = 1.) Očekávaný počet potomk̊u, který tento zmlazený jedinec vyprodukuje v r̊ustové

tř́ıdě i za jeden projekčńı interval, je součinem kumulativńı pravděpodobnosti přežit́ı πi
a koeficientu reprodukce fi, tedy

fi

i∏
j=1

bj−1
1− aj

.

Součtem očekávaných potomk̊u jedince za všechny r̊ustové tř́ıdy dostaneme R0 dle

vztahu (3.26).

Následuj́ıćı definice vymezuje čistou mı́ru reprodukce pro Usherovu matici na základě

výše uvedených poznatk̊u.

Definice 3.3. Necht’ U = F + G je Usherova matice (3.5), která je primitivńı. Pokud

I−G je regulárńı matice a matice T = F(I−G)−1 má kladné jednoduché ostře dominantńı

vlastńı č́ıslo %(T) = R0, pak vlastńı č́ıslo R0 nazveme čistou mı́rou reprodukce projekčńı

matice U. Pro výpočet R0 matice U plat́ı vztah daný (3.26).

Poznámka 3.3. Pro koeficienty přež́ıváńı ai a bi v r̊ustové matici G plat́ı ai+ bi ≤ 1 (3.6).

Je tedy požadováno, aby suma prvk̊u ve sloupćıch matice G byla rovna nebo menš́ı 1,

nebo-li %(G) ≤ 1. Pokud pro r̊ustovou matici G plat́ı %(G) = 1, je matice I−G singulárńı.

Proto budeme pro r̊ustovou matici G požadovat %(G) < 1, tedy aby suma prvk̊u alespoň

v jednom sloupci matice G byla menš́ı 1.
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Věta 3.6. [10, Theorem 3] Necht’ U je projekčńı matice (3.5) s ostře dominantńım

vlastńım č́ıslem r splňuj́ıćı podmı́nky (3.6) a matice F a G jsou matice vyhovuj́ıćı podmı́n-

kám definice 3.3. Pak r > 1 (resp. r < 1 nebo r = 1), právě tehdy, když R0 > 1 (resp.

R0 < 1 nebo R0 = 1).

D̊usledek 3.1. Jsou-li splněny podmı́nky věty 3.6, rovnovážný bod n∗e dynamického systé-

mu (3.1) je asymptoticky stabilńı (resp. nestabilńı) právě tehdy, když R0 < 1 (resp.

R0 > 1). Pokud R0 = 1, pak existuje kladný rovnovážný bod n∗p = cv, kde c je kladná

konstanta.

Př́ıklad 3.3. Uvažujme populaci reprezentovanou 2. r̊ustovými tř́ıdami s koeficienty re-

produkce a koeficienty přež́ıváńı dané reprodukčńı matici F a r̊ustovou matici G

F =

(
0 1

0 0

)
, G =

(
0,6 0

0,2 0,7

)
.

Usherova projekčńı matice U = F + G je nezáporná matice 2. řádu

U =

(
0 1

0 0

)
+

(
0,6 0

0,2 0,7

)
=

(
0,6 1

0,2 0,7

)
.

Usherova matice U je nerozložitelná a primitivńı matice a podle Perronovy věty 2.20

bude mı́t kladné ostře dominantńı vlastńı č́ıslo r rovno spektrálńımu poloměru. Spektrálńı

poloměr matice U je

%(U) = max

{∣∣∣∣11

10

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣15
∣∣∣∣
}

=
11

10

a %(U) = r = 11
10

je ostře dominantńı vlastńı č́ıslo matice U.

Nyńı urč́ıme čistou mı́ru reprodukce R0 projekčńı matice U podle definice 3.3. Sta-

nov́ıme matici I−G a rozhodneme, existuje-li k ńı inverzńı matice.

Matice I−G je

I−G =

(
1 0

0 1

)
−

(
0,6 0

0,2 0,7

)
=

(
0,4 0

−0,2 0,3

)
.

Vı́me, že suma prvk̊u ve sloupćıch matice G je menš́ı než 1, a jak uvád́ı poznámka

3.2, matice I−G bude regulárńı. Determinant matice I−G je

det(I−G) =

∣∣∣∣∣ 0,4 0

−0,2 0,3

∣∣∣∣∣ = 0,12 .

Protože det(I−G) 6= 0, je matice I−G regulárńı a inverzńı matice (I−G)−1 je k

ńı určena jednoznačně.

Odtud matice F(I−G)−1 je

F(I−G)−1 =

(
0 1

0 0

)(
5
2

0
5
3

10
3

)
=

(
5
3

10
3

0 0

)
.
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Spektrálńı poloměr matice T = F(I−G)−1 je roven vlastńımu č́ıslu R0

%(T) = max

{∣∣∣∣53
∣∣∣∣ , |0|

}
=

5

3

a protože plat́ı

%(T) =
5

3
> |0| ,

je R0 = 5
3

ostře dominantńı vlastńı č́ıslo nezáporné matice F(I−G)−1 a odtud R0 je

čistou mı́rou reprodukce projekčńı matice U.

Čistou mı́ru reprodukce R0 pro Usherovu matici U lze rovněž vypoč́ıst př́ımo pomoćı

vzorce (3.26) na základě hodnot koeficient̊u reprodukce fi a koeficient̊u přež́ıváńı ai a bi,

tedy

R0 = f1 ·
1

1− a1
+ f2 ·

1

1− a1
· b1

1− a2
= 0 · 1

1− 0,6
+ 1 · 1

1− 0,6
· 0,2

1− 0,7
=

5

3
.

4

3.2 Lineárńı model dvou r̊ustových tř́ıd

3.2.1 Sestaveńı lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd

Uvažujeme Usher̊uv lineárńı maticový r̊ustový model monokulturńıho lesa, kdy po-

rost (populace) je reprezentován jedńım druhem lesńı dřeviny. Předpokládáme, že nová

generace lesa vzniká na mı́stě p̊uvodńıho porostu přirozenou obnovou pod mateřským

porostem. Nová generace vzniká z náletu a opadu semen vlastńıho mateřského porostu.

Nedocháźı k náletu (disperzi) semen z okolńıch porost̊u, ani nedocháźı k rozptylu semen

mateřského porostu do okolńıch porost̊u. Neuvažujeme o umělé obnově porostu, tedy

výsevem semen nebo výsadbou sazenic. Populace jedinc̊u je v tomto př́ıpadě uzavřená.

Lesńı porost je strukturován podle velikosti stromů a jejich plodnosti do 2 r̊ustových

tř́ıd (i = 1, 2)

n(t+ 1) = U1n(t), n(0) ≥ 0, t ∈ N0 , (3.27)

kde U1 je Usherova projekčńı matice 2 × 2. Stav zkoumané populace je reprezentován

vektorem

n(t) =

(
n1(t)

n2(t)

)
,

kde n1(t) a n2(t) jsou počty mladých, resp. dospělých stromů vyjádřených na jednotku

plochy v čase t. Prvńı r̊ustová tř́ıda odpov́ıdá jedinc̊um, kteř́ı dosud nedospěli a nejsou

plodńı. Mluv́ıme o tzv. juvenilńıch jedinćıch. Druhá tř́ıda představuje jedince, kteř́ı

dospěli a jsou plodńı. Vektor n(0) představuje počátečńı stav lesa.

Prvńı r̊ustová tř́ıda odpov́ıdá fázi mladosti, která je vymezena podobou jedince od

semene, sazenice, stromku až po mladý strom. Ve fázi mladosti neńı jedinec schopen dát
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vzniku daľśı generaci, tj. generativně se rozmnožovat ze semen. Druhá r̊ustová tř́ıda od-

pov́ıdá fázi dospělosti, do které zahrneme středněvěké, dospělé až přestárlé jedince. V této

fázi vývoje je strom schopen vytvářet semena a umožňuje tedy generativńı (semennou)

reprodukci porostu.

Usherovu projekčńı matici U1 vyjádř́ıme podle (3.5) jako součet reprodukčńı matice

F1 a r̊ustové matice G1, kdy u r̊ustové matice budeme podle vztahu (3.11) předpokládat,

že je součinem matice s koeficienty přež́ıváńı S1 a stochastické matice s podmı́něnými

mı́rami r̊ustu P1. Tedy pro U1 bude platit

U1 = F1 + S1 ·P1

a diferenčńı rovnici (3.27) lze následně přepsat

n(t+ 1) = (F1 + S1 ·P1)n(t), n(0) ≥ 0, t ∈ N0 . (3.28)

Reprodukčńı matice F1 ∈ R2×2 je nezáporná matice

F1 =

(
0 f

0 0

)
s jediným nenulovým prvkem f . Jedná se o koeficient reprodukce pro stromy ve fázi

dospělosti, kdy pro tuto fázi předpokládáme generativńı obnovu porostu. Parametr f

udává počet zmlazených stromk̊u na jednotku plochy v 1. r̊ustové tř́ıdě d́ıky semenné

obnově dospělých stromů ze 2. r̊ustové tř́ıdy za jeden projekčńı interval 〈t, t+1). Koeficient

reprodukce pro jedince ve fázi mladosti je nulový, protože předpokládáme, že mlad́ı jedinci

nejsou schopni semenné obnovy.

Matice S1 ∈ R2×2 je nezáporná matice

S1 =

(
s1 0

0 s2

)
s koeficienty přež́ıváńı na diagonále matice. Koeficienty přež́ıváńı s1 a s2 udávaj́ı pravdě-

podobnost přežit́ı mladého, resp. dospělého stromu během projekčńıho intervalu 〈t, t+1).

Stochastická matice P1 ∈ R2×2 je nezáporná matice

P1 =

(
1− p 0

p 1

)
s podmı́něnými mı́rami r̊ustu pi. Parametr p = p1 vyjadřuje pravděpodobnost, že mladý

strom v čase t až t + 1 dospěje, tj. doroste do fáze dospělosti, a to za předpokladu, že

během projekčńıho intervalu neuhyne. Pro 2. r̊ustovou tř́ıdu plat́ı p2 = 1.

Definice 3.4. Nezápornou matici U1 ∈ R2×2 nazveme Usherovou projekčńı matićı lineár-

ńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd (3.28), právě když pro jej́ı prvky plat́ı

U1 =

(
s1(1− p) f

s1p s2

)
(3.29)

a zároveň

0 < f, 0 < p < 1, 0 < si < 1 (i = 1, 2) . (3.30)
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Obrázek 3.3: Graf životńıho cyklu lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd s Usherovou matićı U1

podle (3.29). Upraveno podle [30, Fig. 1].

Na jednotlivé vitálńı mı́ry Usherovy matice U1 klademe požadavky (3.30), které re-

spektuj́ı reálný vývoj lesńıho porostu. Dospěĺı jedinci jsou schopni vytvářet semena,

docháźı tak k přirozené obnově porostu (f > 0). Přežit́ı mladých a dospělých stromů

neńı nikdy jisté (s1, s2 < 1), pro mortalitu jedinc̊u z obou r̊ustových tř́ıd pak plat́ı

0 < m1,m2 < 1. Zmlazeným stromk̊um je umožněno, aby dorostly do dospělosti

(s1, p > 0). Mladý jedinec může být ve vývoji opožděn (p < 1). Dospělý jedinci mohou

plodit po deľśı dobu jejich života (s2 > 0). Usherova projekčńı matice U1 podle (3.29)

je reprezentovaná grafem životńıho cyklu, resp. orientovaným grafem G(U1), který je

zobrazen na obrázku 3.3.

Věta 3.7. Necht’ je dána Usherova projekčńı matice U1 řádu 2 podle definice 3.4, tj.

matice U1 je ve tvaru (3.29) a zároveň jej́ı prvky splňuj́ı podmı́nky (3.30). Pak je Usherova

matice U1 nerozložitelná a primitivńı.

D̊ukaz. Mějme Usherovu matici U1 ∈ R2×2, která splňuje podmı́nky požadované na jej́ı

prvky podle definice 3.4. Vzhledem k daným předpoklad̊um (3.30) jsou všechny prvky

matice U1 kladné, tedy podle definice 2.12 je U1 kladná matice.

Nejprve dokážeme sporem, že matice U1 je nerozložitelná. Necht’ U1 je rozložitelná

matice řádu 2. Pak podle definice 2.16 lze matici U1 vyjádřit ve tvaru (2.21), tedy

U1 =

(
A1 B

0 A2

)
, (3.31)

kde A1,A2 jsou čtvercové matice řádu 1 a 0 je nulová matice řádu 1, anebo lze matici

U1 do tohoto tvaru převést simultánńı permutaćı řádk̊u a sloupc̊u. Matice U1 má ve

tvaru (3.31) nulový prvek 0, což je ve sporu s předpokladem, že U1 je kladná matice. To

znamená, že matice U1 je nerozložitelná.

Dále dokážeme, že matice U1 je primitivńı. Vı́me, že matice U1 je kladná (tedy
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nezáporná) a nerozložitelná. Pro kladnou matici plat́ı U1 = U1
1 > 0. Existuje tedy k = 1,

k ∈ N, pro které U1
1 > 0. Podle věty 2.13 je U1 primitivńı matice.

Poznámka 3.4. Uvažujme pro koeficient reprodukce matice U1 slabš́ı podmı́nky, připus-

t́ıme možnost f = 0, tedy bude platit f ≥ 0. Když nastane f = 0, bude matice U1

rozložitelná.

3.2.2 Obecné řešeńı lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd

Obecné řešeńı lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd (3.28) s Usherovou matićı U1 za-

danou podle definice 3.4 – jedná se o homogenńı soustavu dvou lineárńıch diferenčńıch

rovnic s konstantńımi koeficienty – budeme hledat ve tvaru lineárńı kombinace 2 lineárně

nezávislých řešeńı
{
ni(t)

}2
i=1

n(t) =
2∑
i=1

cini(t) , (3.32)

kde ci jsou libovolné konstanty. Bude-li pro každé vlastńı č́ıslo λi matice U1 platit νa(λi) =

νg(λi), lze obecné řešeńı (3.32) pomoćı spektrálńıho rozkladu matice U1 vyjádřit ve tvaru

(3.22), resp. (3.23), tedy

n(t) =
2∑
i=1

λtiviw
H
i n(0) =

2∑
i=1

ciλ
t
ivi , (3.33)

kde λi, vi a wi jsou vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı pravé a levé vlastńı vektory matice U1.

Vektor n(0) = (n1(0), n2(0))T je počátečńı podmı́nka reprezentuj́ıćı počátečńı strukturu

lesa.

Vlastńı č́ısla matice U1 odpov́ıdaj́ı kořen̊um charakteristického polynomu této matice

pU1(λ) = det(U1 − λI) =

∣∣∣∣∣s1(1− p)− λ f

s1p s2 − λ

∣∣∣∣∣ .
Rozvojem determinantu nalezneme charakteristický polynom pU1(λ), který polož́ıme

0 a dostaneme charakteristickou rovnici matice U1

pU1(λ) = λ2 + λ(−s1 − s2 + s1p) + s1s2 − s1s2p− s1pf = 0 . (3.34)

Diskriminant charakteristické rovnice (3.34) je

D = (s1(1− p)− s2)2 + 4s1pf (3.35)

a hledaná řešeńı charakteristické rovnice (3.34), tedy vlastńı č́ısla matice U1, jsou

λ1 =
s1(1− p) + s2

2
+

√
D

2
, λ2 =

s1(1− p) + s2
2

−
√
D

2
. (3.36)

Vzhledem k předpoklad̊um (3.30) je D > 0, takže λ1 a λ2 jsou dva r̊uzné reálné kořeny

charakteristické rovnice (3.34). Spektrálńı poloměr matice U1 je roven vlastńımu č́ıslu λ1,

tedy

%(U1) = max
{
|λ1| , |λ2|

}
= λ1 (3.37)

40



a protože plat́ı

%(U1) = λ1 > |λ2| , (3.38)

je λ1 ostře dominantńım vlastńım č́ıslem matice U1. Protože charakteristický polynom

pU1(λ) má dva r̊uzné kořeny, bude matice U1 mı́t podle věty 2.3 dva lineárně nezávislé

vlastńı vektory, a tedy podle věty 2.4 plat́ı νa(λi) = νg(λi). Matice U1 je jednoduchou

matićı a podle věty 3.3 je možné obecné řešeńı lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd hledat

ve tvaru (3.33).

K vlastńım č́ısl̊um λi matice U1 urč́ıme pravé a levé vlastńı vektory vi, resp. wi.

Substitućı vlastńıch č́ısel λ1 a λ2 do (2.6) dostaneme homogenńı soustavy

λ1 : (s1(1− p)− λ1)v1 + fv2 = 0 λ2 : (s1(1− p)− λ2)v1 + fv2 = 0

s1pv1 + (s2 − λ1)v2 = 0 s1pv1 + (s2 − λ2)v2 = 0

a jejich vyřešeńım nalezneme pravé vlastńı vektory

v1 =

(
1

λ1−s1(1−p)
f

)
, v2 =

(
1

λ2−s1(1−p)
f

)
. (3.39)

Matice pravých vlastńıch vektor̊u je

V =

(
1 1

λ1−s1(1−p)
f

λ2−s1(1−p)
f

)
.

K matici V urč́ıme inverzńı matici V−1, tedy hermitovsky transponovanou matici

levých vlastńıch vektor̊u WH , tedy

V−1 = WH =

(
s1(1−p)−λ2
λ1−λ2

f
λ1−λ2

λ1−s1(1−p)
λ1−λ2

−f
λ1−λ2

)
.

Řádky matice WH jsou levé vlastńı vektory

w1 =

(
s1(1−p)−λ2
λ1−λ2
f

λ1−λ2

)
, w2 =

(
λ1−s1(1−p)
λ1−λ2
−f

λ1−λ2

)
. (3.40)

Dále urč́ıme spektrálńı matici Λ1 odpov́ıdaj́ıćı matici U1, tedy

Λ1 =

(
λ1 0

0 λ2

)
.

Obecné řešeńı Usherova lineárńıho modelu 2 r̊ustových tř́ıd s využit́ım spektrálńıho
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rozkladu matice U1 lze zapsat

n(t) = Ut
1n(0)

= VΛt
1W

Hn(0)

=

(
1 1

λ1−s1(1−p)
f

λ2−s1(1−p)
f

)(
λt1 0

0 λt2

)(
s1(1−p)−λ2
λ1−λ2

f
λ1−λ2

λ1−s1(1−p)
λ1−λ2

−f
λ1−λ2

)(
n1(0)

n2(0)

)

=

(
n1(0) · s1(1− p)− λ2

λ1 − λ2
+ n2(0) · f

λ1 − λ2

)
λt1

(
1

λ1−s1(1−p)
f

)
+

+

(
n1(0) · λ1 − s1(1− p)

λ1 − λ2
− n2(0) · f

λ1 − λ2

)
λt2

(
1

λ2−s1(1−p)
f

)
,

(3.41)

kde c1 = n1(0)· s1(1−p)−λ2
λ1−λ2 +n2(0)· f

λ1−λ2 ≥ 0 a c2 = n1(0)· λ1−s1(1−p)
λ1−λ2 −n2(0)· f

λ1−λ2 ≥ 0 jsou

konstanty, jež jsou určeny jednoznačně a vyjadřuj́ı vliv počátečńıch podmı́nek n(0) ≥ 0

v (3.33).

Př́ıklad 3.4. Uvažujme lesńı porost strukturovaný do dvou r̊ustových tř́ıd, které od-

pov́ıdaj́ı stromům ve fázi mladosti a fázi dospělosti. Dynamika stavu lesa je charakte-

rizována koeficientem reprodukce dospělých jedinc̊u f = 4, koeficienty přež́ıváńı mladých

a dospělých jedinc̊u s1 = 0,4, resp. s2 = 0,6 a podmı́něnou mı́ru r̊ustu mladých jedinc̊u

p = 0,25. Odpov́ıdaj́ıćı projekčńı matice je

U1 =

(
0,4 · (1− 0,25) 4

0,4 · 0,25 0,6

)
.

Počátečńı stav lesa je dán vektorem n(0) = (2000, 200)T s hodnotami počtu mladých

a dospělých stromů na jeden hektar.

Vlastńı č́ısla U1 vypočtená podle vztahu (3.36) jsou λ1 = 11
10

a λ2 = −1
5
. Těmto

vlastńım č́ısl̊um odpov́ıdaj́ı př́ıslušné pravé a levé vlastńı vektory odvozené na základě

vztahu (3.39), resp. (3.40), které jsou v1 = (1, 1
5
)T , v2 = (1,−1

8
)T a w1 = ( 5

13
, 40
13

)T ,

w2 = ( 8
13
,−40

13
)T .

Obecné řešeńı odvozené podle vztahu (3.41) je

n(t) =

(
1 1
1
5
−1

8

)((
11
10

)t
0

0
(
−1

5

)t
)(

5
13

40
13

8
13
−40

13

)(
2000

200

)

=
18000

13
·
(

11

10

)t(
1
1
5

)
+

8000

13
·
(
−1

5

)t(
1

−1
8

)
.

a pro prvńıch 20 projekčńıch interval̊u je pr̊uběh řešeńı vykreslen v grafu na obrázku 3.4a.

Dynamika r̊ustu lesa je zobrazena ve struktuře jedinc̊u ve fázi mladosti a fázi dospělosti a

je patrné, že velikost obou r̊ustových tř́ıd roste exponenciálně. Vývoj relativńıch zastou-

peńı jednotlivých r̊ustových tř́ıd je znázorněn v grafu na obrázku 3.4b, ze kterého vyplývá,

že relativńı četnost mladých a dospělých jedinc̊u z̊ustává po několika projekčńıch inter-

valech konstantńı. Růstová struktura porostu konverguje ke stabilńı r̊ustové struktuře.
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(a) Vývoj počtu mladých stromů n1(t) a dospělých

stromů n2(t).

(b) Vývoj r̊ustové struktury porostu, N(t) =

n1(t) + n2(t).

Obrázek 3.4: Vývoj lesa strukturovaného na mladé a dospělé jedince na základě projekćı

lineárńıho r̊ustového modelu (3.28) s Usherovou matićı U1 z př́ıkladu 3.4 pro zvolené hod-

noty vitálńıch měr f = 4, s1 = 0,4, s2 = 0,6, p = 0,25 a počátečńı podmı́nce n1(0) = 2000,

n2(0) = 200.

Pr̊uběh řešeńı Usherova r̊ustového modelu se shodnými hodnotami vitálńıch měr,

ale při r̊uzných počátečńıch podmı́nkách, je znázorněn na obrázku 3.5. Pro jednotlivé

počátečńı podmı́nky je celková velikost porostu na počátku vždy stejná, N(0) = n1(0) +

n2(0) = 2200. Podmı́nky se lǐśı v r̊ustové struktuře. Z výsledk̊u je patrné, že celková

velikost porostu ve všech př́ıpadech exponenciálně roste (obrázek 3.5a) a relativńı zastou-

peńı jednotlivých r̊ustových tř́ıd konverguje ke stejné r̊ustové struktuře (obrázek 3.5b).

Počátečńı struktura porostu ovlivňuje pouze celkovou velikost porostu v čase t.

4

3.2.3 Asymptotické vlastnosti lineárńıho modelu 2 r̊ustových

tř́ıd

Obecné řešeńı lineárńıho r̊ustového modelu 2 r̊ustových tř́ıd (3.41) s primitivńı pro-

jekčńı matićı U1 je podle (3.25) asymptoticky ekvivalentńı s jeho limitńım tvarem, tedy

řešeńı odpov́ıdá

n(t) ≈ c1 λ
t
1v1

≈
(
n1(0) · s1(1− p)− λ2

λ1 − λ2
+ n2(0) · f

λ1 − λ2

)
λt1

(
1

λ1−s1(1−p)
f

)
,

(3.42)

kde c1 = wH
1 n(0) ≥ 0.

Asymptotické chováńı lineárńıho dynamického systému (3.28) s Usherovou matićı U1

danou podmı́nkami dle definice 3.4, která je podle věty 3.7 primitivńı, vyhodnot́ıme z
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(a) Vývoj celkového počtu stromů. (b) Vývoj relativńıho zastoupeńı mladých stromů

v porostu.

Obrázek 3.5: Vliv počátečńıch podmı́nek na dynamiku r̊ustu lesa. Projekce lineárńıho r̊ustového

modelu (3.28) s Usherovou matićı U1 z př́ıkladu 3.4 pro f = 4, s1 = 0,4, s2 = 0,6, p = 0,25. Pro

počátečńı stav vždy plat́ı N(0) = 2200. Počátečńı podmı́nky jsou n(0) = (2190, 10)T (žlutá),

n(0) = (2000, 200)T (modrá), n(0) = (1600, 600)T (červená), n(0) = (1100, 1100)T (zelená),

n(0) = (300, 1900)T (fialová).

ostře dominantńıho vlastńıho č́ısla λ1, resp. s využit́ım věty 3.6 podle čisté mı́ry repro-

dukce porostu R0.

Podle silné verze Perronovy-Frobeniovy věty 2.21 má Usherova primitivńı matice U1

reálné kladné jednoduché vlastńı č́ıslo r1, které je ostře dominantńı. V př́ıpadě matice U1

je r1 = λ1, tedy λ1 je rovno spektrálńımu poloměru (3.37) a je větš́ı, než modul ostatńıch

vlastńıch č́ısel (3.38). K Perronovu vlastńımu č́ıslu

r1 =
s1(1− p) + s2

2
+

√
(s1(1− p)− s2)2 + 4s1pf

2
(3.43)

existuje pravý a levý reálný kladný Perron̊uv vlastńı vektor, který podle (3.39), resp.

(3.40) je

v1 =

(
1

λ1−s1(1−p)
f

)
, w1 =

(
s1(1−p)−λ2
λ1−λ2
f

λ1−λ2

)
. (3.44)

Dynamiku lesńıho porostu o 2 r̊ustových tř́ıdách lze charakterizovat pomoćı čisté mı́ry

reprodukce R0. Protože Usherova matice U1 je primitivńı, lze R0 vypoč́ıst podle definice

3.3. Urč́ıme matici I −G1, resp. I − S1 · P1 a rozhodneme, zda-li k ńı existuje inverzńı

matice.

Matice I− S1 ·P1 je

I− S1 ·P1 =

(
1 0

0 1

)
−

(
s1(1− p) 0

s1p s2

)
=

(
1− s1(1− p) 0

−s1p 1− s2

)
.
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Determinant matice I− S1 ·P1 je

det(I− S1 ·P1) =

∣∣∣∣∣1− s1(1− p) 0

−s1p 1− s2

∣∣∣∣∣ = 1− s1 − s2 + s1s2 + s1p− s1s2p .

Vzhledem k podmı́nkám (3.30) matice U1 danými definićı 3.4 plat́ı det(I−S1·P1) 6= 0.

Matice I−S1 ·P1 je regulárńı a inverzńı matice (I−S1 ·P1)
−1 je k ńı určena jednoznačně.

Odtud matice T1 = F1(I− S1 ·P1)
−1 je

T1 =

(
0 f

0 0

)(
1

1−s1(1−p) 0
s1p

(1−s2)(1−s1(1−p))
1

1−s2

)
=

(
s1pf

(1−s2)(1−s1(1−p))
f

1−s2
0 0

)
.

Matice T1 je horńı trojúhelńıková matice a tedy pro ni plat́ı, že všechny jej́ı vlastńı

č́ısla jsou diagonálńı prvky. Vlastńı č́ısla matice T1 jsou R0 = λ1 a λ2 = 0, kde

R0 =
s1pf

(1− s2)(1− s1(1− p))
> 0 . (3.45)

Spektrálńı poloměr matice T1 je roven vlastńımu č́ıslu

%(T1) = max
{
|R0| , |0|

}
= R0

a protože plat́ı

%(T1) = R0 > |0| ,

je R0 ostře dominantńım vlastńım č́ıslem nezáporné matice T1 a odtud R0 je čistou mı́rou

reprodukce projekčńı matice U1.

Rovnovážným bodem dynamického systému (3.28), jehož projekčńı matićı je Usherova

matice ve tvaru zadaném definićı 3.4, splňuj́ıćı řešeńı rovnice

n∗ = U1n
∗

je počátek n∗e = (0, 0)T , tzv.extinkčńı rovnovážný bod, ve kterém lesńı porost odumı́rá.

Při počátečńım stavu porostu n(0) = 0 z̊ustává dynamický systém vždy v tomto triviál-

ńım rovnovážném bodě. Pokud pro ostře dominantńı vlastńı č́ıslo plat́ı r1 = 1, je rov-

novážným bodem systému kladný rovnovážný bod n∗p, resp. nekonečně mnoho daľśıch

netriviálńıch bod̊u, které odpov́ıdaj́ı konstantńımu násobku vlastńıho vektoru v1.

V souvislosti se stabilitou rovnovážných bod̊u n∗e a n∗p vyslov́ıme následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.8. Necht’ je dán lineárńı dynamický model 2 r̊ustových tř́ıd (3.28) s Usherovou

projekčńı matićı U1 a počátečńı podmı́nkou 0 ≤ n(0) 6= 0. Předpokládáme, že U1 je

kladná matice daná podmı́nkami dle definice 3.4 s ostře dominantńım vlastńım č́ıslem r1,

kterému odpov́ıdá pravý a levý vlastńı vektor, v1 > 0, resp. w1 > 0. Pak pro každé s1,

s2, p existuje f ∗ ∈ (0,∞) tak, že rovnovážným bodem modelu je

(1) (globálně) asymptoticky stabilńı počátek n∗e právě tehdy, když f < f ∗,

(2) nestabilńı počátek n∗e právě tehdy, když f > f ∗,

45



(3) kladný rovnovážný bod n∗p = cv1, právě tehdy, když f = f ∗. Netriviálńı rovnovážný

bod n∗p je dán jednoznačně až na konstantu c ∈ R+ a plat́ı c = wH
1 n(0).

D̊ukaz. Podle věty 3.5 o stabilitě počátku n∗e a existenci netriviálńıho rovnovážného bodu

n∗p rozhoduje ostře dominantńı č́ıslo r1, resp. podle věty 3.6 a jej́ıho d̊usledku 3.1 čistá

mı́ra reprodukce R0.

Ostře dominantńı č́ıslo r1 je dané dle vztahu (3.43) a záviśı na všech parametrech

modelu, r1 = r1(s1, s2, p, f). Čistá mı́ra reprodukce je určena pro matici U1 podle vztahu

(3.45) a rovněž záviśı na všech parametrech modelu, R0 = R0(s1, s2, p, f).

Podle věty 3.5, resp. věty 3.6 je počátek asymptoticky stabilńı právě tehdy, když

r1 < 1 (resp. R0 < 1). Počátek je nestabilńı právě tehdy, když r1 > 1 (resp. R0 > 1).

Pokud r1 = 1, existuje kladný rovnovážný bod určený jednoznačně až na konstantu.

Z toho lze usoudit, že kritické hodnoty parametr̊u jsou takové, kdy má Usherova

matice U1 ostře dominantńı č́ıslo, resp. čistou mı́ru reprodukce rovnu 1. Ze vztahu (3.43)

pro ostře dominantńı č́ıslo r1, resp. ze vztahu (3.45) pro čistou mı́ru reprodukce R0 lze

vyjádřit závislost parametru f na ostatńıch parametrech s1, s2, p pro r1(s1, s2, p, f) = 1,

resp. R0(s1, s2, p, f) = 1. Kritické hodnoty parametr̊u jsou ty, které vyhovuj́ı rovnosti

f ∗ =
(1− s2)(1− s1(1− p))

s1p
.

Jestliže parametry modelu (3.28) splňuj́ı nerovnost f < f ∗ (resp. f > f ∗) je počátek

(globálně) asymptoticky stabilńı (resp. nestabilńı). Pokud plat́ı rovnost f = f ∗, existuje

kladný rovnovážný bod.

Poznámka 3.5. V př́ıpadě (1) lemmatu 3.8 je počátek n∗e stabilńı a je globálńım atrakto-

rem, docháźı k extinkci populace, tedy odumı́ráńı porostu. V př́ıpadě (2) je počátek n∗e
nestabilńı a je repeler, porost roste exponenciálně bez omezeńı. V př́ıpadě (3) existuj́ı u

dynamického systému neasymptoticky stabilńı netriviálńı rovnovážné stavy odpov́ıdaj́ıćı

konstantńımu násobku Perronova vlastńıho vektoru v1 daného dle (3.44). Stav porostu

bude odpov́ıdat stabilńı r̊ustové struktuře. Při tomto rovnovážném stavu určuje konstanta

c celkovou velikost porostu, která je úměrná váženému součtu složek počátečńıho stavu

n(0), kdy váhy jsou dány složkami Perronova levého vlastńıho vektoru w1 dle (3.44).

V grafu na obrázku 3.6a je ilustrována dynamika r̊ustu porostu N1(t) (zelená trajek-

torie), pokud je počátek asymptoticky stabilńı a docháźı k odumı́ráńı porostu. Pro N3(t)

(modrá trajektorie) roste porost exponenciálně bez omezeńı, počátek je nestabilńı rov-

novážný bod. Dynamika porostu N2(t) (oranžová trajektorie) je určena neasymptoticky

stabilńım kladným rovnovážným bodem, stav porostu je neměnný.

Vývoj lesńıho porostu se po dostatečně dlouhém vývoji chová podle limitńıho tvaru

obecného řešeńı (3.42), dlouhodobá dynamika stavu lesa je určena r1 a v1. V grafu na

obrázku 3.6b – pro uvedené 3 př́ıpady asymptotického chováńı lineárńıho r̊ustového mo-

delu – je patrné, že již po 3 projekčńıch intervalech je stav lesa projektovaný limitńım

tvarem řešeńı (3.42) na stejných hodnotách jako při projekci obecným řešeńım (3.41).
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(a) Dynamika obecného řešeńı lineárńıho modelu 2

r̊ustových tř́ıd (3.41).

(b) Porovnáńı dynamiky obecného řešeńı (3.41)

(plná čára) a asymptoticky ekvivalentńıho li-

mitńıho tvaru řešeńı (3.42) (přerušovaná čára).

Obrázek 3.6: Vývoj celkového stavu lesa N(t) na základě projekćı lineárńıho r̊ustového modelu

(3.28) s Usherovou matićı U1 pro zvolené hodnoty vitálńıch měr s1 = 0,4, s2 = 0,5, p = 0,3 a

počátečńı podmı́nce n1(0) = 2000, n2(0) = 200 v závislosti na hodnotě f . Koeficient reprodukce

je f = 1,7 (zelená), f = 3 (oranžová), f = 3,7 (modrá). Grafická ilustrace k poznámce 3.5.

Poznámka 3.6. Předpis pro kritické hodnoty parametr̊u určuj́ıćı hraničńı hodnotu koefi-

cientu reprodukce f ∗ plyne z d̊ukazu lemmatu 3.8, tedy

f ∗ =
(1− s2)(1− s1(1− p))

s1p
, s1, s2, p ∈ (1, 0) . (3.46)

Vztah mezi f ∗ a podmı́něnou mı́rou r̊ustu p při daných hodnotách koeficient̊u přež́ıvá-

ńı s1 a s2 je ilustrován v grafu na obrázku 3.7a. Při vhodných r̊ustových podmı́nkách –

podmı́nky ovlivňuj́ıćı mı́ru mortality mladých a dospělých jedinc̊u jsou neměnné – bude

lesńı porost prosperovat i při nižš́ı semenné produkci dospělých jedinc̊u, hraničńı hodnota

koeficientu reprodukce f ∗ bude pro přežit́ı porostu menš́ı.

Obdobně to plat́ı pro podmı́nky ovlivňuj́ıćı mı́ru mortality mladých a dospělých

jedinc̊u. Při vhodných podmı́nkách prostřed́ı zaručuj́ıćı vyšš́ı pravděpodobnost přežit́ı

mladých a dospělých jedinc̊u – za předpokladu, že r̊ustové podmı́nky p budou neměnné –

bude porost r̊ust bez omezeńı i při nižš́ıch hodnotách reprodukce. Pr̊uběh závislosti mezi

f ∗ a koeficientem přež́ıváńı dospělých jedinc̊u s2 při daných hodnotách podmı́něné mı́ry

r̊ustu p a koeficientu přež́ıváńı mladých jedinc̊u s1 je zobrazen v grafu na obrázku 3.7b.

Podle tvrzeńı věty 3.7 je Usherova projekčńı matice U1 daná podmı́nkami definice

3.4 primitivńı. Odtud na základě věty 3.4 pro r̊ustový model (3.28) plyne, že dlouhodobá

dynamika stavu lesa nezáviśı na počátečńı r̊ustové struktuře. Lineárńı model 2 r̊ustových

tř́ıd je tak ergodický. Dlouhodobý vývoj lesa záviśı na vlastńım č́ısle r1, které v souvislosti

s větou 3.5 a poznámkou 3.1 představuje koeficient r̊ustu lesa, a vlastńım vektoru v1, jež

odpov́ıdá stabilńı r̊ustové struktuře porostu. Bez ohledu na počátečńı stav lesa bude

struktura porostu po dostatečně dlouhém vývoji odpov́ıdat stabilńı r̊ustové struktuře,

kdy r̊ust porostu je dán ostře dominantńım č́ıslem. Počátečńı stav porostu n(0) ovlivňuje
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(a) Závislost f∗ na parametru p pro dané hodnoty

parametr̊u s1 a s2.

(b) Závislost f∗ na parametru s2 pro dané hodnoty

parametr̊u s1 a p.

Obrázek 3.7: Závislost f∗ na parametru p a s2, kdy f∗ je dáno (3.46). Grafická ilustrace k

poznámce 3.6.

pouze celkovou velikost lesa, kdy relativńı př́ıspěvek jednotlivých r̊ustových tř́ıd – dané

počátečńım stavem – k celkové velikosti porostu je určen prvky Perronova levého vlastńıho

vektoru.
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4 Závěr

Předmětem bakalářské práce bylo studium maticových populačńıch model̊u, které

popisuj́ı vývoj lesńıho porostu strukturovaného do r̊ustových tř́ıd v čase plynoućım v

diskrétńıch kroćıch. Pozornost byla věnována deterministickému lineárńımu modelu r̊ustu

lesa s Usherovou projekčńı matićı, která je nezápornou čtvercovou konstantńı matićı s

kladnými prvky umı́stěnými na prvńım řádku, na diagonále a dolńı subdiagonále. Z

pohledu dynamiky r̊ustu lesa a analýzy asymptotického chováńı lineárńıho modelu jsou

kĺıčové právě vlastnosti Usherovy matice. Proto jsme v úvodńı části práce formulovali

d̊uležité věty a definovali výchoźı pojmy z teorie maticové algebry nezáporných matic.

Výchoźım tvrzeńım pro studium vlastnost́ı nezáporných matic byla Perronova věta

2.20, která shrnuje stěžejńı spektrálńı vlastnosti kladných čtvercových matic. Na základě

tvrzeńı Perronovy věty má kladná čtvercová matice ostře dominantńı vlastńı č́ıslo r.

Tomuto vlastńımu č́ıslu odpov́ıdá jediný lineárně nezávislý vlastńı vektor v, který je

reálný a lze jej volit za kladný.

Jelikož nezápornost matice neńı př́ılǐs silná vlastnost (mezi nezáporné matice patř́ı

i nulová matice), neplat́ı pro ni z žádných závěr̊u Perronovy věty. Zvýš́ıme-li však po-

žadavky na nezápornou matici – budeme požadovat, aby nezáporná matice byla ne-

rozložitelná – lze závěry Perronovy věty rozš́ı̌rit na tuto speciálńı tř́ıdu nezáporných

matic. Nezáporné nerozložitelné matice zahrnuj́ı rovněž všechny kladné matice. Proto

je Perronova-Frobeniova věta 2.21 tvrzeńım, které rozšǐruje výsledky Perronovy věty na

nezáporné nerozložitelné matice. V př́ıpadě, že nezáporná nerozložitelná matice splňuje

daľśı vlastnost – je primitivńı – plat́ı Perronova věta 2.20 v plném rozsahu, a mluv́ıme o

silné verzi Perronovy-Frobeniovy věty 2.21.

Při konstrukci obecného lineárńıho maticového modelu o k r̊ustových tř́ıdách – v sou-

vislosti se silnou verźı Perronovy-Frobeniovy věty 2.21 – jsme požadovali, aby Usherova

matice byla nerozložitelná a primitivńı. Z pohledu asymptotického chováńı modelu neńı

tento požadavek nikterak omezuj́ıćı a je platný pro většinu aplikaćı. Z asymptotických

vlastnost́ı řešeńı modelu vyplynulo, že dlouhodobá dynamika lesńıho porostu záviśı na

ostře dominantńım č́ısle r a stav lesa konverguje ke stabilńı r̊ustové struktuře, jež od-

pov́ıdá konstantńımu násobku vlastńıho vektoru v. Je-li r > 1, lesńı porost roste expo-

nenciálně bez omezeńı. Pokud r < 1, lesńı porost odumı́rá. Dlouhodobá dynamika naopak

nezáviśı na počátečńı struktuře stavu lesa, lineárńı maticový model je ergodický.

Př́ıkladem maticového strukturovaného populačńıho modelu, který jsme sestavili v ka-

pitole 3.2, byl lineárńı model r̊ustu lesa o dvou r̊ustových tř́ıdách. Prvńı tř́ıda odpov́ıdala

mladým neplodným jedinc̊um a druhou tř́ıdu tvořili dospěĺı plodńı jedinci. Pro tento mo-

del jsme odvodili čistou mı́ru reprodukce porostu R0, biologický parametr modelu, který

udává počet potomk̊u nově zmlazených stromk̊u během jejich života. Na základě čisté

mı́ry reprodukce jsme stanovili hraničńı hodnotu koeficientu reprodukce tak, aby bylo

možné rozhodnout o stabilitě počátku. Z výsledk̊u vyplynulo, že lesńı porost bude dlou-

hodobě prosperovat i při nižš́ı mı́̌re přirozené obnovy, pokud pro jeho r̊ust budou zajǐstěny
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vhodné r̊ustové podmı́nky nebo mortalita mladých, resp. dospělých jedinc̊u bude na ńızké

úrovni.

Lineárńı maticový model 2 r̊ustových tř́ıd jsme sestavili za podmı́nek dané definićı

3.4. Předpokládali jsme, že Usherova projekčńı matice U1 je nerozložitelná a primitivńı.

Možným rozš́ı̌reńım modelu je uvažováńı slabš́ıch podmı́nek pro podmı́něnou mı́ru r̊ustu

a koeficient přež́ıváńı dospělých jedinc̊u. Pokud bude pro p a s2 mı́sto podmı́nek (3.30)

platit 0 < p ≤ 1 a 0 ≤ s2 < 1, je možným př́ıkladem při p = 1 a s2 = 0 následuj́ıćı

podoba Usherovy matice

U2 =

(
0 f

s1 0

)
,

která bude nerozložitelná a imprimitivńı. Orientovaný graf matice G(U2) bude mı́t jediný

cyklus o délce 2 (viz orientovaný graf na obrázku 2.2 z př́ıkladu 2.6). Jak uvád́ı [5],

celkový stav porostu bude exponenciálně r̊ust nebo klesat s oscilacemi o periodě rovné 2

a to podle toho, zda dominantńı č́ıslo r matice U2 bude větš́ı, resp. menš́ı než 1. Oproti

modelu s primitivńı matićı U1 nebude struktura porostu po dostatečně dlouhém vývoji

konvergovat ke stabilńı r̊ustové struktuře, nicméně lineárńı dynamický systém s matićı

U2 bude ergodický. Př́ıkladem lesńıho porostu, který odpov́ıdá dynamickému systému s

Usherovou matićı U2, je výmladkový les. Stromy ve výmladkovém lese během projekčńıho

intervalu dorostou do dospělé fáze, kdy na konci intervalu jsou seřezány bĺızko země a

poté z pařez̊u vyraźı nové výmladky. Takto lze stromy seřezávat opakovaně.

Daľśı možnou modifikaćı je lineárńı r̊ustový model s postreprodukčńı fáźı vývoje.

Prvńı r̊ustová fáze bude tvořena jedinci, kteř́ı během projekčńıho intervalu dospěj́ı a

budou plodńı. Druhá r̊ustová fáze odpov́ıdá vývojové fázi dož́ıváńı, do které zahrneme

přestárlé jedince, kteř́ı již plodńı nejsou. Podoba Usherovy matice s postreprodukčńı fáźı

bude následuj́ıćı

U3 =

(
s1(1− p) + f 0

s1p s2

)
,

kdy koeficienty přež́ıváńı s1 a s2 udávaj́ı pravděpodobnosti přežit́ı dospělého, resp. pře-

stárlého stromu a r̊ustový parametr p vyjadřuje pravděpodobnost, že dospělý strom

během projekčńıho intervalu doroste do postreprodukčńı fáze a neuhyne. Budeme-li

předpokládat, že vitálńı mı́ry matice U3 splňuj́ı podmı́nky (3.30), matice U3 bude rozlo-

žitelná. Prvek s1(1 − p) + f představuje projekčńı matici, která odpov́ıdá reprodukčńı

r̊ustové tř́ıdě a je nerozložitelná a primitivńı. Reprodukčńı část porostu se bude vyv́ıjet

zp̊usobem popsaným pro dynamický systém s primitivńı projekčńı matićı. Dlouhodobá

dynamika celého systému bude záviset na počátečńım stavu lesńıho porostu, tedy podle

toho, jaké bude relativńı zastoupeńı přestárlých jedinc̊u, kteř́ı nejsou schopni semenné

obnovy [5].

U lineárńıho maticového modelu jsme předpokládali, že vitálńı mı́ry projekčńı matice

jsou v čase konstantńı, lesńı porost mohl r̊ust exponenciálně bez omezeńı. Z d̊uvodu

kompetice jedinc̊u o zdroje neńı tento předpoklad reálný. Vitálńı mı́ry mohou záviset na

současném stavu porostu (resp. hustotě porostu), proto je vhodné uvažovat dynamický

systém s nelineárńımi členy. Lineárńı maticový model 2 r̊ustových tř́ıd lze modifikovat ve

smyslu nahrazeńı jedné či v́ıce vitálńıch měr skalárńı funkćı s celkovou hustotou porostu
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q = q(N(t)), kdy q je kladná a ostře klesaj́ıćı funkce – vliv hustoty na stav porostu je

nežádoućı. Jako př́ıklad projekčńı matice nelineárńıho maticového modelu 2 r̊ustových

tř́ıd s Rickerovou exponenciálńı funkćı q(N) = e−bN(t) lze uvést následuj́ıćı Usherovu

matici

U4 =

(
σ1e
−bN(t)(1− p) f

σ1e
−bN(t)p s2

)
,

kde s1 = σ1e
−bN(t) je koeficient přež́ıváńı mladých jedinc̊u závislý na celkové hustotě

porostu, σ1 je parametr nezávislý na hustotě porostu, b je kladný parametr [30, 31].

Nelineárńı parametr s1 představuje proces vnitrodruhové kompetice o světlo a živiny

mezi mladými jedinci, rovněž mortalita mladých jedinc̊u je ovlivněna následkem zast́ıněńı

vyšš́ım patrem dospělých jedinc̊u. Jak uvád́ı [30], nelineárńı dynamický systém s Ushero-

vou projekčńı matićı U4 bude mı́t dva rovnovážné body, počátek n∗e a kladný rovnovážný

bod n∗p.
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– Nakladatelstv́ı technické literatury, 1981.
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lation. Nouveaux Mémoires de l’Académie Royale des Sciences et Belles Lettres de

Bruxelles, 18, 1–38, 1845.

54

https://www.math.muni.cz/~pospisil/MathBio/DiskrMod.pdf

	Prohlášení
	Poděkování
	Abstrakt
	Abstract
	Seznam označení
	Úvod
	Maticové modely a lineární algebra
	Vlastní čísla a vlastní vektory
	Spektrální rozklad diagonalizovatelných matic
	Nezáporné a kladné matice
	Matice a grafy
	Nerozložitelné matice
	Primitivní matice
	Perronova a Perronova-Frobeniova věta

	Lineární maticový model růstu lesa
	Obecný Usherův lineární model
	Lineární model dvou růstových tříd

	Závěr
	Literatura

