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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá problematikou modelováńı prouděńı krve s detailem na
prouděńı kapilárami. Na implementovaném redukovaném 2D modelu představuje s t́ım sou-
visej́ıćı jev interakce tekutiny s poddajným prostřed́ım. Pro účely tohoto modelu je popsána
Fourierova metoda řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic parabolického typu a ve zkratce
rovněž metoda konečných prvk̊u. Dále tato práce na zjednodušeném modelu zkoumá vliv
postupné vlny š́ı̌ŕıćı se stěnou rotačně symetrického kanálu na tekutinu uvnitř. Nakonec je
navržen silně zjednodušený rotačně symetrický model transportu buňky elastickým kanálem.

Kĺıčová slova: Prouděńı kapilárami, krevńı buňky, interakce tekutiny s poddajným
prostřed́ım, postupné vlny

Abstract

This bachelor thesis deals with modeling of blood flow with emphasis on blood flow through
capillaries. It introduces related phenomenon of fluid-structure interaction by implemen-
tation of reduced 2D model. The Fourier’s method for solving parabolic partial differential
equation and basic mechanism of finite element method are explained as a part of the model.
In another part an effect of a progressive wave of axisymmetric channel wall on the flow
inside is studied on a simplified model. Finally, a strongly reduced model of cell transport
through an axisymmetric channel is proposed.

Key words: Capillary blood flow, blood cells, fluid-structure interaction, progressive
waves
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5.2.1 Vliv vlnové délky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.2.2 Vliv periody vlny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.2.3 Vliv amplitudy vlny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.3 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6 Model interakce s buňkou 51
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1 Úvod

Ćılem této bakalářské práce je popsat mechanismus prouděńı krve, předevš́ım pak zd̊uraznit
konkrétńı procesy, ke kterým docháźı na úrovńı kapilárńıho řečǐstě. Pokuśı se popsat význam,
který pro prouděńı kapilárami představuj́ı krevńı buňky a s nimi spjatý mechanismus in-
terakce tekutiny s poddajným tělesem. Zjednodušený 2D model právě interakce tekutiny s
poddajným prostřed́ım pak bude jako ilustrativńı úvod to této problematiky navrhnut a im-
plementován. Dále se práce bude na zjednodušeném osově symetrickém modelu zabývat vli-
vem postupného vlněńı stěny cévy na prouděńı. Nakonec bude navrhnut velmi zjednodušený
model transportu buňky kapilárou.
Zkoumáńı prouděńı kapilárami má význam např́ıklad pro popis proces̊u, ke kterým docháźı
při perfuzi tkáńı, zejména pak jaterńı tkáně. Kv̊uli metabolickým proces̊um a okysličováńı je
d̊uležité odlǐsit tok krevńı plazmy a červených krvinek. V dlouhodoběǰśım výhledu by se daly
modely prouděńı kapilárami využ́ıt při osidlováńı tkáňového skeletu živými buňkami a uplat-
nit se tak ve tkáňovém inženýrstv́ı. V době vytvořeńı této práce neexistuje obecné řešeńı
transportu krevńıch buněk kapilárami. Složitost této problematiky vyplývá předevš́ım z
vlastnost́ı buněk. Jejich popis je kv̊uli komplexitě a dynamice systému, jakým je živá hmota,
nesmı́rně složitou úlohou, ta ovšem sṕı̌se než pod mechaniku spadá do oboru molekulárńı
biologie. Celkově vzato si tato práce neklade ambici vytvořit dokonalý model buněčného
transportu, ale sṕı̌se na redukovaných modelech ilustrovat některé základńı principy a me-
chanismy.
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2 Kardiovaskulárńı systém

Účelem prvńı kapitoly této práce je shrnout obecné informace týkaj́ıćı se kardiovaskulárńıho
systému, posléze se konkrétněji zaměřit na kapilárńı řečǐstě a krev. To vše s d̊urazem na
fyzikálńı vlastnosti a př́ıpadně jejich významem pro modelováńı.

Obr. 1: Schéma oběhového systému, šipky znač́ı směr toku krve a procenta reprezentuj́ı části
objemu proud́ıćı krve, ty se měńı podle potřebné funkce[1]
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Základńım účelem oběhového systému je transport kysĺıku z plic a živin z trávićıho ústroj́ı
prostřednictv́ım krve do tkáńı, ze kterých pak naopak odvád́ı oxid uhličitý a odpadńı meta-
bolity. Zároveň rozvod krve plńı přenosem tepla funkci termoregulačńı, přenosem hormon̊u
funkci regulačńı, dále zajǐst’uje funkčnost imunitńıho systému a celkově umožňuje celou řadu
daľśıch proces̊u nutných pro existenci stálého vnitřńıho prostřed́ı[2]. Co se týče jeho stavby,
je kardiovaskulárńı systém tvořen srdcem a cévami, které se dále děĺı podle funkce na arterie,
arterioly, kapiláry, venuly a vény.

2.1 Srdce

Stavebńımi materiály srdečńı stěny jsou speciálńı typ svaloviny zvaný myokard, výstelka
dutin endokard a zevńı vrstvu tvoř́ıćı výstelka epikard, která je pak také součást́ı obalu
srdce zvaného perikard. Skládá se ze čtyř dutin: levé komory a śıně a pravé komory a śıně.
Srdce je ve své podstatě čerpadlo, pracuj́ıćı stř́ıdáńım fáźı kontrakce (systoly) a relaxace (di-
astoly) myokardu.[3] Správný směr prouděńı krve zajǐst’uj́ı srdečńı chlopně, funguj́ıćı jako
jednosměrné ventily, z čehož vyplývaj́ı i jejich možné vady, např́ıklad stenóza neboli zúžeńı,
kdy se chlopeň dostatečně neotev́ırá a docháźı tak ke zhoršenému pr̊utoku, nebo insuficience
(nedomykavost), kdy se chlopeň nedokonale zav́ırá a umožňuje zpětný tok krve (regurgitaci).
Srdečńı cyklus tedy bud́ı prouděńı v celém krevńım řečǐsti a je provázaný s jeho fyzikálńımi
vlastnostmi jako tlakem nebo rychlost́ı prouděńı.

Při stahu srdce dosahuje tlak krve v levé komoře, a tedy vzhledem k otevřeńı chlopně
i v tepnách systémového oběhu, nejvyšš́ıch hodnot (jedná se o tzv. systolický tlak), za
referenčńı je udávána hodnota 120 mmHg neboli s odchylkou v řádu jednotek 16 kPa.
Nejnižš́ı hodnota v pr̊uběhu srdečńıho cyklu v těchto tepnách (tzv. diastolický tlak) pak čińı
okolo 80mmHg neboli 10.67 kPa. Jak lze mimo jiné pozorovat z obr. 2, tlak v aortě pulsuje s
menš́ı amplitudou, než tlak v navazuj́ıćıch arteríıch. To je zp̊usobeno rychlost́ı š́ı̌reńı tlakové
vlny, která je větš́ı, než je rychlost prouděńı a rovněž odrazem těchto vln. Prouděńı to však
nebráńı, jelikož hodnota gradientu efektivńıho tlaku je vlivem nižš́ıho diastolického tlaku
stále záporná[1].

2.2 Cévy

Cévy se, jak již bylo zmı́něno, děĺı na arterie a arterioly, odváděj́ıćı krev směrem od srdce,
venuly a vény, přiváděj́ıćı krev do srdce, a kapiláry, ve kterých docháźı k látkové výměně
mezi krv́ı a tkáněmi. Přibližné vnitřńı pr̊uměry jsou u arteríı 5 − 25 mm, u arteriol mezi
10 − 50 µm, u kapilár 5 − 10 µm, u venul 10 − 20 µm a u vén 5 − 30 mm, viz tabulka 1.
Cévńı stěny jsou, s výjimkou stěn kapilár, tvořeny třemi vrstvami. Prvńı vrstva tunica in-
tima obsahuje endotel, to jest jednu vrstvu plochých epitelových buněk, jehož uspořádáńı se
lǐśı podle potřebné propustnosti. Tvoř́ı nesmáčivý povrch vnitřńı stěny cévy, rovněž aktivně
zabraňuje tvořeńı tromb̊u (tedy zabraňuje srážeńı krve). Středńı tunica media je složena
primárně z hladké svaloviny umožňuj́ıćı kontrakci. Ta je označována jako vazokonstrikce
a je spolu s vazodilataćı aktivńım mechanismem pro regulaci lumenu (vnitřńı části) cév.
Vněǰśı tunica externa se skládá z vazivové vrstvy vláken b́ılkovin elastinu a kolagenu a elas-
tické membrány. Má primárně vliv na elastické vlastnosti cév, rovněž j́ı procházej́ı cévy a
nervy potřebné pro středńı vrstvu[3]. Kapiláry pak maj́ı stěnu tvořenou pouze endotelem
a bazálńı membránou. V některých vénách se pak podobně jako v srdci nacházej́ı chlopně,
které v kombinaci se zúžeńım vén činnost́ı kosterńıho svalstva napomáhaj́ı ke správnému
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prouděńı (tento jev se nazývá svalová pumpa).

Obr. 2: Okamžitý (zeleně) a efektivńı (černě) krevńı tlak podle části krevńıho řečǐstě[1]

typ cévy pr̊uměr[cm] obsah pr̊uřez̊u [cm2] śıla stěny [cm] rychlost[cm/s] Re

aorta 2.5 4.5 0.2 48 3400
arterie 0.4 20 0.1 45 500
arterioly 0.005 5.7 · 107 0.002 5 0.7
kapiláry 0.0008 1.6 · 1010 0.0001 0.1 0.002
venuly 0.002 1.3 · 109 0.0002 0.2 0.01
vény 0.5 200 0.05 10 140

Tabulka 1: Reprezentativńı hodnoty pr̊uměru, celkového obsahu pr̊uřezu (součet lumenu všech
cév jednoho typu), śıly stěny, rychlost́ı prouděńı a Reynoldsova č́ısla [4]

Podle funkce se pak cévy dále děĺı do šesti kategoríı:
Pružńık, neboli velké a středně velké elastické tepny zajǐst’uj́ıćı rychlý transport krve.
Tunica media pružńıku obsahuje relativně malý počet buněk hladké svaloviny a naopak
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v́ıce elastických vláken, jež umožňuj́ı regulovat nárazový př́ıtok krve ze srdce na kontinuálńı
prouděńı. Zjevným př́ıkladem je aorta.
Rezistenčńı cévy ř́ıd́ı tok krve do orgán̊u a tkáńı, bud’ v podobě tepen a tepének (neboli
prekapilárńıch rezistenčńıch cév) s malým lumenem a silnou stěnou s velkým pod́ılem buněk
hladké svaloviny, d́ıky ńıž lze lumen, a tedy i tok krve regulovat, nebo v podobě venul (post-
kapilárńıch rezistenčńıch cév), které reguluj́ı tlak za kapilárami a tedy spolu s prekapilárńımi
rezistenčńımi cévami určuj́ı rozd́ıl tlaku v nich.
Prekapilárńı sfinktery jsou koncové části prekapilárńıch tepének, které ř́ıd́ı otevřenost,
respektive uzavřenost kapilár.
Kapiláry, ve kterých docháźı k látkové výměně a jejichž lumen neńı nijak aktivně ř́ızen,
pouze se pasivně přizp̊usobuje fyzikálńım vlastnostem okoĺı.
Arteriovenózńı zkraty zajǐst’uj́ı př́ımé spojeńı mezi tepenným a žilńım řečǐstěm mimo
kapiláry, jde tedy o daľśı regulačńı mechanismus prokrveńı tkáně. Nenacházej́ı se ve všech
typech tkáńı (typicky se vyskytuj́ı např́ıklad v k̊uži).
Kapacitńı cévy, z většiny ž́ıly se slabou vrstvou tunica media a tedy i malým množstv́ım
svalových buněk, maj́ı funkci jakési nádrže, která vzhledem k proměnlivému prouděńı krve
celým uzavřeným systémem zajǐst’uje stabilńı návrat do srdce[3].
Tato funkčńı klasifikace pak je v souladu s t́ım, jak je v celém systému rozdělen objem
proud́ıćı krve a také jaké maj́ı jeho jednotlivé části vliv na celkový odpor (k jeho významu
se dostaneme záhy). Systémový oběh tvoř́ı 84 % kapacity, plicńı oběh 9 % a srdce 7 %. V
systémovém oběhu se pak 75 % krve nacháźı v kapacitńıch cévách, 14 % v cévách pružńıku,
8 % v kapilárách a 3 % v rezistenčńıch cévách. Na odporu prouděńı se ze 47 % pod́ılej́ı
rezistenčńı cévy, z 27 % kapiláry, z 19 % cévy pružńıku a ze 7 % cévy kapacitńı [3].

2.3 Krev

Pro popis prouděńı krve je samozřejmě nezbytně nutné popsat také jej́ı vlastnost. Ty jsou
silně spjaty s jej́ım složeńım, viz obr. 4. Krev je nehomogenńı tekutina, kterou tvoř́ı z
přibližně 40 % krevńı buňky.
Převážně jde o červené krvinky (erytrocyty), buňky zajǐst’uj́ıćı zejména transport kysĺıku.
Ty jsou mimo jiné tvořeny cytoskeletem, b́ılkovinnou strukturou, která umožňuje např́ıklad
regulaci jejich tvaru[6]. Konkrétně se cytoskelet skládá ze tř́ı základńıch typ̊u biopolymer̊u:
aktinových vláken, mikrotubul̊u a intermediárńıch filament [7]. Z hlediska mechanických
vlastnost́ı je proto nelze chápat ani jako pouhá elastická tělesa s výchoźım tvarem, popis
těchto vlastnost́ı je kv̊uli tomu velmi složitý a předevš́ım komplexńı problém neoddělitelně
spjatý s fungováńım cytoskeletu, které samo neńı zcela popsáno [8] (co se komplexnosti
týče je nav́ıc zaj́ımavé, že ani samotná změna tvaru nemá vliv pouze na mechanické vlast-
nosti, ale i na vnitřńı procesy v buňce[9] nebo na výměnu kysĺıku[10]). Pro představu jsou
často uvažovány jako kapsle obsahuj́ıćı intracelulárńı tekutinu (viz např. [11]). Za výchoźı
stav červených krvinek je v literatuře označován tvar bikonkávńı, to jest tvar z obou stran
dovnitř prohnutého disku. Experimentálně bylo zjǐstěno, že jejich zavedená ”vnitřńı visko-
zita”(na kterou má ovšem vliv jak vnitřńı prostřed́ı, tak membrána buňky) klesá s rostoućım
smykovým napět́ım[12]. Pr̊uměr disku se pohybuje okolo 7, 5−8, 7 µm, výška přibližně mezi
1, 7 − 2, 2 µm [13].Pomoćı AFM byla určena hodnota Youngova modulu E = 26 ± 7 kPa
[14], ale i E = 0, 1− 0, 2 kPa [15], široký rozptyl výsledk̊u je zp̊usoben rozd́ılnou př́ıpravou
vzork̊u i r̊uznýmy metodami analýzy[16].
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Obr. 3: Struktura cév[5]

Červené krvinky nicméně nejsou jedinými krevńımi buňkami, daľśımi jsou trombocyty, je-
jichž pr̊uměr je 1, 5 − 4, 5 µm, a b́ılé krvinky (leukocyty), které se dále děĺı a nelze je tedy
jednotně popsat, jejich pr̊uměry jsou přibližně v rozpět́ı od 6 µm u lymfocyt̊u po 20 µm u
monocyt̊u[17]. Interakce [18] r̊uzných typ̊u krevńıch buněk pak opět zvyšuje složitost mode-
lováńı.
Tekutou složku krve, takzvanou krevńı plazmu, tvoř́ı převážně voda, dále také plazmatické
b́ılkoviny a daľśı i anorganické složky. Při modelováńı je zpravidla uvažována jako newtonská
tekutina, ergo tekutina s neměnnou dynamickou viskozitou. Jej́ı hodnota se pohybuje mezi
1.10 mPa.s a 1.30 mPa.s [19]. Celková viskozita krve, pokud bychom ji uvažovali jako ho-
mogenńı tekutinu, se ovšem kv̊uli krevńım buňkám pohybuje v rozmeźı od hodnot 2−5krát
vyšš́ıch než je viskozita vody (při vysokých rychlostech prouděńı) po hodnoty tiśıcinásobné
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u rychlost́ı ńızkých a vysokého obsahu buněk[12].

Obr. 4: Složeńı krve a poměr krve k ostatńım tkáńım (lǐśı se podle pohlav́ı, hmotnosti, zdra-
votńıho stavu apod.)[5]
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3 Hemodynamika

Hemodynamika je název pro hydrodynamiku krevńıho oběhu, tedy pro discipĺınu zabývaj́ıćı
se fyzikálńım popisem prouděńı krve. V této kapitole jsou ukázány některé jej́ı základńı
principy a př́ıstupy.
Hlavńımi typy model̊u prouděńı krve jsou modely makrocirkulace, tedy ty zabývaj́ıćı se
oběhem skrze kardiovaskulárńı systém jako celkem, modely prouděńı jednotlivými arteriemi,
jejichž význam spoč́ıvá např́ıklad typicky v popisu toku před a po chirurgickém přemostěńı
špatně pr̊uchoźı cévy (takzvaný bypass)[20], a modely mikrocirkulace, tedy takové, které se
zabývaj́ı ději v kapilárńım řečǐst.

3.1 Elektro-hydraulická analogie

Pro popis makrocirkulace se v literatuře [1][2][3] zpravidla objevuje analogický model využ́ıvaj́ıćı
teorii pro elektrické obvody, konkrétně Ohmův zákon

I =
U

R

nahrazuje vztahem

Q =
∆p

R
, (1)

kde Q je objemový pr̊utok krve, ∆p je tlakový gradient a R je zavedený odpor cévńıho
řečǐstě. Použit́ım Hagen-Poiseuillova zákona

Q =
πr4∆p

8Lµ
,

kde r je poloměr trubice, L jej́ı délka a µ dynamická viskozita tekutiny, pak lze odpor
vyjádřit vztahem

R =
8µL

πr4
.

Vzhledem k tomu, že jednotlivé části systémového oběhu jsou z většiny řazeny paralelně
(viz obr. 1), lze v kontextu analogie elektrického obvodu vypoč́ıtat převrácenou hodnotu cel-
kového odporu systému jako součet převrácených hodnot odpor̊u jednotlivých část́ı krevńıho
oběhu (zde značených Ri) [1]

1

R
=
∑
i

1

Ri
.

Krev zde může být uvažována jako newtonská tekutina, př́ıpadně jako tekutina s viskozitou
konstantńı pro konkrétńı nahĺıžený typ cév [21]. Hlavńı výhodou tohoto modelu je, že š́ı̌reńı
elektrických vln analogickým harmonicky buzeným obvodem odpov́ıdá š́ı̌reńı vln krevńım
řečǐstěm [22]. Konečně pokud bychom v (1) nahradili tlakový gradient pouze jeho časově
proměnnou složkou (jej́ımž smyslem by byla stahy srdce buzená osciluj́ıćı složka tlaku) a v
souladu s t́ım Q nahradili relativńım prouděńım v̊uči středńımu toku, pak odpor cév splňuje
definici pro akustickou impedanci.
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3.2 Hydrodynamické modely

Při modelováńı prouděńı v menš́ım měř́ıtku se již využ́ıvá poznatk̊u hydrodynamiky. Bilanci
sil p̊usob́ıćıch na kontinuum popisuje Cauchyho rovnice dynamické rovnováhy

ρ

(
∂vvv

∂t
+ vvv · ∇vvv

)
= ∇ · σ⃗ + fff, (2)

kde ρ je jeho hustota, vvv vektorové pole rychlost́ı a ∇vvv tedy jeho gradient, σ⃗ tenzor napět́ı
(zde figuruje jeho divergence) a fff je vektor objemových sil. Pro newtonskou tekutinu je to
Navier-Stokesova rovnice

∂vvv

∂t
+ vvv · ∇vvv = −1

ρ
∇p+ ν∇2vvv + fff, (3)

ve které pro změnu figuruj́ı gradient tlaku ∇p a kinematická viskozita tekutiny ν, která je
poměrem dynamické viskozity a hustoty tekutiny

ν =
µ

ρ

[
m2

s

]
. (4)

Obr. 5: Ilustrace laminárńıho a turbulentńıho prouděńı[1]
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Pro popis prouděńı se použ́ıvaj́ı zpravidla dva charaktery - laminárńı a turbulentńı (viz
obr. 5).
Laminárńı prouděńı je takové, při kterém se trajektorie částic tekutiny (tzv. proudnice)
navzájem neprot́ınaj́ı, ale tvoř́ı vrstvy, které se po sobě smýkaj́ı. T́ım vzniklé smykové napět́ı
vyjadřuje Newton̊uv zákon viskozity

τ = µ
∂v

∂y
,

kde µ je dynamická viskozita a y je směr kolmý na rychlost v.
Dvourozměrný model takového prouděńı v kanálu stálého pr̊uřezu má parabolický rychlostńı
profil, ve válcovém kanálu profil rotačńıho paraboloidu.
Turbulentńı prouděńı je naopak charakteristické kř́ıžeńım proudnic, částice tekutiny se
kromě pohybu ve směru celkového toku pohybuj́ı neuspořádaně mezi sebou podobně jako je
tomu např́ıklad u pohybu molekul plynu[23].
Pro určeńı, kdy je prouděńı laminárńı, a kdy naopak turbulentńı, je definováno bezrozměrné
Reynoldsovo č́ıslo:

Re =
v d

ν
, (5)

kde v je středńı rychlost prouděńı a d charakteristický rozměr (např́ıklad u kruhového
pr̊uřezu je to pr̊uměr). Pro danou tekutinu a prostřed́ı pak lze přibližně určit kritickou
hodnotu Reynoldsova č́ısla, tj. nejvyšš́ı při které je prouděńı ještě laminárńı (pro vodu v
kruhovém potrub́ı se udává kritická hodnota Re = 2320[23]). Je obecně přij́ımáno, že ve
větš́ıch cévách je při obvyklých fyziologických podmı́nkách prouděńı laminárńı a že k tur-
bulenćım docháźı jen za patologických podmı́nek [21].

3.3 Mikrocirkulace

Při modelováńı prouděńı kapilárami se využ́ıvá poznatk̊u z vyšš́ıch úrovńıch, ovšem již nelze
uvažovat zjednodušeńı homogenńı tekutiny s konstantńı viskozitou [21]. Závislost viskozity
na lumenu kapiláry ukazuje obr. 6, kde relativńı efektivńı viskozita je viskozita myšlené
tekutiny, při jej́ımž prouděńı by byl zachován objemový pr̊utok, vztažená k viskozitě krevńı
plazmy. Závislost je zobrazena pro r̊uzné hodnoty hematokritu HD, což je objemový pod́ıl
erytrocyt̊u v krvi.
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Obr. 6: Závislost relativńı efektivńı viskozity na velikosti lumenu kapiláry pro r̊uzné hodnoty
hematokritu [24]

Tato závislost vyplývá z dř́ıve zmı́něných př́ıčin, kdy pr̊uměr lumenu kapiláry může být
i menš́ı než je pr̊uměr buňky v klidovém stavu. Interakce mezi buňkou a stěnou cévy je pro
efektivńı viskozitu určuj́ıćı [25]. Chováńı buněk je tak pro popis prouděńı naprosto stěžejńı,
žádný všeobecný popis ovšem zat́ım neexistuje [26]. Zpravidla se popisuj́ı pouze červené
krvinky, jelikož svým počtem v krvi silně převažuj́ı počet jiných typ̊u buněk (viz obr. 4).
Např́ıklad [27], [28], [29] nebo [30] využ́ıvaj́ı pro popis membrány krevńıch buněk śıt’ pružin,
jak je znázorněno na obr. 7.

Obr. 7: Celkový model membrány krevńı buňky s detailem na dva soused́ıćı prvky [27]
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Daľśım typem jsou modely buněk jako kontinúı [31], jeden z typ̊u je popisuje pomoćı
skořepin pro stěnu a tekutinou v jádru [32]. Např́ıklad [26] pak modeluje stěnu buňky pomoćı
dvou vrstev skořepin o r̊uzných vlastnostech (kde jedna vrstva má význam lipidové dvou-
vrstvy a druhá cytoskeletu) ohraničuj́ıćı intracelulárńı tekutinu. Mechanickými vlastnostmi
adheze krevńıch buněk se zabývá [33] a specificky zd̊urazňuje význam molekulárńıch proces̊u
na mechanické vlastnosti a vice versa (kdy buňky přetvářej́ı mechanické śıly a deformace v
biochemické signály).

19



4 Model prouděńı s interakćı

Obr. 8: Rovinný řez kanálem

V následuj́ıćıch kapitolách se již budeme zabývat konkrétńımi modely. Jak bylo ukázáno,
modelováńı prouděńı kapilárami je komplexńı úloha, pro kterou je zcela zásadńı kontakt
r̊uzných typ̊u materiál̊u, respektive fáźı. At’ jde tedy o vzájemné p̊usobeńı krevńıch buněk a
krevńı plazmy, nebo oboj́ıho na cévńı stěnu, popis interakce mezi tekutinou a poddajným
tělesem je nevyhnutelně nutný. Pro základńı vhled do této problematiky je ćılem této kapi-
toly vytvořeńı redukovaného 2D modelu interakce proud́ıćı tekutiny s elastickým prostřed́ım
a jeho implementace. Jeho význam nebude spoč́ıvat v komplexńım řešeńı konkrétńıho problému,
ale sṕı̌se v nast́ıněńı problematiky interakce, př́ıpadně může posloužit dále pro daľśı rozš́ı̌reńı.
Mějme kanál tvořený z jedné strany na obou konćıch vetknutou elastickou deskou, z druhé
strany deskou pevnou (rámem). Řekněme, že jsou desky dostatečně široké a řešeńı v jed-
nom řezu tak odpov́ıdá libovolnému jinému řezu. Prostřed́ı uvnitř prostoru mezi nimi (dále
kanálu) tvoř́ı nestlačitelná newtonská tekutina, celý systém bude buzen osciluj́ıćımi tlaky na
okraj́ıch p0(t), p1(t). V prvńı fázi budeme uvažovat předepsaný pr̊uhyb desky pro vytvořeńı
výpočtového modelu prouděńı a až v daľśı se budeme zabývat interakćı.
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Zaved’me následuj́ıćı značeńı:

x podélná souřadnice
y radiálńı souřadnice
VVV (x, t) = (U, V ) výchylky element̊u desky (složky ve změru x, respektive y)
vvv(x, y, t) = (vx, vy) rychlost prouděńı tekutiny
p(x, t) tlak v tekutině
p0(t) hodnota tlaku na počátku kanálu
p1(t) hodnota tlaku na konci kanálu
µ dynamická viskozita tekutiny
ν dynamická viskozita tekutiny
ρ hustota tekutiny
h výška kanálu v klidu
L délka kanálu

4.1 Matematický model prouděńı

Jako výchoźı stav budeme uvažovat laminárńı prouděńı tekutiny s parabolickým profilem
(Poiseuilleovo) popsané vztahem [34]

vx = − 1

2µ

dp

dx
y(h− y). (6)

Prouděńı tekutiny popisuje Navierova-Stokesova rovnice (3), v tomto př́ıpadě nebudeme
uvažovat p̊usobeńı objemových sil (t́ıhu zanedbáme)

∂vvv

∂t
+ vvv · ∇vvv +∇P = ν∇2vvv, (7)

kde P je poměr tlaku ku hustotě, tedy P (x, y, t) = p(x,y,t)
ρ .

Jak bylo již zmı́něno, tekutinu uvažujeme nestlačitelnou a jelikož zároveň v celé oblasti
kanálu neńı žádný zdroj ani odtok, pro zachováńı hmotnosti plat́ı

∇vvv = ∂xvx + ∂yvy = 0. (8)

4.2 Daľśı redukce modelu

Rychlost toku kapaliny ve směru y aproximujeme lineárńı funkćı mezi nulovou rychlost́ı na
jedné straně (u rámu) a rychlost́ı pr̊uhybu elastické desky na druhé,

vy ≜
V̇ (x, t)

h
y. (9)

Dále uvažujme malé perturbace, lze tedy zanedbat konvektivńı člen Navierovy-Stokesovy
rovnice (7) a zapsat ji ve tvaru

∂vvv

∂t
+∇P = ν∇2vvv,
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respektive po složkách
∂tvx + ∂xP = ν(∂xxvx + ∂yyvx), (10)

∂tvy + ∂yP = ν(∂xxvy + ∂yyvy). (11)

Do rovnice (11) dosad́ıme vztah pro rychlost ve směru y(9), tedy celkem

∂t

(
V̇ (x, t)

h
y

)
+ ∂yP = ν

(
∂xx

(
V̇ (x, t)

h
y

)
+ ∂yy

(
V̇ (x, t)

h
y

))
,

respektive po úpravě

V̈
y

h
+ ∂yP = ν∂xxV̇

y

h
. (12)

Z tohoto vztahu vyjádř́ıme derivaci tlaku

∂yP = ν∂xxV̇
y

h
− V̈

y

h

a integraćı podle y, kde P0(x, t) je tlak kapaliny u rámu, tedy pro y = 0, źıskáme předpis
tlaku v celém prostoru kanálu v závislosti na pr̊uhybu desky

P = P0(x, t) + ν∂xxV̇
y2

2h
− V̈

y2

2h
. (13)

Vztah pro rychlost ve směru y(9) dále dosad́ıme do rovnice kontinuity (8)

∂xvx + ∂y

(
V̇ (x, t)

h
y

)
= 0,

tedy

∂xvx = − V̇
h
. (14)

T́ım jsme źıskali závislost i podélné složky rychlosti tekutiny vx (respektive jej́ı derivace
podle x) na pr̊uhybu desky. Následně (14) a (13) dosad́ıme do (10):

∂tvx + ∂x

(
P0(x, t) + ν∂xxV̇

y2

2h
− V̈

y2

2h

)
= ν

(
∂x

(
− V̇
h

)
+ ∂yyvx

)
,

po úpravě

∂tvx + ∂xP0(x, t) + ν∂xxxV̇
y2

2h
− ∂xV̈

y2

2h
= ν∂yyvx − ∂xV̇

ν

h
.

Jak bylo zmı́něno v úvodu, budeme nejdř́ıve uvažovat předepsaný pr̊uhyb desky, proto
převedeme všechny známé funkce (r̊uzné derivace V ) na pravou stranu a označ́ıme je jako f

∂tvx − ν∂yyvx + ∂xP0(x, t) = f(x, y, t), (15)

kde

f(x, y, t) = ∂xV̈
y2

2h
− ν∂xxxV̇

y2

2h
− ∂xV̇

ν

h
. (16)
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Počátečńı podmı́nka rychlosti kapaliny vx je dána (6), okrajové podmı́nky jsou

vx(x, t, y = 0) = 0,

vx(x, t, y = h) = U̇ .

Aby rychlost prouděńı tekutiny v diferenciálńı rovnici (15) měla nulové okrajové podmı́nky
(to bude žádoućı pro daľśı řešeńı), rozlož́ıme ji na složku určenou rychlost́ı stěny ve směru
osy x a relativńı rychlost wx:

vx(x, t, y) = wx(x, y, t) + U̇(x, t)
y

h
. (17)

Tomu adekvátně uprav́ıme soustavu rovnic (15) a (14)

∂twx − ν∂yywx + ∂xP0(x, t) = F (x, y, t), (18)

∂xwx = g(x, y, t), (19)

kde do funkćı pravých stran přibyde vliv pohybu stěny ve směru x

F (x, y, t) = ∂xV̈
y2

2h
− ν∂xxxV̇

y2

2h
− ∂xV̇

ν

h
− Ü

y

h
,

g(x, y, t) = − V̇
h

− ∂xU̇
y

h
.

a jej́ıž okrajové a počátečńı podmı́nky jsou

wx(x, t, y = 0) = 0,

wx(x, t, y = h) = 0,

wx(x, t = 0, y) = − 1

2µ

dp

dx
y(h− y),

P0(x = 0, t) =
p0(t)

ρ
,

P0(x = L, t) =
p1(t)

ρ
.

(20)

Nyńı se pokuśıme ze soustavy vyjádřit tlak. Rovnici (18) derivujeme podle x

∂t∂xwx − ν∂yy∂xwx + ∂xxP0(x, t) = ∂xF (x, y, t),

dosad́ıme z (19)

∂tg(x, y, t)− ν∂yyg(x, y, t) + ∂xxP0(x, t) = ∂xF (x, y, t).

Po daľśı úpravě źıskáme předpis pro druhou derivaci tlaku podle x

∂xxP0(x, t) = ∂xF (x, y, t)− ∂tg(x, y, t), (21)

to proto, že

∂yyg(x, y, t) = ∂yy(−
V̇ (x, t)

h
− ∂xU̇(x, t)

y

h
) = 0.
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Jelikož g a F jsou mimo jiné funkcemi y, integrujeme dále (21) přes y

h∂xxP0(x, t) =

∫ h

0

∂xF (x, y, t)dy −
∫ h

0

∂tg(x, y, t)dy,

∂xxP0(x, t) =
1

h

(∫ h

0

∂xF (x, y, t)dy −
∫ h

0

∂tg(x, y, t)dy

)
.

Jelikož F (x, y, t) i g(x, y, t) jsou na y zavislé pouze skrze lineárńı a kvadratické funkce, lze
snadno provést integraci a druhou derivaci tlaku tak vyjádřit

∂xxP0(x, t) = ∂xxV̈
h

6
− ∂xxxxV̇

νh

6
− ∂xxV̇

ν

h
+ V̈

1

h
. (22)

4.3 Prouděńı při známém pr̊uhybu

Jak již bylo zmı́něno, nyńı uvažujme desku prohýbaj́ıćı se v pr̊uřezu podle předepsané funkce,
v následuj́ıćıch ilustraćıch byla konkrétně použita

V (x, t) =
h

40

(
1− cos

(
2πx

L

))
sin(ωt), (23)

kde ω je úhlová frekvence. Tato funkce byla zvolena tak, aby se při maximálńım pr̊uhybu
vychýlila deska o jednu dvacetinu výšky kanálu a také aby byly zachovány okrajové podmı́nky
dané vetknut́ım desky na obou konćıch.
V tomto př́ıpadě pak, vzhledem ke známým okrajovým podmı́nkám (20), lze vypoč́ıtat rov-
nici (22). P0 je tedy dále známé a k řešeńı tak zbývá pouze rovnice (18) pro neznámou
wx. Jedná se o parciálńı diferenciálńı rovnici parabolického typu (tedy obsahuj́ıćı druhou
prostorovou a prvńı časovou derivaci), kterou budeme řešit pomoćı Fourierovy metody. Ta
je bĺıže popsána v [35].
Funkci rychlosti wx(x, y, t) hledejme v separovaném tvaru

wx = Y (y)T (x, t). (24)

Do rovnice (18) tedy dosad́ıme tento předpoklad

˙(Y T )− ν(Y T )′′ = F (x, y, t)− ∂xP0(x, t)

a uprav́ıme na

Y ′′T − 1

ν
ṪY = Φ(x, y, t), (25)

kde

Φ(x, y, t) =
1

ν
(∂xP0(x, t)− F (x, y, t)) .

Pro určeńı časově nezávisé části řešeńı Y (y) řešme upravenou a homogenizovanou rovnici

Y ′′

Y
− 1

ν

Ṫ

T
= 0.
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Zlomek Y ′′

Y je konstantńı v čase: Y ′′

Y = −λ, vyjádřeńı Y(y), respektive dále jednotlivých
složek Fourierovy řady, je d́ıky dále úlohou hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch funkćı:

yk = e±
√
−λky, λk =

(
kπ

h

)2

, k ∈ N

yk = Ak sin

(
kπ

h
y

)
+Bk cos

(
kπ

h
y

)
,

vzhledem k nulovým okrajovým podmı́nkám jsou vlastńı funkce a jim př́ıslušná vlastńı
č́ısla

yk = Ak sin

(
kπ

h
y

)
,

λk =

(
kπ

h

)2

, k ∈ N.

(26)

Řešeńı p̊uvodńı rovnice (24) tedy zaṕı̌seme ve tvaru

wx =
∑
k

AkT (x, t) sin

(
kπ

h
y

)
=
∑
k

Tk sin

(
kπ

h
y

)
=
∑
k

TkYk. (27)

Část řešeńı závislou na čase T (x, t) již hledáme pro nehomogenńı rovnici (25). Rovnici
vynásob́ıme funkćı aj(y) = sin ( jπyh ), j ∈ N , v souladu s předchoźım zápisem tedy aj(y) =
Yj , a integrujeme přes y na intervalu [0;h]:

∑
k

Tk

∫ h

0

Y ′′
k Yjdy −

1

ν

∑
k

Ṫk

∫ h

0

YkYjdy =

∫ h

0

Φ(x, y, t)Yjdy. (28)

Jelikož ∫ h

0

sin
kπy

h
sin

jπy

h
dy = δkj

h

2
,

je možné rovnici (28) sečteńım přes všechna k ∈ N upravit na obyčejnou diferenciálńı rovnici

γj Ṫj(x, t) + Tj(x, t) = bj(x, t)

Tj(x, 0) =
2

h
w̄j(x)

(29)

s konstantami

γj =
h2

(jπ)2ν

bj = − 2h

(πj)2

∫ h

0

sin
jπy

h
Φ(x, y, t)dy

w̄j(x) =

∫ h

0

sin
jπy

h
wx(x, y, 0)dy.

Řešeńım rovnice (47) je součet homogenńıho

Th
j (x, t) = cj(x)e

− 1
γj

t
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a partikulárńıho

T p
j (x, t) =

1

γj

∫ t

0

bj(x, τ)e
1
γj

(τ−t)
dτ

řešeńı, tedy včetně zahrnut́ı počátečńı podmı́nky

Tj(x, t) =
2

h
w̄j(x)e

− 1
γj

t
+

1

γj

∫ t

0

bj(x, τ)e
1
γj

(τ−t)
dτ.

Celkové řešeńı rovnice (25) je tedy podle (27)

wx(x, y, t) =
∑
j

[(
2

h
w̄j(x)e

− 1
γj

t
+

1

γj

∫ t

0

bj(x, τ)e
1
γj

(τ−t)
dτ

)
sin

(
jπ

h
y

)]
. (30)

4.4 Výsledky pro předepsaný pr̊uhyb

Pro ilustraci byly zvoleny následuj́ıćı parametry:

parametr značka hodnota, nebo vyjádřeńı

délka kanálu L 0.5[m]
výška kanálu h 0.001[m]

dynamická viskozita µ 0.00102[Pa · s]
hustota tekutiny ρ 103[ kgm3 ]

tlak na počátku kanálu p(x = 0, t) p0 + p̃0e
iωt[Pa]

tlak na konci kanálu p(x = l, t) p1 + p̃1e
iωt[Pa]

konstantńı část p0 p0 120[Pa]
konstantńı část p1 p1 100[Pa]

amplituda osciluj́ıćı části tlaku p̃0 = p̃1
(p0−p1)

4 eiωt[Pa]
úhlová frekvence ω 1[s−1]

Tabulka 2: Parametry pro model s předepsaným pr̊uhybem stěny

Tyto parametry byly zvoleny pro jasnou viditelnost výsledných jev̊u, a tedy snadněǰśı posou-
zeńı vlastnost́ı a př́ıpadných nedostatk̊u modelu. Ze stejného d̊uvodu jsou rychlostńı profily
oproti souřadnici x desetinásobné. Na obr. 9 vid́ıme, jak na pr̊uhyb stěny reaguje tlak a s t́ım
i rychlost tekutiny. Zvýšená rychlost na začátku kanálu při zúžeńı kanálu sice dává smysl
vzhledem k tomu, že v tomto prostoru strměji klesá tlak, nicméně se zdá kontraintuitivńı
vzhledem k zákonu zachováńı objemu (pamatujme, že uvažujeme nestlačitelnou tekutinu).
Tento jev se bohužel nepodařilo odstranit a je s největš́ı pravděpodobnost́ı zapř́ıčiněn t́ım, že
při výpočtu rovnice (18) Fourierovou metodou při hledáńı vlastńıch funkćı časově nezávislé
části Y neńı zohledněna proměnnost okrajových podmı́nek, viz (46), h by se zde totiž v čase
mělo s pr̊uhybem desky měnit. Tomu metoda neńı uzp̊usobena, pokud bychom okrajové
podmı́nky pro vlastńı funkce uvažovali závislé na čase (vyjádřili je v y = 0 a y = h+V (x, t)),
dostali bychom se do př́ımého rozporu s p̊uvodńım předpokladem této metody, kdy Y je
nezávislé na čase a nebylo by v prvńı řadě možné takto vlastńı funkce hledat. Nalezeńı řešeńı
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rovnice (18) zahrnuj́ıćı proměnnost okrajových podmı́nek je tak jedńım z možných daľśıch
rozš́ı̌reńı modelu.
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Obr. 9: Rozložeńı tlaku u stěny a tlaku bez pr̊uhybu desky a rychlostńı profily v kanálu v
r̊uzných časech, př́ıpad s předepsaným pr̊uhybem

4.5 Interakce prouděńı s poddajnou deskou

V daľśı části již uvažujme pr̊uhyb desky vyvolaný pouze samotným tlakem tekutiny v kanálu.
Pro popis chováńı desky využijeme teorii známou pro ohyb nosńık̊u, uvažujme tedy desku
jako jakýsi nosńık jednotkové š́ı̌rky (aby dával smysl význam tlaku jako spojitého zat́ıžeńı a
kvadratický moment I). Bude tedy platit rovnice dynamické rovnováhy, kam jsme dosadili
výraz pro tlak (13)

EI∂xxxxV +mV̈ −
(
P0(x, t) + ∂xxV̇

νh

2
− V̈

h

2

)
ρ = 0, (31)

př́ıpadně pak pro směr x

EA∂xxU −mÜ = 0, (32)

nicméně v tomto směru nebudeme uvažovat p̊usobeńı žádných vněǰśıch sil (zanedbáme vliv
tlaku v tomto směru p̊usob́ıćı při pr̊uhybu) a necháme ho tedy bez povšimnut́ı. Význam m
je v tomto př́ıpadě měrná hmotnost na délku.
Neznáme-li pr̊uhyb desky, je nutné řešit systém rovnic (18), (22) a(31):

EI∂xxxxV +mV̈ −
(
P0(x, t) + ∂xxV̇

νh

2
− V̈

h

2

)
ρ = 0

−∂xxP0(x, t) + ∂xxV̈
h

6
− ∂xxxxV̇

νh

6
− ∂xxV̇

ν

h
+ V̈

1

h
= 0,

∂tvx − ν∂yyvx + ∂xP0(x, t) = ∂xV̈
y2

2h
− ν∂xxxV̇

y2

2h
− ∂xV̇

ν

h
,

(33)
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s okrajovými podmı́nkami

V (x = 0, t) = V ′(x = 0, t) = V (x = L, t) = V ′(x = L, t) = 0,

P0(x = 0, t) = P̄00, P0(x = L, t) = P̄01,

vx(x, y = 0, t) = vx(x, y = h, t) = 0,

vx(x, t = 0, y) = − 1

2µ

dp

dx
y(h− y).

(34)

Nejprve budeme řešit dvě rovnice v soustavě (33), jelikož obě obsahuj́ı pouze neznámé
V a P0. Řešit je budeme najednou pomoćı metody konečných prvk̊u (MKP). Jde tedy o
takzvanou sdruženou metodu, druhým typem př́ıstupu by byla metoda nesdružená, kdy by
byl v postupných iteraćıch vždy nejdř́ıv vypočten tlak v tekutině, následně jemu odpov́ıdaj́ıćı
pr̊uhyb, pak znovu tlak a t́ımto zp̊usobem dále (v́ıce ke sdruženým metodám např́ıklad v
[36]). Vzhledem k tomu, že rovnice obsahuj́ı kromě prostorových derivaćı i ty časové, zbav́ıme
se jich uvažováńım periodických pr̊uběh̊u všech př́ıtomných proměnných - budeme hledat
řešeńı ve frekvenčńı oblasti. To tedy znamená:

V (x, t) = Ṽ (x)eiωt,

P0(x, t) = P̄0(x) + P̃0(x)e
iωt,

kde P̄0 je lineárńı část tlaku a P̃0 je osciluj́ıćı část, řekněme rovněž, že pr̊uhyb desky
zp̊usobuje právě tato osciluj́ıćı část. Prvńı dvě rovnice (33) pak po úpravě dostávaj́ı tvar

∂xxP̃0(x, t) +

(
ω2h

6
+
iων

h

)
∂xxṼ +

ω2

h
Ṽ +

iωνh

6
∂xxxxṼ = 0, (35)

∂xxxxṼ − iωνhρ

2EI
∂xxṼ − ω2

EI

(
m+

hρ

2

)
Ṽ − ρ

EI
P̃0 = 0. (36)

Z rovnice (36) vyjádřené ∂xxxxṼ dosad́ıme do (35)

∂xxP̃0(x, t)+
iωνhρ

6EI
P̃0+

(
ω2h

6
+
iων

h
− ω2ν2h2ρ

12EI

)
∂xxṼ+

(
ω2

h
+
iω3νh

6EI

(
m+

hρ

2

))
Ṽ = 0.

(37)
Rovnice (36) a (37) jsou silné formulace řešených rovnic úlohy.
Slabé formulace źıskáme tak, že násob́ıme rovnici (37) testovaćı funkćı pro tlak q1(x) se
spojitými derivacemi 1. řádu, rovnici integrujeme přes celou délku kanálu a členy obsahuj́ıćı
druhé derivace uprav́ıme metodou per partes:

−
∫ L

0

∂xP̃0∂xq1dx+
iωνhρ

6EI

∫ L

0

P̃0q1dx−
(
ω2h

6
+
iων

h
− ω2ν2h2ρ

12EI

)∫ L

0

∂xṼ ∂xq1dx+

+

(
ω2

h
+
iω3νh

6EI

(
m+

hρ

2

))∫ L

0

Ṽ q1dx = 0.

(38)
Silnou formulaci rovnice (36) źıskáme obdobným zp̊usobem násobeńım testovaćı funkćı

q2(x) tentokrát se spojitými derivacemi 3. řádu, dále rovněž integraćı podle x a zbaveńım
se derivaćı čtvrtého (respektive i třet́ıho řádu) metodou per partes:
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∫ L

0

∂xxṼ ∂xxq2dx+
iωνhρ

2EI

∫ L

0

∂xṼ ∂xq2dx− ω2

EI

(
m+

hρ

2

)∫ L

0

Ṽ q2dx− ρ

EI

∫ L

0

P̃0q2dx = 0.

(39)
Nyńı diskretizujeme prostorové závislosti. Nejdř́ıve rozděĺıme délku kanálu L na menš́ı

části:
L =

∑
k

Lk

kde v každé oblasti Ωk o délce Lk budeme použ́ıvat lokálńı souřadnice ξ ∈ (0; 1), pro které
tedy muśı platit

ξ =
x− x0
Lk

,

dx = Lkdξ,∫
Ωk

dx = Lk

∫ 1

0

dξ,

kde x0 je hodnota x na začátku každého prvku. Hmotnost jednoho prvku označmemk. Prvky
budeme použ́ıvat ekvidistantńı, tedy Lk i m bude pro všechny z nich stejné. Tvarové funkce
tlaku použijeme lineárńı (jelikož vzhledem ke tvaru slabé formulace vyžadujeme nenulovou
prvńı derivaci), splňuj́ıćı na každém prvku Ωk) okrajové podmı́nky

ϕ1(ξ = 0) = 1,

ϕ1(ξ = 1) = 0,

ϕ2(ξ = 0) = 0,

ϕ2(ξ = 1) = 1,

budou tedy jednoduše
ϕ1(ξ) = 1− ξ,

ϕ2(ξ) = ξ.

Tvarové funkce pr̊uhybu jsou složitěǰśı, využijeme teorie ohybu nosńıku, která uvažuje
derivaci pr̊uhybu rovnou úhlu natočeńı. Tvarové funkce tedy hledáme takové, které splńı
okrajové podmı́nky

ξ = 0 : ψ1 = ψ′
2 = 1,

ξ = 0 : ψ2 = ψ3 = ψ4 = ψ′
1 = ψ′

3 = ψ′
4 = 0,

ξ = 1 : ψ3 = ψ′
4 = 1,

ξ = 1 : ψ1 = ψ2 = ψ4 = ψ′
1 = ψ′

2 = ψ′
3 = 0.

Ty splňuj́ı funkce

ψ1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3,

ψ2 = ξ − 2ξ2 + ξ3,

ψ3 = 3ξ2 − 2ξ3,

ψ4 = −ξ2 + ξ3.
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Maticově zapsány budou tvarové funkce vypadat:

Φ =
[
1− ξ ξ

]
,

Ψ =
[
(1− 3ξ2 + 2ξ3) (ξ − 2ξ2 + ξ3) (3ξ2 − 2ξ3) (−ξ2 + ξ3)

]
.

A nyńı konečně rovnici (38) rozděĺıme na jednotlivé prvky, kde v každém prvku bude tlak
a pr̊uhyb nahrazen maticově

P̃ k
0 (ξ) = Φ · P̃ k

0 ,

Ṽ k(ξ) = Ψ · Ṽk,

a kde P k
0 a Vk jsou uzlové hodnoty tlaku, respektive pr̊uhybu a úhlu natočeńı na počátku

a na konci prvku

P̃ k
0 =

[
P̃ k
0

P̃ k+1
0

]
,

Ṽ k =


Ṽk
Ṽ ′
k

Ṽk+1

Ṽ ′
k+1

 .
Testovaćı funkce rovněž diskretizujeme

qk1 =
[
qk1 qk+1

1

]
·Φ′,

qk2 =
[
qk2 qk+1

2 qk+2
2 qk+3

2

]
·Ψ′.

Celá rovnice (38) bude mı́t při součtu přes všechny prvky tvar:

∑
Ωk

(
− 1

Lk

∫ 1

0

Φ
′T ·Φ′ · P̃ k

0 dξ +
iωνhρLk

6EI

∫ 1

0

ΦT ·Φ · P̃ k
0 dξ

)

−
∑
Ωk

((
ω2h

6
+
iων

h
− ω2ν2h2ρ

12EI

)
1

Lk

∫ 1

0

Φ
′T ·Ψ · Ṽ kdξ

)

+
∑
Ωk

((
ω2

h
+
iω3νh

6EI

(
mk +

hρ

2

))∫ 1

0

ΦT ·Ψ · Ṽ kdξ

)
= 0.

(40)

Maticové součiny nabývaj́ı tvar

Φ
′T ·Φ′ =

[
1 −1
−1 1

]
,

ΦT ·Φ =

[
(1− ξ)2 ξ − ξ2

ξ − ξ2 (1− ξ)2

]
,

Φ
′T ·Ψ′ =

[
6ξ − 6ξ2 −1 + 4ξ − 3ξ2 −6ξ + 6ξ2 2ξ − 3ξ2

−6ξ + 6ξ2 +1− 4ξ + 3ξ2 6ξ − 6ξ2 −2ξ + 3ξ2

]
,

ΦT ·Ψ =

[
(1− ξ − 3ξ2 + 5ξ3 − 2ξ4) (ξ − 3ξ2 + 3ξ3 − ξ4) (3ξ2 − 5ξ3 + 2ξ4) (−ξ2 + 2ξ3 − ξ4)

(ξ − 3ξ3 + 2ξ4) (ξ2 − 2ξ3 + ξ4) (3ξ3 − 2ξ4) (−ξ3 + ξ4)

]
,

31



respektive po integraci ∫ 1

0

Φ
′T ·Φ′dξ =

[
1 −1
−1 1

]
,∫ 1

0

ΦT ·Φdξ =
[
1
3

1
6

1
6

1
3

]
,∫ 1

0

Φ
′T ·Ψ′dξ =

[
1 0 −1 0
−1 0 1 0

]
,∫ 1

0

ΦT ·Ψdξ =
[

7
20

1
20

3
20 − 1

30
3
20

1
30

7
20 − 1

20

]
.

Analogicky diskretizujeme rovněž rovnici nosńıku (39)∑
Ωk

(
1

L3
k

∫ 1

0

Ψ
′′T ·Ψ

′′
· Ṽ kdξ +

iωνhρ

2EILk

∫ 1

0

Ψ
′T ·Ψ

′
· Ṽ kdξ − ω2Lk

EI

(
mk +

hρ

2

)∫ 1

0

ΨT ·Ψ · Ṽ kdξ

)

−
∑
Ωk

(
ρLk

EI

∫ 1

0

ΨT ·Φ · P̃ k
0 dξ

)
= 0, (41)

se součiny

∫ 1

0

Ψ
′′T ·Ψ

′′
dξ =


12 6 −12 6
6 4 −6 2

−12 −6 12 −6
6 2 −6 4

 ,
∫ 1

0

Ψ
′T ·Ψ

′
dξ =


6
5

1
10 − 6

5
1
10

1
10

2
15 − 1

10 − 1
30

− 6
5 − 1

10
6
5 − 1

10
1
10 − 1

30 − 1
10

2
15

 ,
∫ 1

0

ΨT ·Ψdξ =


13
35

11
210

9
70 − 13

420
11
210

1
105

13
420 − 1

140
9
70

13
420

13
35 − 11

210
− 13

420 − 1
140 − 11

210
1

105

 ,
∫ 1

0

ΨT ·Φdξ =


7
20

3
20

1
20

1
30

3
20

7
20

− 1
30 − 1

20

 .
Součtem přes všechny prvky źıskáme maticovou rovnici

A · z = 0 (42)

(neznámé uzlové hodnoty P̃0 a Ṽ sjednot́ıme do jedné proměnné z) s nulovou pravou stra-
nou. Okrajové podmı́nky zahrneme tak, že od pravé strany rovnice odečteme násobek známé
hodnoty a j́ı odpov́ıdaj́ıćıho řádku matice A. Odpov́ıdaj́ıćı řádek a sloupec matice pak od-
strańıme. Nakonec tak řeš́ıme soustavu lineárńıch algebraických rovnic. Rovnici prouděńı
tekutiny ze soustavy (33) pak při znalosti pr̊uhybu a tlaku řeš́ıme dř́ıve popsanou Fouriero-
vou metodou.
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4.6 Výsledky modelu interakce

Pro porovnáńı tomto př́ıpadě použ́ıváme stejné hodnoty parametr̊u, jako v předchoźım,
vlastnosti desky jsou pak

parametr značka hodnota
Young̊uv modul E = 230[mPa]
plocha profilu A = 7.845 · 10−5[m2]

kvadratický moment ke středńı ose I = 4.9087 · 10−10[m4]
počet uzl̊u n = 100
délka prvku Lk = 5.1[mm]

hmotnost prvku mk = 3.1[g]

Tabulka 3: Parametry pro model interakce

Tyto parametry jsou určeny čistě ilustrativně a to konkrétně tak, aby pr̊uhyb desky
při daném buzeńı přibližně odpov́ıdal tomu předepsanému v předchoźı části a bylo tak
možno pozorovat, jestli si oba dva modely odpov́ıdaj́ı. Rovněž pro sjednoceńı fáźı je zde
uvažován fázový posun o + 3

2π. I zde nastává problém s řešeńım rovnice prouděńı popsaný
u předchoźıch výsledk̊u.

Obr. 10: Rozložeńı tlaku u stěny a tlaku bez pr̊uhybu desky a rychlostńı profily v kanálu v
čase 1.4s, př́ıpad s interakćı
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Obr. 11: Rozložeńı tlaku u stěny a tlaku bez pr̊uhybu desky a rychlostńı profily v kanálu v
časech 4.6s a 6.1s, př́ıpad s interakćı

4.7 Symetrická úloha

Pokud chceme úlohu převést na symetrickou (stále jen ve 2D), tedy kdy na ose x nebude
pevný rám, ale bude osou symetrie, muśı se v prvńı řadě změnit výška kanálu z h na 2h a
kanál se tak bude ve smyslu osy y nacházet v intervalu (−h, h). Adekvátně tomu uprav́ıme
p̊uvodńı počátečńı podmı́nku prouděńı (6)

vx = − 1

2µ

dp

dx

(
h2 − y2

)
. (43)

Daľśı změna nastane u okrajových podmı́nek (34), konkrétně u rychlosti tekutiny vx.
Pro tu v y = 0 nyńı nebude platit, že je nulová. Mı́sto toho zde (na ose x) bude nulová
jej́ı derivace, což př́ımo vyplývá ze symetrie. Nejde tedy již o Dirichletovy podmı́nky, ale o
Newtonovy / Robinovy.
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Celkově tedy budeme řešit soustavu

EI∂xxxxV +mV̈ −
(
P0(x, t) + ∂xxV̇

νh

2
− V̈

h

2

)
ρ = 0,

−∂xxP0(x, t) + ∂xxV̈
h

6
− ∂xxxxV̇

νh

6
− ∂xxV̇

ν

h
+ V̈

1

h
= 0,

∂tvx − ν∂yyvx + ∂xP0(x, t) = ∂xV̈
y2

2h
− ν∂xxxV̇

y2

2h
− ∂xV̇

ν

h
,

(44)

s okrajovými podmı́nkami

V (x = 0, t) = V ′(x = 0, t) = V (x = L, t) = V ′(x = L, t) = 0,

P0(x = 0, t) = P̄00, P0(x = L, t) = P̄01,

∂vx
∂x

(x, y = 0, t) = 0,

vx(x, y = h, t) = 0,

vx(x, t = 0, y) = − 1

2µ

dp

dx

(
h2 − y2

)
.

(45)

Na řešeńı prvńıch dvou rovnic tyto změny nebudou mı́t vliv, naopak se projev́ı ve Fourierově
metodě, to konkrétně při hledáńı vlastńıch funkćı časově nezávislé části Y . Vlastńı funkce
a jim př́ıslušná vlastńı č́ısla budou pro splněńı nových okrajových podmı́nek

yk = Bk cos
(√

λky
)
,

λk =

(
(2k − 1)π

2h

)2

, k ∈ N.
(46)

Rovnice pro časově závislou část se t́ım změńı na

γj Ṫj(x, t) + Tj(x, t) = bj(x, t),

Tj(x, 0) =
2

h
v̄j(x),

γj =
4h2

((2j − 1)π)2ν
,

bj = − 8h

(π(2j − 1))2

∫ h

0

cos

(
(2j − 1)π

2h
y

)
Φ(x, y, t)dy,

v̄j(x) =

∫ h

0

cos

(
(2j − 1)π

2h
y

)
vx(x, y, 0)dy,

Φ(x, y, t) =
1

ν
(∂xP0(x, t)− f(x, y, t)) ,

(47)

a řešeńım tedy je

vx(x, y, t) =
∑
j

[(
2

h
v̄j(x)e

− 1
γj

t
+

1

γj

∫ t

0

bj(x, τ)e
1
γj

(τ−t)
dτ

)
cos

(
(2j − 1)π

2h
y

)]
. (48)
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Pro ilustrace na obr. 12 a obr.13 byly využity stejné parametry jako v předchoźıch
př́ıpadech. Zobrazené rychlostńı profily jsou trojnásobné oproti x.

Obr. 12: Pr̊uhyb desky a rychlostńı profily v r̊uzných částech kanálu v časech 1.6s a 5.1s,
symetrický př́ıpad s interakćı

Obr. 13: Pr̊uhyb desky a rychlostńı profily v r̊uzných částech kanálu v časech 1.6s a 5.1s,
symetrický př́ıpad s předepsaným pr̊uhybem
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5 Vliv postupných vln na prouděńı

Ćılem této kapitoly je vytvořeńı a implementace jednoduchého modelu pro zkoumáńı vlivu
vlněńı cévńı stěny na prouděńı. Uvažujme rotačně symetrický kanál a zaved’me následuj́ıćı
značeńı:

x podélná souřadnice, nacháźı se v ose symetrie
y radiálńı souřadnice
L délka kanálu
r(x, t) poloměr pr̊uřezu cévou v daném mı́stě
p(x, t) tlak v tekutině
p0 = p(0, t) tlak na počátku kanálu
p1 = p(L, t) tlak na konci kanálu
µ dynamická viskozita tekutiny
v(x, y, t) rychlost tekutiny
Q(x, t) okamžitý objemový pr̊utok
u̇ = (u̇x, u̇r) vektor rychlosti stěny (složky vyjadřuj́ı podélný a radiálńı směr)
n = (nx, nr) vektor normály stěny

5.1 Matematický model

Znovu budeme velmi zjednodušeně uvažovat tekutinu uvnitř kanálu jako nestlačitelnou a
newtonskou. Zachováńı objemu vyjadřuje vztah (viz [37])

∂Q

∂x
+

2πr

nr
u̇ · n = 0. (49)

Prouděńı budeme uvažovat laminárńı, tedy rychlostńı profil v rovině osy x bude parabolický,
v rotačně symetrickém kanálu vyjádřený vztahem (např́ıklad z [34])

v(x, y, t) = u̇x − 1

4µ

(
r2(x)− y2

) ∂p(x)
∂x

, y ∈ [0, r]. (50)

Objemový pr̊utok potom źıskáme integraćı rychlosti přes plochu pr̊uřezu, v polárńım souřadnicovém
systému (který využijeme kv̊uli uvažované rotačńı symetrii úlohy)

Q(x, t) =

∫ r

0

∫ 2π

0

v ydφ dy =

∫ r

0

2πy

(
u̇x − 1

4µ

(
r2(x)− y2

) ∂p(x)
∂x

)
dy

Q(x, t) = πr2u̇x − πr4

8µ

∂p

∂x
. (51)

Dosazeńım (51) do (49) a vyděleńım celé rovnice π pak źıskáme diferenciálńı rovnici

∂

∂x

(
r2u̇x − r4

8µ

∂p

∂x

)
+ 2ru̇r = 0, (52)

jej́ımž řešeńım se budeme dále zabývat.
Řekněme, že známe pohyb stěny cévy, tedy že r a t́ım pádem i u̇ jsou známé funkce. Tento
pohyb bude mı́t význam cévou se š́ı̌ŕıćı vlny. V rovnici (52) pak zbývá neznámá hodnota
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tlaku p(x), uvažujme známé jeho okrajové hodnoty p0 na počátku a p1 na konci kanálu. Tu
pak lze řešit např́ıklad v předchoźı kapitole popsanou metodou konečných prvk̊u, (52) je
silnou formulaćı úlohy, slabou formulaci źıskáme vynásobeńım testovaćı funkćı q, integraćı
přes délku kanálu l a integraćı per partes:

1

8µ

∫ l

0

r4
∂p

∂x

∂q

∂x
dx−

∫ l

0

u̇xr
2 ∂q

∂x
dx+

∫ l

0

2u̇rrqdx = 0∀q ∈ H1
0 (0, l). (53)

Jiným zp̊usobem řešeńı (52) by mohla být např́ıklad metoda konečných diferenćı. Ta se
ovšem neosvědčila, výpočet vyžadoval velmi hustou śıt’ a často kolaboval.

5.2 Výsledky

V souladu s poznatky v předchoźıch kapitolách (až na tlak, jehož rozpět́ı je zvýšeno pro
přehlednost v grafech) uvažujeme tyto hodnoty:

parametr značka hodnota

délka kanálu L 0.5[mm]
dynamická viskozita µ 1.3[mPa.s]

tlak na počátku kanálu p0 3[kPa]
tlak na konci kanálu p1 2[kPa].

předepsaná poloha stěny r(x, t) r0 + a sin
(
2π
(
x
λ − t

T

))
klidová hodnota poloměru r0 5[µm]

amplituda vlny a r0
10 [µm]

vlnová délka λ L
5 [mm]

perioda T 1[s].

Tabulka 4: Parametry pro model s vlnou

Pro popis vlny jsou hodnoty pouze referenčńı v̊uči daľśım úpravám. zhledem k předpokladu
newtonské tekutiny uvažujme prouděńı pouze krevńı plazmy. Poloměr pr̊uřezu v klidu vy-
jadřuje r0. V rovnici š́ı̌ŕıćı se vlny (tj. nekonstantńı složky předepsaného poloměru) vystupuj́ı
vlnová délka λ, perioda T a amplituda a. Jejich zmı́něné hodnoty jsou pouze referenčńı, ke
kterým budeme vztahovat daľśı výsledky. Právě vlivem hodnot těchto parametr̊u vlny na
prouděńı se budeme zabývat. Konkrétńı podobu vlny ukazuje obr. 14, vlna se š́ı̌ŕı v kladném
směru osy x. Grafy jsou zobrazovány v párech, aby byla poznat změna v čase, konkrétńı čas
0.2 s byl zvolen tak, aby nebyl násobkem poloviny periody vlny a byl tak viditelně odlǐsen
od stojaté vlny.
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Obr. 14: Radius stěny cévy při uvažované vlně v časech t = 0s a = 0.2s

Zaj́ımavé je, jaký má š́ı̌ŕıćı se vlněńı účinek na tlak. Jak lze pozorovat z obr. 16, tlakový
gradient se měńı stejným trendem jako pr̊uřez cévy oproti hodnotám v klidu. V závislosti
na tom se pak měńı tlak (obr. 15).

Obr. 15: Tlak v kapiláře v časech t = 0s a = 0.2s
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Obr. 16: Tlakový gradient v kapiláře v časech t = 0s a t = 0.2s

5.2.1 Vliv vlnové délky

Pro přehlednost zavedeme č́ıslo k, které udává pod́ıl celkové délky kapiláry a vlnové délky

k =
L

λ
. (54)

To je tedy počtem vlnových délek v délce kanálu, tedy k vlnovému č́ıslu definovanému
vztahem

κ =
2π

λ
(55)

je př́ımo úměrné

k = κ
L

2π
. (56)

Veškerá zobrazená závislost na k je tedy stejně tak závislost́ı na κ, použité je pouze pro
přehlednost. Co se týče vlivu vlnové délky na tlakový gradient, samozřejmě př́ımo určuje
délku jeho periodicky se opakuj́ıćı části, viz obr. 17. Grafy na obr. 18 ukazuj́ı, jaký má k
vliv na hodnotu maxima, respektive minima tlakového gradientu, tedy v jakém rozmeźı se
jeho hodnoty pohybuj́ı. Toto rozpět́ı se měńı v jednotkách procent, tedy vliv vlnové délky
na ∇p spoč́ıvá primárně ve velikosti úseku, na kterém se periodicky měńı, ne tolik na jeho
amplitudě. Aby bylo omezeno zkresleńı zp̊usobené výpočtem, byla uvažována hustota prvk̊u
vždy alespoň 100 na vlnovou délku (nejméně však 5000). Hodnotu maxima a minima, a tedy
celkový rozptyl rozd́ılu tlaku s vlnou a tlaku bez vlny zobrazuje obr. 19. Se zmenšuj́ıćı se
vlnovou délkou se tlak bĺıž́ı hodnotám při neměnném pr̊uřezu. Podobný vliv jako na tlakový
gradient pak má vlnová délka samozřejmě na jemu př́ımo úměrný (51) objemový pr̊utok
(jelikož se jeho periodicky se opakuj́ıćı úsek měńı stejně jako ten poloměru cévy). To lze
pozorovat z obr. 20, stejně jako fakt, že vlněńı v tomto konkrétńım př́ıpadě snižuje celkový
objemový pr̊utok.
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Obr. 17: Tlakový gradient pro r̊uzná k

Obr. 18: Extrémy tlakového gradientu v závislosti na k
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Obr. 19: Extrémy odchylky tlaku s vlnou a bez vlny v závislosti na k

Obr. 20: Okamžitý objemový pr̊utok při vlněńı o r̊uzných délkách
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5.2.2 Vliv periody vlny

Pro přehlednost budeme hodnoty v grafech zobrazovat v závislosti na frekvenci, tedy na
převrácené hodnotě periody

f = 1/T.

Vliv frekvence na tlakový gradient (obr. 21) má podstatně jiné vlastnosti než vliv vlnové
délky. Až do určité kritické hodnoty frekvence se jeho rozpět́ı (obr. 22) snižuje, poté se opět
zač́ıná zvyšovat. Jak lze pozorovat z obr. 23, při této kritické frekvenci je hodnota tlaku
nejbližš́ı hodnotě při neměnném pr̊uřezu. Pro vyšš́ı frekvence se rozd́ıl opět zvyšuje, nicméně
tentokrát je tlak u př́ıpadu s vlnou bud’ stejný, nebo nižš́ı. Docháźı k ”převráceńı”hodnot
tlakového gradientu (obr. 21). T́ım pádem jeho absolutńı hodnota je nyńı naopak vyšš́ı v
mı́stech s větš́ım pr̊uřezem a d́ıky tomu docháźı k větš́ım extrémům u objemového pr̊utoku a i
jeho větš́ı pr̊uměrné hodnotě Q̄. Ten zavedeme jako středńı hodnotu okamžitého objemového
pr̊utoku po celé délce kanálu

Q̄ =
1

L

∫ L

0

Q(x)dx. (57)

Vzhledem k tomu, že celou dobu poč́ıtáme s délkou kanálu jako s násobkem vlnové délky,
neměńı se tato hodnota v čase (pouze se změnou parametr̊u) a odpov́ıdá tedy pr̊uměrnému
pr̊utoku v konkrétńım mı́stě podle času, pokud ten vezmeme jako celý násobek periody.
Prostorový pr̊uměr jsme využili pro podstatně nižš́ı výpočetńı náročnost. Za povšimnut́ı
stoj́ı, že hodnota pr̊uměrného pr̊utoku naroste nad hodnotu pr̊utoku bez vlněńı při jiné
frekvenci, než je ta kritická, zde konkrétně mezi f = 58 a f = 59 (viz obr. 25). Kritická
hodnota frekvence v tomto př́ıpadě téměř odpov́ıdá takové, pro kterou je hodnota fázové
rychlosti

c =
ω

κ
= λf (58)

rovna hodnotě maximálńı rychlosti (ta vzhledem k parabolickému profilu nastává při y = 0)
ze vztahu (50) pro př́ıpad s konstantńım pr̊uřezem

vmax = − r4

4µ

∂p

∂x
. (59)

Konkrétně v grafech jde o hodnotu 95[Hz], tedy rychlost

c = 95 · 10−4[m/s] = 9.5[mm/s],

výpočtem rovnice (59) źıskáme

vmax = −
(
5 · 10−6

)2
4 · 1.3 · 10−3

(2− 3) · 103

0.5 · 10−3
=̇9.6 · 10−3[m/s] = 9.6[mm/s].

Pro deset daľśıch r̊uzných hodnot pro µ, L, p0 − p1, r0 a λ se rychlost vypočtená vztahy
(58) a (59) bud’ př́ımo rovnala, nebo se lǐsila o rychlost odpov́ıdaj́ıćı frekvenci 1[Hz].
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Obr. 21: Tlakový gradient pro r̊uzné frekvence

Obr. 22: Extrémy tlakového gradientu v závislosti na frekvenci
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Obr. 23: Extrémy odchylky tlaku s vlnou a bez vlny v závislosti na frekvenci

Obr. 24: Okamžitý objemový pr̊utok pro vlny o r̊uzných frekvenćıch
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Obr. 25: Pr̊uměrný objemový pr̊utok v závislosti na frekvenci
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5.2.3 Vliv amplitudy vlny

Pro popis vlivu amplitudy pro přehlednost zavedeme poměrný koeficient a% ke klidovému
poloměru r0, konkrétně

a% = 100
a

r0
, (60)

vyjadřuj́ıćı, do jakého procenta poloměru kanálu zasahuje vlna. U hodnot bĺızkých a% = 100,
kdy by byla amplituda vlny rovna poloměru cévy a v jej́ıch maximech by tak docházelo k
úplnému uzavřeńı, výpočet kolabuje, a tak budeme zobrazovat závislosti pouze do a% = 80.
Jak lze pozorovat z obr. 27 a obr. 29, se zvyšuj́ıćı se amplitudou roste význam vlny na
celkové vlastnosti vnitřńıho prostřed́ı. To vždy podle toho, jak zrovna vlna p̊usob́ı podle
daľśıch jej́ıch parametr̊u. Obr. 26 a obr. 28 ukazuj́ı, že spolu s amplitudou vlny rostou
amplitudy tlakového gradientu, respektive velikost odchylky tlaku od lineárně klesaj́ıćıho.
Pro objemový pr̊utok (obr. 30) plat́ı podobné pośıleńı trendu, tedy že hodnoty nižš́ı než
u př́ıpadu bez vlny se snižuj́ı a vyšš́ı naopak zvyšuj́ı, jen v některých př́ıpadech. Jak lze
pozorovat z obr. 31, samotné zvětšeńı a může zapř́ıčinit změnu pr̊uměrné hodnoty Q z nižš́ı
na vyšš́ı v̊uči př́ıpadu bez vlny.

Obr. 26: Tlakový gradient pro r̊uzná a% a pro 2 hodnoty f

47



Obr. 27: Extrémy tlakového gradientu v závislosti na a% pro 2 hodnoty f

Obr. 28: Tlak pro r̊uzná a% a pro 2 hodnoty f
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Obr. 29: Extrémy odchylky tlaku s vlnou a bez vlny podle a% a pro 2 hodnoty f

Obr. 30: Okamžitý objemový pr̊utok pro r̊uzná a% a pro 2 hodnoty f
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Obr. 31: Pr̊uměrný objemový pr̊utok v závislosti na a% pro r̊uzné hodnoty f

5.3 Shrnut́ı

Pomoćı modelu laminárńıho prouděńı newtonské tekutiny v rotačně symetrickém kanálu
jsme ukázali, jaký vliv maj́ı r̊uzné parametry š́ı̌ŕıćı se vlny na vnitřńı prostřed́ı (tlak, pr̊utok).
Vlnová délka ovlivňuje předevš́ım délku úseku periodicky se opakuj́ıćı části vypočtené veličiny.
Perioda nebo adekvátně frekvence převraćı tento opakuj́ıćı se úsek u tlaku, respektive tla-
kového gradientu, a t́ım zvyšuje celkový objemový pr̊utok. Amplituda vlny zesiluje vliv
tlakového gradientu, zvětšuje odchylku tlaku od klidového stavu a měńı hodnotu pr̊utoku
tak, jak naznačuje obr. 31.
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6 Model interakce s buňkou

6.1 Úvod a značeńı

Obr. 32: Schéma modelu

Ćılem posledńı kapitoly je navrhnout zjednodušenýmodel uvažuj́ıćı jak interakci média s
prostřed́ım, tak i transport buněk. Využijeme základu modelu z předchoźı úlohy, budeme ji
rovněž řešit jako rotačně symetrickou vzhledem ke středńı ose kapiláry. Rotačně symetrické
budeme rovněž uvažovat buňky. Stěnu poṕı̌seme jako poddajnou, nikoliv s předepsaným
lumenem. Médiem bude nestlačitelná newtonská tekutina představuj́ıćı krevńı plazmu. Za-
ved’me následuj́ıćı značeńı:

x podélná souřadnice, nacháźı se v ose symetrie
y radiálńı souřadnice
r(x, t) poloměr pr̊uřezu cévou v daném mı́stě
r0 klidová hodnota r
p(x, t) tlak v tekutině
µ dynamická viskozita tekutiny
v(x, y, t) rychlost tekutiny
Q(x, t) objemový pr̊utok v částech I a III
QII(x, t) objemový pr̊utok v úseku II
wI

B(t) poloha počátku buňky na ose x
wIII

B (t) poloha konce buňky na ose x
RB(x, t) poloměr pr̊uřezu buňky
VB celkový objem buňky
h vzdálenost mezi stěnou buňky a stěnou kanálu na ose y
u̇ = (u̇x, u̇r) vektor rychlosti stěny cévy(složky vyjadřuj́ı podélný a radiálńı směr)
n = (nx, nr) vektor normály stěny cévy
nB = (nBx, nBr) vektor normály stěny buňky
L délka kanálu
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Úlohu budeme řešit ve třech úsećıch. Úsek I představuje prostor před buňkou, úsek II
prostor s buňkou a úsek III prostor za buňkou. Vzhledem k zavedenému značeńı bude
platit:

I : x ∈ (0, wI
B(t))

II : x ∈ (wI
B(t), w

III
B (t))

III : x ∈ (wIII
B (t), L).

Při transportu buňky se budou hranice mezi těmito úseky (tj. wI
B a wIII

B ) samozřejmě měnit.

6.2 Stěna kapiláry

Poddajnost stěny vyjádř́ıme co možná nejjednodušš́ım vztahem

p = γ
(
πr2 − πr20

)κ
. (61)

Tento model stěny uvažuje klidovou hodnotu poloměru lumenu r0, která nastává, pokud
tekutina nep̊usob́ı na stěnu žádným tlakem. Při rostoućım tlaku pak roste rovněž hodnota
r. Je otázkou, jakým zp̊usobem stanovit hodnoty koeficient̊u γ a κ, bylo by vhodné určit je
experimentálně.

6.3 Úseky I a III

Rychlost prouděńı v těchto úsećıch uvažujeme stejnou jako v předchoźı kapitole (rovnice
(50)), je tedy vyjádřena vztahem

v(x, y) = u̇x − 1

4µ

(
r2(x)− y2

) ∂p(x)
∂x

, y ∈ [0, r]. (62)

Dále využijeme pomoćı rychlosti upraveného vztahu pro zachováńı objemu(stejného jako
(52)), tedy

∂

∂x

(
r2u̇x − r4

8µ

∂p

∂x

)
+ 2ru̇r = 0, (63)

kam dosad́ıme derivaci tlaku vyjádřenou z (61)

∂p

∂x
= 2πrγκ

(
πr2 − πr20

)κ−1 ∂r

∂x
. (64)

Dosazeńım (64) do (63) tedy

∂

∂x

(
r2u̇x − r4

8µ
2πrγκ

(
πr2 − πr20

)κ−1 ∂r

∂x

)
+ 2ru̇r = 0. (65)

6.4 Úsek II

Pro vytvořeńı co nejjednodušš́ıho modelu budeme uvažovat buňku, která bude dokonale po-
dajná a jej́ıž objem, vyjádřený integrálem obsahu pr̊uřezu přes celou délku, bude konstantńı

V =

∫ wIII
B

wI
B

πR2
B(x)dx = konst. (66)
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Poddajnost pak znamená, že rovněž v této části bude platit rovnice (61) (buňka se přizp̊usob́ı
prouděńı, respektive tlaku). Abychom mohli popsat prouděńı mezi buňkou a stěnou cévy,
uvažujeme mezi nimi konstantńı mezeru

h = konst.

Ta může mı́t význam např́ıklad pr̊uměrné hodnoty skutečné mezery, př́ıpadně takové, při
které by byl zachován stejný pr̊utok tekutiny úsekem II. Z definice této mezery pak vyjádř́ıme
RB jednoznačně v závislosti na r

RB = r − h. (67)

Rychlost prouděńı v prostoru mezi dvěma pohybuj́ıćımi se soustřednými válcovými plo-
chami je z literatury[38]

v(x, y, t) = u̇x − 1

4µ

(
r2 − y2 +

(
R2

B − r2
) ln

(
y
r

)
ln
(
RB

r

)) ∂p

∂x
+ ẇB

ln
(
y
r

)
ln
(
RB

r

) . (68)

Ta je samozřejmě závislá na rychlosti stěny buňky ẇB(x) ve směru x, tuto rychlost zjed-
nodušeně źıskáme lineárńı interpolaćı mezi ẇI

B a ẇIII
B

ẇB(x) =
x− wI

B

wIII
B − wI

B

(
ẇIII

b − ẇI
B

)
+ ẇI

B . (69)

Integraćı rychlosti přes plochu pr̊uřezu pak źıskáme objemový pr̊utok

QII(x) = π
(
r2 −R2

B

)
u̇x−

(
πR2

B +
π
(
r2 −R2

B

)
2ln

(
RB

r

) )
ẇB−

∂p

∂x

π

8µ

(r4 −R4
B

)
+

(
r2 −R2

B

)2
ln
(

RB

r2

)
 .

(70)
Také v tomto úseku muśı platit zachováńı objemu proud́ıćı tekutiny, tedy analogicky k (49)

∂Q

∂x
+ 2πru̇r − 2πRBṘB = 0,

respektive po dosazeńı z výrazu (67)

∂Q

∂x
+ 2πhu̇r = 0. (71)
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6.5 Hranice mezi úseky

Dále je potřeba uvážit śıly p̊usob́ıćı na buňku ve směru x. Ty zapř́ıčińı transport buňky,
tedy i pro výpočet nutných hranic mezi úseky. Určitě bude p̊usobit tlak tekutiny - jeho
celková bilance PB je tvořena rozd́ılem tlak̊u na základnách buňky a tlakem p̊usob́ıćım v
meziprostoru na stěnu buňky ve směru x

PB = p(wI
B)πR

2
B(w

I
B)− p(wIII

B )πR2
B(w

III
B )−

∫ wIII
B

wI
B

πRB(x)p(x)nBx(x)dx. (72)

Śıly p̊usob́ıćı proti pohybu budeme uvažovat ve tvaru frikčńı śıly

FB = fr2π

∫ wIII
B

wI
B

RB(x) (ẇB(x)− u̇x(x)) dx (73)

s frikčńım koeficientem fr. Považujme ho rovnež za známou veličinu.
Pro daľśı zjednodušeńı řekněme, že uvažujeme ustálený pohyb, kdy je nulové celkové (pr̊uměrné)
zrychleńı buňky, a tedy i setrvačné śıly p̊usob́ıćı na buňku. Celková rovnováha vněǰśıch sil
tak bude mı́t tvar

PB − FB = 0. (74)

Máme již vyjádřeny vztahy pro zachováńı objemu ve všech třech částech, nakonec je potřeba
vyšetřit přechody mezi nimi.
Objemový pr̊utok tekutiny v úseku I v wI

B muśı být rovný součtu pr̊utoku v úseku II ve
stejném mı́stě a prostoru uvolněného pohybem základny buňky, tedy

Q(wI
B) = QII(wI

B) + πR2
B(w

I
B)ẇ

I
B , (75)

na druhé hranici pak analogicky

Q(wIII
B ) = QII(wIII

B ) + πR2
B(w

III
B )ẇIII

B . (76)

Vzhledem k těmto podmı́nkám může doj́ıt v bodech x = wI
B a x = wIII

B ke skokovým
změnám rychlosti a pr̊utoku.

6.6 Shrnut́ı

Celkově tedy máme prouděńı tekutiny popsané rovnicemi (65) a (71)

∀x ∈ (0, wI
B) :

∂

∂x

(
r2u̇x − r4

8µ
2πrγκ

(
πr2 − πr20

)κ−1 ∂r

∂x

)
+ 2ru̇r = 0,

∀x ∈ (wI
B , w

III
B ) :

∂QII

∂x
+ 2πhu̇r = 0,

∀x ∈ (wIII
B , L) :

∂

∂x

(
r2u̇x − r4

8µ
2πrγκ

(
πr2 − πr20

)κ−1 ∂r

∂x

)
+ 2ru̇r = 0,

(77)
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pro neznámou r, jej́ı derivace, polohu hranic wI
B a wIII

B a jejich derivace, kde

QII(x) = π
(
r2 −R2

B

)
u̇x −

(
πR2

B +
π
(
r2 −R2

B

)
2ln

(
RB

r

) )
ẇB − ∂p

∂x

π

8µ

(r4 −R4
B

)
+

(
r2 −R2

B

)2
ln
(

RB

r2

)
 ,

ẇB(x) =
x− wI

B

wIII
B − wI

B

(
ẇIII

b − ẇI
B

)
+ ẇI

B ,

RB = r − h,

∂p

∂x
= 2πrγκ

(
πr2 − πr20

)κ−1 ∂r

∂x
.

(78)
Podmı́nky na rozhrańıch jsou vyjádřeny rovnicemi (75) a (76)

Q(wI
B) = QII(wI

B) + πR2
B(w

I
B)ẇ

I
B ,

Q(wIII
B ) = QII(wIII

B ) + πR2
B(w

III
B )ẇIII

B .
(79)

Posun těchto rozhrańı pak do spojitosti s r dávaj́ı (66) a (74)

PB − FB = 0,∫ wIII
B

wI
B

πR2
B(x)dx = konst,

(80)

kde

PB = p(wI
B)πR

2
B(w

I
B)− p(wIII

B )πR2
B(w

III
B )−

∫ wIII
B

wI
B

πRB(x)p(x)nBx(x)dx,

FB = fr2π

∫ wIII
B

wI
B

RB(x) (ẇB(x)− u̇x(x)) dx,

p = γ
(
πr2 − πr20

)κ
,

RB = r − h.

(81)

Pro řešeńı by pak bylo nutné znát okrajové a počátečńı podmı́nky

p(x = 0),

p(x = L),

wI
B(t = 0),

wIII
B (t = 0).

(82)
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7 Závěr

Byly ukázány základńı poznatky z fyziologie potřebné pro pochopeńı funkce krevńıho prouděńı,
a to předevš́ım na kapilárńı úrovni. Zde se jako zcela určuj́ıćı projevuje vliv krevńıch buněk,
kv̊uli kterým je, na rozd́ıl od vyšš́ıch úrovńı kardiovaskulárńıho systému, pro uspokojivý po-
pis nutné uvažovat krev jako heterogenńı médium. V práci byly rovněž představeny základńı
zp̊usoby modelováńı těchto buněk. Kromě popisu problematiky byl rovněž vytvořen a im-
plementován zjednodušený model interakce prouděńı s poddajným prostřed́ım. V něm se
sice projevil nedostatek Fourierovy metody řešeńı parabolické parciálńı diferenciálńı rovnice,
která neuvažuje proměnné okrajové podmı́nky, nicméně tento problém nesouviśı př́ımo s in-
terakćı, stejnou roli hraje u př́ıpadu s předepsaným pohybem prostřed́ı. Model je možné dále
využ́ıt jako výchoźı bod pro daľśı práce na vyšš́ı úrovni obt́ıžnosti. Rovněž byl představen
zjednodušený model zkoumaj́ıćı vliv postupného vlněńı prostřed́ı na prouděńı. Posledńı část
pak sestává z návrhu modelu prouděńı uvažuj́ıćı i velmi zjednodušený model buňky. Hlavńı
význam práce je tedy předevš́ım ilustrativńı, vhodný pro pochopeńı základńıch princip̊u
prouděńı kapilárami, zároveň se nicméně naskýtá široká škála možnost́ı rozš́ı̌reńı uvedených
model̊u pro daľśı účely (převedeńı do 3D, komplexněǰśı model cévńı stěny a předevš́ım
buňky) a v pozděǰśı fázi např́ıklad také konkrétněǰśı parametrizace podle experimentálně
źıskaných dat.
Co se týče zadaných zásad pro vypracováńı, studium popisu interakce poddajných těles
s kapalinou je zpracováno implementovaným modelem v kapitole 4. Druhý bod je splněn
částečně, kdy je v kapitole 5 pro zkoumáńı vlivu postupných vln představen model prouděńı
pouze newtonské tekutiny, zde je prostor pro daľśı návaznou práci. Nenewtonské vlastnosti
krve jsou popsány a vysvětleny v kapitolách 2 a 3. O symetrii (nikoliv ovšem rotačńı) je
rovněž doplněn model interakce. Zjednodušený model prouděńı buňky kapilárou je představen
v kapitole 6, zde by bylo na mı́stě daľśı rozš́ı̌reńı pomoćı složitěǰśıho modelou, který by bral
v potaz mechanismy cytoskeletu. Náhled na r̊uzné typy model̊u buněk zahrnuje kapitola
3. Vliv vlněńı nebyl zkoumán př́ımo ve smyslu akustiky, ale v p̊usobeńı postupného vlněńı
stěny cévy na médium v kapitole 5. V rámci práce byly implementovány dva r̊uzné modely,
jeden pro popis interakce a jeden pro popis vlivu vln.
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