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Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je predstavit problematiku planovani trajektorie v
systémech fizeni pohybu. V tivodu se prace zabyva rozdélenim obecného mechat-
ronického systému na tfi zédkladni vrstvy. Déale je vysvétlena kinematika télesa se
zaméfenim na druhy popisu jeho orientace. Poté je popsan pojem interpolace dat a
uvedeno nékolik zakladnich v praxi pouzivanych typu interpolace véetné problému
s nimi spojenych. Spolu s touto praci byl také navrzen program, ktery plni funkci

generatoru trajektorie.

Klicova slova : orientace télesa, rotace, pohyb, interpolace, trajektorie,

generator

Abstract The aim of this bachelor thesis is to introduce the problem of
trajectory planning in motion control systems. The thesis starts by dividing a general
mechatronic system into three basic layers. Then, the kinematics of the body is
explained, focusing on the types of descriptions of its orientation. The concept of
data interpolation is then described and several basic types of interpolation used in
practice are introduced, including the problems associated with them. In parallel

with this work, a program has been designed to serve as a trajectory generator.

Key words : body orientation, rotation, motion, interpolation, trajectory,

generator
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1 Uvod

Hlavnim cilem této bakalaiské préace bylo navrhnout program v prostredi MATLAB,
ktery bude plnit ilohu generatoru trajektorie. Generator trajektorie je jedna z vrstev
kazdého systému ifzeni pohybu. At uz se jednd o priumyslové robotické manipuldtory
¢i CNC (Computer Numeric Control) obrébéci stroje, je jednou z klicovych loh téchto
mechatronickych systému generovani trajektorie na zakladé pozadavku operatora.
Kromé toho je také nutné, aby generdtor respektoval fyzikdlni omezeni stroje a
realizovatelnost samotného generovaného pohybu.

V prvni ¢asti se prace zabyva tvodem do celé problematiky. Ve zkratce je
predstavena mechatronika jako véda a také popsan obecny mechatronicky systém, se
zamérenim na vrstvu generatoru trajektorie a regulace. Druhd kapitola je vénovana
samotnému pohybu se zamérenim na popis orientace télesa v prostoru. Budou
predstaveny vybrané zpusoby reprezentace véetné jejich nedostatku. Déle je pak
rozebran rozklad pohybu a jeho nasledné vyuziti pti vypoctech polohy télesa. Zaveér
teoretické casti prace je vénovan zakladnim myslenkam planovani trajektorie po-
hybu. Budou popsany v praxi pouzivané typy interpolace od nejjednodussi linedrni
interpolace az po komplexni NURBS kftivky.

Soucésti préace je také praktickd cast, ktera se zaméruje na popis navrhu generdtoru
trajektorie v celém rozsahu. Nejdiive budou naprogramované jednoduché linearni a
kruhové interpolace, a dale pak metoda, kterd umozni navazani jednotlivych segmenti.
Poté bude vytvorena c¢ast generatoru, ktera prevede geometrickou reprezentaci
trajektorie na fyzikalni pohyb v redlném case. Nejprve bude navrhnut algoritmus pro
konstantni rychlost na celé draze, ktery bude nasledné rozsiten na realizovatelny pohyb
7z klidu do klidu”. Dale bude navrzena metoda pro interpolaci dat pomoci B-spline
krivky, pomoci které bude interpolovana jak poloha, tak i orientace. Poslednim tikolem
bude navrhnout vhodny algoritmus, jehoz cilem bude vyhodnotit a kompenzovat
chybu, které se dopusti B-spline interpolace oproti puvodni trajektorii tvorené
primkami a kruznicemi.

Zvlaste prakticka cast je doplnéna o grafickou vizualizaci.



2 Mechatronika

Mechatronika je komplexni védni disciplina spojujici obdobné obory jako jsou
mechanika, elektrotechnika, softwarové inzenyrstvi, automatické fizeni a dalsi. Pojem
”Mechatronika”je uzivan jiz od roku 1969, kdy jej zavedla japonska firma Yaskawa
zaméfujici se na vyrobu motoru, servopohonu a robotu .

S rozvojem vypocetni techniky bylo mozné standardni mechanické systémy
vylepsit o dalsi funkce, které umozni vyuzit potencidlu kombinace zpracovani dat z
ruznych vestavénych senzoru spolu s vhodné umisténymi aktuatory k efektivnimu
fizeni daného systému . Za vhodny ptiklad 1ze uvazovat aktivni fizeni podvozku
u automobilu, kdy puvodni mechanicky systém ”pruzina a tlumic¢”bude rozsiten o
aktudtor a senzory snimajici polohou a rychlost kola automobilu vuéi podvozku. S
pomoci implementace vhodného fidicitho systému je mozné vylepsit kvalitu tlumeni a

zajistit tak komfortnéjsi jizdu cestujicich.

Control
Electronics

Electro-
mechanics

Mechanical
Systems

Obrazek 1: Mechatronika jako véda |§|

2.1 Ridici systém

Jak jiz bylo feceno v predchozi kapitole, mechatronicky systém je vybaven ridicim
systémem, ktery zajistuje rozsitené funkce. Obecné lze kazdy takovy fidici systém
rozdélit z hlediska funkcionality na tii hlavni ¢asti: vrstva pro monitorovani a

diagnostiku, generator trajektorie a regulator pohybu @]
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2.1.1 Vrstva pro monitorovani a diagnostiku

Tato vrstva slouzi, jak jiz ndzev napovida, k monitorovani zbylych dvou vrstev
a pochodu v nich probihajicich. Klicovou funkeci je pak detekce havarijnich stavu
a chyb v systému. Muze se jednat napiiklad o poskozeni nebo vypadek senzoru,
ztratu energie a dalsi. Sofistikovanéjsi systémy maji v soucasné dobé i software, ktery

umozinuje témto stavim predchédzet a snizit ndslednd poskozeni v co nejvétsi mite [4.

2.1.2 Generator trajektorie

Vyssi vrstva systému pracuje interné ve dvou fazich. V prvni fazi dojde k tzv.
interpolaci dat, neboli ke geometrickému propojeni operdtorem zadanych bodu
pozadovanou kiivkou. V druhé fazi dojde k prevodu této geometrické reprezentace na
fyzikalni pohyb v redlném case, ktery je poté predan do nizsi vrstvy, tj. do reguldtoru.
V praxi vSak samozrejmeé existuji mnohd omezeni, se kterymi musi generator operovat
[4]. Typickym prikladem mohou byt piekdzky v prostoru. Prirozenym pozadavkem je
pak navrhnout drahu tak, aby nedoslo ke kolizi stroje s prekazkou. V téchto ulohéch
je nasledné potreba vyuzit metody umeélé inteligence a strojového uceni z duvodu
obtizného nalezeni analytického feseni [4].

Pii generovani fyzikalniho pohybu je nutné dale pocitat s fyzickymi omezenimi
stroje, respektive aktuatoru. V redlném prostiedi samoziejmé neni mozné vykonat
nekonecné rychly pohyb. Kazdy aktuator ma svuj maximalni vykon, ktery spolu
s fyzikalnimi parametry stroje omezuje maximalni zrychleni, kterého je mozné
dosdhnout. Je proto nutné omezit akéni zasahy a docilit tak realizovatelného pohybu.
Souvislosti jsou také vibrace stroje. Pokud by stroj zrychloval /zpomaloval ptilis
prudce, mohlo by dojit k nezddoucim vibracim stroje, které by mohly zpusobit mimo
jiné jeho poskozeni.

7 duvodu soucasnych pozadavku v prumyslu je kladen velky duraz na to, aby vse
probéhlo v co nejkratsim ¢ase. To znamena feSit problém ¢asové optimalizace. Je
tedy potteba hledat takovy ¢asovy prubéh trajektorie, kdy je cas jeho vykonani co
nejkratsi, ovSsem je nutné opét dbat na vyse zminéné pozadavky, tj. realizovatelnost
samotného pohybu a také omezeni fluktuaci stroje. Dalsimi problémy, které musi
generator trajektorie resit, jsou naptiklad zkoordinovani vice aktuatori nebo zajisténi

pohybu ve vice osach najednou .
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2.1.3 Regulator pohybu

Posledni (nizsi) vrstvou je reguldtor pohybu, jehoz tikolem je sledovani referencniho
signdlu v podobé ¢asového prubéhu prevzatého z generatoru trajektorie, a regulovani
potiebnych veli¢in tak, aby byl dosazen pozadovany pohyb. V prumyslové praxi se
nejcastéji vyuziva zpétnovazebni kaskadni struktura o trech regulatorech, jejiz hlavni
vyhoda je zajisténi minimalniho zpozdéni mezi mérenym vystupem a poruchou.
Vnitini smycka reguluje elektricky proud, prostiedni reguluje otacky motoru a vnéjsi
smycka pak polohu aktuatoru .

Nejcastéji pouzivané typy regulatoru jsou pro svou jednoduchost, efektivitu a
zaroven univerzalnost tzv. PID (Proporcionédlné Integracné Derivacni) regulatory.
P-slozka predstavuje zesileni, diky kterému je mozné zrychlit odezvu a potlacit
nizkofrekvenéni poruchy. I-slozka zajistuje presnost regulace v podobé nulové regulaéni
odchylky v ustaleném stavu. D-slozka muze pii spravném nastaveni snizit kmitavost

a zvysit robustnost. Generované fizenf mé pak tvar [2|j3]:

u(t) = K [e(t) + T% f(f e(T)dr + TDdZ—(tt)] ,

kde e(t) je regula¢éni odchylka, K proporcionélni zesileni, 77 integraéni ¢asova
konstanta a Tp deriva¢ni ¢asové konstanta.

Kromé sledovani trajektorie musi vrstva regulace tesit i jiné problémy, napiiklad
zajisténi robustnosti vuci poruchdm. Poruchy mohou nastat v podobé vnéjsich vlivu,
pripadné zménou parametru systému. Déle je nutné regulovat a pripadné eliminovat

napiiklad nezddouci vzniklé vibrace [4].
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3 Kinematika télesa

Dalsim tématem, kterym se bude prace zabyvat, je popis pohybu télesa se
zameéfenim na jeho orientaci.

Spojita krivka, kterd kopiruje drahu pohybujiciho se bodu v prostoru, se nazyva
trajektorie. Na zakladé tvaru trajektorie je mozné rozdélit pohyb na dvé zakladni
skupiny :

a) Primocary pohyb (v ptipadé, ze drdahou je piimka).
b) Kiivocary pohyb (pokud je trajektorii obecna kiivka).

Dalsim moznym délenim by mohlo byt rozdéleni na pohyb posuvny (translacni),
otacivy (rotaéni) a pohyb obecny. P¥i posuvném pohybu plati, ze vSechny body
télesa se pohybuji po stejnych vzajemné posunutych kiivkach se stejnou rychlosti a
zrychlenim. Kinematika celého télesa je tak urcena kinematikou jednoho libovolného
hmotného bodu. Rotacni pohyb je pak, zjednodusSené feceno, popsan pohybem

libovolného referenéniho bodu okolo sttedu (tézisté) télesa. Vyse zminéné principy

jsou platné jak v roviné, tak v prostoru.

3.1 Popis orientace télesa v prostoru

V této podkapitole se prace bude zabyvat popisem rotace, respektive orien-
tace. Obecné se jedna o tlohu nalezeni transformacniho vztahu, ktery transfor-
muje souradnicovy systém télesa na souradnicovy systém pevného ramu. Typickym
prikladem by mohlo byt urceni orientace koncového efektoru manipuldtoru v souradnicovém
systému stroje.

Pro tcely této prace budou uvedeny tii zpusoby reprezentace: Eulerovy thly,

matice rotace a jednotkovy kvaternion.

3.1.1 Eulerovy thly

Jednim z moznych popisu orientace jsou tzv. Eulerovy hly. Grafické znazornéni
Eulerovych dhlu je na obrazku ¢. 2]

Eulerovy thly zakreslené na obrdzku vyse jsou definovény nésledovné [5]:

1) thel precese 1 - natoceni z pevného (puvodniho) systému (X, Y, Z) do systému
(X, Y, 77)

2) thel nutace 6 - natoceni ze systému (X', Y, Z’) do systému (X", Y”, Z”)

13



3) thel vlastni rotace ¢ - natoceni ze systému (X”, Y”, Z”) do vysledného systému
(X77 77 Y77 7’ Z77 7)

X

/
X X”«, JYH!

Obrazek 2: Eulerovy thly

3.1.2 Matice rotace

Dalsim v praxi pouzivanym zpusobem reprezentace orientace (rotace) je po-
moc{ matice rotace. Pro 1ucely néasledujich podkapitol necht jsou definovany dva
soutadnicové systémy. Kartézsky souradnicovy systém (z1, y1, z1) a soutadnicovy
systém télesa (za, Y2, 2z2). Namisto pouziti Eulerovych uhla popsanych v sekci vyse

je zde orientace definovana pomoci nasledujici matice:

cos(xy,x2) cos(yr,xe) cos(z1,x2)
Ry = |cos(x1,y2) cos(yr,y2) cos(z1,92) | »
cos(z1,22) cos(y,22) cos(z1, 22)
kde se na jednotlivych pozicich nachéazeji cosiny uhlu, které spolu sviraji dané
osy obou soustav soufadnic.

Blokoveé se také matice zapisuje nasledovné :

Ry = [azf y? zf], (3.1.1)

7 tohoto tvaru je patrné, ze matice rotace je po sloupcich slozena z vektoru defi-
nujicich osy soutradnicového systému télesa v prostoru kartézské soustavy soutadnic.
Alternativni variantou je sestaveni matice pomoci jednotkovych smérovych vektoru

jednotlivych os systému, konkrétné jejich souc¢inu. Matice poté vypada takto :

14



€1z " €2 €1y - g?m €1z - ng
R12 = 6_'133 . ggy gly . ggy €1 * ggy 5 (312)
glz : ng gly ' 522 glz ' 522
kde se jednotlivé pozice skladaji ze skaldrniho souc¢inu dvou os systému.
Obecné plati, Ze libovolnou rotaci je mozné rozlozit na rotace kolem jednotlivych
os soutadnicového systému o uhly «, 3,~. Matice rotace téchto tzv. elementarnich
rotaci plynou z obecného tvaru , jelikoz vzdy jedna osa zustava neménna.

Matice rotace elementarnich rotaci jsou definovany nasledovné [13]:

cos(f) 0 —sin(f)
R=| 0 1 0

—sin(B) 0 cos(P)

cos(y) —sin(y) 0
Ry(v) = |sin(y) cos(y) O
0 0 1
Matici rotace libovolné orientace télesa lze poté zapsat jako soucin vyse popsanych
elementarnich matic.
Pti nasobeni matic je vsak nutné dbat na poradi rotaci, jelikoz u maticového
poctu plati, ze nasobeni matic neni komutativni. Z tohoto hlediska lze uvést dve

standardni formy rotace, a to fixni rotaci a postupnou rotaci.

Fixni rotace

Klicovym aspektem této verze je, ze vSechny rotace probihaji kolem pevného

systému (1, y1, 21). Vyslednd matice bude souc¢inem matic R,, R, a R, v postupném

poradi , :

RRPY = RzRny
V praxi se této varianté také tikd zkracené RPY. Zkratka RPY pochézi ze
tii anglickych slov: Roll, Pitch, Yaw; které lze z anglictiny prelozit jako klonéni,
klopeni, boceni. Typickym prikladem vyuziti varianty RPY je letectvi, konkretné

popis orientace letadla ve vzdusném prostoru.
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Postupna rotace

Tato modifikace se lisi od pfedchozi varianty pouze tim, ze rotace probihaji
postupné podle aktualniho souradnicového systému. Nejprve se tedy provede rotace
kolem pevné osy x, dale kolem nové vzniklé osy y a v posledni fadé kolem nové
vzniklé osy z. Matematicky zapis je pak :

R=R,R,R.

Rotace kolem obecné osy

Dalsi alternativni variantou je rotace kolem obecné osy o tuhel 6. Zatim byly
uvedeny pouze metody, které se zaméruji na rotace kolem jednotlivych os puvodniho
nebo nové vznikajicitho souradnicového systému. Pii rotaci kolem obecné osy se
vyuziji znamé vztahy pro rotace kolem os x, y a z. Nejprve bude uveden vztah pro
tuto operaci [13]:

Ry = R.(a)R,(9)R.(0)R,(~F)R.(~)

Cela operace je tedy slozena z rotace kolem puvodni osy z o thel «, poté rotaci
kolem puvodni osy y o thel 5. Tyto uhly sviraji puvodni systém a obecné osa.
Vysledkem téchto dvou operaci je nova osa z, mitici do sméru obecné osy. Poté je
mozné otoCit nové vznikly systém kolem obecné osy (pomoci matice rotace kolem
osy z) o thel 6. Nakonec se provedou prvni dvé operace se zapornymi hly, ¢imz se

anuluji prvni dvé rotace a zachova se tak puvodni systémﬂ.

Problém singularity

Doposud byla vyse definovana pouze doprednd transformace, tedy vztah, kterym
lze z danych uhlu sestavit matici rotace, kdy tato transformace je vzdy jednoznacna. V
inverzni situaci vsak jiz transformace jednozna¢nd neni a muze dojit k tzv. singularité.

Pti ivaze rotace kolem vsech tif os, bude mit matice rotace po pronasobeni tvar

[13]:

CBC,y —055,y Sg
R(o, B,7) = | $aSCy + CaSy  —SaS3Sy + Caly —SaCs| 5

—CaSECy + 8aSy  CaSBSy t+ SaCy CaC

kde s, a ¢, znaci sin(a) a cos(a).

1Vzhledem k vlastnosti lichosti funkce sinus: sin(x) = -sin(-x)
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Pro thel § = —7 degraduje matice na tvar [13]

0 0 —1
R(a, B,7) = | —sin(a —7v) cos(a—~) 0
cos(a —7) sin(a—")

a pro uhel 8 = +7 na tvar:

0 0 1
R(o, B,7) = |sin(a+7) cos(a+7v) 0
cos(a +7) sin(a+7v) 1
7. degradovanych matic vyse lze jasné vidét, Ze je mozné vypocitat pouze soucet,
respektive rozdil uhlu « a v, nikoliv thly jako takové.
Pro popis singularity pfi rotaci kolem obecné osy bude zvolena jind reprezentace
nez pomoci uhla, které svird pevny ram s obecnou osou. Osa bude vyjadiena jako

vektor r = [ry,r,,r.]T. Odpovidajici matice rotace bude mit poté nésledujici tvar

[1:

r2(1 — cy) + co rary(1 —co) + 1280 1o7.(1 — cp) +1yS0
R(r,0) = |rory(1 —co) + 1259 1o(1—co)+cog  1yro(1—co) +1a50|

roro(1—co) +1yse 1myro(1—co) + 1280 121 —cp) + ¢y

kde ¢y a sp znaci cos(f) a sin(0).

Zde singularita tkvi v tom, ze R(r,0) = R(—r, —0), a tedy, ze odpovidajici matice
rotace bude shodna pro tytéz parametry v opacné polarité. Nelze tudiz urcit, jaka
rotace byla, ¢i ma byt provedena .

3.1.3 Jednotkovy kvaternion

V predchozi podkapitole se ukazalo, ze matice rotace je pomérné jednoduchy
zpusob, jak popsat rotaci respektive orientaci télesa. Klicovou nevyhodou aplikace
matice rotace vSak byla singularita. Dalsim zpusobem, kterym je mozné popsat
rotaci ¢i orientaci télesa je jednotkovy kvaternion, jehoz vyhodou je predevsim praveé
odstranéni problému singularity. Principidlné je podobny popisu pomoci rotace kolem
obecné osy. Kvaternion je definovan nasledovné , :

I = [n,€]",
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kde = cos(%) a e = sin(f)r .
Protoze se jedna o jednotkovy kvaternion, bude platit , :

| =n*+e+e +e =1

Jednotkovy kvaternion je mozné prevést na odpovidajici matici rotace , :

2P+ €2) — 1 2(eqe, —mes)  2(€x€6, — Mey)

R(n,e) = | 2(epey —me.) 2(0° +€2) =1 2(eye. — ney)

2(ese: —mey)  2(eye: —mea) 2(n* +e2) — 1
V piipadé kvaternionu nedochézi k singularité, jelikoz rotaci (r, 0) i rotaci (—r,
—60) odpovida tentyz kvaternion, pfi feSeni inverzniho problému prevodu matice

rotace na kvaternion tak existuje jednozna¢né reseni [11].

3.2 Rozklad pohybu

Popis obecného (slozeného) pohybu byvé zpravidla komplikovany, a tak se misto
piimého vypoctu vyuziva tzv. rozkladu pohybu.

Nejprve obecna rovnice rozkladu:

31 =324 21, (3.2.1)

kde ¢islo 1 oznacuje polohu pozorovatele (pevny ram) a ¢islem 3 je bod daného
téleso.

Leva strana rovnice vyjadiuje souradnice bodu télesa 3 v souradnicovém
systému 1, tedy vysledné (absolutni) soufadnice, které je cilem zjistit. Déle se zavede
novy souradnicovy systém pevné spojeny s télesem, jehoz pocatek bude lezet v
referenénim bodu télesa. Jako referenéni bod se z praktickych duvodu voli napriklad

Na pravé strané rovnice se nachazi soucet dvou pohybu. Prvni s¢itanec
vyjadiuje pohyb bodu télesa 3 v nové vytvoreném soufadnicovém systému 2. Tomuto
pohybu se fiké relativni (druhotny). Druhy séitanec popisuje pohyb souradnicového
systému 2 v soutadnicovém systému pevného ramu 1. Tento pohyb se nazyva unasivy.

Specialnim ptipadem je situace, kdy unasivy pohyb je posuvny a relativni po-
hyb sféricky, respektive rotacni. Pak se tento rozklad nazyva zakladni prostorovy,
respektive rovinny .

2Parametry 6 a r odpovidaji parametriim pii popisu rotace kolem obecné osy
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3.3 Vypocet polohy a orientace télesa

Poznatky a vztahy z predchozich kapitol budou nyni vyuzity k popsani vypoctu
polohy a orientace télesa v prostoru.

Pti tvaze zakladniho rozkladu je unasivy pohyb pohybem translacnim. Pro
vypocet polohy télesa postaci vypocitat polohu jednoho bodu, podle kterého lze
Oy, které je zaroven pocatkem souradnicového systému télesa. Slozky zvoleného
bodu O, v soutadnicovém systému 1 udavaji jednotlivé slozky translacniho pohybu.
Matematicky zapis je pakﬁ:

=1 T
() = [0L(1) Oh,(t) OL)] .

kde 6; je vektor reprezentujici translaéni pohyb.

Necht je zvolen jiny referencni bod L, ktery je soucdst{ télesa. JelikoZ je uvazovano
dokonale tuhé téleso, bude vektor 7 konstantni velikosti. Protoze je souradnicovy
systém 2 pevné spojen s télesem, jedna se o tlohu rotace souradnicového systému
2 okolo v daném okamziku pevného bodu O,. Samotné rotace necht je vyjadiena
pomoci matice rotace Rjs.

Praktickou tlohou je pak vyjadieni polohy bodu L v souradnicovém systému 1.
Polohu bodu je mozné vypocitat jako :

7 = O} + Ry (3.3.1)
Protoze je uvazovano dokonale tuhé téleso, neni pripusténa zadna deformace. Tim

padem matice rotace zachovava velikost vektoru a thel dvou os. Plati tedy vztah

[10]:

RLRp =1, (3.3.2)

kde I je jednotkova matice. Pokud bude rovnice (3.3.2)) vynasobena zprava
inverzni matici Ry, , pak :

R, = R} (3.3.3)
Vztah (3.3.3]) ddva predpis, jak snadno vypocitat inverzni matici. Inverzni matice
muZe byt uZitecnd, nebot popisuje inverzni operaci, ¢imz umoziuje vypoéitat prevod

soufadnic ze systému 1 do systému 2. Matematicky tedy:

3V oznageni X udéavé i oznaceni daného bodu a k soufadnicovy systém, ve kterém je bod i
popsén [13]
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Ry = Ry, (3.3.4)
kde matice Ry je matice rotace ze systému 1 do systému 2. Za uziti vztahu (3.3.4)
a (3-3.1)) lze vypoéitat soufadnice bodu v systému 2 [13]:
> 1 31
T2 = RQlTL — R2102

Dalsi vlastnosti matice Rys je jeji determinant, ktery je vzdy roven [10]:

det(Rlz) = :|:1,

kdy v ptipadé det(Ry2) = +1 plati vztahy pro pravotocivy systém a v piipadé
det(Ry2) = —1 pro systém levotocivy.
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4 Planovani trajektorie pohybu

V minulé kapitole se prace vénovala obecnym zakonum pohybu, které budou
v praktické casti vyuzity. V této ¢asti bude pozornost zaméfena na generovani
trajektorie a vSech jejich soucasti.

Obecné se jedna o problém nalezeni vhodné interpolujici funkce v internim
parametru u a nasledny prevod na casovy prubéh trajektorie, ktery jiz muze byt
predan do fidictho systému, ktery tento pohyb vykond. Parametr © muze nabyvat
hodnot z intervalu (0, 1), kdy se pro u = 0 nachdzi systém v pocatecnim bodé a pro
u = 1 v bodé koncovém.

7 hlediska typu pohybu je mozné rozdélit ilohy na dva typy: diskrétni a spojity.
Hlavni rozdil mezi témito typy je v podobé popisu drahy mezi pocatecnim a koncovym
bodem , . V diskrétnim piipadé se jednd o tlohu tzv. Point-to-Point. Pii této
varianté neni dulezity prubéh mezi body, hlavnim a pfirozenym pozadavkem je pouze
dosdhnout cilového bodu co nejrychleji a nejplynuleji. Je samoziejmé, ze generator
musi dbat na fyzikélni realizaci pohybu. Je tedy nutné ptizpusobit rychlost, zrychleni
a pripadné vyssi derivace polohy daného systému. Dalsim duvodem k omezeni téchto
velicin muze byt redukce vibraci a plynuly chod stroje. U spojité varianty kromeé
startovniho a koncového bodu zada uzivatel body popisujici trajektorii, kterou musi
stroj sledovat , .

Jinym typem déleni by mohlo byt podle poctu os pohybu, a to na pohyb jednoosy
a viceosy. Jak uz nazev napovida, u jednoosého pohybu bude sledovan pohyb
pouze v jedné ose. Tento pohyb nalezne vyuziti u jednoduchych manipulatoru a
obréabécich stroju, ale také u dopravniku. Dalsi moznosti vyuziti je rozdéleni viceosého
pohybu na nezavisly pohyb v jednotlivych osidch. U viceosého pohybu je nutné pohyb
zkoordinovat ve vSech osach a vyuzit jej pak lze u slozitéjsich manipulatoru a

pokrocilejsich obrabécich stroju [4].

4.1 Souradnicové systémy

Pro viceosy pohyb je nutné definovat soutadnicové systémy pro snadnéjsi popis

samotného pohybu. Publikace |4] definuje 3 souradnicové systémy:

1) Soufadnicovy systém programu/produktu (PCS) - tento systém je vztazeny k
prostiedi nebo produktu, se kterym stroj interaguje. Vyhodou této varianty je
vlastnost, ze je systém zaveden staticky nezavisle na konfiguraci ptistroje, ¢imz je

mozné snadnéji popsat trajektorii.
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2) Soutadnicovy systém stroje (MCS) - v tomto piipadé je systém pevné spojen se
statickou zakladnou stroje. V téchto souradnicich je pak urc¢ena pozice koncového

efektoru pomoci translace a rotace jednotlivych casti stroje.

3) Souradnicovy systém aktudtoru (ACS) - tento systém popisuje polohu a orientaci

jednotlivych aktuatoru, které vytvari pohyb efektoru podél trajektorie

Mezi témito systémy existuji jednotlivé transformace. Mezi systémem PCS a MCS
plati klasicka kartézska transformace popsand v kapitole ¢. 3. Pro prevod mezi MCS
a ACS slouzi tzv. kinematické transformace, které se uplatnuji predevsim v tloze
fizeni manipulatoru. Zjednodusené fec¢eno se jedna o prevod nastaveni aktuatoru
(poloha, rychlost a zrychleni) v jednotlivych kloubech stroje na polohu/orientaci
efektoru. Nastaveni aktudtoru se nazyva ”kloubové souradnice ©”, poloha a orientace
efektoru pak tzv. ”zobecnéné souradnice X [13].

Z hlediska prevodu je pak mozné definovat dvé tlohy: pfimou a inverzni kinema-
tickou tlohu [13].

1) Piima kinematickd iloha fesi problém prevedeni znamych kinematickych souradnic

na soutadnice efektoru. Matematicky je mozné tento vztah zapsat nasledovneé:

X =G(O)

2) Opacnou tlohu, tedy nalezeni nastaveni aktuatoru na zékladé znamé polohy a
orientace koncového efektoru, se nazyva inverzni kinematicka tloha. Matematicky

se pak tento problém zapise jako:

0 =G(X)

Funkce G je hledana funkce, kterda prevede znamé souradnice na pozadovanou

konfiguraci kloubt, respektive polohu a orientaci efektoru.

4.2 Interpolace

Jak jiz bylo feceno v predchozich kapitoldch, problém interpolace by se dal popsat
jako problém hledani vhodné funkce, ktera bude na urcitém intervalu prochazet za-
danymi body. Nejpouzivanéjsimi funkcemi pak byvaji funkce polynomialni (predevsim
pak linearni) ¢i funkce kruhové. Interpolace muze byt ale obecné slozita tloha,
ktera vede k velmi komplikovanému feseni naptiklad v podobé funkce vysokého

radu. Problémem ptedchoziho ptikladu je jednak z matematického hlediska nalezeni
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prislusnych parametru, kterych se zvysujicim se fadem polynomu ptibyva. Zaroven z
praktického hlediska bude vysledna trajektorie nadmérné zvinéna, coz je samozrejmé
nezadouci [4].

Resenfm tohoto problému je nasledné rozdéleni trajektorie na mensf segmenty.
Na jednotlivych segmentech je poté hledana interpolujici funkce, kterd prolozi body
na daném tuseku. Vysledkem bude sada ”jednodussich” funkci, pomoci nichz je mozné
propojit vSechny zadané body. V tomto pripadé dochézi ale k jiné prekazce, a to v
podobé nespojitosti na okrajich jednotlivych segmentu. To muze zpusobit problém
pri feSeni 1lohy derivaci polohy. Z matematické analyzy je zndmo, ze derivace funkce
neexistuje v bodech nespojitosti. Je tedy nutné v téchto bodech funkce vhodné
"napojit”, aby nedoslo k nespojitosti v poloze a bylo mozné polohu derivovat pro
vypocet rychlosti a zrychleni. V opa¢ném pripadé by v praxi doslo k neimérnému
skoku v rychlosti a tedy pozadavku na velké zrychleni, ktery muze byt nasobné
vetsi, nez je maximalni moznéd hodnota zrychleni. Mimo to, tyto fluktuace mohou
naptiklad u obrabécich stroju zpusobit nekvalitni obrabéni a pii castém opakovani
by mohlo dojit i k poskozeni samotného stroje. Z tohoto duvodu je tieba navrhnout
trajektorii v ptipadé jejiho rozdéleni na vice mensich segmentu tak, aby segmenty na
sebe plynule navazovaly, ¢imz se zajisti plynuly ”prechod”z jednoho segmentu do
druhého [4].

V ramci této prace budou uvedeny ctyti priklady interpolace. Zvlasté pak u
linearni a kruhové interpolace je nutné dbat na vyse zminény problém, tj. nespojitost
polohy vedouci na skoky v rychlosti a zrychleni. Déle také bude popséna tzv. hélicka

interpolace a interpolace pomoci tzv. NURBS kiivek.

4.2.1 Primkova interpolace

V nejjednodussim pripadé se vyuziva linearni interpolace, tedy prolozeni zadanych
bodu primkou, respektive vice primkami spojujici prujezdové body. Piimka se vyjadii

parametricky v zavislosti na parametru u ve tvaru:

p(u) =po+au, wue€(0,1), (4.2.1)

kde pg je pocatecni bod a a je sklon ptimky, ktery je mozné vyjadrit jako
a = p(1) — p(0). Linearn{ interpolace je tzv. pfirozené parametrizovand, to znamena,

ze ujetd draha stroje je linedrné zavisla na inkrementaci parametru « .
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4.2.2 Kruhova interpolace

Dalsim piikladem pfirozené parametrizované kiivky je kruznice. Kruznice muze

byt definovana v prostoru nékolika zpusoby :

1) Krajni body a stied - v tomto piipadé nastava problém duality, protoze mohou
byt vygenerovany dvé ruzné cesty (po sméru/proti sméru hodinovych rucicek).
Musi byt tedy pozadovan dalsi parametr, ktery bude definovat smér trajektorie.
V ramci G-kédu u CNC obrabécich stroju je pak tento problém fesen napriklad

dvéma funkcemi (G2 - po sméru rucicek, G3 - proti sméru rucicek)

2) Tii body v prostoru - dva body reprezentuji pocatecni a koncovy bod, tfeti

definuje prujezdni bod a Tesi tak problém predchozi varianty

3) Dva body a orientace - v této varianté jsou zadény dva krajni body a vektor lezici

v roviné kruznice s velikosti rovnou poloméru kruznice

Parametricky popsat pohyb po kruznici v prostoru je pomérné narocéné, a proto se
pro zjednoduseni zavede novy vhodny souradnicovy systém. Pocatek nového systému
bude lezet ve stfedu kruznice, nova osa x bude sméfovat k pocatecnimu bodu a nova
osa y bude lezet ve sméru vektoru orientace. Nova osa z bude kolma na zbylé dvé
osy, pricemz orientace bude urcena tak, aby byl novy systém pravotocivy .

V takto definovaném systému je mozné kiivku parametricky popsat , :

w

r cos(L2)

plu) = rsin(s;”) , (4.2.2)

r

0

kde 7 je polomér kruznice, sy je délka opisovaného oblouku a u je interni parametr

nabyvajici opét hodnot z intervalu (0, 1).

4.2.3 Hélicka interpolace

Hélicka interpolace je spojeni dvou predchozich zpusobu interpolace. Pti této
varianté dochézi k sou¢asnému pohybu po kruznici (oblouku kruhu) v osach z a
y, zatimco se linedrné zvysuje/snizuje ve tieti souradnici z. Klicova vyhoda této
interpolace je jeji jednoduchost, kdy za pouziti dvou jednoduchych typu interpolace je
mozné dosahnout celkem komplexniho pohybu. Hélickd varianta se vyuziva predevsim
v ramci obrabéni @ Priklad hélického pohybu je vidét na obrazku ¢. .
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Obrazek 3: Priklad hélického pohybu mezi dvéma body

4.2.4 Interpolace spline kifivkami

V praktickych tulohach vsak linearni a kruhova interpolace a jejich ptripadné
kombinace nemusi dostatecné presné interpolovat uzivatelska data. Muze tak dojit k
nespojitosti v poloze pii navazovani jednotlivych segmenti, a proto se prechazi k
obecnéjsim spline kiivkam, které jsou jiz data schopné prolozit.

Nejobecnéjsim piipadem spline kiivek jsou tzv. NURBS (Non-uniform rational
basis spline). NURBS vznikly jako dvoji zobecnéni tzv. B-spline kfivek. Pismeno
"B”oznacuje slovo baze, jejichz linearni kombinaci je popsana kfivka na daném
segmentu. Slovo ”spline”znaci, ze kiivka je definovdna po ¢éastech (segmentech)

ﬂgﬂ. NURBS kfivky jsou tedy po c¢astech racionalni funkce popsané nasledujicimi
parametry , Eﬂ:

1) Stupen kiivky p - obecné plati, ze polynomem vysstho stupné lze interpolo-
vat data presnéji a je také zajiSténa spojitost vyssich derivaci polohy, ale za
cenu nezadouciho velkého zvInéni. Z tohoto duvodu se jako kompromis pouziva
nejcastéji kvinticky polynom, tedy polynom 5. stupné, ktery zajisti spojitost az

do jerku a zaroven je zvinény v “rozumnych”mezich.

2) Stupen krivky k - udavé pocet tidicich bodu, které ovliviuji libovolny bod kfivky.

Je mozné jej urcit jako k = p + 1.
3) Uzlovy vektor U = {ug, u1, ..., Up, }, kde m = n+p+1 - udéva tsek kiivky ovlivnény
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jednotlivymi fidicimi body. Jednd se o neklesajici posloupnost cisel, které se
nazyvaji uzly. Krivka, pro kterou plati u; 1 —u; = konst, Vi; je nazyvana uniformni.
7 praktickych duvodu je vhodné naptiklad zvolit neuniformni parametrizaci v
zavislosti vzdalenosti mezi fidicimi body a ptiblizit se tak prirozené parametrizaci.
Prvnich p 4+ 1 prvku je voleno rovnych nule, ¢imz se zajisti, ze prubéh kiivky
zatne piimo v pocatecnim bodu. Ze stejného duvodu pak poslednich p + 1 prvkua

budou rovny jedné, aby kiivka skoncila piimo v konetném bodé.

Bazové funkce - definuji chovani ktivky v jednotlivych segmentech. Je mozné je

matematicky definovat jako:

1 prowu; <u < uiqq _
Nia(u) = ) . i=0,1,...n
0 jinak
U — Uy Uigpr1 — U
Nip(u) = ———Nip 1 (u) + ————Ni1, 1 (u)
P D P
Witp — Ui Witp+1 — Uit

V ramci rekurzivniho poc¢tu se muze dojit k vyrazu %. V takovém piipadé je

vysledek této operace rovny 0.

Ridici polygon P = {Py, P, ..., P,} - pomoci fidicich bodu lze tvarovat funkci na

daném segmentu bez nutnosti zmény napiiklad jiz nalezenych parametru kiivky

Vektor vdhovych koeficientu W = {wq, w1, ..., w, } - tento vektor ovliviiuje vdhu

fidicich bodu, tedy jak moc se bude kiivka k témto fidicim bodum primykat.

V tuto chvili je jiz mozné uvést matematicky predpis pro B-spline kiivku:

C(u) = i Nip(w)P;, wue(0,..1) (4.2.3)

Dvoji vyse zminéné zobecnéni B-spline spociva v tom, ze uzlovy vektor nemusi

byt uniformni a jednotlivym fidicim bodum je mozné priradit vahu. Zobecnéni se tak

dotkne i bazovych funkci, které jsou pro NURBS krivky definovany nasledovné ﬂgﬂ:

Ni U )w;
Rp(u) = —ielWi

_— (4.2.4)
; Njp(u)w;

Nyni bude uveden matematicky predpis pro obecnou NURBS kiivku [4]:

26



Z Nz,p(u)Pzwz n

O(u) = =5 =N R, (WP, ue0,..1) (4.2.5)
> Nip(u)w; i=0
i=0

Ve tvaru, jak byla kiivka popsédna vyse, se jedna o funkci aproximaéni. To znamena,

ze kiivka nebude prochézet vsemi body (kromé pocatecniho a koncového), ale bude
je aproximovat. Aproximaci muze byt vhodné pouzit v piipadech, kdy je velky pocet
zadanych bodu (napiiklad pii opakovéni pohybu na zakladé dat ze senzoru pohybu)
a ocekava se chyba méreni. Je proto zadouci body neprochazet piimo, ale zachytit
zékladni tvar planované trajektorie [4].

V pripadé potieby navrhnuti interpolacni funkce, je nutné urcit tzv. vektor

parametrizace. Vektor parametrizace je neklesajici posloupnost ¢isel h; € (0, ..., 1)

[):

H = (hi)?:o

kde n je pocet bodu interpolace.
Vektor parametrizace je déle vyuzit pro vypocet bodu Fdiciho polygonu P. Ridici

body jsou urceny z nasledujici podminky ﬂgﬂ:

i

j=0

Vyse uvedenou rovnici je mozné také casto najit v maticové formulaci nasledovné:

Nop(ho) Nip(ho) ... Nip(ho) Fy Qo
A ) B A S el Y
NO,p<hﬁ) Nl,p(hﬁ) s Nﬁ,p(hﬁ) Pﬁ Qﬁ

Piiklad interpolace dat B-spline kiivkou je vidét na obrézku ¢. 4 Na tomto

obrézku lze pozorovat jak prubéh trajektorie, tak fidici polygon.
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B-spline interpolace

| [ ]
4 B-spline
Body prujezdu
3 — Lo ®  Body ridiciho polygonu
° o
. S ; / \
; B T [ ]
. 4/\ : . '.. .\.
.
I I I I I I I I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X

Obrazek 4: Priklad interpolace dat B-spline ktivkou
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5 Navrh generatoru trajektorie

V této kapitole bude popsana prakticka cast prace, ktera se zabyva navrhem
generatoru trajektorie v celém rozsahu. Program byl vytvoren ve vyvojovém prostredi
MATLAB ve verzi 72019a”. Jak bylo zminéno v predchozich kapitolach, generator
trajektorie lze rozdélit na dvé casti. Prvni je ¢ast geometricka, ktera pro zadana
vstupni data vygeneruje pozadovanou trajektorii. Nasledné druha cast, ktera na
zakladé této trajektorie vytvori casovy prubéh pohybu, jenz je jiz mozné predat nizsi

vrstvé mechatronického systému. Nejprve bude vysvétlena geometricka c¢ast.

5.1 Geometricka reprezentace trajektorie

Jako prvni byly vytvoreny funkce, které interpoluji vstupni data. Vstupni data
byla reprezentovana pomoci struktury ”cell”. Prvni prvek kazdého interpola¢niho
bodu obsahuje jeho samotné soufadnice. Druhd pozice pak udava zpusob interpolace,
kterym je potieba predchozi a soucasny bod prolozit. Startovni, tedy prvni bod, mé
na druhé pozici ¢islo 70”. Dale pak ¢islo ”1”oznacuje linearni interpolaci. Pokud se
na druhé pozici nachazi vektor, je to piikaz ke kruhové interpolaci, kdy dany vektor
reprezentuje vektor osy y nového souradnicového systému kruznice. Primka linearni
interpolace je vytvorena dle predpisu . V pripadé kruhové interpolace je kiivka
reprezentovana dle predpisu (£.2.2)). Pro nésledné pfevedeni mezi soufadnicovym
systémem oblouku kruznice a Kartézskym soufadnicovym systémem byla pouzita
matice rotace ve tvaru .

Jako dalsi byla vytvorena funkce, ktera prevezme vstupni data. Na zakladé vyse
popsaného urceni rozhodne o typu interpolace. Jednotlivé segmenty na sebe napoji a
vytvori tak geometrickou reprezentaci vysledné trajektorie.

Testovaci trajektorie je tvorena ze dvou kruhovych a dvou linedarnich segmentu. Ty
byly voleny tak, aby se zde ukazaly problémy vznikajici pii napojovani jednotlivych

segmentl. Jednotlivé body jsou definovany nasledovneé:

start = {[0 0 0], 0};
passl = {[1 1 1], [1,-1,-1]};
pass2 = {[2 2 2], [-1,1,1]};
pass3 = {[3 3 3], 1};

stop = {[4 4 2], 1};

Tedy nejprve bude propojen pocatek s prvnim bodem ”passl”pomoci kruhové

interpolace se smérovym vektorem [1,—1,—1]7. Obdobné je pak provedena dalsi
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kruhova interpolace pouze s odlisnym smeérovym vektorem. Nasleduji dva linearni

segmenty. Vyslednou vygenerovanou trajektorii je poté mozné vidét na obrazku ¢.

Vygenerovana trajektorie

2.5 -
/N
.
2
T T
15 / o

1
! Body prujezdu
0.5 \ Trajektorie

’ \
J \

0.5
4 /
l""\
\‘H o
0o~
y 0.5

0

- ——

— —
—\—1 — 3 35 4

15 2 25
X

Obrazek 5: Vygenerovana trajektorie na zakladé vstupnich dat

5.2 Pohyb s konstantni rychlosti

Nyni, kdyz je vytvorena trajektorie, je nutné ji prevést na fyzikalni pohyb.
Je potieba vytvorit pozadovany prubéh ujeté drahy, rychlosti a zrychleni. Nejjed-
nodussim moznym pohybem by byl pohyb s konstantni rychlosti a tedy i nulovym
zrychlenim. Toho lze dosahnout snadno vygenerovanim dostatecné hustého vektoru,
jehoz jednotlivé prvky budou ekvidistantni body ujeté drahy v rozsahu od nuly do
celkové délky trajektorie. Vysledny profil tecné rychlosti a zrychleni je vidét na
obrazku ¢. [6l

A¢ to na prvni pohled neni patrné, jedna se skutec¢né o profil s konstantni rychlosti
a nulovym zrychlenim. Tyto derivace polohy jsou vSak vypocteny numericky, ¢imz
zde piirozené vznikd numerickd chyba. Chyba je ale tak mald (fddové 107'2), ze by
bylo mozné ji zanedbat.

Ackoli je pohyb s konstantni rychlosti velmi dulezity pro dosazeni pozadované
kvality, naptiklad pii obrabéni, je nepiekonatelnym problémem takovéhoto profilu
jeho fyzikalni nerealizovatelnost. Je nutné pocitat s tim, ze se stroj ptred realizaci

pohybu nachazi v klidné poloze, tedy ma nulovou rychlost a nulové zrychleni. Neni tak
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Tecnarychlost
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Rychlost
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Ujeta draha
%1072 Tecne zrychleni
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Zrychleni

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ujeta draha

Obrézek 6: Tecnd rychlost a zrychleni pfi pozadavku na

rovnomérny pohyb s konstantni rychlosti

fyzikalné mozné, aby béhem okamziku zrychlil na pozadovanou konstantni rychlost,
nybrz je nutné naplanovat plynuly rozjezd a dojezd z klidu do klidu s respektovanim
fyzikalnich omezeni stroje. Naplanovanim takového profilu se bude zabyvat nasledujici

podkapitola.

5.3 Fyzikalné realizovatelny pohyb

Jak bylo naznaceno v predchozi podkapitole, je potieba naplanovat rychlostni
profil tak, aby byl fyzikalné realizovatelny, to znamena tzv. pohyb z klidu do klidu.
Zaroven byva castym pozadavkem udrzovat po co mozné nejdelsi dobu konstantni
rychlost. Dalsim prirozenym pozadavkem je projet trajektorii v nejkratsim case.

V této praci bude vytvaren program tak, aby splnil dvé vyse uvedena kritéria.
Zrychleni bude vzdy konstantni. Pti rozjezdu bude zrychleni rovné maximalnimu
moznému zrychleni stroje a4, pfi zpomalovani naopak zaporné hodnoté ma-
ximalntho zrychleni. Tim se zajisti, ze draha bude ujetda v nejkratsim mozném
case. Jelikoz integraci zrychleni je vypoctena rychlost, bude mit rychlostni profil
linearni prubéh. Pii rozjezdu a zpomaleni bude rychlost linearné rust ¢i klesat se
sklonem rovnym zrychleni, tedy v = a4, -t. Jakmile je dosazena maximalni rychlost
stroje vUmae, zustane rychlost konstantni az do chvile zpomaleni. Opétovnou integraci

rychlosti bude vypocten prubéh ujeté drahy. S ohledem na prubéh drahy je také
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tento profil nazyvan ”S-curve” (viz. obrazek ¢. @ ¢i )

Kéd funkce tvorici rychlostni profil pak zac¢ind vypoctem drahy potiebné pro
zrychleni z nulové rychlosti na maximalni rychlost a zpomaleni opét do klidu v
pomeéru ku celkové délce pohybu. Na zakladé tohoto poméru je pak vyhodnoceno,
zda-li se vygeneruje tzv. "lichobéznikovy” profil ¢i profil ”trojuhelnikovy”.

Cas potiebny pro zrychleni na maximélni rychlost je dany jako:

Uma:c

t, =

a'maat

7 tohoto casu je pak mozné vypocitat drahu potfebnou pro zrychleni:

max * t2
5o = GT (5.3.1)

Pokud je drdha potfebnd na zrychleni vétsi, nez polovina celkové drahy, pak je
jasné, ze stroj nemuze dosdhnout maximalni rychlosti tak, aby stihl opét plynule
zabrzdit.

Pohyb samotny se pak vypocita dle nasledujich vztahu. Pro zrychleni plati:

a4 = Qmazx

v = /a dt = Qpae - t (5.3.2)

L 42
Sz/vdt:M
2

P#i pohybu konstantni (maximalni) rychlosti plati:
a=0

v = /CL dt = Umaz (533)

5:5a+/vdt:sa+vmax-t

A nakonec pii zpomalovani je pohyb uréen nasledovneé:

a4 = —0Amag

VU = Umaz — /CL dt = Umaz — Omaz " T (534)
Qmaz t2

s=sat [vdt =54+ Vmao T - = —

Hodnota s, je predem vypocteny bod na dréze, pti kterém je nutné zacit pohyb
zpomalovat. Jelikoz pro zrychleni i zpomaleni je potifeba stejna draha, je mozno tuto

hodnotu urcit jako s — s,.
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5.3.1 Priklady vygenerovani rychlostnich profila

Lichobéznikovy profil se vygeneruje v ptipadé, ze stroj stihne zrychlit na maximaln{
rychlost, urcity cas touto konstantni rychlosti jet a zaroven pak stihne opét plynule
zastavit. Pro piiklad byl tento profil vygenerovan s parametry a,,.. = 0.01 a

Umae = 0.2 a je vidét na obrazku ¢. (7).

Vyvoj poloh
10 T T y \Jp y T T T
©
<
S st 1
o
a
0 Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60
Cas
Vyvoj rychlosti
0.2 Y \J Y T
@
o
So01f 1
>
x
0 Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60
Cas
Vyvoj zrychleni
0.01 T Y \J Y T
‘c
<@
5 or 1
=
N
001 Il Il Il Il 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Cas

Obrézek 7: Lichobéznikovy rychlostni profil

Trojuihelnikovy profil vznikne ve chvili, kdy za danych parametru stroj nestihne
pfi maximalnim zrychleni dosahnout maximalni rychlosti do doby, nez je potieba
opét zacit zpomalovat, aby stroj stihl zastavit. Rychlost tedy bude rist do poloviny
drahy, poté zacne linearné klesat do nuly. Takovy profil lze vidét na obrézku ¢. a

byl vygenerovan s parametry a,,q. = 0.01 a 0,4, = 0.4.
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Obrazek 8: Trojihelnikovy rychlostni profil

5.4 Casovy prubéh pohybu

Vystup funkce popsané v predchozi podkapitole je vektor popisujici ujetou drahu
vygenerovanou s respektem k pozadované rychlosti a zrychleni v danych ¢asech. Nyni
je potieba na zakladé tohoto vektoru vytvorit sekvence polohy, rychlosti a zrychleni v
danych okamzicich s periodou vzorkovani, které je nasledné mozné predat regulatoru
pohybu jako setpointy po celou dobu vykonu pohybu. Je tedy potieba vytvorit
algoritmus, ktery na zakladé pozadované zmény drahy vypocita skutecnou polohu
v daném c¢ase. Protoze jsou obé kiivky, piimka i kruznice definované parametricky;,
je vhodné vypocitat hodnotu interniho parametru u tak, aby vzdalenost ujeta od
posledniho bodu odpovidala pozadované délce ujetého oblouku. Jelikoz jsou primka i
kruznice ptirozené parametrizované kiivky, je vypocet internitho parametru celkem
jednoduchy.

Celkova trajektorie je az na vyjimecné trividlni ptipady slozena z nékolika ¢ésti
(segmentu). Jako prvni je tedy potieba zjistit segment, na kterém se stroj teoreticky
nachézi. To lze snadno urcit, jelikoz jsou znamé délky z interpolace jednotlivych
segmentu. Poté, co je uren segment, staci vypocitat, jak velkou ¢ast daného segmentu
jiz stroj ujel. Diky prirozené parametrizovatelnosti bude u odpovidat poméru zjisténé
délky ku celkové délce segmentu.

Ve chvili, kdy je znam segment i parametr u, je nutné vypocitat polohu stroje
na zakladé téchto dvou udaju. Pro tento ucel byla vytvorena metoda, ktera pro

konkrétni u a segment dosadi do parametrickych predpisu funkei a uréi tak konkrétni

34



polohu stroje. Pokud tento cyklus projde pres celou délku drahy, vytvori se sekvence
bodu ve trojdimenzionalnim prostoru, které je jiz mozné predat regulatoru pohybu
jako referen¢ni hodnoty v danych ¢asech definovanych periodou vzorkovani.

Pro sekvenci bodu reprezentujici polohu je vhodné vypocitat odpovidajici rychlost
a zrychleni v jednotlivych osach. Tyto derivace polohy byly vypocteny numericky.
Rychlost a zrychleni v osach jsou pak také preddvany reguldtoru pohybu jako
referencéni hodnoty. Prubéh téchto dvou velicin v ¢ase je vidét na obrdzku ¢. [9)

Na zavér byla také vypocitana a vykreslena tecna rychlost a teéné zrychleni. Tyto
veliciny by meély odpovidat rychlostnimu profilu vytvorenému generatorem pojezdu.
Tecnou rychlost a zrychleni 1ze vidét na obrazku c¢.

Oba vyse zminéné grafy obsahuji prubéh rychlosti a zrychleni vypoctenych pro

lichobéznikovy rychlostni profil popsany v predchozi podkapitole.

Rychlost v ose x . Zrychleni v ose x
‘g 0.1 E
= =
S o g0
& N
-0.1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Ujeta draha Ujeta draha
Rychlost v osey 0 Zrychleni v osey
g 0.1 5
= £ 5
S 0 S
& { S
-0.1 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Ujeta draha Ujeta draha
Rychlost v ose z 0 Zrychleni v ose z
= 5 0
S 0 S
& N
01 -10
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Ujeta draha Ujeta draha

Obréazek 9: Casovy pribéh rychlosti a zrychleni v jednotlivych

osach pri interpolaci piimkami a kruznicemi

Pri pohledu na grafy rychlosti a zrychleni je patrna nespojitost v okamziku, kdy by
stroj mél zacit zpomalovat. Toto vychyleni vznikd v dusledku diskretizace. Momenty;,
do kterého by mél stroj zrychlovat, a od kterého zpomalovat, byly vypocteny ve
spojitém case. Profil je vsak dan jako sekvence bodu s danou periodou vzorkovéni.
Casy jsou vypocteny s vétsi presnosti, nez je perioda vzorkovani, a proto muze dojit

(a ve vyse uvedenych piipadech doslo) k situaci, kdy pfesny cas neni ndsobkem
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Obrazek 10: Casovy prubéh teéné rychlosti a teéného zrychlend

periody vzorkovani. Vysledkem je, ze tyto dva body budou u sebe blize, nez by dle
rychlosti mély byt. Tato situace je zobrazena na obrazku ¢. . Jelikoz je hlavnim
cilem udrzet konstantni rychlost po co nejdelsi dobu, neni pro ucely této prace tento

problém nutné resit.
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Obrazek 11: Nespojitost rychlosti
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5.5 B-spline interpolace

Doposud byl piredstaven navrh generatoru trajektorie od interpolace az po vy-
tvoreni pozadovaného fyzikalniho pohybu, prozatim vsak pouze pro sekvenci ptimek
a kruznic. Jak jiz bylo popsano v teoretické ¢asti této prace, u takovéto trajektorie
dochézi k nespojitosti v mistech, kde se napojuje jeden segment na druhy. Tato
nespojitost v poloze zpusobi prirozené i nespojitost jejich vyssich derivaci. Takové
nespojitosti je mozné vidét na obrézku ¢. [9] v predchozi podkapitole, kde v misté
napojeni trettho segmentu (prvni piimka) na segment druhy (druhd kruznice) dochazi
ke skokové zméné rychlosti v ose y a z, coz zpusobi prudky narust zrychleni, které
by pozadovanou zménu rychlosti umoznilo. Takové zrychleni vSak neni fyzikalné
realizovatelné. Tento problém bude v této praci feSen pomoci interpolace B-spline
krivkou.

Reprezentace vstupnich dat je stejnd jako v piipadé linedrni interpolace, jen
namisto ¢isla 1 je na druhé pozici vsech bodu kromé prvniho uvedeno ¢islo 2. V
ramci této prace byl navrzen algoritmus pro B-spline kiivku 3. stupné, ktery byl
poté rozsiten s minimalnimi upravami na kiivku 5. stupné. Program pro generovani
B-spline 3. stupné byl navrzen podle feseného prikladu v publikaci ﬂgﬂ

Na obrazku ¢. |12 je zobrazena B-spline interpolace (5. stupné), ktera by méla
interpolovat data uvedend na zac¢atku kapitoly. Pro interpolaci byly oproti puvodnim
datum pridané body na vrcholech kruznic, aby doslo k ”zachyceni”spravného tvaru
trajektorie. U této trajektorie je patrna velkd odchylka zvlasté v oblasti napojeni
dvou piimek z duvodu ”ostrého” navazani, a proto musi B-spline opsat velky oblouk.
Algoritmus, ktery bude automaticky ”fitovat” B-spline kiivku na segmenty kruznic a
piimek, a tim kompenzovat chybu, bude popsan na zavér praktické c¢asti.

Na obrazku ¢. [13]je pak vidét porovnani B-spline funkce 3. a 5. stupné. Je patrné,
ze ktivka 3. stupné je méné ”zvlnénd” oproti kiivce vyssiho stupné, jak bylo uvedeno
v teoretické ¢asti prace. Zaroven je vsak nutné podotknout, ze vyssi stupen poskytne
spojitost vyssich derivaci polohy oproti kiivce nizsiho stupné.

V obou vyse uvedenych grafech nebyl vykreslen z duvodu piehlednosti fidici

polygon.
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B-spline interpolace
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Obrazek 12: Priklad interpolace dat B-spline kiivkou 5. stupné

Porovnani B-spline 3. a 5. stupne
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Obrazek 13: Porovnani B-spline ktivek 3. a 5. stupné pfi interpolaci shodnych dat
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5.5.1 Prevod na fyzikalni pohyb

Narozdil od primky a kruznice neni B-spline kiivka pfirozené parametrizovana. To
znamena, ze bude potfeba komplexnéjsi algoritmus pro urceni interniho parametru u
tak, aby stroj presné ujel danou vzdélenost.

Prvnim problémem je vypocitat délku oblouku obecné B-spline kiivky. Pro ucely
programu je potieba tuto vzdalenost vypocitat na libovolném intervalu interniho
parametru Au =< uy, us >. Matematicky je mozné hledanou vzdalenost definovat

nasledovneé [4]:

“2 ds
LLQ :/u @du (551)

1

Vztah (5.5.1]) 1ze poté rozepsat na tvar:

uz d:)? dy dZ u2
Lz = ) T gy = / 5.2
1.2 /u1 \/(du) + du> + du) du /u1 [|C" (w)||du, (5.5.2)
kde C’(u) je derivace B-spline funkce. Vztah (5.5.2)) nelze obecné fesit analyticky,
a je tedy potfeba prejit k numerickému feseni. Necht je f(u) = [|C"(u)|| a ug = “342.

Potom lze integral ((5.5.2)) vyfesit pomoci tzv. Simpsonova pravidla jako [4]:

Uz — W

o (flua) +4- f(ud) + f(ug)) (5.5.3)
Obdobné jsou pak vypocteny vzdalenosti Ly 3 a L3 a poté vyhodnocena chyba

Lio=

nasledovneé [4]:

€ = |L1,3 + L372 — Ll’gy (554)

V pripadé, ze je € vétsi nez maximalni povolena chyba, je Simpsonovo pravidlo
pouzito znovu, jen tentokrat na intervalech < uq,us3 > a < uz, us >. Vysledna délka
L5 a chyba € bude souc¢tem hodnot vypoctenych na téchto subintervalech. Takto se
bude pokracovat az do chvile, kdy je € mensi nez maximalni povolena chyba.

Ve chvili, kdy je jiz zkonstruovan algoritmus pro vypocet délky opsaného oblouku,
je mozné prejit na vypocet odpovidajiciho interniho parametru u pro posun o zadanou

vzdalenost As. Rovnici lze definovat nésledovneé:

Lis= /U2 f(u)du = As (5.5.5)

Jelikoz se tato rovnice tesi pro cely vygenerovany vektor ujeté drahy, jsou v kazdé

iteraci znamé [|C’(u)||, u1 a As. Ukolem je tedy nalézt uy tak, aby vyse uvedend
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rovnice byla splnéna. Vzhledem ke slozitosti ||C’(u)|| neni mozné opét tuto rovnici
fesit analyticky. Rovnici (5.5.5)) lze prepsat do tvaru:

LLQ - AS =0 (556)

Tuto rovnici je tedy tfeba fesit numericky. Jako prvni byla vyzkousena metoda
tecen (Newton-Raphsonova). V praxi vsak nebyla piilis pouzitelnd, jelikoz se prilis
casto stavalo, ze algoritmus nekonvergoval. Proto byla namisto toho pouzita metoda
bisekce, neboli metoda puleni intervalu. Metoda bisekce patii ke spise pomalejsim
numerickym metoddam, ale pro tcely této prace byla dostatecné rychla (vygenerovani
celé sekvence parametru "u”pro celou délku trajektorie trvala v pruméru 4 sekundy).
Vysledny casovy vyvoj rychlosti a zrychleni v jednotlivych oséch je vidét na obrazku
¢. [T4] a na obrazku ¢. [T5] je poté vidét prubéh tecné rychlosti a zrychleni. Z obrdzku je
patrné, ze narozdil od trajektorie tvorené primkami a kruznicemi zde nedochézi (az na
misto vzniklé v dusledku diskretizace rychlostniho profilu v generatoru pojezdu, viz.
kapitola 5.4) k nespojitosti v rychlosti a tedy ani k nerealizovatelnym pozadavkum

na zrychleni.

Rychlost v ose x . Zrychleni v ose x
]
= ,__\/_J\,_\_/_,
§0.1 -g 0
o 0 N
-1
0 2 4 6 0 2 4 6
Ujeta draha Ujeta draha
0.2 Rychlost v osey s Zrychleniv osey
N
0 pi 5
0 2 4 6 0 2 4 6
Ujeta draha Ujeta draha
Rychlost v ose z Zrychleni v ose z
0.2 5
|
5 0
N S ‘
N
5

2 4 6 ~o 2 4 6
Ujeta draha Ujeta draha

o

Obrézek 14: Casovy prubéh rychlosti a zrychleni v

jednotlivych osach pti B-spline interpolaci
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Obrézek 15: Casovy pribéh teéné rychlosti a zrychleni pii B-spline interpolaci

5.6 Orientace pomoci jednotkového kvaternionu

V predchozich podkapitolach byla zatim feSena pouze poloha a jeji vyssi derivace.
V praktickych dlohéch je jesté navic potfeba uvazovat i orientaci stroje. V teoretické
¢asti bylo uvedeno nékolik moznosti, jak popsat orientaci télesa, a v ramci této prace
byla zvolena reprezentace pomoci jednotkového kvaternionu. 7 praktickych duvodu
byla interpolace provedena pomoci B-spline kfivky.

Pro kompletni interpolaci (poloha i orientace) bylo potfeba upravit strukturu
vstupnich dat. Kazdy bod nyni bude mit kromé prvnich dvou pozic jesté pozici tieti a
¢tvrtou, kde na treti pozici je pozadovana orientace v daném bodé a na ctvrté zpusob
interpolace (pro B-spline interpolaci ¢islo ”2”). Vstupni data tedy poté vypadaji

napiiklad nasledovné:

start = {[0 0 01,0, [0 O -1 pi/2], 0};
passl = {[1 0 0], 2, [0 O -1 (3*pi)/4], 2};
pass2 = {[2 1 0], 2, [1 1 -1 (3*pi)/4], 2};
pass3 = {[3 2 1], 2, [1 0 -1 pi/2], 2};
pass4 = {[4 2 3], 2, [-1 0 -1 (3*pi)/2], 2};

stop = {[6 2 2], 2, [0 0 -1 0], 2};

Informace na treti pozici udava tii slozky osy rotace r a ¢tvrté cislo reprezentuje
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uhel rotace kolem dané osy 6 v radianech.

Pro interpolaci byla upravena metoda pro B-spline kfivku 5. stupné. Nejprve je
provedena samotna interpolace, ¢imz je vypoctena sekvence pozadované orientace
po celé délce trajektorie. Jelikoz je zndma osa i thel rotace, je mozné kvaternion
sestavit dle predpisu . Aby meéla takto sestavend reprezentace fyzikalni smysl,
je nutné provést korekci v podobé normovani, aby byla velikost kvaternionu rovna

jedné. Prubeéh jednotlivych slozek kvaternionu je mozné vidét na obrézku ¢. [16]

Vyvoj uhlu rotace n Vyvoj slozky €,

o
N

o°
=

o

-0.1

Velikost slozky
o
(5]
Velikost slozky

-0.2

0 2 4 0 2 4
Delka drahy Delka drahy

Vyvoj slozky €, Vyvoj slozky e,
0.2 0.5

0.1

o

3 -0.1

Velikost slozky
o
Velikost slozky

S
o

-0.2

0 2 4 0 2 4
Delka drahy Delka drahy

Obrazek 16: Vyvoj jednotlivych slozek jednotkové vektoru po

B-spline interpolaci orientace

5.7 Vyhodnoceni a kompenzace chyby B-spline interpolaci

V kapitole 5.5 byl zminén problém interpolace v pripadé, kdy je dan pozadavek
na naplanovani trajektorie B-spline kiivkou, ktera by méla odpovidat trajektorii
vytvorené sekvenci piimek a kruznic. Prvnim problémem bylo sledovani kruznice.
Aby bylo mozné "kopirovat”trasu kruznice, bylo nutné rucné pridat bod prujezdu do
vrcholu kruznice. Druhym problémem byla chyba, kterou se dopusti B-spline kiivka
oproti puvodni trajektorii. Proto budou v této praci navrzeny dvé korekéni funkce,
které by mély tyto chyby do jisté miry minimalizovat.

Nez bude popsan zpusob minimalizace chyby, je nejprve nutné urcit zpusob,

jakym lze chybu vubec vyhodnotit. Nejprve je vygenerovana trajektorie ptimek a
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kruznic s urc¢itym poctem vzorki. Hodnoty interniho parametru v pro B-spline kiivku
jsou pak ekvidistantné rozlozené na intervalu < 0,1 > a pocet vzorku odpovida
poctu vzorku puvodni trajektorie. Na zakladé analytického predpisu B-spline kiivky
z minulé iterace (pro prvni iteraci je predpis vstupnim parametrem funkce) jsou
vypocteny body polohy v kartézském prostoru pro odpovidajici hodnotu u. Tim
je ziskana sekvence bodu B-spline, primek a kruznic. Mezi odpovidajicimi body je
poté vypoctena vzdélenost, ktera bude definovat chybu, které se B-spline interpolaci
dopustilo oproti puvodni trajektorii.

Nyni, kdyz je definované vyhodnoceni chyby, budou popsany dvé funkce, jejichz
cilem je dopusténou chybu kompenzovat. Obé funkce pracuji na podobném principu.
V prvni iteraci dojde k pridani vrcholu vSech kruznic na trajektorii. To zpusobi, ze v
dalsi interpolaci jiz bude zakladni tvar trajektorie odpovidat trajektorii puvodni. Od
druhé iterace se funkce lisi. Prvni funkce vyhodnoti chyby pro jednotlivé hodnoty
parametru u a v misté, kde je chyba nejvétsi, piida bod prujezdu pro B-spline
interpolaci v misté puvodni trajektorie. To zajisti, ze B-spline kiivka projde presné
timto bodem. V dalsi iteraci se poté vyhodnoti chyba mezi puvodni trajektorii s
trajektorii B-spline kiivky, u které byl ptidan vyse popsany bod. Tato lokdlni uprava
ktivky zpusobi, Ze na jiném misté dojde k vétsimu zakiiveni, coz potenciadlné muze
vést na vétsi chybu, nez byla pred pridanim nového bodu. Pokud doslo ke zvétseni
maximalni chyby, je funkce ukoncena a vysledkem je finalni trajektorie bez posledniho
pridaného bodu. Druha funkce pracuje velmi podobné. Rozdil je v kompenzaci chyby;,
kdy narozdil od prvni funkce je zde nejvétsi chyba fesena na kazdém segmentu. Je-li
maximalni chyba na daném tseku vétsi nez predem stanovend maximalni mozna
chyba, pak je stejnym zpusobem jako u prvni funkce zarazen novy bod prujezdu. A¢
se muze na prvni pohled zdat, ze druha funkce bude dosahovat lepsich vysledku v
miuze byt nékdy pravdou. Pridani vice bodu totiz zpusobuje vétsi zvlnéni mezi témito
body a tedy i vétsi celkové chyby. Proto mohou nastat situace, kdy pomoci prvni
funkce 1ze minimalizovat chybu efektivnéji.

Alternativni variantou ukonceni metody bylo nechat vygenerovat stanoveny pocet
iteraci a poté vybrat interpolaci s nejmensi chybou. Na vSech testovacich trajektoriich
se ukazalo, ze jakmile se chyba pridanim bodu zvétsi, jiz nedojde ke zlepseni vysledku.
Proto i metoda s takovymto ukoncenim vypocitala jako nejlepsi moznou variantu tu
trajektorii, kterou vypocitaly prvni dvé funkce.

Pro piiklad byla sestavena nésledujici trajektorie (obrazek ¢. |17 a . Jelikoz

pii generovani B-spline kiivky nejsou zadané vrcholy kruznic jako body prujezdu,
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neodpovida tato kiivka vibec puvodni trajektorii. Proto budou pouzity vySe popsané
funkce. Vysledky jsou k vidén{ na obrazcich ¢.[19 a[20] Zde se jednd o pifpad, kdy

druhd funkce dosahla presnéjsiho sledovani puvodni trajektorie. Konkrétné maximalni
chyba u prvni funkce byla rovna 0.8568 a tohoto vysledku bylo dosazeno ve dvou

iteracich. Druha funkce minimalizovala chybu na 0.6113 ve tfech iteracich.

Vygenerovana trajektorie

3 bt F
I Body prujezdu
Trajektorie

Obrazek 17: Referencni trajektorie tvorend sekvenci piimek a kruznic

B-spline interpolace
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Obrazek 18: B-spline interpolace testovacich dat pro kompenzaci chyby interpolace
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B-spline interpolace
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Obrazek 19: Vyslednd trajektorie pii vyuziti prvni korekéni funkce

B-spline interpolace

B-spline
2 | Body prujezdu

Obrazek 20: Vyslednd trajektorie pti vyuziti druhé korekéni funkce
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6 Zavér

Hlavnim cilem této prace bylo seznamit ¢tenafe s problematikou generovani
pohybu v celém rozsahu, tj. od interpolace dat (tedy vygenerovani trajektorie, ktera
projde vsemi pozadovanymi body) ptes ndvrh rychlostniho profilu, az po vygenerovéni
fyzikalniho pohybu.

V teoretické casti prace byl nejprve ctendfi predstaven védni obor mechatronika
se zamérenim na obecné rozdéleni mechatronického mechanismu na jednotlivé vrstvy.
Duraz byl kladen na piredstaveni generatoru trajektorie a nékolik typickych tloh,
které musi tato vrstva feSit. V dalsi ¢asti se prace zamérila na kinematiku télesa
a specialné na jeho orientaci. Byly popsany zékladni principy pohybu, konkrétné
rozklad pohybu. Poté byly predstaveny nejcastéji pouzivané reprezentace orientace
télesa, véetné jejich prednosti a nedostatku. V posledni kapitole teoretické ¢asti byla
vysvétlena problematika planovani trajektorie pohybu. Byly pfedstaveny vybrané
soutadnicové systémy stroje, které je mozné k popisu dat pouzit, véetné vzédjemnych
transformaci. Déle byly objasnény bézné pouzivané zpusoby interpolace uzivatelskych
dat. Pozornost byla vénovana hlavné B-spline a obecnéjsim NURBS kiivkam.

Prakticka c¢ast dokumentuje jednotlivé kroky navrhu generatoru trajektorie.
Nejprve byly navrzeny jednoduché interpolatory pro linearni a kruhovou interpolaci,
dale i slozitéjsi metody pro B-spline kiivky tfetiho a patého stupné. Poté byl
vytvoren generator pojezdu, nejprve zjednodusené pro konstantni rychlost, nésledné
pro fyzikalné realizovatelny pohyb s ohledem na maximalni rychlost a zrychleni.
V dalsim kroku byl navrzen podprogram, ktery na zakladé pozadovaného posuvu
podél dréahy vygeneruje sekvence polohy, rychlosti a zrychleni, jez je jiz mozné predat
regulatorum jako referenéni hodnoty. Tato ¢ast byla vytvorena jak pro prirozené
parametrizované kiivky (pfimka a kruznice), tak pro nepfirozené parametrizované
kiivky v podobné B-spline. Interpolator byl pozdéji rozsiten o interpolaci orientace
B-spline kiivkou. Posledni ¢ésti celého programu bylo navrhnuti funkci, které stanovi
a minimalizuji chybu B-spline interpolace oproti puvodni trajektorii danou sekvenci
piimek a kruznic.

Pro pripadné budouci navazani na tuto praci by mohlo byt zajimavym konceptem
rozsiteni metody interpolace B-spline kiivek na metodu interpolace pomoci NURBS
krivek. Hlavnim pifinosem je umoznéni pridani vahy fidicim bodum, coz by potencialné
mohlo zlepsit kvalitu interpolace. Déle by bylo vhodné navrhnout komplexnéjsi a
efektivnéjsi metody kompenzace chyby interpolace B-spline kiivkou oproti ptuvodni

trajektorii tvorené sekvenci ptimek a kruznic.
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