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V Plzni, 2022 ...........................



Poděkováńı
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Abstrakt

V této bakalářské práci se budeme věnovat otázce multi-agentńıho ř́ızeńı soustavy homogenńıch
vozidel. U takovýchto systému máme snahu dosáhnout, zde za pomoci centralizovaného ř́ızeńı,
řetězové stability při zajǐstěńı požadované rychlosti soustavy a vzdálenosti mezi vozidly. Multi-
agentńı systém je složen z jednotlivých homogenńıch subsystémů. Na základě návrhu těchto sub-
systémů obdrž́ıme stavový popis celé soustavy vozidel, pro který budeme navrhovat stavovou
zpětnou vazbu. Návrh této stavové zpětné vazby provád́ıme za použit́ı metody přǐrazeńı Jorda-
novy formy. Pomoćı tohoto ř́ızeńı pak, kromě zajǐstěńı řetězové stability, můžeme systému udávat
př́ıdavné požadavky, jako třeba jaké o sobě budou mı́t vozidla informace, tzn. jaký typ informačńı
topologie bude soustava obsahovat. Výstupy multi-agentńıch systémů jsou následně na základě
přǐrazené Jordanovy formy a tvaru stavové zpětné vazby, źıskané pro dané požadavky předávané
informace a obdržeńı řetězové stability porovnány a diskutovány na několika př́ıkladech.

Kĺıčová slova: ř́ızeńı multi-agentńıch systémů, stavová zpětná vazba, přǐrazeńı Jordanovy formy,
stavový popis, komunikačńı topologie, řetězová stabilita soustavy, inteligentńı dálnice, stabilita
dynamického systému



Abstract

In this Bachelor thesis, we will address the issue of multi-agent control of a system of homoge-
neous vehicles. With a system like this, we have an effort to achieve, here by centralized control,
string stability in ensuring the required system velocity and distance between vehicles. The multi-
agent system is composed of individual homogeneous sub-systems. Based on the design of these
sub-systems we will receive a state space of the whole vehicle system for which we will be designing
the state feedback. We design this state feedback using the method of assigning Jordan’s form.
Using this control, in addition to providing string stability, we can give the system additional
requirements, such as what information the vehicles will have about each other, i.e. what form
of information topology the system will propose. The outputs of multi-agent systems are then
compared and discussed based on the assigned form of Jordan and the shape of the state feedback
obtained for the requests transmitted information and the receipt of chain stability.

Key words: multi-agent collaborative control, state feedback, Jordan form assignment, state
space, communication topology, string stability, intelligent highway, dynamic system stability
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3.3 Póly systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.4 Normy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4 Stabilita soustavy vozidel 11
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1 Úvod

zá bakalářské práci se budeme věnovat tématu ř́ızeńı soustavy homogenńıch vozidel, přesněji
vozidel jedoućıch na komunikaci, nejčastěji dálnici, za sebou v zástupu. Takové systémy označujeme
jako multi-agentńı kooperativńı systémy, které sestávaj́ı z v́ıce aktér̊u nazývaných agenti. Výrazem
agent se zde charakterizuje systém, resp. subsystém, který představuje v soustavě samotný auto-
nomńı objekt, tj. v našem př́ıpadě vozidlo. Tito agenti jsou schopni samostatně provádět některé
činnosti a kooperovat mezi sebou, za účelem vykonáńı práce, kterou by jako jednotlivci nezvládli
nebo by byla obt́ıžná anebo by ji společně mohli zvládnout lépe. Abychom dosáhli kooperace mezi
jednotlivými agenty, muśı mezi nimi být zavedeny komunikačńı vazby, předávaj́ıćı informace nutné
k jejich spolupráci. Takovéto propojeńı se běžně označuje jako topologie toku informaćı, kterým
se podrobněji zabývaj́ı v práci [1], [2].

Tyto topologické śıtě lze vytvářet za použit́ı grafové teorie. Tato teorie poskytuje data o in-
formačńım toku mezi agenty, kde agenti v grafu představuj́ı jeho vrcholy a hrany komunikačńı,
resp. informačńı tok. Graf může obsahovat neorientované nebo orientované hrany. V ř́ızeńı sou-
stavy vozidel se sṕı̌se užij́ı orientované hrany, které udávaj́ı, jakým směrem komunikace, resp.
informace, prob́ıhá. Orientace může být jednosměrná či obousměrná v závislosti na požadované
topologii. Grafovou teorii podrobně popisuj́ı v [3].

Ř́ızeńı multi-agentńıch kooperativńıch dynamických systémů reprezentuje zp̊usob, jak ovládat
soustavu nezávislých stroj̊u, aby zvládly společnými akcemi dosáhnout kolektivńıho výsledku. Ta-
kovéto ř́ızeńı se zvláště zaměřuje na závislosti jednotlivých agent̊u soustavy mezi sebou, které se
projevuj́ı v dynamice celé soustavy. Tuto soustavu je pak možné ř́ıdit r̊uznými technikami ř́ızeńı,
mimo jiné pomoćı stavové zpětné vazby F (u = Fx). Stavovou zpětnou vazbu F se snaž́ıme navrh-
nout tak, aby matice dynamiky uzavřeného systému Ac = A+BF měla požadovanou Jordanovu
formu. Tento návrh zkoumali v praćıch [4], [5]. T́ımto návrhem se v této práci budeme také zabývat,
za účelem stabilizace celé soustavy. Zat́ımco stabilita jednotlivých agent̊u je v klasické teorii ř́ızeńı
široce prozkoumána, u teorie multi-agentńıho ř́ızeńı je výzkum teprve celkem na začátku. U sta-
bility multi-agentńıch systémů kromě dynamiky a stability jednotlivých agent̊u, hraje významnou
roli i informačńı propojeńı jednotlivých agent̊u. Stabilitu u těchto systémů určuje také to, jak se
chyby (poruchy) na jednotlivých vozidlech projevuj́ı na těch ostatńıch, tzn. jak se poruchy proje-
vuj́ı do celého řetězce, tato stabilita soustavy je označována jako řetězová stabilita. Jsou-li splněny
jej́ı podmı́nky, pak nám ř́ıká, že nedocháźı k zesilováńı poruch stav̊u soustavy postupem v řetězci.

V této práci se budeme tedy a priori soustředit na centralizované ř́ızeńı. Toto ř́ızeńı multi-
agentńıch systémů může mı́t r̊uzné druhy provedeńı, které záviśı na umı́stěńı centrálńı ř́ıd́ıćı
jednotky. Centrálńı jednotka shromažd’uje data z jednotlivých agent̊u a zároveň provád́ı jejich
zpracováńı, výpočty a rozhodováńı o pr̊uběhu daných agent̊u. Tato jednotka může být umı́stěna
ve vedoućım agentu celého řetězce, který bývá označován jako ĺıdr kolony. V takovém př́ıpadě
docháźı ke komunikaci mezi vozidly (V2V-Vehicle to Vehicle). Nebo může být ř́ıd́ıćı jednotka
umı́stěna v silničńı infrastruktuře, pak V2I (Vehicle to Infrastructure). Centralizované ř́ızeńı je v
některých aspektech jednodušš́ı oproti distribuovanému, resp. decentralizovanému ř́ızeńı, jelikož
neńı nutné navrhovat ovládaćı programy pro veškeré agenty, ale jen pro ř́ıdićı jednotku, která
ostatńım agent̊um rozešle akce nutné k vykonáńı. Je také vhodné pro jeho jednoduchou údržbu.
Použ́ıvá se pro ne př́ılǐs rozsáhlé systémy, pro které je toto ř́ızeńı velice účinné. Jiným typem ř́ızeńı
jsou distribuované, resp. decentralizované ř́ızeńı, u kterých je složitost jejich návrhu zapř́ıčiněna
rozložeńım ř́ıdićıch jednotek do v́ıce agent̊u a nutnost́ı komunikace a spolupráce mezi jednotlivými
agenty.

Využit́ı multi-agentńıch systému nacháźıme od optimalizace výpočetńıch proces̊u, ř́ızeńı distri-
buce energie v energetických śıt́ıch, až např́ıklad k autonomńımu ovládáńı vozidel. V dnešńı době
zdražováńı pohonných hmot a neustálému zvyšováńı silničńıho provozu, může mı́t multi-agentńı
ř́ızeńı silničńıho provozu veliký vliv na ekonomiku, ekologii a bezpečnost spojenou s t́ımto druhem
dopravy. Vhodným ř́ızeńım vozidel jedoućıch v zástupu je možné sńıžit celkovou spotřebu paliva
vozidel v soustavě. Budou-li vozidla udržovat mezi sebou vhodnou vzdálenost, vytvoř́ı se na základě
jejich aerodynamiky vzduchová bublina. Největš́ı odpor vzduchu tak bude vyv́ıjen pouze na vozi-
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dlo jedoućı v čele kolony, což povede ke sńıž́ı spotřeby ostatńıch vozidel. To bude mı́t za následek
nižš́ı spalováńı pohonných hmot, a tedy sńıžeńı emiśı CO2 vypouštěných do ovzduš́ı. Udržováńı
požadované vzdálenosti také povede na lepš́ı uspořádáńı vozidel na dálnici, což zvýš́ı jej́ı provozńı
kapacitu. Co se týče bezpečnosti provozu v práci [6] bylo ukázáno, že s rostoućı rychlost́ı vozidel,
roste i pravděpodobnost dopravńı nehody. Nehody jsou podle této práce nejčastěji zp̊usobeny ne-
dodržováńım předepsané rychlosti. U správně ř́ızených multi-agentńıch systémů se však vozidla
snaž́ı vždy udržet danou rychlost, což snižuje riziko vzniku nehod. Multi-agentńı ř́ızeńı, které má
informace o agentech źıskávaných komunikaćı, tak bude mı́t větš́ı přehled o celkovém stavu kolony
a rychleǰśı reakčńı dobu, než-li samostatně jedoućı autonomńı vozidla, či člověk vozidlo ř́ıd́ıćı. To
může vést ke zvýšeńı rychlosti provozu a tedy sńıžeńı časové náročnosti přepravy.

V této bakalářské práci bychom se měli seznámit s multi-agentńım ř́ızeńım a pojmy jako
řetězcová stabilita a topologie toku informaćı. Předchoźı znalosti bychom pak chtěli využ́ıt při
návrhu ř́ızeńı soustavy homogenńıch vozidel, tj. soustavy vozidel, které maj́ı stejný dynamický
popis. Ř́ızeńı budeme provádět stavovým zpětným regulátorem za využit́ı přǐrazeńı vhodné Jorda-
novy formy. Regulátor se budeme snažit navrhnout tak, aby vozidla po celou dobu j́ızdy udržovala
mezi sebou požadovanou vzdálenost a aby jela celé kolona námi zvolenou rychlost. Tyto požadavky
pak muśı být splněné i při změně počátečńıch podmı́nek, či p̊usobeńı poruch. Návrh zpětné vazby
provedeme pro r̊uzné délky kolon, r̊uzné přǐrazeńı Jordanových forem. Různé Jordanovy formy
zkoumáme, abychom źıskali vhled do toho, jakého ř́ızeńı můžeme dosáhnout. Např́ıklad některé
Jordanovy formy budou vhodné pro zajǐstěńı řetězové stability, nebo symetrie soustavy, některé
mohou umožnit přej́ıt od centralizovaného ř́ızeńı k distribuovanému, pokud se nám povedlo elimi-
novat potřebu znalosti některých stavových veličin. Některé př́ıklady zde budeme demonstrovat v
závěru práce. Většina výpočt̊u byla provedena v software Maple s využit́ım knihovny, s využit́ım
knihovny JordanFormAssignment z [5].

1.1 Historie multi-agentńıho ř́ızeńı

Vývoj multi-agentńıch systémů a jejich ř́ızeńı lze vysledovat do konce 19. stolet́ı, přesněji
80. let. V této době se výzkum zaměřoval převážně na oblast mobilńıch robot̊u. Před t́ımto ob-
dob́ım se teorie ř́ızeńı převážně zabývala sólovým ř́ızeńım robot̊u, či distribuovanost́ı jejich ř́ızeńı
k řešeńı určitých problémů, ovšem toto ř́ızeńı neobsahovalo robotické prvky. Jednou z prvńıch
praćı zabývaj́ıćıch se touto tématikou byl projekt California’s Partners for Advanced Transit [7],
přesněji zaměřuj́ıćı se na ř́ızeńı skupinového pohybu automobil̊u.

Hlavńım podnětem k vytvořeńı multi-agentńıho ř́ızeńı bylo zkoumańı běžné synchronizace
v př́ırodě. Jedná se předevš́ım o kolektivńı chováńı zv́ı̌rat ve skupině, kde r̊uzné druhy zv́ı̌rat
předváděj́ı v kolektivu r̊uzné chováńı. Takové kolektivńı chováńı následně zv́ı̌rata ve skupině
využ́ıvaj́ı k informováńı skupiny o možném hroźıćım nebezpeč́ı, sńıžeńı energie nutné k pohybu,
lepš́ım vyhĺıdkám během lovu, či provedeńı určitého úkonu. Jednat se může o stádo końı, hmyźı
roj nebo hejno ryb, pták̊u apod. V takovém kolektivu jednotliv́ı členové jednaj́ı individuálně
na základě smyslových vjemů, které ovlivňuje jej́ıch bĺızké okoĺı. Přehled může mı́t jen o svých
sousedech, ale o zbytku skupiny nemuśı v̊ubec vědět. Reynolds v [8] odvodil sledováńım těchto
př́ırodńıch jev̊u zákony individuálńıho chováńı člen̊u skupiny třemi pravidly

• sladěńı směru pohybu a rychlosti se skupinou,

• vyvarováńı se srážce se skupinou,

• zachováńı malé nejlépe konstantńı vzdálenosti mezi se skupinou,

Tyto pravidla odvozená z kolektivńıho pohybu skupin zv́ı̌rat v př́ırodě najdou vhodné využit́ı i
v technické problematice, v našem př́ıpadě ř́ızeńı soustavy vozidel. Stavy takovéto soustavy jsou
výrazně ovlivněny jej́ı velikost́ı, tedy počtem vozidel a zp̊usobem, jakým si agenti mezi sebou
vyměňuj́ı informace, či zda v̊ubec k této výměně může doj́ıt. Např́ıklad u hejna ryb, kde je k
vizuálńı informaci přidává informace o vodńım proudu, vznikaj́ıćım plavbou ryb, maj́ı ryby větš́ı
přehled o okoĺı. To jim umožńı rychleǰśı reakci oproti zv́ı̌rat̊um, která využ́ıvaj́ı pouze vizuálńı
informace (např. koně), [8].

2



Propojeńım lokálńıch poč́ıtačových śıt́ı s internetem, se možnosti provedeńı složitěǰśıch výpočt̊u
výrazně zlepšili, a s rozvojem komunikačńıch technologíı, vzrostl v 90. letech zájem využ́ıt multi-
agentńı systémy v leteckém odvětv́ı. Obzvlášt’ pro ř́ızeńı bezpilotńıch letoun̊u, nebo také dron̊u,
(UAV-unmanned aerial vehicle), které se v současné době využ́ıvaj́ı v mnoha odvětv́ıch. Proble-
matika ř́ızeńı UAV byla studována např́ıklad v praćıch [9], [10].

V posledńı době se multi-agentńı systémy hojně použ́ıvaj́ı ve sféře transportńıch systémů, at’

už jde o vzdušnou nebo pozemńı dopravu. Pro efektivnost dopravy by byla vhodná plná auto-
matizace těchto systémů, to však kv̊uli složitosti celého úkolu neńı zcela možné, nebot’ kromě
správně navrženého systému je nutné zajistit i přizp̊usobivost na náhodně se objevuj́ıćı problémy.
U pozemńı dopravy, kterou zde budeme zkoumat, je snaha dosáhnout dále zmiňované ”inteligentńı
dálnice”. Jde o automatizovaný dopravńı systém, který může využ́ıvat centralizovaného nebo dis-
tribuovaného ř́ızeńı, a řešit tak problémy transportńı dopravy. Vhodným návrhem takového ř́ızeńı
by pak mohlo být možné vyhýbat se překážkám na silnici, zabránit dopravńım nehodám či zvýšit
hustotu provozu na komunikaci, takovým tématem se zabývaj́ı v práci [7].

Současnými záležitostmi v oblasti multi-agentńıch systémů je v dnešńı době hlubš́ı zpracováńı
problému kooperace, autonomie, společných akćı a vazeb. Lze již ř́ıci, že tyto systémy dosáhly
úrovně dospělosti, což je spojeno s jejich využit́ım v řadě obor̊u a kromě prvotńı oblasti výzkumu
přecházej́ı také do prostřed́ı slouž́ıćı jako rozhrańı mezi člověkem a poč́ıtačem. Multi-agentńı
systémy již ovlivňuj́ı sféry, jako zábava, vzděláńı, modelováńı a simulace r̊uzných typ̊u sociálńıch
śıt́ı a organizaćı.

V budoucnosti by pak mohlo daľśı zkoumáńı multi-agentńıch systémů přinést ovládáńı a po-
rozuměńı komplexńıch a spletitých vztah̊u ve reálném světě a to zp̊usoby, které byly s doposud
známými metodami fyzicky neuskutečnitelné. Aplikacemi v budoucnu mohou být zmiňované in-
teligentńı dálnice, chytré domy nebo by mohly být multi-agentńı systémy implementovány do
podp̊urných systémů, slouž́ıćıch pro sledováńı a opravu veškerých poruch těchto systémů.

1.2 Základńı informace o soustavě vozidel

V této práci se budeme zabývat ř́ızeńım soustavy r+1 vozidel jedoućıch v zástupu ve stejném
pruhu, tzn. v koloně. Č́ıslo r udává počet následovńık̊u vedoućıho vozidla, tedy ĺıdra, kterého
budeme značit č́ıslem 0. Vedoućı vozidlo slouž́ı jako referenčńı, jehož rychlost v0(t) je referenčńı
rychlost́ı pro všechna zbylá vozidla v koloně, tedy požadujeme, aby v0(t) = v1(t) = . . . = vr(t)
a poloha ĺıdra p0(t) se použ́ıvá jako počátečńı souřadnice kolony (proto p0(t) = 0), viz. 1, dále
znač́ıme jen vi a pi. Koordinace ř́ızeńı vozidel spoč́ıvá v udržeńı formace, vyhýbáńı se kolizi,
přizp̊usobeńı formace počaśı a stavu vozovky, rychlé ustáleńı formace po poruchách, přizp̊usobeńı
formace po př́ıjezdu a odjezdu nějakého vozidla. V d̊usledku toho jsou vzdálenosti mezi vozidly δi
proměnnými, které je třeba ř́ıdit. Ve formaci může být poloha každého vozidla definována r̊uzně

Obrázek 1: Soustava jedoućıch vozidel ve formaci kolony s vyznačeńım
d̊uležitých parametr̊u.

(počátečńım, středovým či koncovým bodem vozidla), v našem př́ıpadě řekněme počátečńım, a je
označena pi, i = 0, 1, ..., r, což je vzdálenost i-tého vozidla od vozidla vedoućıho. Jelikož uvažujeme
homogenńı soustavu, pak délka všech vozidel bude stejná, tzn. li = l Aktuálńı vzdálenost mezi
vozidly (δi), pak definujeme jako

δi = pi − pi+1 − l, (1)

kde l je jednotná délka všech vozidel. Rychlost vozidla vi lze určit pomoćı derivace př́ıslušné polohy
nebo d́ıky vyhodnoceńı ze senzor̊u. Jak už bylo řečeno rychlost ĺıdra v0 udává celkovou rychlost
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kolony, kterou chceme dodržovat a požadujeme ji za konstantńı, tedy v. Z čehož můžeme psát
odchylku od požadované rychlosti, resp. relativńı rychlost

δvi(t) = vi(t)− v, (2)

Ćılem je také udržet požadovanou vzdálenost mezi jedoućımi vozidly ∆. Požadovanou vzdálenost
v zásadě určujeme na základě brzdné dráhy, která vycháźı ze stavu vozovky, počaśı a rychlosti
skupiny. Pak můžeme definovat odchylku od této požadované hodnoty, kterou budeme dále ř́ıdit,
následovně

δpi = δi −∆. (3)

2 Komunikačńı struktury kolony

V této kapitole se budeme zabývat zp̊usobem komunikace a źıskáváńı informaćı mezi vozi-
dly v koloně. Představ́ıme si základńı topologie pro komunikaci a možnosti źıskáváńı informaćı o
vozidlech. Dále si uvedeme pot́ıže, které nastanou objev́ı-li se problémy v komunikaci mezi vozidly.

Komunikačńı struktura specifikuje tok informaćı mezi jednotlivými vozidly a nebo mezi vozidly
a silnićı. Komunikačńı struktura je určena informacemi, které jsou použ́ıvány regulátorem, jako
např. absolutńı/relativńı vzdálenost nebo rychlost atd. Tyto informace jsou źıskávány palubńımi
senzory nebo prostřednictv́ım komunikace. Struktura komunikace je tedy d̊uležitý aspekt, který
má velký vliv na proveditelnost ř́ızeńı kolony a jej́ı vlastnosti.[11]

2.1 Centralizovaná, decentralizovaná, distribuovaná struktura

Komunikačńı strukturu lze rozdělit do třech hlavńıch skupin: centralizovaná, decentralizovaná
a distribuovaná, viz. Obr.2. Tyto komunikačńı struktury jsou založeny na grafové teorii, prob́ırané
v práci [3]. Komunikačńı struktura udává, jak jsou přenášené informace mezi vozidly a ř́ıdićımi
jednotkami, ř́ızeńı multi-agentńıch systému tedy záviśı na dané komunikačńı struktuře. Můžeme
tedy ř́ıct, že komunikačńı struktura udává rozložeńı ř́ıdićıch jednotek. V této práci se budeme
soustředit na centralizované ř́ızeńı, resp. strukturu.

Obrázek 2: Komunikačńı struktury a)centralizovaná b)decentralizovaná
c)distribuovaná

Centralizované ř́ızeńı má ř́ıdićı jednotku umı́stěnou na centrálńım mı́stě, která shromažd’uje
a interpretuje data ze všech komunikuj́ıćıch vozidel. Dále provád́ı výpočty, na základě kterých
určuje vhodné odezvy pro jednotlivá vozidla (např. j́ızdńı akci), tyto reakce poté odeśılá každému
vozidlu, viz. Obr.3a. Fyzické umı́stěńı centrálńıch ř́ıdićıch jednotek může být v jednom z vozidel
v koloně, většinou j́ım bývá ĺıdr (komunikace prob́ıhá mezi vozidly V2V-Vehicle to Vehicle), nebo
silničńı infrastruktura (komunikace prob́ıhá mezi vozidly a silnićı V2I-Vehicle to Infrastructure).
Vozidla zde p̊usob́ı jako senzory, které poskytuj́ı měřeńı centrálńımu ř́ızeńı. Centralizované ř́ıdićı
jednotky jsou také označovány jako systémy ”inteligentńı dálnice”, [11], [12].
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Výhodou centralizovaného ř́ızeńı je jednodušš́ı návrh aplikačńıch programů. Neńı nutné na-
vrhovat program pro jednotlivá vozidla, ale pouze pro centrálńı ř́ıdićı jednotku, která na jejich
základě odeśılá vozidl̊um požadované akce k provedeńı. Takové ř́ızeńı se také lépe udržuje, jelikož
stač́ı provést akci pouze na centrálńı jednotce. Centralizované ř́ızeńı je vhodné a účinné použ́ıt,
pokud ř́ızený systém neńı př́ılǐs složitý.

Zásadńı nevýhodou centralizovaného ř́ızeńı je, že pokud komunikačńı stanice vyśılá a přij́ımá
bezdrátové informace z jednoho mı́sta, může doj́ıt k velkým zpožděńım komunikace a také zvýšenému
riziku selháńı komunikace. Pokud k takovému selháńı dojde, ř́ızeńı přestane fungovat, což v systému
kolony muže mı́t fatálńı následek ve formě hromadné dopravńı nehody. Daľśı nevýhodou je vy-
soké výpočetńı zat́ıžeńı centrálńı jednotky, která provád́ı veškeré výpočty a rozhoduje o pr̊uběhu
postupu kolony, [13].

Obrázek 3: Znázorněńı principu a)centralizovaného a b)distribuovaného
ř́ızeńı.

Naproti tomu distribuované ř́ızeńı, převážně využ́ıvaj́ıćı komunikaci mezi vozidly V2V, je ta-
kové, kde každé vozidlo shromažd’uje a interpretuje informace z ostatńıch vozidel samo, pomoćı
komunikace a nebo palubńıch senzor̊u, a na základě výpočt̊u určuje svou vlastńı odezvu, viz.
Obr.3b. Pokud jsou použ́ıvány pouze palubńı senzory, ř́ıkáme o systému, že je autonomńı, zat́ımco
neautonomńı nebo kooperativńı označujeme takový systém, kde je zahrnuta i komunikace. Většina
nověǰśıch studíı se zaměřuje sṕı̌se na zkoumáńı distribuovaného, nežli centralizovaného ř́ızeńı, je-
likož požadavky na komunikačńı systém a nutné změny stávaj́ıćı infrastruktury silnic nejsou u
tohoto př́ıpadu tak závažné. Distribuované ř́ızeńı z decentralizovaného zcela odstraňuje rozdělené
centrálńı uzly, úplně tedy eliminuje centralizaci. U takového ř́ızeńı maj́ı agenti stejné př́ıstupy k
ostatńım informaćım [11], [12].

Výhodou distribuovaného (i decentralizovaného) ř́ızeńı oproti centralizovanému je odolnost
systému na p̊usob́ıćı poruchy a na chyby v komunikaci, při přerušeńı komunikace nedojde k rozpadu
ř́ızeńı, jelikož každé vozidlo rozhoduje o své akci i na základě palubńıch senzor̊u. Nav́ıc při závadě
komunikace či samotného vozidla je možné překonfigurovat komunikačńı topologii mezi vozidly
tak, aby provoz kolony nebyl narušen. Daľśı z výhod takového ř́ızeńı/komunikace je převedeńı
některých výpočt̊u na jednotlivá vozidla. Centrálńı jednotka tedy nebude tolik zatěžována a může
p̊usobit jen jako zpracováńı pomocných událost́ı.

Nevýhodou zde však může být nutnost komunikace mezi zař́ızeńımi r̊uzných výrobc̊u a jejich
vzájemné součinnosti, což může výrazně ovlivnit složitost ř́ıdićıch programů, [12], [13].

2.2 Topologie toku informaćı

Topologie toku informaćı (dále jen IFT-Inormation Flow Topology) popisuje, jakým zp̊usobem
si vozidlo měńı informace s ostatńımi vozidly. Různé IFT jsou definovány na základě komunikačńıch
podmı́nek. Na Obr. 4. můžeme vidět následuj́ıćı nejčastěji už́ıvané topologie pro kolonu r + 1
vozidel, kde r udává počet následovńık̊u ĺıdra [2]:

• Následovńık předch̊udce (PF→predecessor following)
• Následovńık předch̊udce a ĺıdr (PLF→predecessor leader following)
• Obousměrný přenos (BD→bidirectional)
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• Obousměrný přenos s ĺıdrem (BDL→bidirectional-leader)

Obrázek 4: Topologie toku informaćı pro kolonu vozidel.

Dále se použ́ıvaj́ı topologie s následováńım dvou předch̊udc̊u (TPF) a následováńım dvou předch̊udc̊u
a ĺıdra (TPLF). Obecněji lze tyto IFT zapsat následovně kPF a kPLF, kde k udává počet
následovńık̊u, se kterými je komunikováno. Existuje i mnoho daľśıch topologíı, které mohou být
zkoumány podobným zp̊usobem.
Je dobré podotknout, že informace předávaná IFT mezi jednotlivými vozidly může obsahovat
všechny podrobnosti, jako poloha, rychlost a zrychleńı vozidla nebo pouze některé z nich, a
to tedy za předpokladu, že nedojde k selháńı komunikace. Vozidlo může źıskávat j́ızdńı stavy
prostřednictv́ım palubńıch senzor̊u nebo komunikaćı s ostatńımi vozidly.

Při použit́ı palubńıch senzor̊u, jsou-li k ř́ızeńı potřeba absolutńı polohy, může být použit systém
GPS/DGPS (podrobněji v [14]), ty však nelze použ́ıvat samostatně, jelikož maj́ı ńızkou obnovovaćı
frekvenci (∼1 Hz) a nejsou dostatečně přesné. Alternativně by mohly být po celé dálnici rozmı́stěny
malé magnety, které by udávaly vzdálenost od začátku dálnice, což by bylo náročně realizovatelné.
Kromě toho lze také použ́ıt pozorovatele, jako je rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr (podrobněji v práci [15]),
který z palubńıch měřeńı rychlosti urč́ı odhad absolutńı polohy. Absolutńı rychlosti lze měřit velice
přesně např́ıklad pomoćı sńımač̊u umı́stěných na kolech vozidel. Co se týče absolutńıho zrychleńı,
to můžeme odhadnout z měřené rychlosti nebo je možné ho změřit pomoćı akcelerometru.

K ř́ızeńı kolony je také možné pož́ıt informace o relativńı poloze a rychlosti, ty lze přesně měřit
i při vysokých rychlostech např. použit́ım radaru nebo zař́ızeńı lidar (podrobněji viz [16]). Bohužel
šum na měřeńı relativńıch poloh a rychlost́ı je takový, že relativńı zrychleńı nelze odhadnout s
přijatelným poměrem signálu k šumu nebo fázovým zpožděńım. Možnost́ı je použit́ı bezdrátové
komunikace k obdržeńı zrychleńı ostatńıch vozidel, [11].

Geometrie formace udává požadovanou vzdálenost mezi jednotlivými vozidly v systému kolony,
v mnoha praćıch také označováno jako politika dosahu. Základně se děĺı na politiku konstantńı
vzdálenosti a konstantńı časový pokrok, viz [1].

2.3 Komunikačńı problémy v IFT

Efekt zp̊usobený selháńım komunikace nelze ignorovat, přestože kolona propojených auto-
nomńıch vozidel (dále jen CAV-Connected and Automated Vehicles) přináš́ı mnoho výhod. Proto
je IFT d̊uležitá pro stabilitu v koloně. Existuj́ı studie, které zkoumaly účinky r̊uzných IFT na
stabilitu a konvergenci kolony k požadované hodnotě, kterou může být např́ıklad celková rychlost
kolony, či vzdálenost jednotlivých vozidel. Jako např́ıklad v článku [2], kde studovali účinnosti IFT
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na stabilitu a škálovatelnost homogenńıch kolon CAV s problémy. Dále Syed a kol. studovali vliv
IFT na výkon ř́ızeńı kolony a poté aplikovali lokálńı ř́ızeńı, aby dosáhli globálńıho konsensu (shody
mezi vozidly) na požadovaných hodnotách. Výsledky ukázaly, že vážená a omezená strategie ř́ızeńı
sńıžila složitost komunikace, viz. práce [17]. Většina studíı se však zaměřuje pouze na pevné IFT
(přesně dané po celou dobu j́ızdy) za předpokladu ideálńı komunikace. Nicméně v reálném světě
docháźı k selháńı komunikace náhodou a je tak nutné vyvinout dynamické IFT (může se měnit v
pr̊uběhu j́ızdy) pro adaptivńı komunikaci kolony [1].

Obrázek 5: Znázorněńı pr̊uběhu problému selháńı komunikace z IFT a)PLF
do následuj́ıćıch IFT b)LF, c)PF a d)CAV.

Problémy s komunikaćı však existuj́ı ve všech reálných př́ıpadech kolony. K selháńı komu-
nikačńıho spojeńı dojde v př́ıpadě, že se přeruš́ı komunikace mezi některými vozidly. Jako př́ıklad
si uvedeme selháńı komunikace u topologie PLF viz. Obr. 5a. Zde můžeme vidět, že pokud selže
komunikace od předch̊udce z topologie PLF se nám stane pouze následováńı ĺıdra (LF) Obr.5b.
a naopak, selže-li komunikace od ĺıdra, z p̊uvodńı topologie dostaneme pouze PF. Avšak se může
stát, že dojde k selháńı obou těchto komunikaćı, jak od ĺıdra, tak od předch̊udce a ř́ızeńı se vrát́ı
k základńımu CAV, což se rovná pevné IFT znázorněné na Obr. 5d. [1].

Vozidla jsou v koloně detekovatelné pomoćı palubńıch senzor̊u a nebo komunikace, jestli však u
některého vozidla dojde k poruše komunikace stává se nedetekovatelným, pokud jede mimo dosah
radaru nebo jede mezi dvěma daľśımi nekomunikuj́ıćımi vozidly. V nejhorš́ım př́ıpadě může být
chováńı nedetekovatelného vozidla zcela opačné oproti ostatńım detekovatelným, a to poté vede
ke kolizi vozidel. Z bezpečnostńıho hlediska by proto měl být ř́ıd́ıćı algoritmus schopen vypořádat
se s nekomunikuj́ıćımi vozidly. Jedná se o náročný úkol, velice závisej́ıćı na komunikačńı struktuře,
v́ıce je uvedeno např́ıklad v práci [11].

3 Stabilita subsystémů kolony.

Stabilita je jedna z nejvýznamněǰśıch vlastnost́ı systému. Je také označována, jako schopnost
dosáhnout ustáleného stavu a přetrvat v něm. Stabilitu můžeme určit z vnitřńıho (stavového)
popisu (vnitřńı stabilita) nebo z vněǰśıho popisu (vněǰśı stabilita), [18], [19].

3.1 Vnitřńı stabilita

Mějme tedy vnitřńı (stavový) popis spojitého LTI (lineárńıho časově invariantńıho) systému
definovaný jako

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du,
(4)

kde x ∈ Rn×1 je vektor stav̊u, y ∈ Rp×1 vektor výstup̊u, u ∈ Rm×1 vektor vstup̊u (také vektor
ř́ızeńı), A ∈ Rn×n je matice dynamiky, B ∈ Rn×m matice vstup̊u, C ∈ Rp×n matice výstup̊u
systému a D ∈ Rp×n matice př́ımé vazby ze vstupu na výstup.
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Obrázek 6: Intuitivńı zobrazeńı stability.

V našem př́ıpadě se budeme soustředit na systém, kde nebude žádný vliv př́ımé vazby ze vstupu
na výstup, tj. D = 0, a můžeme tedy upravit předchoźı vztah do tvaru

ẋ = Ax+Bu

y = Cx.
(5)

O systému (5) můžeme ř́ıct, že je (vnitřně) stabilńı právě tehdy, když každý jeho počátečńı stav
odezńı do nuly (počátku stavového prostoru), tj. když všechna vlastńı č́ısla matice dynamiky
budou ležet v otevřené levé polorovině komplexńı roviny. Tuto podmı́nku můžeme testovat tak, že
všechny kořeny charakteristického polynomu, které lze ze stavového popisu źıskat řešeńım rovnice

det (λI −A) = 0, (6)

kde I je jednotková matice o stejné velikosti jako matice A, maj́ı zápornou reálnou část.

3.2 Vněǰśı stabilita

Mějme daný vněǰśı popis spojitého LTI systému, popsaný pomoćı přenosové funkce, kterou
źıskáme ze vztahu (5) následovně

G(s) = C(sI −A)−1B. (7)

Potom můžeme o systému (7) ř́ıct, že je zvněǰsku (BIBO-Bounded Input Bounded Output) stabilńı
právě tehdy, když odezva na každý omezený signál je také omezená, tj. jmenovatel přenosu má
všechny kořeny v otevřené levé polorovině komplexńı roviny, tedy jejich reálná část je záporná.
Pokud omezený vstup vyvolá neomezený výstup, ř́ıkáme, že je systém zvněǰsku (BIBO) nestabilńı,
viz.[19].

Obrázek 7: Znázorněńı a)omezeného (skok) a b)neomezeného (rampa)
signálu.

Omezený signál je takový, který má konečnou hodnotu minima a maxima. Pokud jsou tedy
hodnoty minima a maxima konečné, znamená to u spojitého signálu, že jsou konečné i všechny
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hodnoty mezi nimi, viz. Obr.7a.

BIBO stabilita je vlastnost přenosu (obrazu ze vstupu na výstup). Pokud zjist́ıme, že je systém
vnitřně stabilńı, potom je i BIBO stabilńı, tato vlastnost však neplat́ı obráceně. U spojitých LTI
systémů se vždy jedná o stabilitu asymptotickou. Asymptoticky stabilńı systémy jsou takové,
jejichž odezva na nenulové počátečńı podmı́nky lze p̊usobeńım vněǰśıho vstupu uvést do rov-
novážného stavu, tj. jejich odezva postupem času zaniká, [19].

3.3 Póly systému

Póly systému označujeme dř́ıve zmı́něné kořeny charakteristických polynomů (jmenovatel přenosové
funkce (7), vlastńı č́ısla matice dynamiky, tj. kořeny rovnice (6)), na základě kterých rozhodujeme
o dynamice systému a pomoćı kterých můžeme určit jeho stabilitu, [18], [20].

Lež́ı-li póly systému v otevřené levé polorovině komplexńı roviny, tj. maj́ı zápornou reálnou
část, ř́ıkáme, že je systém stabilńı (asymptoticky), viz. Obr.8. Pokud má systém v́ıce takových
pól̊u označujeme jako dominantńı ty, které jsou nejbĺıže imaginárńı ose, tj. které maj́ı největš́ı vliv
na dynamiku systému.

Obrázek 8: Stabilńı póly a odezvy systémů obsahuj́ıćı tyto póly.

Pokud jsou některé póly systému v otevřené pravé polorovině komplexńı roviny, označujeme
systém za nestabilńı, viz. Obr.9. Systém se stává nestabilńım, když se v pravé polorovině vyskytuje
již jen jeden pól.

Obrázek 9: Nestabilńı póly a odezvy systému obsahuj́ıćı tyto póly.

Vyskytuj́ı-li se póly př́ımo na imaginárńı ose a neopakuj́ı se, tj. nejsou v́ıcenásobné, ř́ıkáme, že
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je systém na mezi stability, viz. Obr.10b, tyto systémy jsou také označované za kriticky stabilńı.
Vı́cenásobné póly na imaginárńı ose vedou na nestabilńı systém, viz. Obr.10a, [18].

Kriticky stabilńı systém generuje na výstupu osciluj́ıćı signál s konstantńı hodnotou amplitudy
a frekvence.

Obrázek 10: Póly umı́stěné na imaginárńı ose a) nestabilńı (v́ıcenásobné
póly) b) mezně stabilńı a jejich odezvy.

3.4 Normy

Kvantitativńı zpracováńı výkonu a robustnosti ř́ıdićıch systémů, vyžaduje vhodně zavést signálové
a systémové normy, udávaj́ıćı měřeńı velikosti daných signál̊u a systémových operátor̊u. V této
kapitole uvedeme některé normy signál̊u a systémů, které jsou d̊uležité pro vyhodnocováńı op-
timálńıho a robustńıho ř́ızeńı.

Necht’ R je obor reálných č́ısel a N přirozených č́ısel. Pro vektor x = [x1, x2, ..., xn]
T je tedy

definována p-norma následovně:

||x||p ≜

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, p ∈< 1,∞), n ∈ N (8)

||x||∞ ≜ max
i

|xi| (9)

Přejdeme-li do spojité oblasti, definujeme normu spojitého signálu x(t) definovaného na inter-
valu I, následovně

||x(t)||Ip ≜

(∫
I

|x(t)|pdt
) 1

p

, p ∈< 1,∞) (10)

||x(t)||I∞ ≜ sup
t∈I

|x(t)|, (11)

a pokud I =< 0,∞), potom zkráceně označujeme ||x(t)||p ≜ ||x(t)||Ip. Např́ıklad, představuje-li
signál x(t) napět́ı nebo proud, pak je tato norma úměrná celkové energii spojené se signálem.
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Pro dynamický systém G(s), viz.(7), můžeme zavést normu systému ||G(s)||∞ definovanou jako

||G(s)||∞ ≜ sup
ω

|G(jω)|, (SISO) (12)

||G(s)||∞ ≜ sup
ω

σ|G(jω)|, (MIMO), (13)

kde SISO označuje systémy s jedńım vstupem a jedńım výstupem (single input, single output) a
MIMO systémy s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy (multiple inputs, multiple outputs), a σ(G(jω)) je
největš́ı singulárńı č́ıslo matice přenos̊u G(jω), [21], [22].

V této práci se budeme nejv́ıce soustředit na systémové normy ||.||2 a ||.||∞, které budou
vystupovat u definic řetězové stability.

4 Stabilita soustavy vozidel

V této kapitole se zaměř́ıme na zp̊usoby zajǐstěńı stability homogenńı kolony vozidel. O koloně
řekneme, že je homogenńı, pokud všechna jej́ı vozidla maj́ı stejnou dynamiku, jinak nazýváme
kolonu heterogenńı. Abychom o koloně mohli tvrdit, že je stabilńı, muśı být stabilńı jako celek
i individuálně každá jej́ı jednotka - vozidlo, zároveň je tedy nutné splnit podmı́nky individuálńı
i řetězcové stability, viz [21], které si zde uvedeme. Ukážeme, jak jednotlivé stability ověřovat a
představ́ıme si běžně použ́ıvané definice řetězcové stability, s potřebnými definičńımi vztahy.

Systém kolony se skládá z několika jednotlivých vozidel, tud́ıž i dynamika takového systému
bude vycházet z dynamiky těchto vozidel. Označme matici dynamiky i-tého vozidla Ai ∈ Rn×n

a matici vstup̊u Bi ∈ Rn×m. Potom můžeme matici dynamiky celého systému vytvořit pomoćı
těchto matic (Ai, Bi),

A =


A1 0 . . . 0

0 A2

...
...

. . . 0
0 . . . 0 An

 , B =

 B1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . Bn

 , (14)

kde 0 představuje nulové matice kompatibilńıch rozměr̊u. V této práci se budeme zabývat ho-
mogenńım řetězcem vozidel, proto budeme v matici dynamiky uvažovat všechny prvky na hlavńı
diagonále stejné, tj. A1 = . . . = An. Dále, protože jsme také zaváděli jako stavy systému odchylky
mezi polohami po sobě jdoućıch vozidel, rozš́ı̌ŕı se matice dynamiky celého systému ještě o hlavńı
naddiagonálu, ve které se budou vyskytovat nenulové bloky Ap kompatibilńıch rozměr̊u. Výsledná
matice dynamiky bude mı́t podobu

A =


A1 Ap . . . 0

0 A1

...
...

. . . Ap

0 . . . 0 A1

 . (15)

4.1 Individuálńı stabilita

Individuálńı stabilitou je v [21] popisována schopnost každého ze člen̊u kolony konvergo-
vat k požadovaným trajektoríım, požadované vzdálenosti mezi vozidly a požadované rychlosti.
Tedy, každý ze člen̊u je individuálně stabilńı, pokud odchylka aktuálńı vzdálenosti konverguje k
požadované vzdálenosti, a pokud aktuálńı rychlost konverguje k požadované rychlosti kolony, tj.
pro rovnici (3) a (2) je splněno

δpi → 0, δvi → 0.
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Muśıme však poč́ıtat s t́ım, že relativńı vzdálenost δpi bude při zrychleńı či zpomaleńı předchoźıho
vozidla nenulová, [23] Chap. 11. Tud́ıž, i individuálně stabilńı vozidla mohou hodně zesilovat
poruchy a zp̊usobovat dopravńı komplikace. Následně je potom tedy nutné popsat, jak by se chyby
(odchylky od požadovaných vzdálenost́ı a rychlost́ı) š́ı̌rily mezi jednotlivými vozidly postupem v
koloně. O tomto pojednává řetězová stabilita, kterou si uvedeme v následuj́ıćı kapitole 4.2.

4.2 Řetězová stabilita

U ř́ızeńı kolony naráž́ıme na problém s řetězcovou stabilitou, resp. nestabilitou. Jedná se o
situaci, kdy poruchy stav̊u systému mohou být v řetězci vozidel postupně zesilovány. Z r̊uzných
studíı vyplývá, že nestabilita řetězce formace kolony může vést k vytvořeńı dopravńıch kolon, což
vážně ohrožuje výhody ř́ızeńı kolony. To nastává př́ıčinou nevhodného ř́ızeńı jednotlivých vozi-
del v koloně, což také může vést ke zvýšené spotřebě pohonných hmot, a tedy vyšš́ım emiśım
CO2, [2]. Řetězovou stabilitou se tedy zabýváme, jelikož nám umožňuje vyřešit předchoźı dopady
nestability. Avšak přináš́ı daľśı výhody, jako zvýšeńı bezpečnosti provozu, či umožněńı navýšeńı
kapacity dálnic, vlivem ř́ızeńı na konstantńı vzdálenosti, kdy jednotlivá vozidla budou na dálnici
lépe uspořádána.

Pro vyřešeńı problému nestability, byla řetězová stabilita široce studována pro ř́ızeńı kolony
vozidel. O koloně vozidel tedy můžeme ř́ıct, že je řetězově stabilńı, jestliže nezesiluje poruchy stav̊u
š́ı̌reńım přes řetězec vozidel, jinak ř́ıkáme, že je kolona řetězově nestabilńı, Intuitivně je situace
znázorněna na Obr.11, kde xi(t) označuje odchylky v rychlosti, či odchylky od požadované rela-
tivńı vzdálenosti vozidla i v čase t.

Obrázek 11: Znázorněńı intuitivńıho popisu formulace řetězcové stability, kde
a) řetězově stabilńı a b) řetězově nestabilńı kolona.

Velké množstv́ı praćı navrhlo r̊uzné druhy definic řetězcové stability, viz.[21], [24], [25], [11],
[26]. I když v mnoha studíıch vykazuj́ı simulace podobnou vlastnost jako na Obr.11a, přesto se
v některých př́ıpadech jejich nadefinované vlastnosti řetězcové stability zásadně odlǐsuj́ı. Tyto
odlǐsnosti potom komplikuj́ı vzájemné porovnáváńı r̊uzných př́ıstup̊u a definic. Byly popsány
r̊uzné definice řetězcové stability pomoćı r̊uzných oblast́ı (časové, frekvenčńı), r̊uzných norem
(signálové, systémové) a r̊uzné śıly stability (slabé, striktńı). Odlǐsnost těchto zavedeńı blokuje
někdy porovnáńı mezi jednotlivými studiemi. V práci [21] se autoři snaž́ı o srovnáńı r̊uzných defi-
nic a dávaj́ı je do souvislost́ı. Pro daľśı studium jsou d̊uležité přesné analýzy jejich vztah̊u. Krom
toho byla navržena spousta analytických metod a odvozeno mnoho alternativńıch vlastnost́ı, je-
jichž vztahy, klady, zápory a řešitelné problémy, nejsou zat́ım př́ılǐs diskutovány. Pro daľśı studie
problematických otázek je základem lepš́ı pochopeńı těchto metod a vlastnost́ı, [21].
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4.2.1 Definice řetězcové stability

I. Původńı definice řetězcové stability ([21], [25])

Řetězec vozidel je stabilńı, pokud pro jakýkoliv soubor omezených perturbaćıch v počátečńıch
podmı́nkách všech vozidel z̊ustávaj́ı relativńı rychlost (odchylka od požadované rychlosti) a
odchylka od požadované vzdálenosti omezeny a s časem t → ∞ se tyto odchylky bĺıž́ı k nule,
[25].

Existuje-li omezená porucha počátečńıho stavu vedoućıho vozidla nebo tatáž porucha pro
všechna vozidla, tato definice nám určuje dvě vlastnosti:

• omezenost koĺısáńı polohy a rychlost́ı všech vozidel

• ustáleńı koĺısáńı odchylek od požadované vzdálenosti a rychlosti

Vlastnost omezeńı koĺısáńı poloh a rychlost́ı by měla platit pro libovolný počet vozidel v
řetězci (potom netriviálńı). Pojem řetězové stability se potom stává škálovatelný na obecně
dlouhé řetězce vozidel a umožňuje nám libovolné přidáváńı a odeb́ıráńı vozidel z řetězce bez
ovlivněńı stability, viz. [21].

Původńı definice je velmi podobná intuitivńımu popisu řetězcové stability s tou výjimkou,
že koĺısáńı polohy nemuśı být nutně menš́ı než počátečńı poruchy. Koĺısáńı polohy může být
zobecněno na jiné fluktuace stav̊u soustavy, např. rychlost.

Řetězová stabilita ve frekvenčńı oblasti

Pro usnadněńı teoretické analýzy byla navržena nutná podmı́nka pro řetězcovou stabilitu ve
frekvenčńı oblasti.

II. Silná frekvenčńı řetězová stabilita([11], [21])

Mějme přenosové funkce stav̊u i soustavy vozidel při změně na j-tém vstupu vozidlu defino-
vané jako

G(i, j)(s) = cTi (sI −Ac)
−1bj ,∀i ∈ {1, ..., n},∀j ∈ {1, ...,m} (16)

kde n ∈ N je řád systému, m ∈ N je počet vstup̊u systému, vektor cTi označuje daný
řádek výstupńı matice, vektor bj je daný sloupec vstupńı matice a Ac je matice dynamiky
uzavřeného systému definovaná rovnićı (31). Tento přenos lze také źıskat z celkové systémové
matice pro kolonu G(s) definované rovnićı (7) tak, že v této matici vybereme prvek G(i,j).

Potom takto definovaný systém je podle [21] silně frekvenčně řetězově stabilńı, pokud pro
přenosovou funkci G(i1, i)(s) plat́ı, že

||Gi−1,i(s)||∞ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ G(i, i− 1)

G(i− 1, i− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

≤ 1,∀i ∈ Sr, (17)

kde Sr = {1, . . . , r} a r ∈ je počet následovńık̊u ĺıdra kolony. Jedná se o to, jak moc změna
vozidla (i− 1) ovlivńı i-té vozidlo.

Upravme tento zápis (17) pro naše účely testováńı řetězové stability, kde jedno vozidlo je
reprezentováno dvěma stavy a kontrolujeme tuto normu pro př́ıpad, že změna nastane na
jakémkoliv z vozidel.

Ze vztah̊u (18) a (19) źıskáme pomocnou matici, kterou označ́ıme jako Ĝ, což je matice pod́ıl̊u
odpov́ıdaj́ıćıch přenos̊u, tedy přenosu pro relativńıch rychlosti a odchylky od požadované
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vzdálenosti ostatńıch vozidel a přenosu vozidla, na kterém nastala změna.

∀i, j ∈ Sr : k = 2j + 1 ⇒ Ĝi,j =
G(k, i+ 1)

G(2i± 1, i+ 1)
, ∀k ∈ 2N+ 1 = {1, 3, ..., n}

(18)

∀i, j ∈ Sr : k = 2j + 2 ⇒ Ĝi,j =
G(k, i+ 1)

G(2i± 2, i+ 1)
, ∀k ∈ 2N− {0} = {2, 4, ..., n− 1},

(19)

kde Sr = {0, 1, ..., r} a r ∈ N je počet následovńık̊u ĺıdra. Rovnice (18) nám dává pod́ıl
relativńıch rychlost́ı a rovnice (19) pod́ıl odchylek od požadované vzdálenosti.

Potom takto definovaný systém je silně frekvenčně řetězově stabilńı, pokud plat́ı, že

||Ĝi,j(s)||∞ ≤ 1,∀i, j ∈ Sr, (20)

Tato norma nám ř́ıká, jak moc změna vozidla (i) ovlivńı j-té vozidlo.

Definice II z výrazu (17) má však specifické omezeńı, a to, že u systému kolony předpokládá
topologii PF. Nemá tedy význam pro ostatńı IFT. Pro topologie kPF a kPLF byly navrženy tři
následuj́ıćı modifikace.

III. Frekvenčńı řetězová stabilita([11], [21])

Lineárńı systém kolony s topologíı kPF nebo kPLF je frekvenčně řetězově stabilńı, pokud pro
přenosovou funkci mezi ĺıdrem kolony s označeńım 0 a jakýmkoliv libovolným následuj́ıćım
vozidlem i, źıskanou úpravou rovnice (16), kde mı́sto předch̊udce uvažujeme ĺıdra, plat́ı:

||Ĝ0,i(jω)||∞ ≤ 1,∀i ∈ Sr, r ∈ N. (21)

IV. Př́ıpadná řetězová stabilita([21], [24])

O lineárńım systému kolony s topologíı kPF nebo kPLF řekneme, že je př́ıpadně řetězově
stabilńı, pokud existuje N < r + 1 a pro přenosovou funkci výstup̊u mezi ĺıdrem kolony s
označeńım 0 a jakýmkoliv následuj́ıćım vozidlem i > N a plat́ı,

||Ĝ0,i(jω)||∞ ≤ 1, r ∈ N. (22)

Tedy pokud tato podmı́nka plat́ı od určitého vozidla N do konce kolony, potom je tento
systém př́ıpadně řetězově stabilńı. Znázorněńı Definice IV. jsme provedli na grafu pro intu-
itivńı popis řetězcové stability, viz. Obr.12. Zde můžeme vidět, že celý systém kolony neńı
řetězově stabilńı, jelikož docháźı k ześıleńı poruch stavu. Nicméně pro N ≥ 2 již systém
kolony tyto poruchy nezesiluje a můžeme tedy ř́ıci, že je př́ıpadně řetězově stabilńı.

Tato definice je speciálńım př́ıpadem frekvenčńı řetězcové stability, tj. systém je př́ıpadně
řetězově stabilńı pokud je frekvenčně řetězově stabilńı.[21]

V. Řetězová stabilita od ĺıdra ke konci kolony([9], [21])

Lineárńı systém kolony s topologíı kPF nebo kPLF je řetězově stabilńı, pokud pro přenosovou
funkci výstup̊u mezi ĺıdrem kolony s označeńım 0 a posledńım vozidlem kolony m plat́ı

||Ĝ0,r(jω)||∞ ≤ 1,∀r ∈ N. (23)

Tato definice byla p̊uvodně navržena pro smı́̌sený provoz, kde za konec řetězce bylo považováno
propojené automatizované vozidlo, viz. [9].

14



Obrázek 12: Znázorněńı př́ıpadné řetězové stability pomoćı intuitivńıho
popisu řetězové stability.

Definice III.,IV. a V. předpokládaj́ı existenci vedoućıho vozidla v koloně, což je v praktických
aplikaćıch velmi rozumné. Definice III. se někdy nazývá jako slabá řetězová stabilita, která je však
flexibilněǰśı co se týče IFT ve srovnáńı se silnou frekvenčńı stabilitou řetězce. Jedńım z omezeńı
těchto tř́ı definic ve frekvenčńı oblasti je předpoklad lineárńıho systému kolony vozidel. V této
práci se nicméně budeme soustředit na lineárńı systémy, obdobně jako jińı autoři např́ıklad v
praćıch [9], [11], [21], [24].

Pro doplněńı r̊uzných př́ıstup̊u uved’me dále ještě řetězovou stabilitu definovanou v časové
oblasti.

Řetězová stabilita v časové oblasti

Pro zobecněńı pojmu řetězcové stability na tř́ıdu propojených systémů

ẋi = fi(xi, xi−1, ..., xi−r), (24)

∀i ∈ N, x ∈ Rn, xi−j ≡ 0,∀i ≤ j, a f(0,0,...,0)=0, byly navrženy následuj́ıćı definice.

VI. Časová řetězová stabilita([21], [27])

Počátek xi = 0, pro i ∈ N systému (24) je řetězově stabilńı v časové oblasti, jestliže je dáno
ϵ > 0, pro které existuje δ = δ(ϵ) > 0 takové, že

sup
i

|xi(0)| < δ ⇒ sup
i

||xi(t)||∞ < ϵ. (25)

VII. Asymptotická časová řetězová stabilita([21], [27])

Počátek xi = 0, pro i ∈ N systému (24) je asymptoticky řetězově stabilńı v časové oblasti,
pokud je řetězově stabilńı v časové oblasti a supi ||xi(t)||∞ → 0.

Propojené systémy popsané rovnićı (24) specifikuj́ı systém kolony jako kPF. Nicméně definice
lze okamžitě aplikovat na systémy kolon s obecnou IFT. Jednou z výhod těchto definic je, že neńı
nutné předpokládat linearitu na systému kolony, viz.[21], [27].

5 Stavová zpětná vazba

Pro stavový popis systému (4) (resp. (5)) existuje několik zp̊usob̊u, jak takto popsaný systém
ř́ıdit. V této práci se budeme zabývat jedńım ze základńıch, a to ř́ızeńım stavovou zpětnou vazbou.
Stavová zpětná vazba, jak název napov́ıdá, slouž́ı ke zpětnovazebńımu ř́ızeńı stav̊u systému. Ř́ıdit
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můžeme jen ty stavy, které je možné ovlivňovat pomoćı vstupu, tedy uvažujeme, že celý systém
(A,B) je řiditelný.

O systému (4) (resp. (5)) řekneme, že je řiditelný, jestli pro všechny stavy x(t0) ̸= 0 existuje
ř́ızeńı u(t) na konečném časovém intervalu < t0, t1 >, které zp̊usob́ı změnu daného počátečńıho
stavu x(t0) do koncového stavu x(t1) = 0. Pro výpočet algebraického testu řiditelnosti systému si
definujeme matici řiditelnosti Qr následovně, [28],

Qr =
[
B AB A2B . . . An−1B

]
, (26)

aby byl spojitý dynamický systém řiditelný/dosažitelný, muśı mı́t matice řiditelnosti Qr plnou
řádkovou hodnost, tedy jej́ı hodnot se rovná řádu systému n, tj.

rankQr = n. (27)

Řiditelnost znamená teoretickou možnost libovolné změny stav̊u systému v konečném čase, to však
neznamená, že tyto stavy dokážeme udržet.

Stavová zpětná vazba zahrnuje použit́ı stavového vektoru x k výpočtu ř́ıdićı akce pro zadanou
dynamiku systému. Ř́ızeńı má tedy tvar

u = Fx, (28)

kde F ∈ Rm×n, je hledaná zpětnovazebńı matice. Tuto matici voĺıme tak, abychom dosáhli
požadovaného chováńı systému, voĺıme ji na základě dále zmı́něných návrhových metod. Nevýhodou
stavové zpětné vazby je nutnost znát všechny stavy daného systému. Ty lze někdy zjistit měřeńım,
nebo pokud je nelze př́ımo měřit, zavedeńım rekonstruktoru stavu, který však zvyšuje počet stav̊u
výsledného systému a jeho výpočetńı náročnost se tedy také zvyšuje. Oproti tomu výhodou však
je, že stavová zpětná vazba je jednoduše realizovatelná a má nulovou dynamiku regulátoru, a tedy
nezatěžuje dynamiku systému daľśımi přechodovými ději regulátoru, [10], [28].

5.1 Návrhové metody zpětnovazebńı matice F

Abychom mohli měnit dynamiku systému (např. stabilizovat, zrychlovat jej), muśıme navrh-
nout vhodnou zpětnovazebńı matici F , ovlivňuj́ıćı vlastńı č́ısla matice dynamiky uzavřené smyčky.
O některých návrhových metodách pojednávaj́ı např́ıklad v praćıch [5], [29]. Existuje několik me-
tod, jak navrhnout stavovou zpětnou vazbu, např́ıklad pomoćı lineárńıho kvadratického regulátoru,
také označeného jako LQR, zpětnou vazbu t́ımto zp̊usobem určovali v praćıch [10], [30]. V této
práci však budeme návrh zpětné vazby provádět daľśı z možných metod a to přǐrazeńım Jordanovy
formy stavovou zpětnou vazbou, o které pojednávaj́ı např́ıklad v práci [4], [5], [10], [31].

Přǐrazeńı Jordanovy formy stavovou zpětnou vazbou

V této práci se však zaměř́ıme na řešeńı zpětné vazby pomoćı přǐrazeńı Jordanovy formy. Me-
toda vycháźı z podobnosti matic, kdy návrhář na základě požadavk̊u navrhuje výsledné dynamické
vlastnosti matice dynamiky uzavřeného systému, viz [4], [5], [10], [31].

Uvažujme tedy stavovou zpětnou vazbu (28) pro systém (4) (resp.(5)), po dosazeńı obdrž́ıme
rovnici ve tvaru

ẋ = Ax+BFx

ẋ = (A+BF )x.
(29)

Nyńı si zavedeme výše zmı́něnou podobnost matic. O dvou matićıch S a L řekneme, že jsou po-
dobné (označujeme S ∼ L) právě tehdy, když maj́ı stejné Jordanovy formy, tedy existuje regulárńı
matice T , pro kterou plat́ı

S = TLT−1. (30)

16



Dále zvoĺıme požadovanou matici dynamiky L (v podobě právě Jordanovy formy), kterou následně
přǐrad́ıme uzavřenému systému, tj. matici dynamiky uzavřeného systému

Ac = A+BF. (31)

Požadujeme tedy, aby Ac = A+BF ∼ L. Potom opět muśı existovat regulárńı matice T ∈ Rn×n

taková, že postupně plat́ı

A+BF = TLT−1,

AT +BFT = TL,

AT − TL+BFT = 0.

(32)

OznačmeH ≜ FT , kdeH ∈ Rm×n je parametrická matice, obsahuj́ıćı volné parametry α, navržená
v práci [4] a bĺıže diskutována také v praćıch [31]. Rovnice (32) tak přejde na Sylvestrovu maticovou
rovnici ve tvaru

AT − TL+BH = 0. (33)

Řešeńı T (H) Sylvestrovy rovnice (33) záviśı na prvćıch matice H. Např́ıklad v práci [4], [5], [31] je
ukázáno, že bude-li dvojice (A,B) řiditelná a Λ(A) ∩ Λ(L) = ∅, pak matice T (H) bude pro skoro
každou matici H regulárńı. Stavovou zpětnou vazbu, přǐrazuj́ıćı systému (4) určenou Jordanovu
formu L, lze potom vyjádřit ve tvaru

F = HT−1. (34)

6 Návrh ř́ızeńı soustavy homogenńıch vozidel

V této práci se budeme zabývat dynamickými vlastnostmi jedoućı soustavy homogenńıch vozi-
del. Dynamický popis jednotlivých vozidel obdrž́ıme pomoćı diferenciálńı rovnice źıskané pomoćı
druhého Newtonova pohybového zákona, tzn. F = ma, kde F je śıla p̊usob́ıćı na vozidlo, m je
jeho hmotnost a a zrychleńı. Pro takového systémy se budeme snažit nalézt vhodné ř́ızeńı, které
bude schopné zajistit stabilitu kolony a zároveň shodu všech vozidel na požadované hodnotě stavu
(poloha, rychlost, resp. odchylky od požadovaných hodnot).

Nejprve se budeme soustředit na centralizované ř́ızeńı a navrhovat stavovou zpětnou vazbu.
Protože máme systém s v́ıce vstupy, existuje obecně nekonečně mnoho stavových zpětných va-
zeb. Volné návrhové parametry v matici stavové zpětné vazby můžeme využ́ıt k tomu, abychom
zajistili daľśı naše návrhové požadavky, jako např́ıklad řetězovou stabilitu. Návrhové parametry
také můžeme využ́ıt k tomu, abychom vynulovali některé prvky v matici stavové zpětné vazby.
T́ımto bychom relaxovali potřebu, aby každý člen soustavy musel znát informaci o všech ostatńıch
stavech. Pokud by se nám povedlo vynulovat dostatek vhodných prvk̊u, mohli bychom přej́ıt až k
distribuovanému ř́ızeńı. Tomuto návrhu byla věnována zvláštńı pozornost v souvislosti i s hledáńım
vhodné Jordanovy formy, kterou chceme přǐradit a která by vedla na ř́ızeńı, v němž bychom mohli
vynulovat dostatek jej́ıch prvk̊u.

Dále se budeme také vždy snažit, aby toto ř́ızeńı bylo univerzálńı pro r̊uzné délky kolony a my
tak zajistili škálovatelnost soustavy. Nejprve si uvedeme postup pro určeńı dynamiky soustavy,
dále vyšetř́ıme řiditelnost celého systému, abychom zjistili, zda v̊ubec můžeme ř́ızeńım ovlivňovat
jeho chováńı. Poté provedeme návrh ř́ızeńı pomoćı přǐrazeńı Jordanovy formy stavovou zpětnou
vazbou, kde budeme přǐrazovat požadované vlastnosti. Následně si ukážeme principy stability
kolony popsané v 4.

6.1 Dynamika soustavy vozidel

Jak již bylo zmı́něno celková dynamika soustavy se skládá z dynamiky jednotlivých vozidel a
po zavedeńı odchylek poloh mezi vozidly i jejich propojeńımi. Jelikož se v našem př́ıpadě budeme
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zaj́ımat o soustavu homogenńıch vozidel, bude nám stačit jednoduchý model pouze pro jedno
vozidlo, který využijeme pro všechna vozidla v soustavě. Nejprve si tedy sestav́ıme model tohoto
vozidla, pomoćı kterého následně sestav́ıme model celé soustavy.

Obrázek 13: Znázorněńı sil p̊usob́ıćıch na vozidlo.

Sestaveńı kompletńıho modelu vozidla je samo o sobě složitou záležitost́ı, jelikož se muśı poč́ıtat
s mnoha silami ovlivňuj́ıćı jeho j́ızdu. Śıly, které p̊usob́ı na pohyb vozidla jsou

• gravitačńı śıla Fg - ovlivňuj́ıćı j́ızdu vozidla při stoupáńı/klesáńı (znaménko se měńı na
základě úhlu Φ),

• třećı śıla Ft - zp̊usobena valivým odporem na pneumatikách,

• aerodynamickou śıla Faer - odpov́ıdaj́ıćı odporu vzduchu p̊usob́ıćıho na vozidlo,

• hnaćı śıla Fh - śıla nutná k pohybu vozidla, muśı překonat odporové śıly.

Model systému pak můžeme sestavit na základě Newtonova druhého pohybového zákona následovně

mp̈ = Fh − Ft − Faer − Fg · sin(Φ). (35)

V této práci však budeme uvažovat př́ıpad, kdy jedeme po dokonale rovném povrchu, a tedy
zanedbáme p̊usobeńı gravitačńı śıly. Zároveň také budeme zanedbávat p̊usobeńı větru, tzn. vy-
pust́ıme i aerodynamickou śılu. Dostaneme tedy zjednodušený popis ve tvaru

mp̈ = Fh − Ft, (36)

kde třećı śılu Ft uvažujeme při konstantńı rychlosti v, a tedy docháźı-li ke změně rychlosti můžeme
psát Ft = g(vi). Hnaćı śılu vozidla i přeznač́ıme na fi a dosazeńım do předchoźıch vztah̊u a
úpravami pak źıskáme

mip̈i = fi − gi(vi), i = 1, . . . r. (37)

Nyńı si zavedeme odchylkové mı́ry, pro které dále sestav́ıme náš stavový model systému. Mějme
tedy odchylku vzdálenosti a rychlosti vozidle i od požadované hodnoty z rovnic (2) a (3). Dále
pak mějme odchylku hnaćı śıly od śıly třećı Ft danou následovně

δfi = fi − Ft. (38)

Derivováńım rovnice (2) a jej́ım dosazeńım do rovnice (37) obdrž́ıme

mi
˙δvi = fi − gi(δvi + v). (39)
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Do této rovnice dosad́ıme rovnice (38) a třećı śılu nahrad́ıme viskozitou třeńı, d́ıky čemuž obdrž́ıme

˙δvi(t) = − αi

mi
δvi(t) +

1

mi
δfi(t), (40)

kde

αi =
σgi(vi(t)

σvi(t)

∣∣∣∣
vi(t)=v

Nyńı, když jsme zjistili rovnici odchylky zrychleńı, můžeme navrhnout stavový model vozidla.
Zavedeme si stavové proměnné x1 a x2, kterým přǐrad́ıme námi požadované odchylky.

x1 = δvi
x2 = δpi

∣∣∣∣ ẋ1 = − αi

mi
x1 +

1
mi

δfi(t) ≜ h1

ẋ2 = ˙δpi = δvi = x1 ≜ h2
(41)

Z takto určených stavových proměnných můžeme následně určit stavový popis systému i-tého
vozidla.

Ai =

[
σh1

σx1

σh1

σx2
σh2

σx1

σh2

σx2

]
=

[
− αi

mi
0

1 0

]
, Bi =

[
σh1

σδfi
σh2
σδfi

]
=

[
1
mi

0

]
(42)

Po sestaveńı zjednodušeného modelu jednotlivých vozidel, můžeme sestavit model soustavy
vozidel jedoućıch v zástupu. Řád systému je př́ımo závislý na počtu vozidel obsažených v koloně.
Veškeré výpočty si zde uvedeme pro počet následovńık̊u r = 3, tzn. celkový počet vozidel v
koloně r + 1 = 4. Matici dynamiky A, resp. vstup̊u B soustavy můžeme źıskat složeńım z matic
dynamiky, resp. vstup̊u jednotlivých vozidel Ai, Bi, viz. (15) nebo vyjádřeńım z rovnic, které
vzniknou podobným zp̊usobem jako v (41) s využit́ım rovnic (3), kde délku vozidla i budeme
považovat za nulovou, tzn. δpi = pi − pi+1 a (40) , tedy

x1 = δv0
x2 = δp0

...
x7 = δv3
x8 = δp3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ẋ1 = − α
mx1 +

1
mδf0(t) = h1

ẋ2 = δv0 − δv1 = x0 − x3 = h2

...
ẋ7 = − α

mx7 +
1
mδf3(t) = h7

ẋ8 = δv3 − δv4 = x3 − x4 = h8

(43)

kde u posledńıho stavu ẋ8 se využ́ıvá následuj́ıćı vozidlo, které však v soustavě neexistuje, budeme
za něj dosazovat 0. Mějme tedy matici dynamiky, resp. vstup̊u vozidla (42), potom můžeme na
základě (15) nebo (43), pro soustavu obsahuj́ıćı čtyři vozidla, sestavit matice soustavy (A,B)

d

dt



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3
δp3


=



− α
m 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 − α

m 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 − α

m 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 − α

m 0
0 0 0 0 0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

A



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3
δp3


+



1
m 0 0 0
0 0 0 0
0 1

m 0 0
0 0 0 0
0 0 1

m 0
0 0 0 0
0 0 0 1

m
0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

B


δf0
δf1
δf2
δf3

 .

(44)

Jelikož řeš́ıme soustavu homogenńıch vozidel, pak jednotlivá vozidla budou mı́t stejné hodnoty
parametr̊u, tzn. αi = α a mi = m, ∀i. Také můžeme vidět, že řád systému jedoućıch vozidel n
odpov́ıdá řádu jednoho vozidla ni vynásobeného počtem vozidel v soustavě, tedy n = (r + 1) · ni.
Pokud tedy uvažujeme tři následovńıky a ĺıdra (r = 3), potom má soustava vozidel řád systému
n = 8, jelikož (3 + 1) · 2 = n.
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Sestavili jsme si tedy stavový popis soustavy jedoućıch vozidel. V této chv́ıli potřebujeme ověřit,
zda je takto zavedený systém řiditelný, tedy zda jednotlivé stavy můžeme ovlivňovat za pomoci
vstupu. Využijeme zmiňovaného algebraického testu, urč́ıme tedy matici ř́ıditelnosti soustavy Qr

pomoćı vztahu (26). Výpočet tohoto vztahu provedeme v programu Maple. Dále urč́ıme hodnost
této matice, která aby byl systém řiditelný, muśı mı́t plnou hodnost, viz. (27). T́ımto postupem
źıskáme, že

rank(Qr) = 7 ̸= 8 = n

a můžeme tedy prohlásit, že takový systém neńı řiditelný. Jelikož nám však posledńı stav ( d
dtδp3)

nepřináš́ı žádnou novou dodatečnou informaci o posledńım vozidlu, můžeme přepsat model do
tvaru

d

dt



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3


=



− α
m 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0
0 0 − α

m 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0
0 0 0 0 − α

m 0 0
0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 0 − α

m


︸ ︷︷ ︸

A



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3


+



1
m 0 0 0
0 0 0 0
0 1

m 0 0
0 0 0 0
0 0 1

m 0
0 0 0 0
0 0 0 1

m


︸ ︷︷ ︸

B


δf0
δf1
δf2
δf3

 .

(45)

Zde provedeme algebraický test řiditelnosti stejným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıpadu, ze
kterého źıskáme výsledek

rank(Qr) = 7 = 7 = n,

a tak můžeme ř́ıct, že takovýto systém řiditelný je. Tento systém tedy můžeme ř́ıdit za pomoci
vstup̊u. Pro zjednodušeńı daľśıch výpočt̊u budeme považovat hmotnost vozidel m a koeficient třeńı
α za jednotkové, tedy m = α = 1. Dosazeńım do modelu soustavy źıskáme

d

dt



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3


=



−1 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A



δv0
δp0
δv1
δp1
δv2
δp2
δv3


+



1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

B


δf0
δf1
δf2
δf3

 . (46)

6.2 Návrh zpětnovazebńı matice F na základě přǐrazené Jordanovy formy

Navrhované ř́ızeńı bude realizováno pomoćı stavové zpětné vazby, kdy zpětnovazebńı matici
F budeme navrhovat na základě podobnosti matice uzavřeného systému se zvolenou Jordanovo
formou L, která přǐrazuje námi zvolené dynamické chováńı matici dynamiky uzavřeného systému
soustavy vozidel Ac. K tomu využijeme podobnosti matic definovanou rovnićı (30), na základě
které se sestroj́ı Sylvestrova rovnice (33). Řešeńım této rovnice obdrž́ıme stavovou zpětnou vazbu
F . Budeme testovat přǐrazeńı r̊uzných Jordanových forem, abychom dostali vhled do toho, které
Jordanovy formy vedou na jaká ř́ızeńı. Např́ıklad, které Jordanovy formy umožńı definovat v
matici stavové zpětné vazby ještě daľśı požadavky, např́ıklad na vynulováńı některých prvk̊u v F
a t́ım źıskáńı speciálńı struktury. Jiným požadavkem může být zachováńı tzv. vstupńı symetrie
nadefinované v [32]. Pro vstupně symetrický systém (A,B) (46) můžeme vypoč́ıtat ř́ızeńı, které
zachová také tuto vstupńı symetrii i pro uzavřený systém.
Některé Jordanovy formy lze tedy přǐradit symetrickou zpětnou vazbou, jiné Jordanovy formy
naopak tuto symetrii poruš́ı, ale mohou umožňovat např́ıklad vynulováńı vhodných prvk̊u matice
F , které by vedlo na distribuované ř́ızeńı. Představ́ıme několik variant přǐrazeńı Jordanovy formy,
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které vedly na zaj́ımavé výsledky a demonstrujeme tyto výsledky a priori na koloně se čtyřmi
vozidly. U některých př́ıpad̊u ukážeme, že toto ř́ızeńı by bylo možné stejných zp̊usobem rozšǐrovat
i na v́ıce vozidel v řetězci, a demonstrujeme to pro šest vozidel.

Př́ıklad 1.
V tomto př́ıkladu budeme nejprve uvažovat Jordanovu formu L sestavenou z Jordanových

blok̊u velikosti 1 × 1. Matice L bude obsahovat bloky se dvěma r̊uznými vlastńımi č́ısly. Tedy
necht’ L pro 4 vozidla je ve tvaru

L4 =



[a] 0 0 0 0 0 0
0 [a] 0 0 0 0 0
0 0 [a] 0 0 0 0
0 0 0 [a] 0 0 0
0 0 0 0 [b] 0 0
0 0 0 0 0 [b] 0
0 0 0 0 0 0 [b]


, (47)

Pro takovýto tvar matice L, obdrž́ıme řešeńım Sylvestrovy rovnice (33) pomoćı knihovny Jordan-
FormAssignment, stavovou zpětnou vazbu F se třemi volnými parametry α, tzn. F4(α1, α2, α3),
pomoćı kterých můžeme upravovat informace předávané, centralizovaným ř́ızeńım, jednotlivým
vozidl̊um a definovat daľśı požadavky na ř́ızeńı.

Po několika r̊uzných návrźıch jsme došli k prvńımu zaj́ımavému výsledku, když jsme nalezli
strukturu, ve které má každé vozidlo kompletńı informaci o sobě, odchylkách od požadované
vzdálenosti svých následovńık̊u a o relativńı rychlosti posledńıho vozidla, viz. (48)

F4(0, 0, 0) =


a+ b+ 1 −ab 0 −ab 0 −ab −b

0 0 a+ b+ 1 −ab 0 −ab −b
0 0 0 0 a+ b+ 1 −ab −b
0 0 0 0 0 0 a+ 1

 . (48)

Takové struktury jsme doćılili nulováńım př́ıslušných prvk̊u ve zjǐstěné zpětnovazebńı matici F ,
ke kterému jsme použili jej́ı, již zmiňované, volné parametry α. Nulováńı prob́ıhá tak, že se ze
zpětnovazebńı matice F vyberou dané prvky, které se polož́ı rovny nule. Tyto rovnice vytvoř́ı
soustavu rovnic, jej́ıž řešeńım bud’ obdrž́ıme parametry α, řeš́ıćı tuto soustavu, anebo zjist́ıme že
taková soustava nemá řešeńı. Pokud soustava nemá řešeńı, nezle některé prvky soustavy vynulovat
a muśı se upravit požadavky na tvar zpětnovazebńı matice F .

Zaj́ımavost́ı zpětné vazby z (48) je to, že se jedná pouze o horńı trojúhelńıkovou matici, tedy
obsahuje spoustu nulových prvk̊u. Což, pokud pro tuto F budou splněné podmı́nky stability, by
umožnilo ř́ıdit systém s využit́ım menš́ıho množstv́ı předávaných informaćı.
Ze zjǐstěné zpětnovazebńı matice F můžeme spoč́ıst matici dynamiky Ac uzavřeného systému z
rovnice (31). Pomoćı této matice dynamiky následně můžeme sestavit přenosové funkce jednot-
livých stav̊u systému, ze vztahu (16), resp. matici přenosových funkćı G z rovnice (7).

G4 =



s
(b−s)(−s+a) 0 0 − b

(−s+a)(b−s)
1

(b−s)(−s+a) − 1
(b−s)(−s+a) 0 0

0 s
(b−s)(−s+a) 0 − b

(−s+a)(b−s)

0 1
(b−s)(−s+a) − 1

(b−s)(−s+a) 0

0 0 s
(b−s)(−s+a) − b

(−s+a)(b−s)

0 0 1
(b−s)(−s+a) − 1

(b−s)(−s+a)

0 0 0 − 1
−s+a


(49)

Pomoćı vlastńıch č́ısel obsažených v přenosových funkćıch matice systému G můžeme měnit dyna-
miku soustavy (jak moc změna ovlivńı polohu mezi vozidly, jak rychle se po změně systém ustáĺı),
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či pomoćı nich můžeme také v některých př́ıpadech zajistit řetězovou stabilitu soustavy. Řetězovou
stabilitu urč́ıme podle [21] pomoćı ∞ normy z pod́ılu přenosových funkćı mezi libovolným i-tým
vozidlem a vozidlem, na kterém nastala změna. Ze vztah̊u (18) a (19), tak obdrž́ıme pomocnou
matici pod́ıl̊u přenos̊u, viz. (50). Normu následně budeme určovat z jednotlivých prvk̊u této ma-
tice. ∞ norma nám poté udává, jak a jak moc změna na daném vozidlu ovlivńı ostatńı vozidla v
koloně, tzn. jak moc se porucha postupem v koloně zesiluje, či zeslabuje.

Ĝ4 =



1 0 0 b
−s+b

1 −1 0 0
0 1 0 b

−s+b

0 1 −1 0
0 0 1 b

−s+b

0 0 1 0
0 0 0 1


(50)

Výpočet této normy si předvedeme při změně na posledńım vozidlu, jelikož pouze zde změna
ovlivňuje všechna ostatńı vozidla, nav́ıc, jak vid́ıme pro každé stejným zp̊usobem. Z nerovnice pro
silnou frekvenčńı stabilitu (20) můžeme psát

||Ĝ4(1, 4)||∞ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ b

−s+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

= sup
s

∣∣∣∣− b

s− b

∣∣∣∣ = sup
jω

∣∣∣∣− b

jω − b

∣∣∣∣ = sup
ω

| − b|√
(−b)2 + ω2︸ ︷︷ ︸

f(ω)

=

= sup
ω

|b|√
b2 + ω2︸ ︷︷ ︸
f(ω)

= 1 ≤ 1 (51)

Obrázek 14: Pr̊uběh funkce f(ω) z (51) pro a = −5, b = −3, vykreslený na ω =< −10, 10 >.

Derivováńım funkce f(ω) dostaneme d
dωf(ω) = −bω

(
b2 + ω2

)− 3
2 . Derivaci polož́ıme rovnu 0 a

obdrž́ıme body podezřelé z extrému, tj. suprema se nabývá v bodě ω = 0. Z výše uvedeného
výpočtu můžeme vidět, že volba vlastńıch č́ısel nám v tomto př́ıpadě řetězovou stabilitu neo-
vlivňuje, jelikož suprema se zde bude vždy nabývat v ω = 0. Následně, kv̊uli pod́ılu stejných č́ısel
bude ∞ norma rovná 1, viz. 14. Stejným zp̊usobem zjist́ıme podmı́nky řetězové stability i pro
ostatńı stavy (odchylky vzdálenost́ı, rychlost́ı při změnách na ostatńıch vozidlech), a vid́ıme, že
podmı́nka řetězové stability je splněna ve všech př́ıpadech. Můžeme tak ř́ıct, že systém je řetězově
stabilńı.
Vlastńı č́ısla je možné tedy volit na základě rychlosti ustáleńı a velkosti odchylek poloh δpi při
změně p̊usob́ıćı na určité vozidlo. Jelikož však uvažujeme vozidla jako hmotný bod, tak to nemá
zcela takovou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu. Vlastńı č́ısla jsme zvolili a = −5, b = −3 a po jejich dosazeńı
provedli simulaci, jej́ıž výsledky můžeme vidět na 15 a 16.
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Obrázek 15: Relativńı rychlost vozidel δvi pro změny vyskytuj́ıćı se na r̊uzných vozidlech, pro
ř́ızeńı, kde vozidla maj́ı informaci o sobě a polohách svých následovńık̊u.

Obrázek 16: Odchylka od požadované vzdálenosti (δpi), při změnách vyskytuj́ıćıch se na
jednotlivých vozidlech, pro ř́ızeńı, kde vozidla maj́ı informaci o sobě a polohách svých

následovńık̊u.

Nyńı si ukážeme, jak se v tomto př́ıpade změńı ř́ızeńı, pokud systém rozš́ı̌ŕıme o několik vozidel.
To si předvedeme pro přidáńı 2 vozidel do soustavy, tzn. soustava bude obsahovat 6 vozidel. Pro
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takovou soustavu muśıme také upravit přǐrazovanou matici L, obdrž́ıme tak tvar

L6 =



[a] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 [a] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 [a] 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 [a] 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 [a] 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 [a] 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 [b] 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 [b] 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 [b] 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 [b] 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [b]


. (52)

Pro tento tvar matice L opět obdrž́ıme stavovou zpětnou vazbu F , která však nyńı bude obsahovat
pět volných parametr̊u α, tzn. F (α1, α2, α3, α4, α5). Nyńı se pokuśıme navrhnout ř́ızeńı, které by
bylo univerzálńı pro r̊uzné velikosti kolony. Budeme tedy znovu požadovat, aby mělo každé vozidlo
informaci o sobě a svých následovńıćıch, resp. nebyla potřeba znalost rychlost́ı (kromě posledńıho
člena). Z čehož obdrž́ıme zpětnou vazbu ve tvaru

F6(0, 0, 0, 0, 0) =
a+ b+ 1 −ab 0 −ab 0 −ab 0 −ab 0 −ab −b

0 0 a+ b+ 1 −ab 0 −ab 0 −ab 0 −ab −b
0 0 0 0 a+ b+ 1 −ab 0 −ab 0 −ab −b
0 0 0 0 0 0 a+ b+ 1 −ab 0 −ab −b
0 0 0 0 0 0 0 0 a+ b+ 1 −ab −b
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a+ 1


(53)

Ze vztahu (48) a (53) můžeme vidět, že v tomto př́ıpadě při změně počt̊u vozidel v koloně, nedojde
ke změně ř́ızeńı. Ve stavové zpětné vazbě F stač́ı při rozš́ı̌reńı opět nulovat jen prvky rychlosti
následuj́ıćıch vozidel, tzn. volné parametry α dát rovny nule. Hypoteticky by tak mohlo být možné
takovéto ř́ızeńı zobecnit pro libovolný počet vozidel.
Z graf̊u 15 a 16 můžeme, že kromě posledńıho vozidla nám změna na jednotlivých vozidlech nijak
neovlivňuje relativńı rychlosti ostatńıch vozidel, a jelikož rozš́ı̌reńım soustavy obdrž́ıme stavovou
zpětnou vazbu o stejném tvaru, v́ıme i dle následného otestováńı že tomu tak bude i pro v́ıce
vozidel. Rychlosti jednotlivých vozidel, v tomto př́ıkladu, bude ovlivňovat jen změna provedená
na posledńım vozidle. Dále lze z 16 vypozorovat, že změna na daném vozidle ovlivńı odchylku od
požadované hodnoty. To vlastně znamená, že došlo k vychýleńı odchylky poloh δi mezi vozidly.
Neńı-li změna na vedoućım a koncovém vozidle, ale někde mezi, pak tato změna na takovém
vozidle ovlivńı odchylku poloh od jeho předch̊udce i následovńıka (u každého v opačném smyslu).
To nastane, jelikož dojde k posunu polohy vozidla mezi předchoźım a následuj́ıćım vozidlem, ke
každému jiným směrem.

Př́ıklad 2.
Daľśım zaj́ımavým ř́ızeńım, kterého jsme pro tuto přǐrazovanou Jordanovu formu L v (47)

dosáhli, je ř́ızeńı pomoćı symetrické stavové zpětné vazby. Podle [32] jsme navrhli F , která zachová
p̊uvodńı symetrii systému. Opět jsme tedy přǐrazeńım Jordanovy formy (47) a následným řešeńım
Sylvestrovy rovnice (33) obdrželi zpětnovazebńı matici F . Protože přǐrazujeme stejnou Jordanovu
formu jako v předchoźım př́ıpadu, bude mı́t tato matice stejný tvar, tedy F (α1, α2, α3). Symetrická
stavová zpětná vazba vycháźı pro tento vstupně symetrický řiditelný systém pro parametry o
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hodnotách −1. T́ım jsme źıskali stavovou zpětnou vazbu ve tvaru

F4(−1,−1,−1) =


a+ 3b

4 + 1 − 3ab
4 − b

4 −ab
2 − b

4 −ab
4 − b

4

− b
4

ab
4 a+ 3b

4 + 1 −ab
2 − b

4 −ab
4 − b

4

− b
4

ab
4 − b

4
ab
2 a+ 3b

4 + 1 −ab
4 − b

4

− b
4

ab
4 − b

4
ab
2 − b

4
3ab
4 a+ 3b

4 + 1

 .

(54)

Jak můžeme ze zpětné vazby (54) vypozorovat, informace o odchylkách vzdálenost́ı δpi se postu-
pem v koloně měńı, oproti tomu odchylky rychlost́ı δvi jsou, jak lze vidět, stejné. Pro tuto matici
ze vztah̊u (31), (7) obdrž́ıme matici přenosových funkćı systému ve tvaru

G4 =



4s−b
4(b−s)(−s+a) − b

4(−s+a)(b−s) − b
4(−s+a)(b−s) − b

4(−s+a)(b−s)
1

(−s+a)(b−s) − 1
(−s+a)(b−s) 0 0

− b
4(−s+a)(b−s)

4s−b
4(b−s)(−s+a) − b

4(−s+a)(b−s) − b
4(−s+a)(b−s)

0 1
(−s+a)(b−s) − 1

(−s+a)(b−s) 0

− b
4(−s+a)(b−s) − b

4(−s+a)(b−s)
4s−b

4(b−s)(−s+a) − b
4(−s+a)(b−s)

0 0 1
(−s+a)(b−s) − 1

(−s+a)(b−s)

− b
4(−s+a)(b−s) − b

4(−s+a)(b−s) − b
4(−s+a)(b−s)

4s−b
4(b−s)(−s+a)


(55)

Z této systémové matice opět z (18) a (19) urč́ıme pomocnou matici pod́ıl̊u

Ĝ4



1 b
−4s+b

b
−4s+b

b
−4s+b

1 −1 0 0
b

−4s+b 1 b
−4s+b

b
−4s+b

0 1 −1 0
b

−4s+b
b

−4s+b 1 b
−4s+b

0 0 1 0
b

−4s+b
b

−4s+b
b

−4s+b 1


. (56)

ze které opět pomoćı vtahu pro silnou řetězovou stabilitu (20) urč́ıme podmı́nku řetězové stability.
Jelikož jsou pod́ıly přenos̊u v matici (56) stejné, opět by nám postačilo provézt výpočet normy
pro jeden z nich, podobně jako v (51). Po vypočteńı této normy můžeme tvrdit, že i tato stavová
zpětná vazba F , viz. (54), nám dává ř́ızeńı, pro které je systém řetězově stabilńı. V tomto př́ıpadě
nám vlastńı č́ısla také neovlivńı řetězovou stabilitu, zvoĺıme je tedy stejné jako předt́ım (a =
−5, b = −3).

Ze systémové matice uvedené pro symetrické ř́ızeńı, tzn. pro (55), źıskáme simulaćı grafy 17, 18.
Z těch můžeme vidět, že změny na jednotlivých vozidlech již ovlivňuj́ı i ostatńı vozidla. Vozidlo,
na kterém je změna, ovlivňuje určitým zp̊usobem relativńı rychlosti ostatńıch vozidel. To jsme
předpokládali, jelikož změńı-li se rychlost některého vozidla, ostatńı na to muśı zareagovat. Na 18
opět vid́ıme, že při změně na daném vozidle je ovlivněna odchylka od požadované vzdálenosti mezi
t́ımto vozidlem a jeho předch̊udcem a následovńıkem, neńı-li vozidlo počátečńım nebo koncovým
vozidlem soustavy. Tyto odchylky jsou ovlivněny v opačném smyslu, jelikož polohou se vozidlo k
jednomu vozidlu přibĺıž́ı, zat́ım co od druhého o stejnou vzdálenost oddáĺı. Z graf̊u můžeme také
vypozorovat, že porucha se postupem v koloně nezesiluje, ale je pro všechna vozidla stejná, tedy
i intuitivně by měl být systém stabilńı.
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Obrázek 17: Relativńı rychlost vozidel δvi pro změny vyskytuj́ıćı se na
r̊uzných vozidlech, pro symetrické ř́ızeńı (54).

Obrázek 18: Odchylka od požadované vzdálenost́ı δpi, při změnách
vyskytuj́ıćıch se na jednotlivých vozidlech., pro symetrické ř́ızeńı (54).

Dále jsme se opět zaj́ımali, jak dopadne rozš́ı̌reńı soustavy pro tento typ symetrického ř́ızeńı.
Soustavu jsme tedy znovu rozš́ı̌rili na v́ıce vozidel (5, 6), a pro 6 vozidel (52) ukážeme výsledky.
Pomoćı Sylvestrovy rovnice (33) jsme obdrželi zpětnovazebńı matici F (α1, α2, α3, α4, α5) o pěti
volných parametrech. Pokud je dáme všechny rovny hodnotě −1, źıskáme opět symetrické ř́ızeńı,
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které je ve tvaru

F6(−1,−1,−1,−1,−1) =

a+ 5b
6 + 1 − 5ab

6 − b
6 − 2ab

3 − b
6 −ab

2 − b
6 −ab

3 . . .
− b

6
ab
6 a+ 5b

6 + 1 − 2ab
3 − b

6 −ab
2 − b

6 −ab
3 . . .

− b
6

ab
6 − b

6
ab
3 a+ 5b

6 + 1 −ab
2 − b

6 −ab
3 . . .

− b
6

ab
6 − b

6
ab
3 − b

6
ab
2 a+ 5b

6 + 1 −ab
3 . . .

− b
6

ab
6 − b

6
ab
3 − b

6
ab
2 − b

6
2ab
3 . . .

− b
6

ab
6 − b

6
ab
3 − b

6
ab
2 − b

6
2ab
3 . . .

. . . − b
6 −ab

6 − b
6

. . . − b
6 −ab

6 − b
6

. . . − b
6 −ab

6 − b
6

. . . − b
6 −ab

6 − b
6

. . . a+ 5b
6 + 1 −ab

6 − b
6

. . . − b
6

5ab
6 a+ 5b

6 + 1

 (57)

Porovnáńım stavových zpětných vazeb p̊uvodńıho a rozš́ı̌reného systému (54) a (57) můžeme ř́ıci,
že i v tomto př́ıpadě by hypoteticky mělo být možné takovéto ř́ızeńı rozš́ı̌rit pro libovolný počet
vozidel. Můžeme totiž pozorovat, že jednotlivé relativńı rychlosti jsou v obou př́ıpadech stálé a měńı
se jen v závislosti na počtu vozidel v soustavě. Naproti tomu informace odchylky od požadované
vzdálenosti jednotlivých vozidel stálé nejsou, ale závisej́ı také opět na počtu vozidel soustavy. Je
dokonce vidět že horńı trojúhelńık odpov́ıdá parametry převrácenému spodńımu trojúhelńıku této
zpětnovazebńı matice. Z toho můžeme usuzovat, že jde o zaj́ımavý druh symetrického ř́ızeńı.

Př́ıklad 3.
V předchoźıch dvou př́ıkladech jsme navrhovali ř́ızeńı pro přǐrazeńı stejné Jordanovy formy L

a vyb́ırali vhodnou konkrétńı matici stavové zpětné vazby na základě volných parametr̊u α, které
jsme obdrželi po výpočtu parametrické stavové zpětné vazby F pomoćı knihovny JordanFormAs-
signment. Nyńı si předvedeme návrh ř́ızeńı pro novou strukturu Jordanovy formy L, složené obecně
ze dvou Jordanových blok̊u dimenze r× r se stejným vlastńım č́ıslem a jednoho doplňuj́ıćıho Jor-
danova bloku 1 × 1 s r̊uzným vlastńım č́ıslem, který doplńı Jordanovu formu L do př́ıslušného
řádu. Konkrétně, Jordanova forma přǐrazovaná uzavřenému systému o 4 vozidlech bude vypadat
takto

L4 =



 a 1 0
0 a 1
0 0 a

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 a 1 0
0 a 1
0 0 a

 0
0
0

0 0 0 0 0 0 [b]


, (58)

Přǐrazeńım této Jordanovy formy, źıskáme Sylvestrovu rovnici, jej́ıž řešeńım, nám vyšla sta-
vová zpětná vazba o 15 volných parametrech α, tedy F (α1, α2, ..., α15). Tedy přǐrazeńı této Jor-
danovy formy nám, oproti předchoźım př́ıklad̊um, poskytne v́ıce volných parametr̊u, kterými
můžeme měnit informace potřebné k ř́ızeńı systému. To by nám mělo umožnit lépe tvarovat prvky
zpětnovazebńı matice F , a tedy dosáhnout v́ıce požadovaných typ̊u struktur této matice, co se
předávané informace týče.

V tomto př́ıkladu jsme navrhovali stavovou zpětnou vazbu ve formě dvoudiagonálńı matice,
tzn. zpětnovazebńı matice F bude obsahovat hlavńı diagonálu a jej́ı naddiagonálu. Jelikož v tomto
př́ıkladě již volba vlastńıch č́ısel měńı i výsledný tvar stavové zpětné vazby F budeme veškeré
výpočty provádět opět pro vlastńı č́ısla a = −5 a b = −3. Máme-li tedy tato vlastńı č́ısla a
požadujeme, aby zpětnovazebńı matice obsahovala pouze prvky na hlavńı diagonále a jej́ı naddi-
agonále, tzn. aby vozidlo mělo informaci o sobě a svém následovńıkovy, pak źıskáme parametry
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α, viz. (59), jejichž dosazeńım do stavové zpětné vazby F4(α1, α2, ..., α15) źıskáme tuto matici ve
tvaru (60).

α1 = α2 = α3 = α4 = α7 = α8 = α9 = α10 = α12 = α13 = 0

α5 = α5, α6 =
1

25
, α11 = α11, α14 =

4

25
, α15 = −75α5 − 50α11 + 2

125α11

(59)

F4(α1, α2, ..., α15) =


−9 −25 0 −25 0 0 0
0 0 −9 −25 −1+25α5+25α11

5α11
− 1

α11
0

0 0 0 0 −7 −15 3
0 0 0 0 0 0 −4

 (60)

Zde už jsme nulováńım př́ıslušných prvk̊u byli schopni dosáhnout stavové zpětné vazby F ob-
sahuj́ıćı nenulové prvky na diagonále a naddiagonále. Zpětnovazebńı matice F obsahuje spoustu
nulových prvk̊u. Splńı-li se podmı́nka řetězové stability pro takový tvar této matice, źıskáme ř́ızeńı,
které bude potřebovat jen informaci o daném vozidlu a jeho následovńıka.
Z této matice urč́ıme matici dynamiky uzavřeného systému Ac podle rovnice (31). Z té následně
spočteme systémovou matici G (61) obsahuj́ıćı přenosové funkce relativńıch rychlost́ı a odchylek
od požadované vzdálenosti.

G4 =



s
(s+5)2

0 25s
(s+3)(s+5)3

75
(s+3)(s+5)3

1
(s+5)2

− 1
(s+5)2

(1−25α5−25α11)s+5

5α11(s+3)(s+5)3
−75α5−75α11−2
5α11(s+3)(s+5)3

0 s
(s+5)2

5s((α5+α11− 1
25 )s+5α11− 1

5 )
α11(s+3)(s+5)3

(75α5+75α11+2)s+375α11

5α11(s+3)(s+5)3

0 1
(s+5)2

−5α11s
2+(25α5−25α11−1)s−5

5α11(s+3)(s+5)3
−15α11s+75α5−75α11+2

5α11(s+3)(s+5)3

0 0 s
s2+8s+15

3
s2+8s+15

0 0 1
s2+8s+15 − 1

s2+8s+15

0 0 0 1
s+5


(61)

Abychom pro takto popsaný systém dosáhli splněńı podmı́nek silné frekvenčńı řetězové stabi-
lity (20), provedli jsme několik možných přǐrazeńı zbývaj́ıćıch volných parametr̊u α5, α11, kde
podmı́nka byla splněna pro př́ıpad, že α5 = 0, α6 = 9, tento př́ıpad však nebyl jediný. Dosazeńım
těchto volných parametr̊u jsme obdrželi neparametrickou systémovou matici

G4 =



s
(s+5)2

0 25s
(s+3)(s+5)3

75
(s+3)(s+5)3

1
(s+5)2

− 1
(s+5)2

−224s+5
45(s+3)(s+5)3

− 677
45(s+3)(s+5)3

0 s
(s+5)2

5s( 224s
25 + 224

5 )
9(s+3)(s+5)3

677s+3375
45(s+3)(s+5)3

0 1
(s+5)2

−45s2−226s−5
45(s+3)(s+5)3

−135s−673
45(s+3)(s+5)3

0 0 s
s2+8s+15

3
s2+8s+15

0 0 1
s2+8s+15 − 1

s2+8s+15

0 0 0 1
s+5


. (62)

Pomoćı té jsme určili pod́ıly tvoř́ıćı prvky matice Ĝ, na jej́ıž základě následně ověřujeme podmı́nky
řetězové stability. K určeńı prvk̊u této matice využijeme vztah̊u (18) a (19), které udávaj́ı pod́ıl
odchylek rychlost́ı a vzdálenost́ı od těchto odchylek vozidla zasaženého změnou.

Ĝ4 =



1 0 25
(s+5)2

75
(s+3)(s+5)2

1 −1 −224s+5
45(s+5)2

0

0 1 224
45s+225

677s+3375
45(s+3)(s+5)2

0 1 −45s−1
45s+225 0

0 0 1 3
s+3

0 0 1 0
0 0 0 1


(63)
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||Ĝ4(2, 3)||∞ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣−224s+ 5

45 (s+ 5)
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

= sup
s

∣∣∣∣∣−224s+ 5

45 (s+ 5)
2

∣∣∣∣∣ = sup
ω

| − 224jω + 5|
45|(jω + 5)2|

= sup
ω

| − 224jω + 5|
45|j2ω2 + 10jω + 25|

= sup
ω

| − 224jω + 5|
45|10jω + (25− ω2)|

= sup
ω

√
50176ω2 + 25

45
√
ω4 − 49ω2 + 625︸ ︷︷ ︸

f(ω)

= 0.497783235875483 ≤ 1

(64)

Obrázek 19: Pr̊uběh funkce f(ω) z (64), vykreslený na ω =< −10, 10 >.

Podobným zp̊usobem jako v (64) vypočteme ∞ normy jednotlivých prvk̊u matice Ĝ4, z čehož
źıskáme výsledky těchto norem ve formě matice Derivaci funkce F (ω) źıskáme v podobě d

dωf(ω) =
−50176ω5−50ω3+31361225ω

45
√
50176ω2+25(ω4−49ω2+625)

3
2
. Polož́ıme-li tuto derivaci rovnu nule, zjist́ıme body podezřelé z extrému.

V tomto př́ıpadě to budou body ω = {−5, 0, 5}. Tyto body nám osu rozděĺı na 4 intervaly, tj.
(−∞,−5), (−5, 0), (0, 5), (5,∞). Hodnotu z každého intervalu dosad́ıme do derivace funkce f(ω),
tak urč́ıme, jestli na něm funkce klesá nebo roste. Z čehož následně urč́ıme globálńı extrémy. T́ımto
postupem zjist́ıme, že suprema se nabývá v bodech ω = {−5, 5}, a jeho hodnota je 0.49778. Tato
hodnota nám ř́ıká, že změna (porucha) na daném vozidle se postupem v koloně nejen že nezesi-
luje, ale dokonce zeslabuje. ∞ normy ostatńıch stav̊u pak zjist́ıme stejným zp̊usobem jako v (64), z
čehož obdrž́ıme, že následuj́ıćı normy přenos̊u, ||Ĝ4(1, 3)||∞ = 1, ||Ĝ4(1, 4)||∞ = 1, ||Ĝ4(2, 3)||∞ ≈
0.4978, ||Ĝ4(3, 3)||∞ ≈ 0.9956, ||Ĝ4(3, 4)||∞ = 1, ||Ĝ4(4, 3)||∞ = 1, ||Ĝ4(5, 4)||∞ = 1. Z tohoto
vid́ıme, že podmı́nka řetězové stability je splněna ve všech př́ıpadech. O systému tedy můžeme
ř́ıct, že je řetězově stabilńı.

Obrázek 20: Relativńı rychlost vozidel δvi pro změny vyskytuj́ıćı se na r̊uzných vozidlech, pro
ř́ızeńı kdy vozidla maj́ı informaci o sobě a svém následovńıkovy (60).
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Obrázek 21: Odchylka od požadované vzdálenost́ı δpi, při změnách vyskytuj́ıćıch se
na jednotlivých vozidlech, pro ř́ızeńı kdy vozidla maj́ı informaci o sobě a svém

následovńıkovy (60).

Simulaci jsme opět provedli pro změny na všech vozidlech a obdrželi tak grafy 20, pro relativńı
rychlosti a 21, pro odchylky od požadované vzdálenosti. Z těchto graf̊u vid́ıme, jak změny ovlivňuji
pr̊uběhy stav̊u jednotlivých vozidel, a tedy i celého systému. Na grafech 20 můžeme vidět že změna
na prvńıch dvou vozidlech nám nijak nezměńı relativńıch rychlost těch ostatńıch. U zbylých dvou
vozidel však můžeme pozorovat zat́ım nejzaj́ımavěǰśı chovańı ze všech př́ıklad̊u, kdy změna na
těchto vozidlech ovlivńı chováńı těch zbylých r̊uzným zp̊usobem. Vid́ıme že změna relativńıch
rychlost́ı vozidel je přizp̊usobena pr̊uběhu relativńı rychlosti změnou zasaženého vozidla. Při změně
na třet́ım vozidlu pozorujeme při snaze vyrovnáńı se požadované hodnotě podkmit, který vzniká na
základě snahy stavové zpětné vazby rychle se přibĺıžit zpět k požadované hodnotě. Tento podkmit
předchoźı dvě vozidla následuj́ı, ve snaze zachovat mezi sebou požadovanou vzdálenost. Oproti
tomu ř́ızeńı pro změnu na čtvrtém vozidle nezp̊usob́ı podkmit, tedy relativńı rychlost bude deľśı
dobu vzdálená od nuly, tzn. rychlost vozidla bude deľśı dobu vzdálené od požadované rychlosti,
avšak ve výsledku změna odezńı rychleji. Co se týče odchylek od požadované hodnoty z 21, ty
vždy vycházej́ı ze změn rychlost́ı daného vozidla. Změny na prvńıch dvou vozidlech nám odchylky
od požadované vzdálenosti změńı stejně, jako tomu bylo v předchoźıch př́ıkladech. Jiného chováńı
dosáhneme opět u daľśıch dvou vozidel, ze kterých pozorujeme že jejich změna již ovlivńı odchylku
od požadované vzdálenosti všem vozidl̊um v soustavě obsahuj́ıćı tuto informaci. Tato odchylka se
tedy měńı na základě pr̊uběhu rychlosti, tedy při změně na třet́ım vozidle můžeme vidět překmit,
který zp̊usob́ı podkmit u relativńıch rychlost́ı, opět to nastává, aby se vzdálenost co nejrychleji
přibĺıžila požadované hodnotě. Změńı-li se relativńı rychlost vozidla do záporu, tzn. zpomaĺı z
požadované hodnoty, pak se vozidla mı́sto přibĺıžeńı k sobě oddáĺı, tzn. odchylka od požadované
hodnoty se zvětš́ı v kladném smyslu. Z obou pr̊uběh̊u, jak pro odchylky rychlost́ı, tak vzdálenosti
20, 21, je zcela jasně vidět, že postupem v koloně nedocháźı k ześıleńı změny, přesněji se změna s
výskytem na daľśıch vozidle i zeslabuje. To jsme potvrdili i u výpočtu podmı́nky řetězové stability
(64). Snahou bylo systém opět rozš́ı̌rit, abychom mohli pozorovat, jak se změńı ř́ızeńı. Nicméně
systém rozš́ı̌rený pro 6 vozidel již obsahoval tolik parametr̊u, že se nám jej nepovedlo dopoč́ıtat.
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7 Závěr

V této bakalářské práci jsme se věnovali problematice centralizovaného ř́ızeńı multi-agentńıch
kooperativńıch systémů. Přesněji jsme toto ř́ızeńı aplikovali na soustavu homogenńıch vozidel, kde
jednotlivá vozidla (agenti) tvořily subsystémy, z nichž byla soustava složena. Ř́ızeńı jsme prováděli
pro dodržeńı požadované rychlosti kolony a požadované vzdálenosti mezi vozidly. Toto ř́ızeńı je v
dnešńıch dobách zkoumáno jak za účelem využit́ı v pozemńıch komunikaćıch (při snaze o vytvořeńı
inteligentńıch dálnic), tak ve vzdušné komunikaci (při ř́ızeńı skupin UAV jednotek, mimo jiné, na
dodržováńı požadované vzdálenosti mezi drony a rychlosti této skupiny).

Seznámili jsme se s vlastnost́ı řetězové stability, která je d̊uležitá právě v takovýchto systémech,
aby nedocházelo ke vzniku koliźı či dopravńıch komplikaćı a aby nebyla narušena plynulost a
bezpečnost dopravy. Seznámili jsme se s r̊uznými definicemi a př́ıstupy k testováńı řetězové sta-
bility a zvolený př́ıstup jsme zkoumali na několika demonstračńıch př́ıkladech. Řetězová stabilita
nám ř́ıká, zda vozidlo nezesiluje poruchy postupem v koloně. Kolonu nám reprezentoval systém
složený z vozidel s jednoduchým dynamickým popisem, k jehož reprezentaci se využ́ıvalo dvou
stav̊u, odchylku rychlosti a vzdálenosti od požadované hodnoty mezi vozidly. Testováńı řetězové
stability jsme prováděli ve frekvenčńı oblasti a kontrola se prováděla na základě podmı́nek defino-
vaných ∞ normou, a prováděli jsme pro změny postihuj́ıćı jakékoliv vozidlo.

V této bakalářské práci jsme se měli nejv́ıce soustředit na návrh stavové zpětné vazby metodou
přǐrazeńı Jordanovy formy. Abychom mohli systém pomoćı stavové zpětné vazby (u = Fx) ř́ıdit,
muśı být řiditelný. Po rozboru řiditelnosti jsme se soustředili na návrh vhodné stavové zpětné
vazby F , kterou jsme poč́ıtali pro r̊uzné struktury Jordanových forem. Dı́ky této metodě jsme byli
schopni přǐradit celému systému námi zvolenou dynamiku. Protože matice stavové zpětné vazby
má v těchto př́ıpadech většinou mnoho daľśıch volných parametr̊u, mohli jsme je volit pro splněńı
daľśıch požadavk̊u. Jedńım z těchto požadavk̊u bylo samozřejmě splněńı řetězové stability. Daľśım
požadavkem potom bylo, zda pomoćı vynulováńı některých prvk̊u matice stavové zpětné vazby
jsme schopni eliminovat znalost některých stav̊u systému pro jiné. V několika př́ıkladech se nám
podařilo převést matici stavové zpětné vazby do zaj́ımavé struktury, např́ıklad takové, že jednot-
livým vozidl̊um stačila pouze informace o svých následovńıćıch (dokonce jen jejich polohách) nebo
takové, že každému vozidlu stačila informace pouze o svém př́ımém následovńıkovi.

Dosažené výsledky jsme prezentovali v posledńı kapitole, která je věnována praktické části. Z
několika provedených př́ıklad̊u jsme zde předvedli nejzaj́ımavěǰśı tři, kterých jsme dosáhli. Pro
tyto př́ıklady byly celkově přǐrazeny dvě r̊uzné Jordanovy formy. Nejprve jsme v 1. př́ıkladu
přǐradili Jordanovu formu sestavenou z 1× 1 Jordanových blok̊u o dvou r̊uzných vlastńıch č́ıslech.
Pro tu jsme navrhli ř́ızeńı ve formě, že vozidlo má informaci o sobě, odchylkách vzdálenost́ı
pouze následuj́ıćıch vozidel a relativńı rychlosti posledńıho vozidla. Pro toto ř́ızeńı jsme obdrželi
výsledek, že pouze změna na posledńım vozidle ovlivńı pr̊uběh relativńıch rychlost́ı ostatńıch vo-
zidel. Změna daného vozidla také ovlivńı odchylku od požadované vzdálenosti vždy mezi dvěma
vozidly (předchoźım a následuj́ıćım) v opačném smyslu, jelikož vzdáĺı-li se od jednoho, k druhému
se přibĺıž́ı. Rozš́ı̌reńım systému jsme zjistili, že předchoźı ř́ızeńı po př́ıslušném rozš́ı̌reńı dovede
systém ke stejnému výsledku. Tedy jsme usoudili, že by hypoteticky bylo možné takový systém
ř́ıdit stejným, pouze rozšǐruj́ıćım se ř́ızeńım, pro libovolný počet vozidel v soustavě. Toto bychom
chtěli dále prozkoumat a odvodit obecněǰśı výsledky.

Druhý př́ıklad jsme provedli pro přǐrazeńı stejné Jordanovy formy. Pro volbu volných parametr̊u
jsme kladli požadavek na zachováńı symetrie a nalezli jsme tak symetrickou stavovou zpětnou
vazbu. Jedná se o takovou zpětnovazebńı matici F , která zachovává p̊uvodńı symetrii systému. Z
výsledk̊u źıskaných d́ıky tomuto ř́ızeńı můžeme pozorovat, že symetrie opravdu zachována byla. To
znamená pokud prohod́ıme jednotlivá vozidla soustavy systém dojde stejného výsledného chováńı.
Rozš́ı̌reńım soustavy jsme pak obdrželi také opět symetrické ř́ızeńı, tedy i v tomto př́ıpadě by sou-
stava o libovolném počtu vozidel mohla být hypoteticky ř́ızena stejným rozšǐruj́ıćım se symetrickým
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ř́ızeńım.

V posledńım demonstračńım př́ıkladu jsme soustavě vozidel přǐradili dynamiku definovanou Jor-
danovou formou, která obsahovala dva Jordanovy bloky 3× 3, o stejných vlastńıch č́ıslech a daľśı
1 × 1 o r̊uzném vlastńım č́ıslu. Měli jsme tak Jordanovu formu obsahuj́ıćı opět dvě r̊uzná vlastńı
č́ısla, jelikož při snaze dosáhnout požadovaného ř́ızeńı (zvolené struktury matice stavové zpětné
vazby) při všech vlastńıch č́ıslech stejných, nebylo možné tohoto ř́ızeńı dosáhnout. Nalezli jsme
zaj́ımavou strukturu stavové zpětné vazby, která je v podobě blokově dvoudiagonálńı matice. To
odpov́ıdá tomu, že každé vozidlo muśı mı́t informaci pouze o sobě a svém následovńıkovi. Pomoćı
centralizovaného ř́ızeńı jsme přešli k topologicky distribuovanému ř́ızeńı a obdrželi jsme topologii
PF. U tohoto př́ıkladu jsme při zjǐst’ováńı podmı́nky řetězové stability pomoćı ∞ norem źıskali
hodnoty bud’ 1 nebo ostře menš́ı než jedna (vybuzená změna se pro některé stavy bude i zeslabo-
vat). Následná snaha o rozš́ı̌reńı systému, kterou jsme prováděli u všech př́ıklad̊u, zde narazila na
problém př́ılǐs velkého počtu parametr̊u, pro které nebylo ř́ızeńı možno spoč́ıst. Nemohli jsme zde
tedy podpořit hypotézu o stejném rozšǐruj́ıćım se ř́ızeńım pro libovolný počet vozidel.
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