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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá návrhem ř́ızeńı a virtuálńıho modelu kolony vozidel. Ćılem práce
je navrhnout centralizované a decentralizované ř́ızeńı kolony vozidel splňuj́ıćı podmı́nky stability
a řetězové stability. V práci jsou představeny definice řetězové stability, informačńı topologie a
možné př́ıstupy k centrálně orientovanému a decentralizovanému ř́ızeńı. Zvláštńı pozornost je
věnována aplikaci teorie symetrických systémů. Pomoćı této teorie jsou dále nalezeny postačuj́ıćı
podmı́nky zajǐst’uj́ıćı řetězovou stabilitu pro stavovou zpětnou vazbu. Dále je zkoumáno využit́ı
stabilizuj́ıćı nesymetrické zpětné vazby pro návrh decentralizovaného ř́ızeńı př́ıslušného ke zvo-
lené informačńı topologii. Je ukázáno, že pro speciálńı volbu vlastńıch č́ısel uzavřeného systému
lze dosáhnout decentralizované strategie ř́ızeńı. Následně je navržen a realizován virtuálńı mo-
del pro kolonu vozidel, který podporuje simulaci veškerých navržených řešeńı. Nakonec v závěru
práce jsou pro navržená ř́ızeńı kolony provedena vzájemná porovnáńı i s existuj́ıćı distribuovanou
metodou ř́ızeńı pomoćı strukturálńı dekompozice systému.

Kĺıčová slova: centrálně orientované ř́ızeńı, digitálńı dvojče, distribuované ř́ızeńı, lineárńı ko-
lona, LQR, matematický model, řetězová stabilita, symetrická kolona, symetrická zpětná vazba

Abstract

This bachelor thesis deals with the design of control and a virtual model of a vehicle platoon. The
aim of the work is to propose a centralized and decentralized control of a vehicle platoon meeting
the conditions of stability and string stability. Definitions of string stability, information topology
and possible approaches to centralized and decentralized control are presented in the work.
Special attention is paid to the application of the theory of symmetric systems. Using this theory,
sufficient conditions ensuring string stability for state feedback are further found. Furthermore,
the use of stabilizing non-symmetric feedback for the design of decentralized control relevant to
the chosen information topology is investigated. It is shown that a decentralized control strategy
can be achieved for a special choice of eigenvalues of the closed system. Subsequently, a virtual
model for the vehicle platoon is designed and implemented, which supports the simulation of
all proposed solutions. Finally, mutual comparisons are made for the proposed platoon control
with the existing distributed control method using the structural decomposition of the system.

Key words: centralized control, digital twin, distributed control, longitudinal vehicle platoon,
LQR, mathematical model, string stability, symetrical vehicle platoon, symmetric feedback
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2.3 Diferenciálńı rovnice kolony vozidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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2.8.2 Symetrická zpětná vazba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.7.3 Implementace ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1 Úvod

1.1 Obecný úvod

Práce se zabývá problémem ř́ızeńı kolony vozidel. Specifikace problému vycházej́ı z prak-
tických požadavk̊u a technických možnost́ı měřeńı aktuálńıho stavu jedoućı kolony. Mezi hlavńı
požadavky patř́ı stabilita a řetězová stabilita dynamiky kolony. Strategie ř́ızeńı je dále omezena
realistickými požadavky na komunikaci mezi vozidly. Hlavńım tématem této práce je vytvořeńı
automatického ř́ızeńı pohybu vozidel na silnici, kde tyto vozidla jsou za sebou uspořádány do
kolony. Taková vozidla jedou v řadě za sebou a udržuj́ı konstantńı rychlost a délkové nebo časové
rozestupy. Při návrhu ř́ızeńı je snaha minimalizovat informaci potřebnou pro výpočet ř́ızeńı jed-
notlivých vozidel. Pro takovou nejmenš́ı možnou komunikaci požadujeme mı́t stále zaručenou
obecnou stabilitu a zároveň podmı́nku tzv. řetězové stability. V [52] byla odzkoušena volba
r̊uzných topologíı ke komunikaci mezi vozidly a určilo se tak, že daná komunikačńı topologie
může ovlivnit vnitřńı stabilitu kolony a jej́ı dynamiku.

Pokud máme člověkem ř́ızené vozidlo, může během ř́ızeńı doj́ıt k nežádoućım situaćım. V
takových situaćıch zálež́ı předevš́ım na reakčńı době řidič̊u. V závislosti na dopravńı situaci je
potřebné reagovat změnou rychlosti, přičemž každá z těchto reakćı vyžaduje určitý čas. Při for-
mováńı takové kolony vozidel, si lze představit reakčńı dobu řidiče jako bezpečnostńı vzdálenostńı
či časové rozestupy mezi vozidly. V př́ıpadě změny rychlosti některého z jedoućıch vozidel muśı
jeho následovńıci v co nejkratš́ı době na tuto změnu zareagovat. T́ımto se můžeme dostat do si-
tuace, při které budou postupně brzdit veškerá vozidla. Právě až do možné situace představuj́ıćı
v nejbezpečněǰśım př́ıpadě úplné zabrzděńı. V horš́ım př́ıpadě může nastat dopravńı nehoda,
která si může vyžádat materiálńı škody, ale i lidské životy. V současnosti se pro řešeńı tohoto
problému automatického ř́ızeńı vozidel již vyskytuje částečné řešeńı v podobě adaptivńıch tempo-
mat̊u, které udržuj́ı požadovanou rychlost pohybu jednotlivých automobil̊u a pevně stanovenou
vzdálenost mezi vozidly. V dnešńı době je často využ́ıvaný př́ıstup ř́ızeńı pomoćı kooperativńıch
adaptivńıch tempomat̊u (Cooperative Adaptive Cruise Control - CACC). Tento př́ıstup byl
využit ve studii zabývaj́ıćı se ř́ızeńım kolony stejných typ̊u vozidel a to v bezdrátové komuni-
kaci pouze mezi vozidly (Vehicle-to-Vehicle = V2V) [38]. Pomoćı tohoto př́ıstupu se vynalezla
technika k analýze řetězové stability, kde jsou vozidla následovány s konstantńım rozestupem. V
této bezdrátové komunikaci se nejčastěji využ́ıvá určitých informačńıch tok̊u mezi automobily.
Ty určuj́ı, jak mezi sebou daná vozidla komunikuj́ı a źıskávaj́ı potřebné informace pro ř́ızeńı celé
kolony. Komunikačńı toky určuje tzv. informačńı topologie řetězce vozidel. Nejčastěji už́ıvané to-
pologie jsou takové, které źıskávaj́ı informace pouze od v̊udce kolony, nebo každé vozidlo źıskává
informace od svého jednoho či v́ıce předch̊udc̊u, nebo může źıskávat informaci od předch̊udce i
následovńıka. Veškeré tyto kombinace a mnoho daľśıch mohou být použity při návrhu ř́ızeńı [6,
7]. Pro analýzu komunikačńı topologie můžeme využ́ıt např́ıklad často už́ıvané grafové teorie. Po-
moćı grafové teorie jsme schopni nalézt, zda taková śıt’ dosáhne stanových požadavk̊u. Pro držeńı
formace vozidel lze použ́ıt řešeńı založené na Laplaciánu [5, 37]. Při bezproblémové bezdrátové
komunikaci jednotlivých prvk̊u uspořádaných do řetězového uskupeńı představuj́ıćıch kolonu vo-
zidel může být mezi těmito automobily ř́ızená vzdálenost minimalizována [26]. Pro v́ıce než dvě
vozidla v koloně je nutné řešit problematiku tzv. řetězové nestability. Řetězově nestabilńı kolona
se projevuje tak, že poruchy systému se zesiluj́ı pr̊uchodem za sebou jedoućıch vozidel [6]. Každé
vyhovuj́ıćı ř́ızeńı kolony vozidel by mělo zajistit řetězovou stabilitu, t.j. nezesilováńı odezev na
poruchu při zvyšováńı délky kolony.

Problematika práce tak vyšetřuje dvě odlǐsné stability [6]. Jedná se o obecnou stabilitu ř́ızeńı
a řetězovou stabilitu. Stabilizace systému se řeš́ı návrhem ř́ızeńı pro určité strategie ř́ızeńı. Pro
tuto stabilitu se využ́ıvá strategíı distribuovaného ř́ızeńı nebo centralizovaného ř́ızeńı [5, 37].
U centralizovaného ř́ızeńı se už́ıvá principu, kdy jednotlivé automobily poskytuj́ı potřebné in-
formace pro regulaci jednomu hromadnému regulátoru. Společný regulátor źıskává informace a
vydává povely pro ř́ızeńı celé kolony. Distribuované ř́ızeńı systémů využ́ıvá regulátor̊u umı́stěných
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jednotlivě v každém prvku daného řetězce, tedy v každém automobilu. Jednotlivé procesy vozi-
dla a jej́ıho ř́ızeńı lze nazývat agenty a pro v́ıce agent̊u nazýváme takové systémy multi-agentńı
systémy.

Užit́ı technologie kooperativńıho ř́ızeńı neńı zaměřeno pouze na osobńı automobily nebo
kolony se stejnými vozy, ale vyskytuj́ı se studie i na kombinaci r̊uzných typ̊u vozidel. Kombi-
nace vozidel v koloně může být složena z r̊uzných vozidel, tedy vozidel s r̊uznou dynamikou.
Podle typu shodnosti dynamiky voz̊u v koloně určujeme kolonu homogenńı či heterogenńı viz
2.2.1. Prob́ıhaj́ı r̊uzné výzkumy zaměřuj́ıćı se na problematiku kolon (=platooningu) od asis-
tenčńıch služeb řidič̊um až po kooperativńı ř́ızeńı pro nákladńı automobily např́ıklad z d̊uvodu
bezpečnosti, ušetřeńı náklad̊u na palivo či sńıžeńı emiśı [3, 27]. Snižováńı náklad̊u na palivo a
sńıžeńı emiśı voz̊u bývá častým faktorem pro veškeré přepravńı firmy. V [27] bylo ukázáno, že
užit́ım jejich technologie pro ř́ızenou kolonu bylo sńıženo užit́ı paliva zhruba o 4-5 % pro vedoućı
nákladńı automobil kolony a pro jeho následovńıky až o 10-14 %. Z hlediska sńıžeńı spotřeby
paliva a emiśı by se tyto požadavky daly ovlivnit (např. automatickou převodovkou). Většina
moderńıch nákladńıch vozidel je proto také vybavena automatickou převodovkou. Např́ıklad au-
tomatická převodovka ZF EL40 TraXon umožňuje daľśı sńıžeńı spotřeby paliva v řádech jednotek
procent. To má za následek i sńıžeńı celkových vyprodukovaných emiśı nákladńım automobilem
[23].

V prvńı části práce bude popsán úvod a motivace do řešené problematiky. Zejména z jakého
d̊uvodu se problematika řeš́ı a co dané části problematiky ovlivňuj́ı. Následně bude krátce
popsána historie automobilového pr̊umyslu v této oblasti.

Druhá kapitola se věnuje teoretické části popisu kolony vozidel a udává vstup do proble-
matiky s popisem multi-agentńıch systémů. Rovněž ukazuje vytvořeńı modelu kolony vozidel za
podmı́nky homogenity a lineárńı kolony. Tento model je postupně upravován do odchylkového
tvaru s jeho návrhovými požadavky a stručným popisem. Následně je model jednotlivých soustav
rovnic převeden do stavového modelu. Tento model v odchylkách od požadovaných rovnovážných
stav̊u budeme dále už́ıvat pro návrh centralizovaného i decentralizovaného ř́ızeńı. Výraznou a
d̊uležitou problematikou řešenou v této práci bude stabilita, která se zabývá jak obecnou sta-
bilitou systému, tak i řetězovou stabilitou. Nakonec zde využijeme novou teorii vstupně syme-
trických lineárńıch dynamických systémů vyvinutou na ZČU v Plzni [22]. Pomoćı této teorie
se následně pokuśıme určit symetrickou stavovou zpětnou vazbu pro centrálńı i distribuované
ř́ızeńı. Poznamenejme, že symetrické ř́ızeńı zajǐst’uje stejnou strukturu a stejnou informačńı to-
pologii pro lokálńı regulátor každého vozidla v koloně.

Třet́ı kapitola se bude zabývat převážně návrhem a vizualizaćı ř́ızeńı. Prvně budou zobra-
zeny nejčastěji použ́ıvané topologie definuj́ıćı komunikačńı tok, tedy předáváńı informaćı mezi
jednotlivými automobily. Dále budou zahrnuty podkapitoly na centralizované a decentralizované
ř́ızeńı. V těchto částech budou popsány přenosové funkce potřebné k určeńı podmı́nky řetězové
stability. Bude popsán postup návrhu s návrhovými parametry odlǐsné pro obě metody ř́ızeńı.
Implementace těchto ř́ızeńı následně proběhne v prostřed́ı MATLABu/Simulinku. Dále navrh-
neme digitálńı dvojče takové kolony. V tomto virtuálńım modelu lze odsimulovat libovolnou
strategii ř́ızeńı kolony navrženou v této práci. Výsledky, implementace ř́ızeńı a pojem digitálńı
dvojče budou na závěr kapitoly krátce diskutovány. Realizace tohoto virtuálńıho modelu by se
dala představit jako Model-In-the-Loop simulace (MIL).

Čtvrtá kapitola se bude zabývat výsledky, diskuźı a porovnáńım jednotlivých ř́ızeńı s již pu-
blikovaným ř́ızeńım. Budou zobrazeny výsledky pr̊uběhu regulace poruchy představuj́ıćı přidané
zrychleńı. Dále proběhne porovnáńı jaké ř́ızeńı je výhodněǰśı simulacemi homogenńı kolony
vozidel. V posledńı části kapitoly budou diskutovány možné vylepšeńı do budoucna a z nich
vycházej́ıćı možnosti pro budoućı práci (např. heterogenńı kolona).
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Pátá kapitola bude shrnovat celou práci a jej́ı dosažené výsledky. Proběhne diskuze na
navržená ř́ızeńı a porovnáńı v̊uči sobě.

1.2 Motivace

Hlavńım tématem této práce je návrh ř́ızeńı pro distribuované ř́ızeńı i centrálńı ř́ızeńı kolony.
Použitá metoda jak dosáhnout tohoto ćıle spoč́ıvá v analýze př́ıslušné stavové zpětné vazby. Pro-
vedené numerické experimenty směřuj́ı k využit́ı volnosti ve výběru stabilizuj́ıćı stavové zpětné
vazby pro dosažeńı řetězové stability a vhodné informačńı topologie strategie ř́ızeńı.

Nebylo by nádherné, kdyby provoz na silnićıch, dálnićıch a všech daľśıch pozemńıch komuni-
kaćıch byl ř́ızen automaticky? V posledńı době se zač́ınaj́ı takováto automatická vozidla vyrábět,
bohužel však nejsou ještě plně autonomńı a bezproblémová jak by bylo žádáno. Existuj́ı statis-
tiky, které ukazuj́ı počet dopravńıch nehod spojených právě s autonomńımi vozidly. Pro vozidla
bez potřeby lidského řidiče existuje stále plno otázek, které je nutno vyřešit k plné funkčnosti a
bezproblémovosti autonomńıch vozidel. I když jsou taková vozidla již v provozu, jsou na ně kla-
deny stále větš́ı nároky. Těmito nároky by se tak zamezilo či sńıžilo výskytu dopravńıch nehod,
kolon a př́ıpadně i přebytečnému znečǐstěńı vzduchu.

(a) Představa funkćı vozu v reálném světě [1] (b) Veškeré funkcionality automatického vozidla [17]

Obrázek 1: Automaticky ř́ızená vozidla a jej́ı bezpečnostńı funkcionality

I přestože v [17] je zmı́něno značné sńıžeńı dopravńıch nehod až o 87 %, stále to kompletně
neeliminuje vznik nehody. Z této statistiky je viditelné značné sńıžeńı dopravńıch nehod, nicméně
navržená automatická vozidla stále mohou figurovat jako vińık dopravńıch nehod či vzniku kolon.
I přesto lze tvrdit, že se může jednat o budoucnost v dopravě. Z̊ustává otázkou výsledek statistiky
v př́ıpadě, že by byla všechna vozidla ř́ızena automaticky. Došlo by tak k odstraněńı lidského
faktoru, jakožto řidiče, který je vińıkem většiny dopravńıch nehod. Nemuśı j́ıt vždy o nedodržeńı
silničńıch předpis̊u, ale i o únavu či nepozornost.
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Mnoho vědc̊u a vědeckých týmů se proto začalo zaj́ımat o problematiku kooperativńı kolony
vozidel, zejména z d̊uvodu sńıžeńı ceny náklad̊u (snižováńı spotřeby paliva) a emiśı a zvýšeńı
bezpeč́ı. Mezi studované části kolon jedoućıch vozidel patř́ı následuj́ıćı možné př́ıklady [26].

• vliv topologie přenosu informaćı mezi vozidly [52]

• zmı́něná analýza řetězové stability [6]

• dle typu kolony představuj́ıćı homogenitu 2.2.1 či heterogenitu [7, 26]

• zp̊usoby ř́ızeńı - centralizované [25] a decentralizované [16, 49]

• př́ıstupy pro následováńı předch̊udc̊u - konstantńı vzdálenost, časový interval nebo ne-
lineárńı rozestupy mezi veškerými vozidly řetězce [7, 28]

Kromě toho existuje mnoho daľśıch studíı, které se zaměřuj́ı na tuto závažnou problematiku
směřuj́ıćı k levněǰśı, čistěǰśı, plynuleǰśı, pohodlněǰśı a bezpečněǰśı budoucnosti v dopravě.

1.3 Automobilový pr̊umysl

V dané části bude probrán automobilový pr̊umysl ve smyslu historie, hlavńıch vynález̊u
souvisej́ıćıch s řešeńım dané problematiky kolon vozidel a budoucnosti automobilového pr̊umyslu.
Tato kapitola bude zahrnovat pouze stručný popis automobilového pr̊umyslu pro začleněńı a
úvodu do dané problematiky.

1.3.1 Stručná historie

Prvńı stroje, které vznikaly pro účel dopravy, se datuj́ı do konce 18. stolet́ı a sloužily jako
parńı automobily. Každopádně tato technologie byla př́ılǐs pomalá a až koncem 19. stolet́ı v roce
1896 začala produkce automobil̊u. Bylo tomu tak zhruba po deseti letech od prvńıho patentu
na vozidlo se spalovaćım motorem od konstruktéra K. Benze (1885) [23, 42].

V následuj́ıćıch letech se zač́ınaly prodávat r̊uzné nové typy společně s pravděpodobně
nejznáměǰśım T model automobilem od H. Forda [42]. V obdob́ı druhé světové války došlo k
útlumu komerčńıho pr̊umyslu a k přeorientováńı továren pro potřeby válečného tažeńı. To vedlo
ke značnému rozvoji technologíı. Po druhé světové válce se postupně začaly vyrábět účinněǰśı,
rychleǰśı, spolehlivěǰśı a chytřeǰśı automobily až do nyněǰśı podoby. V současné době maj́ı auto-
mobily v sobě zabudováno již v pr̊uměru 50 regulačńıch smyček [23, 34, 41].

1.3.2 Důležité vynálezy vzhledem k problematice kolony vozidel

V této části bude zmı́něno několik d̊uležitých vynález̊u, které mohou svými možnostmi do-
pomoci k zjednodušeńı problematiky kolony vozidel. Základńı vynálezy, jako je např́ıklad mo-
tor, budou vynechány. Mezi tyto užitečné prvky můžeme zařadit např́ıklad GPS, protisrážkový
systém a autonomńı automobily, které v dnešńı době představuj́ı to, čeho se v bĺızké budoucnosti
dočkáme stále častěji.

GPS neboli Global Positioning System lze pro danou problematiku považovat za jeden
z d̊uležitých vynález̊u. Pro kooperativńı ř́ızeńı v́ıce vozidel lze totiž takovéto komunikace mezi
vozidly využ́ıt [8]. Tato technologie vznikla rozvojem satelitńı navigace armády USA poč́ınaje
70. let 20. stolet́ı až do prvńıho užit́ı GPS roku 1991 ve vozidle značky Toyota [20, 23].

Protisrážkový systém neboli také Collision Avoidance je systém slouž́ıćı k zamezeńı a
předcházeńı srážek vozidel. Protisrážkový systém byl vynalezen roku 2010 s využit́ım senzor̊u v
podobě kamer, lidar̊u či radar̊u k detekci překážek [23]. Tato funkce vozidla a jej́ı součásti lze
vidět na obrázku 1b. Pro daný systém vznikaj́ı studie zahrnuj́ıćı návrhy těchto protisrážkových
systémů [45, 50].
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Autonomńı automobily řeš́ı adaptivńı a kooperativńı ř́ızeńı sami o sobě. Źıskáváńı infor-
maćı prob́ıhá většinou pomoćı radar̊u, lidar̊u a kamer [14, 23]. Pomoćı senzor̊u źıskaj́ı informace
o okoĺı, které jsou potřebné k určeńı následuj́ıćıho úkonu vozidla [14]. Vývoj těchto vozidel je v
současnosti stále závažným problémem. Vozidla lze rozdělit do nulté až páté úrovně dle auto-
matizace, nicméně dosud nebylo dosaženo úplné automatizace vozidla odpov́ıdaj́ıćı páté úrovni.
Maximálńı úroveň autonomńıho vozidla se v aktuálńı době pohybuje okolo čtvrté úrovně, ale z
bezpečnostńıch d̊uvod̊u se využ́ıvaj́ı převážně nižš́ı úrovně [46].

1.3.3 Vývoj a budoucnost

Samostatný vývoj softwaru (SW) nebo produktu v automobilovém pr̊umyslu bývá často
řešen pomoćı tzv. V-modelu. Tohoto modelu a jeho daľśıch obdobných variant už́ıváme jako
postup pro definováńı, implementaci, schváleńı modelu a př́ıpadně možnou integraci dané apli-
kace [24]. Zmı́něné varianty mohou být ve tvaru vodopádového modelu, klasického V-modelu,
W-modelu a př́ıpadně i trojitého V modelu. Lze jich využ́ıt jak na vytvářeńı nových návrh̊u,
tak i pro úpravu již vytvořených proces̊u [23].

Při vývoji se už́ıvá test̊u v reálném čase o několika možných typech. Jedná se o testy vývoje
procesu v reálném čase, pomoćı nichž prob́ıhá validace jednotlivých navržených část́ı. Nejčastěji
se jedná o testováńı a validaci SW řešeńıch. Tyto zmı́něné testy představuj́ı:

• Model-In-the-Loop,

• Software-In-the-Loop,

• Hardware-In-the-Loop.

Simulačńı test MIL představuje simulace k potvrzeńı shodnosti matematického modelu a
funkčńı implementace. Po úspěšném ověřeńı MIL test̊u následuje fáze SIL. Vyhodnoceńı soft-
warové části vycháźı z test̊u SIL, které slouž́ı ke kontrole jej́ı funkčnosti a př́ıpadné integraci na
ćılovém poč́ıtači. Za těmito testy přicháźı HIL simulace představuj́ıćı test, kde ř́ızený systém běž́ı
na finálńı hardwarové platformě ke kontrole aktuátor̊u a senzor̊u. Ve finálńı fázi se již nacháźı
pouze validace vytvořeného a testovaného systému [24].

Budoucnost automobilového pr̊umyslu lze ze zmı́něných vynález̊u 1.3.2 předpokládat v
autonomńıch automobilech, které by byly na maximálńı úrovni s plně bezpečným chováńım.
Každopádně takováto vozidla budou značně cenná, a proto se v provozu budou stále objevovat
starš́ı vozidla narušuj́ıćı provoz z hlediska řidiče za volantem. Budoucnost lze vidět tedy v od-
straněńı člověka za volantem a přenecháńı ř́ızeńı samotným vozidl̊um. V d̊usledku toho by byl
provoz plynuleǰśı, bezpečněǰśı, byly by sńıženy náklady na palivo, proběhlo by sńıžeńı emiśı a
plno daľśıch výhod. Samotné palivo v podobě benźınu či nafty je velikým problémem v dnešńı
době právě kv̊uli zmı́něným emiśım, a proto vzniká snaha o náhradu v podobě elektrických
automobil̊u. Mezi daľśı náhrady by se dal začlenit vývoj vod́ıkových voz̊u, které nejsou tolik
praktické a využit́ı se u nich nalezlo převážně u dálkových doprav [29]. I přes jejich výhody v
podobě čisté bezemisńı j́ızdy převažuj́ı nevýhody jako je vysoká hmotnost, náklady na provoz
a jejich cena. Proto budoucnost směřuje sṕı̌se k elektromobil̊um [29]. Taková elektrická vozidla
jsou již aplikována např́ıklad firmou Tesla, nicméně takových firem existuje v dnešńım světě
v́ıce. U těchto elektromobil̊u se vyskytuj́ı nevýhody právě např́ıklad v podobě doby funkčnosti
vozidla, jež spoč́ıvá v baterii. Problematika těchto elektrických voz̊u budoucnosti zat́ım tedy za-
ostává na kapacitě baterie, tedy počtu ujetých kilometr̊u na jedno nabit́ı a době nab́ıjeńı baterie
[23].
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2 Kolona vozidel

Kolona vozidel je uspořádáńı s libovolným počtem prvk̊u. Bývá často řešena jako dálničńı
kolona a tedy jako uspořádáńı na podélné rovinné cestě. Mezi hlavńı d̊uvody proč se taková
problematika řeš́ı patř́ı spotřeba paliva a s t́ım souvisej́ıćı cena za náklady či vypouštěńı emiśı
do ovzduš́ı. Dále lze nahlédnout na tuto problematiku z pohledu bezpečnosti, pohodlnosti a
plynulosti provozu. Bezpečnost může představovat správnost vyhodnoceńı ř́ızeńı vozidel, ale i
bezpečnost komunikace mezi vozidly. Pro bezpečnou komunikaci je např́ıklad potřebné i do-
statečné chráněńı bezdrátové komunikace před možnými hackerskými útočńıky.

Tato část práce se bude zabývat postupným uvedeńım do problému a vyjádřeńım obecného
modelu kolony vozidel. Pro vyjádřený model vytvoř́ıme konkrétńı model, který bude v práci
využ́ıván. Dále budou vysvětleny možné náhledy na problematiku kolony vozidel v podobě
multi-agentńıch systémů a následný náhled na kolonu vozidel jako na symetrický systém. Pomoćı
zmı́něného př́ıstupu ke koloně se budeme v daľśı části práce zabývat návrhem ř́ızeńı pro vstupně
symetrický systém.

2.1 Multi-agentńı systémy

V této části bude stručně vysvětlen princip, výskyt a užit́ı v́ıce agentńıch systémů u kolony
vozidel. Jedná se tak o jeden z možných př́ıstup̊u, které se v praxi použ́ıvaj́ı u ř́ızeńı kolon.
Multi-agentńı systémy jsou takové systémy, které využ́ıvaj́ı rozděleńı proces̊u rozhodováńı a
ř́ızeńı na jednotlivé agenty. Jednotliv́ı agenti následně maj́ı omezené množstv́ı informaćı od
zbylých agent̊u [37]. Zjednodušuj́ı tak problém, který nelze řešit a nebo je př́ılǐs složitý k řešeńı
jako celek. Takovéto systémy se mimo jiné zaměřuj́ı i na kolonu vozidel pro kooperativńı ř́ızeńı
kolony a zavedeńı autonomńıch kooperativńıch vozidel [9]. Aplikace agent̊u se snaž́ı snižovat
zpožděńı u vozidel, emise a přebytečné už́ıváńı paliva [19]. Pro kooperativńı kolonu v́ıce vozidel
si můžeme představit jednotlivá autonomńı vozidla jako samotné inteligentńı agenty. V [9] bylo
odzkoušeno užit́ı těchto systémů pro autonomńı podélnou kolonu vozidel, avšak možnost́ı kom-
plexity realizaćı kolony bylo zmı́něno v́ıce. Tento př́ıstup je plně použitelný pro strategie ř́ızeńı
centralizovaného i decentralizovaného typu [9].

Mezi základńı rozd́ıl jednotlivých př́ıstup̊u k ř́ızeńı patř́ı komunikace agent̊u mezi sebou.
Centrálńı ř́ızeńı spoč́ıvá v komunikaci mezi hlavńım inteligentńım agentem a centrálńı vrstvou
představuj́ıćı infrastrukturu silnice. Vedoućı agent kolony tak ř́ıd́ı i veškeré zbylé agenty této
kolony. Mezit́ım u distribuovaného ř́ızeńı se této komunikace s centrálńı vrstvou nevyuž́ıvá, ale
inteligentńı agenti využ́ıvaj́ı informačńı komunikaci mezi sebou. U decentralizované strategie se
jednotlivá ř́ızeńı poč́ıtaj́ı z hlediska samotných agent̊u pracuj́ıćıch v týmu se společným ćılem.
Z d̊uvodu náročné a obsáhlé informačńı komunikace a sběru informace slouž́ıćı k aktuálńımu
či pozděǰśımu použit́ı, mohou vznikat nežádoućı účinky na systém. Nežádoućı účinky mohou
nastávat např́ıklad v podobě zpožděńı procesu, zhoršeńı účinnosti a př́ıpadně i zvýšeńı ceny.
Bylo ukázáno, že užit́ı distribuované strategie ř́ızeńı snižuje rozsáhlost infrastruktury a náklady
na údržbu [19].

Oba typy ř́ızeńı, centrálńı i distribuované, mohou být uvažovány na dvou úrovńıch. Ř́ızeńı
může být na úrovni kolony vozidel a i na úrovni dálničńıho systému. V simulačńım prostřed́ı
HESTIA bylo dle studíı na zmı́něných úrovńıch odzkoušeno modelováńı, simulace a ř́ızeńı kolony
za pomoci multi-agentńıch systémů. Pomoćı simulačńıho prostřed́ı bylo vyzkoušeno připojeńı či
odpojeńı vozidel z jedné kolony a př́ıpadná sloučeńı v́ıce kolon do společné skupiny [9, 10].
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2.2 Model kolony vozidel

Hlavńım východiskem pro danou práci bude vytvořeńı modelu kolony. Tento model bude
vycházet z článku [25] a hlavńı zjednodušeńı bude představovat zavedeńı homogenńı a lineárńı
kolony vozidel.

2.2.1 Homogenita kolony

Pro zjednodušeńı této práce zavedeme pojem homogenity kolony. Homogenńı kolona je
určena následuj́ıćı definićı homogenity kolony viz definice 2.1.

Definice 2.1 Kolona vozidel se nazývá ”homogenńı”, pokud veškerá vozidla této kolony maj́ı
stejnou dynamiku. V opačném př́ıpadě se kolona nazývá ”heterogenńı”[52].

Mějme uspořádáńı vozidel do lineárńı či kruhové kolony na obrázćıch 2a, 2b. Pro lineárńı
řazeńı plat́ı, že postupně řazená vozidla následuj́ı vždy jeho předch̊udce a prvńı vozidlo neboli
v̊udce udává rychlost celé kolony. Pro cyklické neboli kruhové uspořádáńı jednotlivých auto-
mobil̊u je chováńı obdobné. Jednotlivé automobily opětovně sleduj́ı svého předch̊udce. Změna
chováńı nastává u posledńıho vozidla celého uspořádáńı, které je následováno v̊udcem kolony
viz obrázek 2b.

z1z2z3

y1y2y3

(a) Lineárńı/podélná

z1

z3z2

y1

y3

y2

(b) Kruhová

Obrázek 2: Základńı možné tvary pro kolonu vozidel

Danou problematiku řeš́ıme jako homogenńı kolonu vozidel neboli uspořádáńı identických za
sebou jedoućıch automobil̊u [52]. Zavedeńım homogenńı kolony plat́ı, že každé vozidlo má vlastńı
hmotnost mk pro k = 1, 2, . . . , N . Tyto hmotnosti každého vozidla jsou shodné pro jakékoliv k,
zde konkrétně N = 3. Na obrázku 2 máme znázorněny polohy zk = zk(t) a rychlosti yk = yk(t)
vozidel o shodné hmotnosti. Znalost́ı jednotlivých vozidel lze definovat následuj́ıćı rovnici:

∆k = zk − zk+1, (1)

tato rovnice definuje rozd́ıl poloh vozidla k a k − 1 pro jakékoliv vozidlo k. Pro uspořádáńı do
kruhu se rovnice (1) lǐśı pouze v intervalu, který plat́ı pro i = 1, . . . , N − 1 a poté pro posledńı
vozidlo bude platit rovnice ve tvaru:

∆N = zN − z1.
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2.3 Diferenciálńı rovnice kolony vozidel

Definujme popis vozidla v koloně pomoćı následuj́ıćıch proměnných:

• zk(t) - představuj́ıćı polohu vozidla k v čase t,
• yk(t) - odpov́ıdaj́ıćı rychlosti vozidla k v čase t,
• fk(t) - reprezentuj́ıćı hnaćı śılu k-tého vozidla v čase t,
• mk - jako hmotnost vozidla k.

Nyńı můžeme zapsat diferenciálńı rovnici ve tvaru:

d

dt
zk(t) = yk(t), (2)

kde časová derivace aktuálńı polohy k-tého vozidla je rovna jeho rychlosti. Dále lze sepsat druhou
diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı změnu rychlosti k-tého vozidla v čase:

mk
d

dt
yk(t) = −gk(yk(t)) + fk(t), (3)

kde funkce gk v závislosti na rychlosti vozidla představuje třećı śılu k-tého vozidla. Pro třećı śılu
plat́ı, že:

gk(0) = 0, (4)

yk(t)gk[yk(t)] ≥ 0, (5)

podmı́nky (4,5) definuj́ı počátečńı nulovou třećı śılu a třećı śılu, která je definována jako kladná
nebo rovna nule.

2.4 Převedeńı na model v odchylkách

Klasický model kolony vozidel sloužil k určeńı polohy a rychlosti automobil̊u. Převedeńı kla-
sického modelu kolony vozidel slouž́ı předevš́ım k tomu, aby model v odchylkách určoval odchylku
od těchto daných rovnovážných stav̊u. Nyńı můžeme definovat popis vozidel uspořádaných do
kolony jako:

• δwk(t) - odpov́ıdaj́ıćı odchylce od požadované polohy vozidla k v čase t,
• δyk(t) - představuj́ıćı odchylku od požadované rychlosti kolony daného vozidla k v čase t,
• δfk(t) - definuj́ıćı odchylku aplikované śıly od třećı śıly při konstantńı rychlosti k-tého vozidla
v čase t.

Převedeńım na nové veličiny v odchylkovém tvaru bylo źıskáno rovnic, u kterých se poč́ıtá již s
odchylkou od jeho rovnovážného stavu. Pro odchylku od požadované polohy plat́ı:

δwk(t) = (zk − zk+1)−∆k, (6)

kde polohy zk jsou již zmı́něné polohy jednotlivých vozidel viz sekce 2.3 a ∆k je požadovaný
vzdálenostńı rozestup mezi vozidly. Dále pro k plat́ı, že nabývá hodnot k = 1, . . . , N −1 pro cel-
kový počet automobil̊uN . Převedené odchylky od požadované polohy plat́ı pro lineárńı/podélnou
i kruhovou kolonu. Nicméně pro kruhovou kolonu je zapotřeb́ı opětovně definovat odchylku po-
sledńıho automobilu. Poloha posledńıho automobilu se určuje jako rozd́ıl posledńıho automobilu
od prvńıho automobilu neboli v̊udce kolony. Dále se určuje rozd́ıl od požadovaného rovnovážného
stavu podle (7).

δwN (t) = (zN − z1)−∆N , (7)
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kde ∆N představuje vzdálenostńı rozestup mezi prvńım a posledńım vozidlem. Daľśım převedeńım
do odchylkového tvaru jsme źıskali rovnici popisuj́ıćı odchylku rychlosti daného automobilu od
požadované rychlosti kolony pro k-té vozidlo:

δyk(t) = yk(t)− v. (8)

Rovnice (8) popisuje rozd́ıl rychlosti od rovnovážného stavu rychlosti kolony v, která je shodná
pro celé uspořádáńı kolony vozidel. Nakonec jsme převedeńım źıskali rovnici představuj́ıćı vstupńı
signál. Rovnice popisuje odchylku zmı́něné aplikované śıly od třećı śıly při konstantńı rychlosti
ϕk k-tého vozidla (viz sekce 2.4.3).

δfk(t) = fk(t)− ϕk

2.4.1 Vyjáďreńı diferenciálńı rovnice odchylky polohy

Źıskáńım odchylkových rovnic můžeme provést úpravu, kdy užit́ım rovnice (6) a jej́ım deri-
vováńım podle času źıskáme diferenciálńı odchylkovou rovnici:

δ̇wk(t) = żk(t)− żk+1(t).

Z (2) dosad́ıme za časové derivace poloh a źıskáme tak definovanou změnu požadované polohy.
Danou úpravou tak źıskáme následuj́ıćı tvar diferenciálńı rovnice:

δ̇wk(t) = yk(t)− yk+1(t),

která udává změnu polohy za změnu času definovanou jako rozd́ıl rychlost́ı k-tého a (k + 1)-
tého vozidla. Užit́ım vyjádřené rovnice (8) a z ńı úpravou vyjádřeńım rychlosti automobilu yk(t)
můžeme do této rovnice dosadit a źıskáme novou rovnici (9).

δ̇wk(t) = δyk(t)− δyk+1(t) (9)

Diferenciálńı rovnice (9) popisuje změnu odchylky požadované polohy úměrnou rozd́ılu odchylek
rychlost́ı dvou za sebou pohybuj́ıćıch se vozidel v koloně závislé na čase pro k = 1, . . . , N člen̊u.

2.4.2 Vyjáďreńı diferenciálńı rovnice odchylky rychlosti

Vyjádřeńı spoč́ıvá v derivováńı podle času odchylky od požadované rychlosti kolony (8).
Derivováńım źıskáme změnu odchylky od rychlosti za změnu jednotky času, tedy:

d

dt
δyk(t) =

d

dt
yk(t). (10)

T́ımto zp̊usobem vyjádřený vztah reprezentuje změnu odchylky požadované rychlosti úměrnou
změně rychlosti automobilu. Užit́ım (3) a úpravou této rovnice převedeme (10) do tvaru:

mk
d

dt
δyk(t) = −gk(δyk(t) + v) + fk(t), (11)

člen gk(δyk(t)+v) reprezentuje třećı śılu automobilu. Tuto třećı śılu nahrad́ıme viskózńım třeńım
použit́ım:

gk(δyk(t) + v) = gk(v) + αkδyk(t) + . . . . (12)

Dále do rovnice (11) dosad́ıme úpravu (12) a převedeńım hmotnosti na pravou stranu rovnice
źıskáme finálńı tvar:

d

dt
δyk(t) = − αk

mk
δyk(t) +

1

mk
δfk(t). (13)

Zmı́něný linearizačńı prvek αk lze definovat jako poměr změny třećı śıly závislé na rychlosti v
čase ku změně rychlosti v čase.

αk =
∂gk[yk(t)]

∂yk(t)

∣∣∣∣
yk(t)=v

(14)
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2.4.3 Požadavky na rovnovážný stav

Pro kolonu vozidel uvažujeme, že mezi danými vozidly by se měl vyskytovat předem určený
rozestup. Rozestup vzdálenosti mezi vozidly označ́ıme ∆k představuj́ıćı požadovanou vzdálenost
mezi k-tým a (k + 1)-tým vozidlem.

Jedná se tak o konstantńı vzdálenost odchylky polohy od této vzdálenosti, která se může
lǐsit mezi jednotlivými vozidly. V dané práci bude pro veškerá vozidla shodná. Daľśı d̊uležitý
požadavek představuje rychlost vozidel v řetězovém uspořádáńı. Zmı́něný požadavek označme v
představuj́ıćı požadovanou rychlost vozidel celé kolony.

Jedná se tak o referenčńı rychlost opětovně shodnou pro každé vozidlo. Posledńı požadavek
se vztahuje ke třećı śıle při konstantńı rychlosti. Označme ϕk - jako třećı śılu při konstantńı
rychlosti v.
Daná třećı śıla je úměrná třećı śıle v závislosti na požadované konstantńı rychlosti a lze ji zapsat:

ϕk = gk(v).

2.5 Návrhové požadavky

Pro návrh ř́ızeńı je potřebné definovat návrhové požadavky vedoućı na omezeńı této ř́ızené
kolony.

2.5.1 Požadavek na odchylku polohy

Prvńı požadavek se vztahuje na odchylku od polohy vozidel. Vzdálenost mezi vozidly nesmı́
být př́ılǐs malá ani velká z d̊uvodu snižováńı bezpečnosti a v opačném př́ıpadě propustnosti
systému. Z tohoto tvrzeńı tedy vyplývá, že odchylka δwk muśı být co možná nejmenš́ı a ideálně
se jej́ı hodnota bĺıž́ı nule, tedy:

δwk(t) → 0.

2.5.2 Požadavek na odchylku rychlosti automobil̊u

Daľśı návrhový požadavek se vztahuje na rychlost vozidel. Jedná se o požadavek rychlosti
každého vozidla z daného řetězce a tato rychlost by měla být co nejbližš́ı konstantńı hodnotě v
představuj́ıćı rovnovážný stav. V ideálńım př́ıpadě by se tato rychlost měla rovnat rovnovážnému
stavu výše zmı́něnému. Z daného tvrzeńı plyne a lze ř́ıct, že odchylková proměnná rychlosti by
měla být co možná nejmenš́ı a ideálně nulová, tedy:

δyk(t) → 0.

2.5.3 Požadavek na odchylku aplikované vstupńı śıly

Posledńı požadavek je zamýšlen na aplikovanou śılu ř́ızeńı, která zvyšuje cenu ř́ızeńı v po-
době užit́ı paliva. U tohoto požadavku se klade d̊uraz na akceleraci a deceleraci, tedy zrychleńı
či zpomaleńı j́ızdy kolony a jednotlivých vozidel. Za normálńıch podmı́nek by akcelerace či de-
celerace neměla nastávat, pokud se nejedná o výjimku v podobě vynucených manévr̊u. Z tohoto
tvrzeńı plyne požadavek na minimálńı hodnotu odchylky od aplikované śıly, kterou lze zapsat:

δϕk(t) → min(δϕk(t)).

2.6 Stavový model kolony

Pomoćı odvozených diferenciálńıch rovnic můžeme danou problematiku ř́ızeńı přepsat na
vnitřńı popis systému, a źıskat tak stavovou reprezentaci neboli stavový model. Pro takto upra-
vený model odchylek proměnných lze upravit zobrazeńı kolony v lineárńım uspořádáńı z obrázku
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2a na nový tvar znázorněný na obrázku 3. Pro obecný př́ıpad s N vozidly, kdy pro každý au-
tomobil vždy plat́ı dvě pohybové diferenciálńı rovnice v odchylkovém tvaru (9,13), tak źıskáme
právě (2N − 1) rovnic. V této soustavě rovnic se bude vždy nacházet o jednu rovnici odchylek
polohy méně, než odchylek rychlosti. Nižš́ı počet odchylek je viditelný na obrázku 3, kde vždy
bude kolona velikostně omezena a posledńı vozidlo nebude mı́t potřebný rozestup za sebou.

δw1δwN−1

. . .

δy1δy2δyN−1δyN

Obrázek 3: Zobrazeńı lineárńı kolony s odchylkami mezi vozidly

2.6.1 Stavový model - obecně

Źıskáńım soustavy (2N − 1) rovnic lze sestrojit obecný vnitřńı popis celé kolony. V daném
vnitřńım popisu jsou obsaženy veškeré rovnice všech automobil̊u. Pro obecný popis N vozidel
definujeme vektor stav̊u udávaj́ıćı jednotlivé stavové proměnné automobil̊u. Vektor stav̊u bude
o velikosti (2N − 1) × 1. Tento vektor je složen z jednotlivých odchylek od poloh a rychlost́ı a
bude ve tvaru:

x(t) = [δy1(t), δw1(t), δy2(t), δw2(t), . . . , δwN−1(t), δyN (t)]T , (15)

kde pro lineárńı kolonu se nenacháźı posledńı odchylka vozidel od rovnovážného stavu δwN .
Obecně vektor stav̊u lineárńı kolony konč́ı stavem odchylky požadované rychlosti kolony, stručný
náhled a od̊uvodněńı lze vidět na obrázku 3. Pro problematiku s cyklickou kolonou by se již daný
stav δwN ve vektoru stav̊u nacházel z d̊uvodu, že je potřebné mı́t tento stav pro popis posledńıho
a prvńıho vozidla. Nicméně pro takto zavedený stavový vektor a následně upravenou dynamiku
systému nastává problém spoč́ıvaj́ıćı s řiditelnost́ı systému. Systém představuj́ıćı kruhovou ko-
lonu by následně byl neřiditelný. To znamená, že by se některá vlastńı č́ısla nedala ř́ıdit a
libovolně umı́stit jejich poloha k zajǐstěńı potřebné dynamiky. Takto rozš́ı̌rený vektor právě o
posledńı odchylku od požadované polohy by byl ve tvaru:

x(t) = [δy1(t), δw1(t), δy2(t), δw2(t), . . . , δyN (t), δwN (t)]T . (16)

Následně jeho model by byl taktéž v rozš́ı̌reném stavu v následuj́ıćım tvaru např́ıklad pro tři
vozidla. Určeńım takového modelu a dosazeńım zjednodušuj́ıćıch podmı́nek pro homogenńı ko-
lonu (20,21) źıskáme konkrétńı model pro tři vozidla s úplným vektorem stav̊u. Určeńım matice
řiditelnosti a kontrolou, zda tato matice má plnou řádkovou hodnost bylo odzkoušeno, že takový
systém je opravdu neřiditelný. Tud́ıž v této práci se budeme zabývat pouze řešeńım podélné
neboli lineárńı kolony vozidel. Dále tedy pro definováńı vstupu je potřebné si zavést vstupńı
vektor představuj́ıćı odchylky aplikované śıly od třećı śıly. Aplikovaná śıla vozidel bude tedy
vstupem modelu ve tvaru:

u(t) = [δf1(t), δf2(t), . . . , δfN (t)]T . (17)

Jednotlivé vstupńı śıly složené z odchylek aplikované śıly od śıly třećı budou sloužit k ř́ızeńı
daného systému. Ř́ızeńım doćıĺıme stabilizace systému a v př́ıpadě řiditelnosti ke změnám dyna-
miky uzavřené smyčky. Definováńım vektoru stav̊u (15) a vektoru ř́ızeńı (17) můžeme soustavu
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složenou z odchylkových diferenciálńıch rovnic všech vozidel kolony (9,13) pro N vozidel převést
na stavový popis se stavovou rovnićı ve tvaru:

d

dt
x(t) = ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (18)

a výstupńı rovnićı:
y(t) = Cx(t) +Du(t).

Stavový model je složen ze 4 matic. Jedná se o matice A, B, C, D, které popisuj́ı spolu s
vektorem stavu a vstup̊u stavovou i výstupńı rovnici. V tomto př́ıpadě dle zavedeného vstupńıho
a stavového vektoru se jedná o v́ıce vstupový i výstupový systém (tzv. MIMO). Uvažujme, že
takto složený model má právě N vstup̊u, kde každé vozidlo má jednu vstupńı śılu a dva výstupy
v podobě odchylek polohy a rychlosti. Definujme počet stavových proměnných jako n = 2N − 1
pro lineárńı kolonu. Matice dynamiky systému A se skládá z reálných č́ısel a je o velikosti n× n.
Vstupńı matice systému znač́ıme B. Je složená z reálných č́ısel a velikost této matice je n×m,
kde m představuje počet vozidel a tedy počet aplikovaných sil (13). Výstupńı matice C určuje,
kolik stav̊u lze nějakým senzorem měřit a velikost této matice je n× p. Výstupńı matice pro
sledováńı veškerých stav̊u systému představuje jednotkovou matici a proto plat́ı, že p = n.
Matice D, př́ımého p̊usobeńı vstupu na výstup, je o velikosti p×m [18]. Pro danou úlohu je tato
matice nulová a tedy nedocháźı k př́ımému p̊usobeńı vstupu na výstup. Tento stavový model
lze zapsat pomoćı předchoźıho tvaru (18) jako:

d

dt



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

x(t)

=



− α1
m1

0 0 0 0 0 . . .

1 0 −1 0 0 0 . . .
0 0 − α2

m2
0 0 0 . . .

0 0 1 0 −1 0 . . .
0 0 0 0 − α3

m3
0 . . .

0 0 0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


︸ ︷︷ ︸

A



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+



1
m1

0 0 . . .

0 0 0 . . .
0 1

m2
0 . . .

0 0 0 . . .
0 0 1

m3
. . .

0 0 0 . . .
...

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

B



δf1
δf2
δf3
δf4
...

δfN


︸ ︷︷ ︸

u(t)

,

z daného stavového zápisu lze tedy vidět, že v matici dynamiky se vyskytuje v́ıce po bloćıch
shodných matic pouze pro jiné indexy nálež́ıćı daným vozidl̊um. Obdobně u vstupńı matice se
po bloćıch vyskytuj́ı konstanty pro jednotlivá vozidla. Pro výstupńı rovnici plat́ı, že dle volby
výstupńı matice C lze źıskat jednotlivé stavy kolony vozidel při nulovém p̊usobeńı vstupu na
výstup.

2.6.2 Stavový model - konkrétńı

Odvozený obecný model dále bude využit pro konkrétńı počet vozidel. V dané práci se bude
už́ıvat převážně lineárńı kolony zaměřené na tři až pět vozidel, a tedy definujeme model pro tři
vozidla.

d

dt


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

=


− α1

m1
0 0 0 0

1 0 −1 0 0
0 0 − α2

m2
0 0

0 0 1 0 −1
0 0 0 0 − α3

m3


︸ ︷︷ ︸

A


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+


1
m1

0 0

0 0 0
0 1

m2
0

0 0 0
0 0 1

m3


︸ ︷︷ ︸

B

δf1δf2
δf3


︸ ︷︷ ︸
u(t)

(19)

Z tohoto modelu lze ř́ıci, že pr̊uměrná změna odchylek rychlosti záviśı na hmotnosti daného
vozidla a koeficientu α viz (14). Z d̊uvodu zavedeńı homogenńı kolony vozidel tedy definujeme
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automobily se shodnou, identickou dynamikou [16, 52]. Daný model můžeme upravit do zjed-
nodušeného tvaru pomoćı určeńı těchto parametr̊u jako:

mk = m1 = m2 = m3 = 1, (20)

definuj́ıćı shodnou hmotnost veškerých automobil̊u. Dále shodně provedeme zjednodušeńı pro
linearizačńı prvek systému:

αk = α1 = α2 = α3 = 1. (21)

Touto úpravou se model převedl do tvaru kolony se shodnými automobily, které plat́ı i pro obecný
tvar v́ıce možných vozidel řazených v řetězci. Finálńı tvar modelu po dosazeńı zjednodušuj́ıćıch
parametr̊u (20,21) do (19) má podobu:

d

dt


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

=


−1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+


1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

B

δf1δf2
δf3


︸ ︷︷ ︸
u(t)

. (22)

Pro tento upravený model je viditelné, že jeho složeńı je po bloćıch shodné. Rozděleńı modelu
na menš́ı bloky může sloužit např́ıklad pro návrh distribuovaného ř́ızeńı. Jednotlivé bloky se
rozděluj́ı na matice 3 × 3 pro veškerá vozidla od počátku do konce matice s výjimkou prvńıho
vozidla. Pro prvńı vozidlo se využ́ıvá blok 1×1 v počátku matice (22). Pro tyto bloky lze navrh-
nout jednotlivé lokálńı ř́ızeńı lineárńım kvadratickým regulátorem představuj́ıćı distribuované
ř́ızeńı celé kolony. Tato metoda byla využita a odzkoušena v [11], kde byla dostačuj́ıćı a pro
libovolný počet vozidel by měla splňovat podmı́nku řetězové stability vhodnou volbou váhových
matic.

2.7 Stabilita

Jak bylo zmı́něno stabilita systému se rozděluje na dvě části. Jedná se tak o samotnou stabi-
litu systému určenou vlastńımi č́ısly systému a druhou silněǰśı podmı́nkou - řetězovou stabilitu.

2.7.1 Obecná stabilita

Stabilita systému se určuje vlastńımi č́ısly neboli póly systému. Póly systému představuj́ı
dostatečnou informaci o určeńı stability daného systému. Pro určeńı těchto pól̊u stač́ı využ́ıt
pouze matice dynamiky A a už́ıvá se vztahu:

det(λI −A) = 0,

kde I představuje jednotkovou matici (tzn. na diagonále matice jsou jedničky) a matice dynamiky
muśı být čtvercovou matićı. Poté řešeńım źıskáme vlastńı č́ısla neboli póly tohoto systému. Tyto
póly určuj́ı kromě stability systému i jak daný systém bude agresivńı [18]. Změnou vlastńıch
č́ısel lze tak doćılit stabilizace systému mnoha metodami. V této práci budeme přǐrazovat
systému vlastńı č́ısla např́ıklad pomoćı lineárńıho kvadratického regulátoru, kde řešeńı vyjde
v optimálńım tvaru a toto řešeńı bude užito pro centrálně orientované ř́ızeńı.

2.7.2 Řetězová stabilita

Řetězová nestabilita je jedńım z mnoha hlavńıch problémů řešených u lineárńı kolony vozidel.
Pro zajǐstěńı dostatečného bezpeč́ı se tak muśı splňovat podmı́nky řetězové stability (= ŘS).
Jedná se o pr̊uchod poruchy libovolného tvaru mezi vozidly, která se následně přenáš́ı celou
kolonou a vlivem pr̊uchodu se v nestabilńım př́ıpadě zvyšuje. Tuto chybu či poruchu může
představovat např. př́ıpadné zrychleńı vozidla. Samotná řetězová stabilita má několik možných
definićı následně zmı́něných.
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Definice 2.2 Řekněme, že systém je řetězově stabilńı, pokud nejsou poruchy pr̊uchodem kolony
zesilovány [52].

Podle definice 2.2 se odv́ıj́ı mnoho daľśıch definićı, které jsou dále zmı́něny. Hlavńı a nejčastěji
použ́ıvanou definićı, která bude užita v této práci, a bude tak hlavńım východiskem např́ıklad u
centrálńıho ř́ızeńı pro určeńı splněńı podmı́nky je následuj́ıćı zmı́něná podmı́nka. Mějme přenos
v odchylkových proměnných pro dvě soused́ıćı vozidla i a (i+1). Přenosové funkce z poruch na
odchylky poloh označme jako Pi a Pi+1 pro ∀i < N . Jedná se o vyšetřeńı podmı́nky silné řetězové
stability ve frekvenčńı oblasti značenou jako SFSS (Strong Frequency-Domain String Stability)
už́ıvanou pro topologii typu následováńı předchoźıho vozidla (PF - 3.1) [6]. Dle zmı́něného článku
lze podmı́nku SFSS už́ıt i pro daľśı typy topologie za předpokladu modifikace [6, 12, 39]. Pro
tyto soused́ıćı vozidla je splněna podmı́nka řetězové stability, pokud plat́ı:

Pi+1(jω)

Pi(jω)
= Qi,i+1(jω), ∀i < N. (23)

Člen Qi,i+1(jω) představuje poměr přenos̊u soused́ıćıch vozidel ve frekvenčńı oblasti. Dále do-
sazeńım źıskáme:

|Qi,i+1(jω)| ≤ 1, ∀ω, i < N, (24)

tedy poměr přenosových funkćı jednotlivých vozidel z poruchy na odchylku poloh muśı být
hodnota menš́ı nebo rovna jedné pro veškeré frekvence ω a vozidla v koloně. Tzn. přenos poruch
libovolného tvaru se pr̊uchodem kolonou nezesiluje [35, 38, 39]. Takto zmı́něná definice se shoduje
s H∞ normou [7]. Tuto definici lze tedy přepsat a upravit v následuj́ıćı rovnici (25).

∥Qi,i+1(jω)∥∞ = sup
ω

|Qi,i+1(jω)| ≤ 1, ∀ω, i < N. (25)

Zmı́něné přenosové funkce ve frekvenčńı oblasti Pi, Pi+1 pro i = 1, . . . , N − 1 lze źıskat jako:

Pi =
δwi

di
, (26)

kde pro soused́ıćı vozidlo potřebné k určeńı řetězové stability se přenosová funkce určuje:

Pi+1 =
δwi+1

di
. (27)

Pro tyto přenosové funkce z poruch p̊usob́ıćıch na odchylky poloh dvou soused́ıćıch vozidel
źıskáme potřebný tvar poměru odchylek poloh (23) jak bylo ukázáno v [39]. Z čehož úpravou
źıskáme:

Pi+1(jω)

Pi(jω)
=

δWi+1(jω)

δWi(jω)
, ∀i < N. (28)

Takto vyjádřené přenosové funkce budou vypočteny a zobrazeny v následuj́ıćıch částech, ve
kterých bude prob́ıhat návrh ř́ızeńı (24-28).

Daľśı typy/definice řetězové stability
Užit́ı takovéto definice řetězové stability přicháźı v úvahu pouze v př́ıpadě LTI systému [7].
Řetězovou stabilitu můžeme definovat v́ıce zp̊usoby. Mezi následuj́ıćı definice řetězové stability
lze zařadit např́ıklad semi-striktńı, striktńı a mnoho daľśıch [6, 7].
• Semi-striktńı ŘS neboli slabá řetězová stabilita - představuj́ıćı takovou řetězovou stabilitu, pro
kterou plat́ı definice 2.3.
• Striktńı ŘS - splňuj́ıćı definici 2.4.

Definice 2.3 Jakékoliv vozidlo s výjimkou vedoućıho vozidla z ř́ızené kolony by nemělo zesilovat
výstup vedoućıho vozidla pro splněńı podmı́nky semi-striktńı řetězově stability.
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Tuto definici můžeme přepsat do frekvenčńı oblasti a tvaru s frekvenčńımi přenosy:

|Zi(jω)|L2

|Z1(jω)|L2

≤ 1, ∀ω > 0, 1 < i < N.

Obdobně jako u předchoźı definice lze zformulovat definici striktńı řetězové stability. Tato
podmı́nka se již nekontroluje vždy k vedoućımu prvku kolony jako v 2.3.

Definice 2.4 Pro veškerá vozidla z kolony muśı platit, že nesmı́ zesilovat výstup jejich okamžitého
následovńıka k zaručeńı striktńı řetězově stability.

Takto zformulovanou definici můžeme opětovně přepsat do frekvenčńı oblasti a tvaru s frek-
venčńımi přenosy:

|Zi(jω)|L2

|Zi−1(jω)|L2

≤ 1, ∀ω > 0, 1 < i < N,

kde Zi(jω) představuj́ı proměnnou ve frekvenčńı oblasti vozidla i typu odchylky od polohy a Lp

představuje p-normu (2-normu) v 2.3, 2.4 [7].

2.8 Symetrické systémy

V dané části bude popsána teorie symetrických systémů, jak si ji představit v reálném
světě, daľśı možné užit́ı a př́ıstup teorie ke koloně vozidel. Pomoćı této teorie bude řešen v
následuj́ıćıch částech návrh zpětné vazby a bude kontrolováno a zajǐstěno, aby taková zpětná
vazba byla opětovně symetrickou zpětnou vazbou. V této práci využijeme symetrických systémů
[22] vynalezených na ZČU v Plzni pro daný model kolony 2.6.1. Symetrii v reálných návrźıch
můžeme požadovat v mnoha systémech, které vyžaduj́ı právě shodného ř́ızeńı. Může se tak
jednat např́ıklad o ř́ızeńı dron̊u, kde jednotlivé vrtule dron̊u budou zapotřeb́ı ř́ıdit shodně sy-
metrickou zpětnou vazbou. Daľśım možným př́ıpadem je např́ıklad uspořádaná řada prvk̊u, na
kterých lze sńımat teplotu s topnými tělěsy na jejich konćıch a osou symetrie uprostřed této
řady. Existence př́ıklad̊u představuj́ıćıch symetrický systém je mnohem v́ıce a jedńım z nich je
právě kolona vozidel. Užit́ı této teorie spoč́ıvá převážně v potřebných zjednodušeńıch či sńıžeńı
cenových nebo časových nárok̊u na výpočet [22].

2.8.1 Podḿınky symetrie systému

Zadefinujme požadavky, že systém muśı být lineárně-časově-invariantńı (LTI) dynamický
systém se stavovou rovnićı:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (29)

matice dynamiky A ∈ Rn×n, vstupńı matice B ∈ Rm×m a se zavedeńım následuj́ıćı definice
symetrie systému.

Definice 2.5 Systém s dvojićı matic (A,B) je vstupně symetrický, jestlǐze ∃T, detT ̸= 0, pro
který plat́ı za požadované plné hodnosti matice B následuj́ıćı podmı́nky [22]:

TA = AT, (30)

TB = BG. (31)

Pro plnou hodnost matice B zapsanou jako rankB = m lze definovat matici T představuj́ıćı
transformačńı matici symetrie, která zaručuje pro [b1, . . . , bm] přechody odpov́ıdaj́ıćı [22]:

Tbi = Tbi+1, i = 1, . . . ,m− 1
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a pro posledńı prvek: Tbm = Tb1. Zmı́něná matice G v (31) představuje předem definovanou
cirkulačńı matici, která je např́ıklad v konkrétńım tvaru následuj́ıćı:

G =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 . (32)

Jedná se tak o cirkulačńı matici, která má po hlavńı diagonále shodné nulové prvky a pod hlavńı
diagonálou jedničky. Zároveň má taková matice v pravém horńım rohu jedničku. Zavedeńım
takové definice můžeme už́ıt a definovat následuj́ıćı větu z [22].

Věta 2.1 Necht’ dvojice matic (A,B) je vstupně symetrický systém, dále je řiditelný, má plnou
hodnost matice B rankB = m, s matićı symetrie T, potom plat́ı [22]:

Tm = In = I ∈ Rn×n.

2.8.2 Symetrická zpětná vazba

Hlavńım východiskem shodného ř́ızeńı všech vozidel ve smyslu symetrické zpětné vazby je
stavová zpětná vazba ve tvaru:

u = Fx, (33)

kde u je vektor vstup̊u, x je již zmı́něný vektor stav̊u a F je neznámá konstantńı zpětnovazebńı
matice ześıleńı. Po dosazeńı tohoto zákonu ř́ızeńı do stavové rovnice (29) a jednoduchou úpravou
źıskáme:

ẋ(t) = Ax(t) +BFx(t) = (A+BF )x(t) = Azx(t), (34)

kde Az = (A + BF ) a matice Az představuje matici dynamiky uzavřené smyčky se stavo-
vou zpětnou vazbou. Z tohoto upraveného předpisu (34) ke kontrole symetrické zpětné vazby
požadujeme splnit podmı́nky symetrie systému viz 2.5, kde pro (30) požadujeme dosazeńı matice
dynamiky uzavřené smyčky a pro rovnice:

T (A+BF ) = (A+BF )T,

TB = BG,

proběhne odvozeńı kontroly návrhu symetrie zpětné vazby. Jednoduchým roznásobeńım źıskáme
tvar:

TA+ TBF = AT +BFT.

Pro TA−AT = 0 a dosazeńım druhé podmı́nky źıskáme:

BGF = BFT.

Po odstraněńı matice B źıskáme předpis pro zákon symetrické zpětné vazby (36).

GF = FT (35)

F = GFT−1 (36)

Z takto vyjádřeného předpisu můžeme určit, zda taková zpětná vazba s jej́ı cirkulačńı matićı
G a symetrickou matićı T je symetrickou zpětnou vazbou, když rozd́ıl (35) je nulový, tedy
GF − FT = 0.
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2.8.3 Výpočet symetrické zpětné vazby

Mějme systém popsaný dvojićı matic (A,B). Důležitým předpokladem je, aby tato dvojice
matic systému byla řiditelná. Řešeńı pro určeńı symetrické zpětné vazby spoč́ıvá v přǐrazeńı Jor-
danovy formy uzavřené smyčce. Dané přǐrazeńı se tak řeš́ı pomoćı algoritmu založeném na řešeńı
dvou Sylvestrových maticových rovnic [22]. Vycházejme tedy z vyjádřeńı přǐrazeńı dynamiky
uzavřené smyčky podobné matici dynamiky L. Pro podobnost matic plat́ı shodnost vlastńıch
č́ısel, charakteristického polynomu, determinanty a v́ıce [4]. Vycházejme tedy z přǐrazeńı po-
dobné matice L dynamice A+BF pro nulový pr̊unik spekter těchto matic A,L (37).

A+BF ∼ L, σ(A) ∩ σ(A) = Ø (37)

Rovnice (37) plat́ı pro nulový pr̊unik spekter, kde spektrummatice představuje množinu veškerých
vlastńıch č́ısel jednotlivých matic. Pro jejich nulový pr̊unik uvažujeme, že přǐrazeńı podobné ma-
tice nemá žádné shodné vlastńı č́ıslo jako již vlastńı č́ıslo patř́ıćı matici dynamiky A. Postupnou
úpravou dostaneme Sylvesterovu maticovou rovnici ve tvaru:

AX −XL+BH = 0. (38)

Matice H tedy parametrizuje všechny stavové zpětné vazby F = F (H), které přǐrazuj́ı ma-
tici dynamiky uzavřeného systému předepsanou Jordanovu formu zadanou matićı L, pomoćı
následuj́ıćı vztahu (39).

F (H) = HX−1(H) (39)

Tento zmı́něný vztah slouž́ı pro nalezeńı všech možných řešeńı stavových zpětných vazeb přǐrazeńım
Jordanovy formy a volbou matice H lze źıskat určitou podmnožinu ze všech nalezených zpětných
vazeb. Odvozeńı symetrické zpětné vazby vycháźı ze zmı́něné Sylvesterovi rovnice (38). Pro tuto
symetrickou zpětnou vazbu muśı opětovně platit, že pr̊unik spekter matice dynamiky A a podob-
nostńı matice L je nulový. Pro splněný nulový pr̊unik spekter poté plat́ı, že existuje právě jedno
řešeńı pro (38). Vycházejme tedy z (38) a tuto rovnici upravme do tvaru pro výpočet symet-
rické zpětné vazby následuj́ıćımi kroky. Prvně takovou maticovou rovnici uprav́ıme vynásobeńım
matićı symetrie zleva:

TAX − TXL+ TBH = 0.

Pomoćı vztah̊u (30,31) danou maticovou rovnici uprav́ıme:

ATX − TXL+BGH = 0.

Následným vynásobeńım a zavedeńım matice Z, která je zaměnitelná s matićı L, kde pro
zaměnitelné matice plat́ı viz (??) a źıskáme upravený tvar:

A(TXZ)− (TXZ)L+B(GHZ) = 0.

Takto upravená maticová rovnice představuje druhou Sylvesterovu maticovou rovnici. Za užit́ı
následuj́ıćıch úprav (40,41) lze dostat tvar zpět do prvńıho tvaru v (38).

H = GHZ (40)

X = TXZ (41)

Následným užit́ım zmı́něných vztah̊u (40,41) a dosazeńım do předpisu (39) dokážeme určit
předpis pro určeńı zpětnovazebńı matice ześıleńı pro symetrickou zpětnou vazbu:

F (H) = GHZ(TX(H)Z)−1 = GHZZ−1X−1(H)T−1.

Následnou úpravou a odstraněńım zaměnitelných matic Z a dosazeńım (39) źıskáme:

F (H) = GHX−1(H)T−1 = GF (H)T−1. (42)
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Pro vstupně symetrický systém se t́ımto vztahem vyjádřila symetrická zpětná vazba porovna-
telná s (39). Převedeńım symetrické matice v předchoźı maticové rovnici (42) źıskáme finálńı
podobu ve tvaru:

F (H)T = GF (H). (43)

Symetrická stavová zpětná vazba vyhovuje podmı́nce (43). Z této podmı́nky lze i symetrickou
zpětnou vazbu určit, t́ım se doćılilo parametrizace všech symetrických zpětných vazeb paramet-
rizuj́ıćı matićı H. Volbou této matice tak doćıĺıme źıskáńı právě jedné symetrické zpětné vazby.
Množinu všech regulárńıch zaměnitelných matic s matićı L budeme označovat symbolem Z(L).

2.8.4 Algoritmus pro výpočet stavové zpětné vazby

Tento algoritmus je rozložen do následuj́ıćıch krok̊u:

• Zvolit Z ∈ Z(L).

• Určit řešeńı maticové rovnice H = GHZ pro neznámou matici H.

• Určit řešeńı X(H) pomoćı Sylvestrovi maticové rovnice AX −XL+BH = 0.

• Určit matici ześıleńı stavové zpětné vazby F (H) = HX−1(H).

Zmı́něný algoritmus za libovolného zvoleńı regulárńı matice Z zaměnitelnou s matićı L představuj́ıćı
požadovanou Jordanovu formu dokáže určit řešeńı maticové rovnice. Po určeńı řešeńı Sylvestrovi
maticové rovnice s dosazeńım určené matice H dokážeme vypoč́ıtat a určit zpětnovazebńı matici
pro zákon ř́ızeńı stavové zpětné vazby u = Fx. Pokud tato zpětná vazba bude splňovat podmı́nku
(43), bude se tak jednat o symetrickou stavovou zpětnou vazbu [21]. Symetrické ř́ızeńı veškerých
vozidel uvnitř kolony tak bude zaručeno [22].

2.8.5 Určeńı matice symetrie

Pro určeńı symetrie systému bude zapotřeb́ı už́ıt zmı́něných podmı́nek symetrie (30,31) a
určeńı matice symetrie T. Matice symetrie bude určena z matice řiditelnosti celého systému a
dále z užit́ı Kroneckerova produktu jednotkové matice s cirkulačńı matićı G. Užit́ı Kroneckerova
produktu může být představeno na následuj́ıćım př́ıkladu. Bude tak docházet k součinu všech
prvk̊u prvńı matice s druhou matićı. Použit́ı Kroneckerova produktu pro představu libovolné
čtvercové matice A ∈ R2×2 a libovolné čtvercové matice B ∈ R2×2 vypadá následovně.

[
1 2
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

A

⊗
[
1 2
0 3

]
︸ ︷︷ ︸

B

=

[
1B 2B
0B 1B

]
︸ ︷︷ ︸

A⊗B

=


1 2 2 4
0 3 0 6
0 0 1 2
0 0 0 3


Z takové ukázky užit́ı Kroneckerova produktu můžeme tedy ř́ıct, že použit́ı pruduktu pro jednot-
kovou matici a cirkulačńı matici (32) se shodnými velikostmi matic tak vznikne součin jedniček
po hlavńı diagonále jednotkové matice a cirkulačńı matice G. Tento součin bude následně využit
při finálńıch úpravách výpočtu matice symetrie, viz matice v rovnici (45). Mějme systém s dvo-
jićı (A,B), kde A ∈ Rn×n a B ∈ Rm×m. Pro tento systém lze určit matici řiditelnosti, která je
složena ve tvaru:

R = [B,AB, . . . , An−1B]. (44)

Vynásobeńım (44) matićı symetrie zprava a užit́ım podmı́nek (30,31) dostaneme:

TR = [TB, TAB, . . . , TAn−1B] = [BG,ABG, . . . , An−1BG].
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V následné úpravě se využije zmı́něného Kroneckerova produktu jednotkové matice a cirkulačńı
matice:

TR = [B,AB, . . . , An−1B]


G 0 · · · 0
0 G · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · G

 = R(In ⊗G). (45)

Vynásobeńım transponovanou matićı řiditelnosti zprava a následným vynásobeńım inverźı této
dvojice je źıskán předpis pro určeńı symetrické matice T.

TRRT = R(In ⊗G)RT

TI = R(In ⊗G)RT (RRT )−1

Předpis pro určeńı matice symetrie T je tedy ve finálńım tvaru zapsán následovně:

T = R(In ⊗G)RT (RRT )−1. (46)

T́ımto určeńım matice symetrie lze rozhodnout, že se jedná o symetrický systém při platnosti
zmı́něných podmı́nek symetrie (30,31). Takový systém je vstupně symetrickým systémem a
taková metoda ř́ızeńı bude užitá v nadcházej́ıćı kapitole. V následuj́ıćı části nalezneme nejprve
centrálně orientované ř́ızeńı se symetrickou zpětnou vazbou a poté změnou dynamiky obecného
symetrického ř́ızeńı se pokuśıme nalézt vhodné distribuované ř́ızeńı kolony.
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3 Návrh ř́ızeńı kolony

V této části poṕı̌seme jednotlivé typy informačńıch topologíı a ř́ızeńı, které budou preferovány
a použity. Následně se zmı́ńı i daľśı možné varianty návrhu, kterými by se tato problematika dala
řešit. Proběhne podrobný popis zvolených návrh̊u, přenosových funkćı a implementace ř́ızeńı vo-
zidel. Dále budou diskutovány volby parametr̊u potřebných k návrhu, výsledky zobrazeńı ř́ızeńı
a zaručeńı obecné i řetězové stability pro oba typy ř́ızeńı.

Dle vybrané strategie využ́ıvané pro multi-agentńı ř́ızeńı řetězové kolony můžeme přistupovat
ke komunikačńı topologii agent̊u odlǐsnými zp̊usoby. Tyto strategie se nazývaj́ı distribuované
ř́ızeńı a centrálně orientované ř́ızeńı. Distribuované ř́ızeńı se vztahuje na jednotlivé agenty. V
př́ıpadě centralizovaného ř́ızeńı může být centrálńı agent realizován jako libovolné vozidlo v ko-
loně (např. vedoućı vozidlo), nebo agent realizovaný infrastrukturou vozovky (dálnice). Hlavńım
úkolem návrhu pro danou problematiku je tedy naleznout taková ř́ızeńı systémů, pro které je
systém stabilńı a zároveň řetězově stabilńı. Následný krok po návrhu ř́ızeńı se bude zabývat
experimenty s řetězovou stabilitou a postupnými úpravami informačńıho toku mezi vozidly.

3.1 Topologie p̌renosu informaćı vozidel

Přenosy informaćı potřebných k ř́ızeńı, jako je odchylka od požadované polohy a rychlosti,
jsou pro vozidla źıskávány pomoćı senzor̊u nebo za využit́ı bezdrátové komunikace. Do daných
realizaćı představuj́ıćı bezdrátovou komunikaci lze zahrnout např́ıklad Bluetooth, GPS nebo ko-
munikaci skrze Wi-Fi. Pro návrh ř́ızeńı se určuje z nejčastěji využ́ıvaných topologíı. Nejčastěǰśı
uspořádáńı pro přenos informaćı jsou topologie typu:

• následuj́ıćı - předch̊udce (predecessors - following = PF),

• následuj́ıćı - v̊udce - předch̊udce (predecessors - leader - following = PLF),

• obousměrná topologie (Bidirectional - BD),

• obousměrná - v̊udce topologie (Bidirectional - leader = BLD),

dále topologie již využ́ıvané, ale s komunikacemi mezi v́ıce vozidly:

• následuj́ıćı - dva předch̊udci (Two - predecessors - following = TPF),

• následuj́ıćı - v̊udce - dva předch̊udce (Two - predecessors - leader following = TPLF).

Pomoćı zvolených topologických uspořádáńı je zisk informaćı mezi vozidly limitován nastaveńım
topologie kolony [52].

Pro přehlednost některých využ́ıvaných topologíı bude zobrazen potřebný tvar matice ześıleńı
(47). Při ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou se pokuśıme jednotlivé prvky této matice omezovat pro
tři až pět vozidel. Následné požadované tvary matice budou zobrazeny pro topologie PF, BD a
topologie źıskávaj́ıćı informaci od vozidla za daným vozidlem, tedy SF (= Successor - following).
Následný tvar matice bude zobrazen pro situaci se třemi vozidly k přehlednosti čtenáře.

KPF =

∗ ∗ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0
0 0 ∗ ∗ ∗

 , KSF =

∗ ∗ ∗ ∗ 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗

 , KBD =

∗ ∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗

 (47)

Z (47) nulováńım prvk̊u bude omezena struktura matice a přenos informaćı mezi vozidly společně
s následným návrhem nenulových hodnot představuj́ıćı pozice označené ∗. Může platit, že pozici
označené ∗ bude náležet hodnota nula. V takovém př́ıpadě muśı být druhá stavová proměnná
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z dvojice vektoru stavu (15) nenulová, pokud se nejedná o posledńı vozidlo kolony. Dle těchto
obecně vyjádřených matic pro tři vozidla tak lze vidět, jaký tvar bude požadován pro jednotlivé
topologie. Pro čtyři a pět vozidel by tvar těchto matic byl obdobný, ale bylo by potřebné v́ıce
omezovat nepotřebné stavy dle zvolené topologie.

Veškeré dř́ıve zmı́něné topologie jsou zobrazeny na obrázku 4 a některé daľśı nezobrazené viz
[52]. Základńı využ́ıvanou topologíı v této práci bude topologie zaručuj́ıćı tok komunikace mezi
veškerými vozidly. Tento tok představuje předáváńı informace veškerých vozidel a bude využit
v centrálně orientovaném ř́ızeńı, který spoč́ıvá na principu návrhu lineárńıho kvadratického
regulátoru (LQR). Dále v práci budou prob́ıhat experimenty pro zaručeńı minimálńıho přenosu
informaćı do selháńı podmı́nky řetězové stability (24) při distribuovaném ř́ızeńı.

N N-1 2 1

1.

2.

3.

4.

Obrázek 4: Topologie informačńıho toku - předáváńı informaćı mezi vozidly

Mezi možné zp̊usoby ř́ızeńı kolony můžeme zařadit centrálně orientované ř́ızeńı zobrazené
na obrázku 5a a distribuované ř́ızeńı zobrazené na obrázku 5b. Podle obrázku 5a se pokuśıme
navrhnout takové ř́ızeńı, kde bude komunikace vozidel omezena. Každé vozidlo tak bude znát
veškeré pozorovatelné stavy ostatńıch vozidel v koloně.

3.2 Centrálně orientované ř́ızeńı

Pro strategii využ́ıvaj́ıćı centrálně orientovaného ř́ızeńı jsou jednotlivá vozidla ř́ızená je-
diným a společným regulátorem. Prob́ıhá tak komunikace vozidel, kde každé vozidlo dokáže
navázat přenos informačńıho toku mezi všemi zbylými vozidly v této koloně. Pro kolonu vozi-
del využ́ıvaj́ıćı centralizovaného ř́ızeńı určuje vedoućı vozidlo rychlost za veškerá zbylá vozidla.
Jelikož se jedná o podélnou kolonu vozidel neńı tak zapotřeb́ı, aby byl určován i směr.
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Centrálńı regulátor

(a) Centralizovaná kolona

R1R2R3

(b) Decentralizovaná kolona

Obrázek 5: Zobrazeńı centralizované a decentralizované kolony

Pro centrálně orientované ř́ızeńı můžeme použ́ıt např́ıklad následuj́ıćıch metod k návrhu
ř́ızeńı.

• lineárńı kvadratický regulátor (LQR) [25]
• prediktivńı ř́ızeńı (MPC) [32]
• symetrické ř́ızeńı [22]

Pro tyto centrálně orientované návrhy je zapotřeb́ı kvalitńı dobré komunikace, jelikož při selháńı
bezdrátové komunikace, např́ıklad z d̊uvodu zhoršeńı signálu, může metoda návrhu následně
selhat [7, 13].

Výhody centrálńıho ř́ızeńı spoč́ıvaj́ı převážně v komunikaci celé kolony s jediným centrálńım
prvkem. Taková fyzická podoba centrálńıho prvku může být umı́stěna v jednom z vozidel či v
infrastruktuře silnice. Z d̊uvodu rozsáhlé znalosti o veličinách jednotlivých vozidel může být
zlepšen výsledek výpočt̊u [13].

Nevýhody bývaj́ı každopádně značné. Při přet́ıžeńı odezvy signálu, výpadćıch nebo př́ıpadných
kybernetických útoćıch může doj́ıt k omezeńı účinnosti těchto výpočt̊u a informačńı komunikace
k těmto vozidl̊um. V takové situaci může vozidlo přepnout z kooperativńıho adaptivńıho ř́ızeńı
pouze do adaptivńıho ř́ızeńı [13].

3.3 Centrálńı návrh pomoćı LQR

V dané části návrhu centralizovaného ř́ızeńı proběhne návrh pomoćı metody nalezeńı řešeńı
optimálńıho LQ regulátoru. Pomoćı tohoto návrhu se využ́ıvá topologie přenosu informace, která
využ́ıvá komunikace mezi všemi vozidly zároveň. Jedná se tak o náročnou a největš́ı možnou
komunikaci. Proběhne návrh LQR, kde źıskáme zákon ř́ızeńı v podobě stavové zpětné vazby.

u = Kx (48)

Východiskem daného návrhu bude již odvozený model v předchoźıch částech viz sekce 2.6.1.
Ř́ızeńı pomoćı LQR proběhne s experimenty v dané části pro tři až pět vozidel v koloně. Samotný
návrh pomoćı metody je založen na nalezeńı řešeńı pro Riccatiovu rovnici. Tato Riccatiova
rovnice je ve tvaru:

ATS + SA− SBR−1BTS +Q = 0. (49)

Nalezeńım optimálńıho řešeńı S této rovnice bude źıskáno potřebného optimálńıho ř́ızeńı u s
minimalizovanou cenovou funkćı pro zmı́něný zákon ř́ızeńı [2, 36].
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Označme J jako funkci, která představuje cenovou funkci ř́ızeńı systému. Tato funkce nám
ukáže, jak cenově nákladné by bylo ř́ıdit takový systém pro aktuálńı návrh ř́ızeńı. Pro návrhové
parametry v podobě váhových matic váž́ıćıch jednotlivé stavy a vstupy systému tato metoda
určuje optimálńı ř́ızeńı a jeho cenovou funkci J. Při této metodě se určuje optimálńı návrh a
cenová hodnota takové funkce v závislosti na vektoru stav̊u, vektoru vstup̊u a libovolně zvolených
váhových matic Q a R. Cenová funkce se urč́ı jako:

J =
1

2

∫ ∞

0
(x(t)QxT (t) + u(t)RuT (t))dt. (50)

Z Riccatiovi rovnice hledáme optimálńı řešeńı S této rovnice. Pomoćı výsledného řešeńı S
můžeme odvodit zpětnovazebńı konstantńı matici ześıleńı pro ř́ızeńı ve tvaru:

K = R−1BTS. (51)

Z tohoto určeńı matice konstantńıch prvk̊u K źıskáváme potřebnou matici k zákonu ř́ızeńı
zmı́něném výše jako u = Kx [2].

3.3.1 Přenosové funkce

Z d̊uvodu složitosti a velkého počtu přenosových funkćı zde budou zobrazeny pouze ty
přenosové funkce, které nálež́ı pro realizaci tř́ı vozidel. Vycházejme tedy z tvaru stavového mo-
delu a zmı́něného modelu v 2.6.1. Tento model uvažujme jako LTI systém ve tvaru:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t). (52)

Zvolený systém nemá žádného př́ımého p̊usobeńı vstupu na výstup a jeho matice maj́ı následuj́ıćı
velikosti. Z 2.6.1 plat́ı, že pro tři vozidla máme N = 3, a tedy n = 2N − 1. Pro zmı́něné modely
tř́ı vozidel tak máme následuj́ıćı model (53) kolony vozidel odpov́ıdaj́ıćı (22).

d

dt


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

=


−1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+


1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

B

δf1δf2
δf3


︸ ︷︷ ︸
u(t)

. (53)

Pro daný systém definujeme výstupńı matici C, která odpov́ıdá zobrazeńı veškerým stav̊um.
δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸
y(t)=x(t)

=


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

C


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

(54)

Pro źıskáńı pouze stav̊u shodných veličin (oddělené odchylky rychlosti a polohy) lze změnit
výstupńı matici C a zvolit jedničky pouze na sudých či lichých prvćıch hlavńı diagonály. Jedničky
na lichých prvćıch hlavńı diagonály zaruč́ı na výstupu systému vektor odchylek rychlosti. Při
zvoleńı jedniček na sudých prvćıch bude na výstupu vektor odchylek od požadované polohy.
Pro źıskáńı přenosových funkćıch budeme vycházet ze vztahu převáděj́ıćı stavový model na
přenosové funkce. Takový vztah se źıská východiskem ze systému ve stavovém popisu a jeho
Laplaceovo transformaćı. Mějme uvažovaný stavový popis (52) pro matice z (53,54). Převedeńım
(52) Laplaceovo transformaćı źıskáme následuj́ıćı tvar:

sX(s) = AX(s) +BU(s),

Y (s) = CX(s). (55)
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Vyjádřeńım X(s) ve stavové rovnici a jednoduchou úpravu źıskáme:

sX(s)−AX(s) = BU(s) → (sI −A)−1BU(s) = X(s). (56)

Dosazeńım této úpravy (56) do výstupńı rovnice systému (55) dostaneme:

Y (s) = C(sI −A)−1BU(s).

Z takového přenosu lze upravit přenos do tvaru obraz̊u výstupu systému ku jeho obrazu vstupu,
č́ımž źıskáme finálńı tvar přenosu systému. Tento vztah je zapsán ve tvaru:

F (s) =
Y (s)

U(s)
= C(sI −A)−1B. (57)

Užit́ım vzorce (57) pro N vozidel źıskáme n × N přenos̊u, kde n = 2N − 1, a představuje tak
počet stav̊u systému. Konkrétně pro tři vozidla źıskáme patnáct přenos̊u ze vstup̊u na výstupńı
stavy. Zaved’me přenosy neř́ızeného systému ze vstup̊u představuj́ıćıch odchylku aplikovaných
sil jednotlivých vozidel v koloně na přenosy výstup̊u odchylek od polohy a rychlosti. Pomoćı
odzkoušeńı bylo určeno, že přenosy ze vstupu na výstup byly shodné u veškerých vozidel, kde
vstupńı śıla vozidla i p̊usob́ı právě na i-té vozidlo. Přenos z odchylky aplikované śıly na odchylku
od požadované rychlosti kolony tedy definujme jako:

Fδfi→δyi(s) =
1

s+ 1
, ∀i ≤ N.

Přenos z odchylky aplikované śıly na odchylku od polohy zap̊usob́ı porucha již na odchylku
polohy následuj́ıćıho i předchoźıho vozidla.

Fδfi→δwi
(s) =

1

s2 + s
, ∀i ≤ N

Přenos na odchylku od polohy předchoźıho vozidla je obdobný.

Fδfi→δwi−1
(s) =

−1

s2 + s
, ∀i ≤ N

U těchto přenos̊u systému se jedná o přenosy neř́ızeného systému. V této části je zapotřeb́ı
źıskat přenosy uzavřené smyčky s ř́ızeńım pomoćı centrálńıho ř́ızeńı. K určeńı těchto přenos̊u
je potřeba určit matici dynamiky uzavřené smyčky. Libovolně vhodnou volbou váhových matic
Q a R popsaných v daľśı části dokážeme tyto přenosy a matici dynamiky určit. Následným
vypoč́ıtáńım řešeńı z Riccatiovi rovnice (49) a určeńım matice ześıleńı K (51) pro ř́ızeńı ve tvaru
stavové zpětné vazby u = Kx lze určit dynamiku ř́ızeného systému. Dosazeńım a jednoduchou
úpravou obdobně jako u (34) źıskáme matici dynamiky uzavřené smyčky s ř́ızeńım pomoćı LQR.
Mějme matici dynamiky uzavřené smyčky popsanou:

(A+BK) = Az. (58)

Pro zavedeńı přenos̊u ze vstupu na výstup je zapotřeb́ı definovat vstupńı chybu systému představuj́ıćı
skalárńı hodnotu akcelerace či decelerace dk ∈ R. Úpravou p̊uvodńı rovnice (13) na tvar s
přidanou poruchou źıskáme následuj́ıćı diferenciálńı rovnici.

d

dt
δyk(t) = −δyk(t) + δfk(t) + dk, ∀k = 1, . . . , N (59)

V tomto př́ıpadě se jedná o N rovno tři až pět vozidel. Z těchto rovnic zavedeme opětovně
stavový model. Źıskáme systém v podobě:

ẋ(t) = (A+BK)︸ ︷︷ ︸
Az

x(t) +Dchybyud(t),

y(t) = Cx(t).
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Pro tento systém plat́ı, že zmı́něná vstupńı matice bude odpov́ıdat matici chyb. Vstupńı matice
je zobrazena v (53).

B = Dchyby (60)

Zavedený vektor vstupńıch chyb pro tři až N vozidel je definován následovně:

ud(t) = [d1, d2, d3︸ ︷︷ ︸
N=3

, . . . , dN ]T .

Z takto upraveného systému s přidanou chybou lze vypoč́ıtat přenosy z poruchy na vstupu
systému na ř́ızené výstupńı odchylky od rychlosti a polohy. Užijme vztahu pro určeńı přenos̊u
ze stavového popisu odvozeného dř́ıve, který využije zmı́něných matic (58,60).

F (s) =
Y (s)

U(s)
= C(sI −Az)

−1Dchyby (61)

Pro takto zavedený model s optimálně určeným ř́ızeńım u źıskáme 2N − 1 × N přenosových
funkćı ze vstupu jednotlivých poruch na veškeré výstupńı odchylky. Máme tedy (počet stav̊u
× počet vozidel) odpov́ıdaj́ıćı 15-ti přenosovým funkćım pro tři řešená vozidla. Nejd̊uležitěǰśı
budou přenosy, které představuj́ıćı přenos z chyby poruchy na odchylku od požadované polohy.
Pomoćı těchto přenos̊u se urč́ı řetězová stabilita celé kolony za daného ř́ızeńı, jak bylo zmı́něno
dř́ıve 2.7.2. Vypoč́ıtané přenosy budou odpov́ıdat přenos̊um (26,27) a za užit́ı a dosazeńı do
již vyjádřených vzorc̊u urč́ıme vhodnost řešeńı podle splněńı podmı́nky silné řetězové stability
(24,25). Takové přenosy budou dle (26,27) pro řešeńı tř́ı vozidel v následovném tvaru.

Fd1→δw1(s) =
s3 + 4.58s2 + 7.617s+ 4.619

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Fd1→δw2(s) =
0.2655s2 + 1.174s+ 1.228

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Fd2→δw1(s) =
−s3 − 4.151s2 − 6.023s− 3.09

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Fd2→δw2(s) =
s3 + 4.155s2 + 6.138s+ 3.341

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Fd3→δw1(s) =
−0.2618s2 − 1.106s− 1.058

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Fd3→δw2(s) =
−s3 − 4.401s2 − 7.215s− 4.397

s5 + 7.301s4 + 22.65s3 + 36.93s2 + 31.49s+ 11.31

Užit́ım těchto přenos̊u do vzorce (28) lze následně určit podmı́nku řetězové stability při dosazeńı
do (25). Pro tři vozidla tak máme pouze jeden možný př́ıpad, kde lze pod́ıl těchto přenos̊u využ́ıt.
Konkrétně se jedná o pod́ıl přenos̊u chyby prvńıho vozu na odchylky od polohy prvńıho a druhého
vozu. Výsledné řešeńı ve frekvenčńı oblasti této podmı́nky vycháźı:∥∥∥∥Fd1→δw2(jω)

Fd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 0.2679 ≤ 1. (62)

Tento výsledek zaručuje splněńı řetězové stability pro veškeré frekvence pouze pro danou volbu
ř́ızeńı s aktuálně zvolenými parametry váhových matic Q a R. Pro r̊uzné volby matic Q a R
lze doćılit nesplněńı této podmı́nky. Pro řešeńı zahrnuj́ıćı v́ıce vozidel (čtyři, pět) by se jednalo
pouze o prověřeńı v́ıce takových přenos̊u. Řešily by se poté přenosy pro poruchu zp̊usobenou
na druhém vozidle d2 a pro pět vozidel i pro poruchu d3. Tyto přenosy by se opětovně řešily
z těchto poruch na odchylky od polohy aktuálńıho a následuj́ıćıho vozidla jak bylo řešeno v
(62). Z d̊uvodu složitosti přenos̊u a jejich značného množstv́ı zde nebudou přenosy ukázány.
V následuj́ıćı části zahrnuj́ıćı řešeńı budou zmı́něny výsledky řetězové stability pro čtyři i pět
vozidel.
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3.3.2 Volba návrhových parametr̊u

Pro návrh ř́ızeńı pomoćı LQR je zapotřeb́ı libovolně zvolit váhové matice stav̊u. Podle volby
těchto matic se určuje váha neboli cena jednotlivých stav̊u či vstup̊u. Mějme dvojici matic (Q,R).
Matice Q představuje váhovou matici stav̊u systémů. Jedná se tak o vážeńı stav̊u odchylek od
polohy a rychlosti. Taková matice muśı být semi-definitńı. Z toho plyne, že matice muśı být
čtvercová a muśı platit, že Q ≥ 0 a taková semi-definitńı matice Q má nezáporná vlastńı č́ısla
[4].

Matice R je váhovou funkćı vstup̊u systému a určuje jak nákladné by bylo už́ıt daných vstup̊u
v systému. Na daném př́ıkladu tak váž́ı odchylky aplikované śıly. Volba takové matice muśı být
definitńı, tedy R > 0 a vlastńı č́ısla muśı být kladná.

Pro návrh ř́ızeńı zaručuj́ıćı přenosové funkce z předchoźı části bylo užito následuj́ıćı volby
této dvojice matic. Váhová matice vstup̊u R byla zvolena jako jednotková matice R = I3×3.

R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Pro váhovou matici stav̊u bylo odzkoušeno v́ıce variant vedoućıch k zaručeńı či i nesplněńı
podmı́nky řetězové stability. Pro předchoźı návrh bylo užito následně sestrojené matice o veli-
kosti Q ∈ R5×5.

Q =


2 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 2


Každopádně se nejedná o jedinou možnou variantu návrhu. Změnou matic lze dosáhnout odlǐsných
výsledk̊u. Pomoćı této volby tak bylo určeno ř́ızeńı (51) řešeńım Riccatiovi rovnice (49) ve
tvaru stavové zpětné vazby (48). Matice ześıleńı K ∈ R3×5 byla určena pro danou volbu matic
následná:

K =

 1.4254 1.5774 −0.4730 0.4226 −0.2204
−0.4730 −1.1547 1.6780 1.1547 −0.4730
−0.2204 −0.4226 −0.4730 −1.5774 1.4254

 . (63)

Použit́ım navrženého ř́ızeńı uprav́ıme dynamiku uzavřené smyčky tohoto systému (58). Navrženým
ř́ızeńım tak stabilizujeme systém a diskuze ohledně stability tohoto ř́ızeného systému proběhne
v následuj́ıćı části zahrnuj́ıćı výsledky. Dynamika uzavřené smyčky bude v podobě:

Az = (A−BK) =


−2.4254 −1.5774 0.4730 −0.4226 0.2204
1.0000 0 −1.0000 0 0
0.4730 1.1547 −2.6780 −1.1547 0.4730

0 0 1.0000 0 −1.0000
0.2204 0.4226 0.4730 1.5774 −2.4254

 .

T́ımto ř́ızeńım lze vidět, že informačńı komunikace vozidel pro výpočet využ́ıvá všech stav̊u u
každého vozidla. Jedná se tak o nejvyšš́ı možný informačńı tok mezi všemi vozidly.

Lineárńı kvadratický regulátor minimalizuje kvadratickou cenovou neboli nákladovou funkci
J zmı́něnou v (50). Pomoćı zvolených matic lze určit tuto funkci. Do (50) lze dosadit libovolně
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zvolená dvojice váhových matic, č́ımž źıskáme tvar cenové funkce:

J =
1

2

∫ ∞

0


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


T

︸ ︷︷ ︸
xT (t)


2 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 2


︸ ︷︷ ︸

Q


δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+

δf1δf2
δf3

T

︸ ︷︷ ︸
uT (t)

1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

R

δf1δf2
δf3


︸ ︷︷ ︸
u(t)

dt. (64)

Pro zvolené váhové matice tak daná metoda určuje optimálńı řešeńı minimalizuj́ıćı kritérium
(64).

3.3.3 Implementace ř́ızeńı

Navržené ř́ızeńı systému ve stavovém popisu implementujeme v Simulinku. Schéma od-
pov́ıdaj́ıćı ř́ızeńı pomoćı stavové zpětné vazby lze vidět na obrázku 6.

reg	se	vstupem	poruch

zmeny	odchylek	polohy

zmeny	odchylek	rychlosti

1

d1

1

d2

1

d3

+
−

Obrázek 6: Schéma zapojeńı systému kolony tř́ı vozidel a stavovou zpětnou vazbou s přidanou
chybou na vstupu

Toto schéma má zabudované přidané poruchy na vstupu z (59) pro každé vozidlo. V části zahr-
nuj́ıćı výsledky budou zobrazeny grafy pr̊uběhu regulaćı počátečńıch podmı́nek, přidané vstupńı
poruchy a vliv těchto poruch na ostatńı vozidla a jejich stavové proměnné. Pro řešeńı kolony
s v́ıce vozidly bude schéma obdobné, zvýšen bude pouze počet přidaných poruch na vstup pro
každé přidané vozidlo.

3.4 Centrálńı symetrický návrh ř́ızeńı

Symetrické systémy ve smyslu vstupńı symetrie systému a ř́ızeńı vstupně symetrických
systému, jak již bylo zmı́něno, slouž́ı převážně ke zjednodušeńı problematiky. K návrhu sy-
metrické zpětné vazby využijeme již definované teorie v části 2.8. Zavedeme symetrický systém
jak ke vstup̊um, tak k poruchám přičteným na vstupu systému. Urč́ıme matici symetrie, cir-
kulačńı matici a symetrickou zpětnou vazbu pro tři až pět vozidel. U daného návrhu se budeme
zabývat centrálńım ř́ızeńım, kde přenos informaćı mezi vozidly prob́ıhá mezi každým vozidlem.
Pro návrh symetrickou zpětnou vazbou bude ukázáno, že některé přenosové funkce jsou shodné,
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a mohou tak být zapsány obecně. Přenosové funkce by tedy stačilo vyřešit pouze pro jedno
vozidlo a budou zobrazeny v následuj́ıćıch částech. Vycházet budeme z modelu kolony pro tři
identická vozidla (53,54). Pro takový řiditelný systém nalezneme potřebnou matici symetrie,
abychom źıskali vstupně symetrický systém.

Z (44) určeme matici řiditelnosti takového systému. Tato matice vyšla o velikosti 5 × 15.
Jelikož je určená matice př́ılǐs velká, nebude proto zobrazena. Tato matice má plnou řádkovou
hodnost, tedy pět. Následně bylo zapotřeb́ı definovat cirkulačńı matici G, která je ve tvaru viz
(32). V konkrétńım př́ıpadě pro tři vozidla bude tato cirkulačńı matice následuj́ıćı:

G =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Výsledné určeńı matice symetrie T ∈ Rn×n podle (46) je ve tvaru:

T =


0 0 0 0 1
0 −1 0 −1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

 .

Pro takto vypoč́ıtanou matici symetrie lze zkontrolovat, zda danou matićı zavedeme vstupně
symetrický systém pomoćı podmı́nek (30,31). Převedeńım veškerých součin̊u na levou stranu
rovnice pro obě podmı́nky lze tvrdit, že se jedná o symetrický systém při platnosti rovnost́ı (65).

TA−AT = 0

TB −BG = 0 (65)

Obě zmı́něné podmı́nky byly splněny a o takovém systému lze tedy ř́ıci, že se jedná o vstupně
symetrický systém. Za užit́ı model̊u a matic vhodných tvar̊u a hodnost́ı byly splněny podmı́nky
pro symetrické systémy kolony čtyř i pěti vozidel. V daľśı části bude navržena symetrická zpětná
vazba pro tři až pět vozidel, vyjádřeny přenosové funkce, proběhne simulace výsledk̊u a diskuze
ohledně stability systému.

3.4.1 Volba návrhových parametr̊u

Pro návrh ř́ızeńı se využilo symbolického návrhu v prostřed́ı Maple. Dř́ıve bylo zmı́něno,
že se jedná o přǐrazeńı vlastńıch č́ısel požadované Jordanovy formy. Pro symbolické řešeńı tak
bylo zvoleno symbolických vlastńıch č́ısel k přǐrazeńı dynamiky uzavřené smyčky a źıskáńı všech
možných volných parametr̊u. Volnými parametry se následně pokuśıme źıskat vhodné symetrické
ř́ızeńı. Tato symbolická přǐrazovaná Jordanova forma byla zvolena v následuj́ıćım tvaru.

L =


−b 0 0 0 0
0 −a 1 0 0
0 0 −a 0 0
0 0 0 −a 1
0 0 0 0 −a

 (66)

Vyšetřeńı pro přǐrazeńı v́ıce r̊uzných vlastńıch č́ısel bylo náročnost́ı na výpočet tak složité, že
nebylo možné odzkoušet jiné varianty. Pro danou obecnou Jordanovu formu (= JF) tak proběhla
parametrizace veškerých možných řešeńı stavové zpětné vazby. Pro situaci tř́ı vozidel a zmı́něné
zvolené obecné JF (66) jsme źıskali volné parametry pro navrženou stavovou zpětnou vazbu.
Volných parametr̊u pro konstrukci symetrické zpětné vazby bylo osm, dvě zmı́něná obecná vlastńı
č́ısla a šest daľśıch parametr̊u α1, . . . , α6. Z této parametrizace všech možných řešeńı stavových
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vazeb pro ř́ızeńı kolony je zapotřeb́ı určit právě ty stavové vazby, které vyhovuj́ı podmı́nkám sy-
metrické zpětné vazby. Použit́ım maticové rovnice (43) a úpravou źıskáme podmı́nku symetrické
stavové zpětné vazby ve tvaru:

R(α) = GF − FT = 0. (67)

Pro danou podmı́nku je potřebné nalézt veškerá možná řešeńı využit́ım volných parametr̊u.
Nalezená řešeńı budou odpov́ıdat za vhodného využit́ı volných parametr̊u symetrickým zpětným
vazbám pro vstupně symetrický systém. Źıskáńım řešeńı bylo doćıleno parametrizaćı určuj́ıćı
symetrické zpětné vazby, kde vyhovuj́ıćı řešeńı bylo následuj́ıćı.

a = a, b = b, α1 = −1, α2 = 0, α3 = −1, α4 = 0, α5 = 1, α6 = 1 (68)

Z daného řešeńı bylo určeno, že následnou libovolnou volbou vlastńıch č́ısel a a b je dosaženo
vhodného návrhu symetrické zpětné vazby. Nicméně z nalezených řešeńı nezbylo žádných volných
parametr̊u s výjimkou zmı́něných vlastńıch č́ısel, kterými bychom mohli dále ovlivňovat systém v
podobě omezováńı přenosu informace mezi vozidly. Podmı́nka maticové rovnice (67) po dosazeńı
předchoźıch parametr̊u (68) bude vycházet nulová, č́ımž bylo zaručeno symetrické zpětné vazby.
Poté tvar symetrické zpětnovazebńı matice je následuj́ıćı:

F =

 1− 4a
3 − b

3 −2a2

3
2a
3 − b

3 −a2

3
2a
3 − b

3
2a
3 − b

3
a2

3 1− b
3 − 4a

3 −a2

3
2a
3 − b

3
2a
3 − b

3
a2

3
2a
3 − b

3
2a2

3 1− b
3 − 4a

3

 .

Nenulová a kladná volba vlastńıch č́ısel byla s nejzaj́ımavěǰśım výsledkem v následuj́ıćım tvaru:

a = 1, b = 2. (69)

Takovou volbou vlastńıch č́ısel se doćılilo symetrické zpětné vazby, která měla matici ześıleńı v
této podobě (70).

F1 =

−1.0000 −0.6667 0 −0.3333 0
0 0.3333 −1.0000 −0.3333 0
0 0.3333 0 0.6667 −1.0000

 (70)

Pro tento symetrický návrh ř́ızeńı je potřebný přenos informace mezi veškerými vozidly, a jedná
se tak o centrálńı ř́ızeńı tř́ı vozidel. Na daném řešeńı je zaj́ımavé, že každému vozidlu pro tento
návrh stač́ı pouze svá vlastńı informace o rychlosti, ale rovněž potřebuje informaci o odchylkách
od polohy zbylých vozidel. Daľśı nalezený návrh představoval, že záporné jedničky v matici
ześıleńı F (70) zmizely a zbylé hodnoty byly mı́rně změněny. Takový návrh byl realizován pro
vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı a = 1

2 , b = 1. Zpětnovazebńı matice vypadá následovně:

F2 =

0 −0.1667 0 −0.0833 0
0 0.0833 0 −0.0833 0
0 0.0833 0 0.1667 0

 . (71)

V (71) bylo zavedeno použit́ı pouze odchylek od polohy a odchylek od rychlosti již nebylo použito
v daném návrhu. Dynamiky uzavřené smyčky po zavedeńı ř́ızeńı jsou následuj́ıćı.

Az1 =


−2 −2

3 0 −1
3 0

1 0 −1 0 0
0 1

3 −2 −1
3 0

0 0 1 0 −1
0 1

3 0 2
3 −2

 , Az2 =


−1 −1

6 0 − 1
12 0

1 0 −1 0 0
0 1

12 −1 − 1
12 0

0 0 1 0 −1
0 1

12 0 1
6 −1


Jedná se tak o nejzaj́ımavěǰśı návrhy, jelikož při zbylých źıskaných řešeńıch bylo v ř́ızeńı využ́ıváno
ještě v́ıce stavových proměnných. Pro návrh ř́ızeńı čtyř a pěti vozidel se použilo obdobného
postupu s obdobným výsledkem ř́ızeńı. Návrh takového ř́ızeńı bude opětovně jako u LQR dis-
kutován v nadcházej́ıćı části s výsledky.
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3.4.2 Přenosové funkce

Pro dané ř́ızeńı je potřebné opětovně určit přenosové funkce pro tři až pět vozidel, jak bylo
určeno u ř́ızeńı pomoćı LQR. Za využit́ı teorie vstupně symetrických systémů chceme zjednodušit
problematiku kolon a zavést do systému symetrii. U těchto přenos̊u bylo ukázáno, že některé z
přenos̊u se shoduj́ı, a lze je tak zapsat obecně. Vycházejme z úprav pro źıskáńı přenos̊u jako v
(57). Při shodném zavedeńı poruch na vstup ř́ızeného systému viz (59) urč́ıme přenosové funkce
z poruch vozidel na odchylky od polohy i rychlosti. Určeme tedy přenosové funkce pomoćı
vztahu (57) s navrženým zmı́něným symetrickým ř́ızeńım. Z d̊uvodu podobnosti značeńı budou
přenosové funkce značeny jako P (s) a pro přenosy plat́ı P = P (s) pro zjednodušeńı.

P (s) = C(sI −Az)−1Dchyby (72)

Opětovně by vzniklo 5×3 přenosových funkćı pro tři vozidla. Dále budou zmı́něny pouze potřebné
přenosové funkce pro určeńı řetězové stability. V aktuálńım návrhu pro přenosy z poruchy na
odchylku od rychlosti kolony plat́ı zmı́něných shodnost́ı přenos̊u. Přenosové funkce př́ı ř́ızeńı
symetrickou zpětnou vazbou (71) jsou následně zmı́něny.

Pd1→δw1(s) =
s3 + 2s2 + 1.25s+ 0.25

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= M

Pd1→δw2(s) = 0

Pd2→δw1(s) =
−s3 − 2s2 − 1.25s− 0.25

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= −Pd2→δw2(s) = −M

Pd2→δw2(s) =
s3 + 2s2 + 1.25s+ 0.25

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= M

Pd3→δw1(s) = 0

Pd3→δw2(s) =
−s3 − 2s2 − 1.25s− 0.25

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= M

Z těchto přenosových funkćı poruch na odchylky od poloh můžeme ř́ıci, že při aplikováńı poruchy
se vybud́ı na tomto vozidle největš́ı odezva. To by znamenalo, že pro návrh symetrické zpětné
vazby by se doćılilo vždy řetězově stabilńıho i obecně stabilńıho systému kolony. Z daných
přenosových funkćı lze dále vypozorovat, že porucha zp̊usobená na aktuálńım vozidle je nulová na
následuj́ıćım vozidle. Tato porucha dále na předchoźım vozidle vybud́ı shodně opačnou odezvu a
pr̊uchodem kolony na daľśı předchoźı vozidla se již neprojev́ı. Tato pozorováńı byla odzkoušena
pro čtyři i pět vozidel a t́ım i potvrzena pro daný počet vozidel. Určeńı podmı́nky řetězové
stability proběhne dle (28) s užit́ım vzorc̊u v sekci 2.7.2 a následným dosazeńım do (25) obdobně
jako v předchoźım návrhu pomoćı LQR. Výsledné řešeńı ve frekvenčńı oblasti podmı́nky silné
řetězové stability tedy vycháźı:∥∥∥∥Pd1→δw2(jω)

Pd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 3.4681−16 = 0 ≤ 1.

Pro daný návrh a jiné nezmı́něné návrhy tak bylo zaručeno řetězové stability při ř́ızeńı symet-
rickou zpětnou vazbou. Dále se budeme v části s výsledky zabývat řešeńım podmı́nky řetězové
stability pro v́ıce vozidel a potvrzeńım výše zmı́něných tvrzeńı.

Pro symetrické ř́ızeńı bylo doćıleno i daľśıch shodných přenos̊u u odchylek od rychlosti. Nyńı
vyjádř́ıme přenosy z poruchy na odchylky od rychlosti, nicméně tyto přenosy nebyly užity pro
určeńı podmı́nky řetězové stability. Pro takové přenosy plat́ı, že porucha zp̊usobená právě na
daném vozidle má jediná odlǐsnou odezvu. Působeńı poruchy bude pr̊uchodem kolony na zbylá
předchoźı či následuj́ıćı vozidla shodné, a tak jejich přenosy budou také shodné. Pro přenosy z
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poruchy na odchylku od rychlosti tedy plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Porucha di aplikovaná právě na
i-té vozidlo vybud́ı největš́ı odezvu. Tato přenosová funkce je vypoč́ıtaná v (73). Dále má daná
porucha pr̊uchodem kolonou na zbylá vozidla vždy shodnou odezvu na odchylky od rychlosti
viz (74). Zbylé přenosové funkce z té samé zp̊usobené poruchy jsou tedy totožné. Konkrétně pro
přenosy se shodnými indexy i plat́ı vztah (73).

Pdi→δyi =
s4 + 2s3 + 1.333s2 + 0.3333s+ 0.02083

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= R, ∀i = 1, . . . , N (73)

A pro veškeré zbylé neshodné indexy mezi poruchami a odchylkami od rychlost́ı plat́ı (74).

Pdi→δyj =
0.08333s2 + 0.08333s+ 0.02083

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625
= Z, ∀i, j = 1 . . . , N ∧ i ̸= j (74)

Tyto vztahy (73,74) následně budou ukázány v sekci s výsledky, kde bude odsimulován model
a ř́ızeńı poruchy bude ukázáno v grafickém provedeńı. Takové vztahy z pozorováńı lze obecně
zapsat následuj́ıćım zápisem.

Pdi→δyi = Pdi+1→δyi+1
= R (75)

Pdi→δyi+1
= Pdi→δyj = Z (76)

∀i, j = 1, . . . , N ∧ i ̸= j

Daný obecný zápis představuje dva přenosy z poruch na odchylky od rychlost́ı. Jako daľśı
proběhne zobecněńı přenos̊u z poruch na odchylky od polohy, které dokáž́ı zjednodušit řešeńı
řetězové stability. Z rozepsaných přenos̊u bylo určeno na počátku dané části několik tvrzeńı pro
konkrétńı návrh. Pro obecnou volbu vlastńıch č́ısel lze upravit přenosové funkce do následuj́ıćıho
tvaru.

Pdi→δwi
= Pdi+1→δwi+1

= M, ∀i = 1, . . . , N − 2 (77)

Veškeré poruchy, kde porucha p̊usob́ı právě na dané vozidlo, představuj́ı shodné přenosy. Daľśım
obecným vyjádřeńım jsou přenosy, kde porucha daného vozidla p̊usob́ı právě na předchoźı od-
chylky od poloh mezi vozidly. V takovém př́ıpadě je vždy daná přenosová funkce opačná pouze
pro prvńı předchoźı vozidlo a pro zbylá předchoźı vozidla jsou tyto přenosy nulové jako u (79).

Pdi→δwi−1
= −Pdi→δwi

= −M, ∀i = 2, . . . , N − 1 (78)

Pro posledńı vozidlo kolony velikostiN z d̊uvodu nižš́ıho počtu stavových proměnných viz (15,16)
plat́ı:

PdN→δwN−1
= −PdN−1→δwN−1

.

Z d̊uvodu absence posledńıho stavu odchylky od polohy v koloně, který byl diskutován dř́ıve (16),
porucha zp̊usobená u posledńı vozidla procháźı kolonou postupně pouze na předchoźı odchylky
od poloh vozidel. U těchto přenos̊u má pouze prvńı předchoźı vozidlo opačný tvar přenosové
funkce, který by představoval přenosovou funkci ve tvaru (77). Posledńı zmı́něné tvrzeńı, které
lze obecně zapsat, je následuj́ıćı tvrzeńı potřebné k řešeńı řetězové stability.

Pdi→δwi+1
= 0, ∀i = 1, . . . , N − 2 (79)

Z rovnice (79) tak plyne zaručeńı podmı́nky řetězové stability. Plat́ı tomu tak pro pr̊uchod
poruchy směrem k následuj́ıćım vozidl̊um při ř́ızeńı symetrickou zpětnou vazbou. Z daných
pozorováńı lze zformulovat hypotézu pro ř́ızeńı vstupně symetrického systému kolony právě s
užitou symetrickou zpětnou vazbou. Takovou hypotézu ze źıskaných pozorováńı bude zapotřeb́ı
obecně zd̊uvodnit d̊ukazem.

Hypotéza 3.0.1 Uvažujme kolonu N vozidel pro řiditelný, vstupně symetrický systém zmı́něný
v 2.6.1, který je ř́ızen libovolnou stavovou symetrickou zpětnou vazbou stabilizuj́ıćı systém, potom
je podmı́nka řetězové stability (25) splněná pro všechna vozidla v koloně vozidel.
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Užit́ım vzorce (23) pro poměr přenos̊u źıskáme přenosových funkćı a dosazeńım do (25) pro
obecné vztahy (77,79) zaruč́ıme splněńı řetězové stability (80).

∥Qi,i+1(jω)∥∞ =

∥∥∥∥ 0

Pi(jω)

∥∥∥∥
∞

= ∥0∥∞ = 0 ≤ 1, ∀ω, i < N − 2 (80)

Z rovnice (80) bylo ukázáno, že pro veškerá vozidla a jejich přenosy z poruchy na následuj́ıćı dvě
odchylky od polohy źıskáme nulovou hodnotu. Pozorováńım tř́ı až pěti vozidel dle zformulované
hypotézy 3.0.1 zaruč́ıme splněńı podmı́nky řetězové stability pro tři až pět vozidel. Z obecně
vyjádřených vztah̊u přenos̊u źıskaných při pozorováńı můžeme tyto vazby zobrazit graficky na
obrázku 7. Pro vztahy odchylek od polohy (77,78,79) bylo zaručeno pouze dvou nenulových
přenos̊u, které maj́ı vždy opačnou hodnotu a označ́ıme je jako M, takového chováńı lze vidět na
obrázku 7a. Porucha aplikovaná na vozidlo vybud́ı na daném vozidle odezvu M a na předchoźım
vozidle opačnou odezvu -M. Vztahy pro přenos z poruchy na odchylky od rychlost́ı vozidel
(73,74) lze popsat pouze dvěma přenosy označenými R a Z. Na obrázku 7b můžeme vidět, že
aplikovaná porucha di p̊usob́ıćı na některé vozidlo i vždy vybud́ı odezvu R dle vztahu (73) a na
veškerá zbylá vozidla bude p̊usobit vliv poruchy s odezvou Z dle vztahu (74).

d1d2d3

δw1δw2

-M -MM M
0 0

(a) Zobecněné přenosy z poruch na odchylky polohy

d1d2d3

δy1δy2δy3

R R RZ Z Z Z Z Z

(b) Zobecněné přenosy z poruch na odchylky rychlosti

Obrázek 7: Zobrazeńı zobecněných přenos̊u z poruch na výstupńı odchylky systému

Na obrázku 7a můžeme vidět zobrazené přenosy (77,78,79), které popisuj́ı odezvu na poruchu
přenosem M a nulovým přenosem. Na obrázku 7b přenosy (75,76) s odezvou R pro aplikovanou
poruchu a na zbylých vozidlech se vybud́ı odezva Z.

Věta 3.1 Necht’ (C,A,B) je symetrický systém a necht’ je dvojice (A,B) řiditelná nebo dvojice
(C,A) pozorovatelná, potom přenos P systému (C,A,B) je ve tvaru

P = [Pi,j ] ≜ C(sI −A)−1B =


Q1 Q2 . . . Qm−1 Qm

Qm Q1 . . . Qm−2 Qm−1

Qm−1 Qm . . . Qm−3 Qm−2

. . . . . .
Q2 Q3 . . . Qm Q1

 , (81)

kde
Qi = C1(sI −A)−1T (i−1)B1, i = 1, 2, . . . ,m, (82)

je matice typu r × q, B = [B1, B2, . . . Bm], Bi ∈ Rn×q, C = [C1, C2, . . . , Cm]T , Ci ∈ Rr×n a
T ∈ Rn×n je regulárńı matice vyhovuj́ıćı podmı́nkám (30,31) a podmı́nce CT−1 = GTC [43].

Podle (82) můžeme źıskat přenosy v cirkulačńı matici (81). Pro systém ř́ızený symetrickou
zpětnou vazbou (72) a vhodnou volbou matic ze vztah̊u (81,82) źıskáme následuj́ıćı tvar přenos̊u
(83).

Pδw =

 M −M 0
0 M −M

−M 0 M

 , Pδy =

R Z Z
Z R Z
Z Z R

 . (83)

Tyto přenosové cirkulačńı matice (83) reprezentuj́ı chováńı pr̊uchodu poruchy kolonou podle
zmı́něných vztah̊u zobrazených na obrázku 7. U těchto přenos̊u lze vidět chováńı symetrických
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systémů, kde prvńı vozidlo ovlivňuje i posledńı vozidlo v koloně dle předpokladu této teorie.
Pro čtyři i pět vozidel bylo doćıleno shodného počtu přenosových funkćı s obdobným tvarem
cirkulačńıch matic. Danou větou 3.1 byla dokázána zmı́něná hypotéza 3.0.1 zaručuj́ıćı silnou
řetězovou stabilitu v obou směrech. Za dosazeńı odchylek od rychlosti do těchto podmı́nek silné
řetězové stability lze vidět, že z přenos̊u (83) je taktéž vždy dosaženo splněńı podmı́nky. Daľśı
diskuze proběhne v části zabývaj́ıćı se výsledky symetrického ř́ızeńı vozidel. Dále budou ve
výsledćıch ukázány zmı́něné vztahy v pr̊uběźıch ř́ızeńı aplikované poruchy.

3.4.3 Implementace ř́ızeńı

Navržené ř́ızeńı proběhlo pomoćı symbolických návrh̊u v prostřed́ı Maple. Proběhla para-
metrizace všech možných řešeńı stavových zpětných vazeb pro volbu obecných vlastńıch č́ısel
tvoř́ıćıch jednotlivé Jordanovy bloky. Z těchto všech zpětných vazeb byly určeny veškeré možné
symetrické zpětné vazby, na kterých proběhly volby volných parametr̊u. Nicméně předpokladem
bylo, že volných parametr̊u bude značně v́ıce, z čehož by bylo možné následně i snižovat ko-
munikaci mezi vozidly. Volné parametry vždy z̊ustaly pouze vlastńı č́ısla. Pro jinou, složitěǰśı
volbu symbolických vlastńıch č́ısel tvoř́ıćıch Jordanovy bloky by se zřejmě daného řešeńı dalo
dosáhnout. Tato náročnost na výpočet byla ale tak vysoká, že při zvýšeńı počtu rozd́ılných
vlastńıch č́ısel poč́ıtáńı neustále prob́ıhalo. Výsledné řešeńı nám źıskalo matici ześıleńı F, která
byla následně užita v prostřed́ı MATLABu. Pro takové ř́ızeńı systému byly źıskány přenosové
funkce ř́ızeného systému 3.4.2. Těmito přenosy byla určena podmı́nka řetězové stability. Tento
ř́ızený systém byl poté dle vytvořeného schématu pro tři vozidla na obrázku 6, užitého i pro
ř́ızeńı pomoćı LQR, odzkoušen na ř́ızeńı poruchy na vstupu a ř́ızeńı s počátečńımi podmı́nkami.
Dané pr̊uběhy budou následně zobrazeny v následuj́ıćı části s výsledky.

3.5 Výsledky centrálńıho ř́ızeńı

V dané části budou zobrazeny výsledky, diskuze a řešeńı i pro v́ıce vozidel v koloně pro obě
centrálńı ř́ızeńı.

3.5.1 LQR ř́ızeńı

Pro centrálńı ř́ızeńı pomoćı LQR jsme źıskali optimálńı řešeńı minimalizuj́ıćı kvadratickou
cenu. Neř́ızený systém byl sám o sobě na mezi stability. V 2.7 byla řešena vlastńı č́ısla určuj́ıćı
stabilitu. Tato vlastńı č́ısla neř́ızeného systému odpov́ıdaj́ı:

λ1 = 0, λ2 = −1, λ3 = 0, λ4 = −1, λ5 = −1. (84)

Pro tento systém je požadováno, aby veškerá vlastńı č́ısla (84) byla záporná. Takové přǐrazeńı
pól̊u vyřešila právě metoda LQR. Návrhem ř́ızeńı (63) a dosazeńım byla źıskána matice dyna-
miky uzavřené smyčky (58). Z této matice vycházej́ı vlastńı č́ısla ř́ızeného systému ve stabilńı
podobě.

λ1,2 = −1.5544± 1.0086i, λ3,4 = −1.2640± 0.6180i, λ5 = −1.6645. (85)

Jedná se tak o dvě sdružené dvojice komplexńıch vlastńıch č́ısel a jedno samostatné vlastńı
č́ıslo. O takto navrženém systému lze již rozhodnout, že je stabilńı právě ze záporných vlastńıch
č́ısel (85). Pro daný návrh ř́ızeńı bylo dosaženo stability systému a zároveň i splněńı řetězové
stability systému viz (62) při největš́ım možném přenosu informaćı mezi vozidly. V následuj́ıćıch
částech proběhnou porovnáńı mezi jednotlivými návrhy ř́ızeńı. Ze schématu zapojeńı na obrázku
6 byly odsimulovány pr̊uběhy regulace při nenulových počátečńıch podmı́nkách stav̊u systému
na obrázćıch 8a,8b a následná regulace přidané poruchy v podobě pulzu na obrázćıch 9a, 9b.
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(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy kolony s
počátečńımi podmı́nkami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
počátečńımi podmı́nkami

Obrázek 8: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel metodou LQR s vektorem počátečńıch
podmı́nek x(0) = [0, 4, 0, 2, 0]T

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 9: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel metodou LQR s nenulovou chybou na
vstupu prvńıho vozidla

Z těchto graf̊u lze vidět, že při zadaných počátečńıch podmı́nkách je systém ř́ızen na nulo-
vou odchylku od polohy i rychlosti, a zaručuje tak stabilńı ř́ızeńı. Z ř́ızeńı při zadané vstupńı
chybě na obrázćıch 9a, 9b je vždy vyšš́ı hodnota odchylky, na kterém vozidle daná porucha byla
aplikována. To znamená, že porucha se pr̊uchodem kolonou zmenšovala.

Jak bylo zmı́něno dř́ıve, řešeńı řetězové stability pro čtyři a pět vozidel bylo určeno již pro
v́ıce přenos̊u z poruchy na vstupu na odchylky od polohy a rychlosti. Podmı́nka řetězové stability
pro čtyři vozidla je za opětovného užit́ı vzorce jako u (62) následuj́ıćı:∥∥∥∥Fd1→δw2(jω)

Fd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 0.3318 ≤ 1. (86)

V dané koloně čtyř vozidel je již zapotřeb́ı řešit v́ıce takových přenos̊u.∥∥∥∥Fd2→δw3(jω)

Fd2→δw2(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q2,3(jω)| = 0.2483 ≤ 1. (87)
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Zvolenými váhovými maticemi Q ∈ R7×7 a R ∈ R4×4 bylo dosaženo řetězové stability (86,87).

Q =



2 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 2


R =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (88)

Pro takové ř́ızeńı bylo dosaženo řetězové stability a simulaćı ř́ızeńı byla potvrzena stabilita
tohoto systému. Opětovně byla zaručena stabilita přǐrazeńım a otestováńım vlastńıch č́ısel tohoto
systému. Tato vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ı:

λ1,2 = −1.6024± 1.0544i, λ3,4 = −1.4376± 0.8513i, λ5,6 = −1.1837± 0.3569i

λ7 = −1.6901 + 0.0000i.

Jedná se opakovaně o komplexně sdružená vlastńı č́ısla s jedńım samostatným vlastńım č́ıslem.
Taková kombinace zaručuje vyhovuj́ıćı stabilńı a řetězově stabilńı systém.

Posledńı návrh pomoćı LQR bude pro ř́ızeńı pěti vozidel. Samotný model pro čtyři i pět
vozidel je opakovaně na mezi stability, tedy alespoň jedno z vlastńıch č́ısel systému je nulové.
Volbou váhových matic Q ∈ R9×9 a R ∈ R5×5 bylo dosaženo jak řetězové stability, tak obecné
stability.

Q =



2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 4 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2


R =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



Pro takový návrh již byly řešeny tři podmı́nky řetězové stability, které byly v následuj́ıćım tvaru.∥∥∥∥Fd1→δw2(jω)

Fd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 0.3580 ≤ 1

∥∥∥∥Fd2→δw3(jω)

Fd2→δw2(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q2,3(jω)| = 0.3108 ≤ 1∥∥∥∥Fd3→δw4(jω)

Fd3→δw3(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q3,4(jω)| = 0.2361 ≤ 1

Tyto normy poměr̊u přenos̊u ve frekvenčńı oblasti zaručuj́ı splněńı řetězové stability. Kontrolou
vlastńıch č́ısel systému tak byla zaručena i obecná stabilita. Vlastńı č́ısla byla následuj́ıćı:

λ1,2 = −1.6236± 1.0765i, λ3,4 = −1.5200± 0.9475i, λ5,6 = −1.3523± 0.7034i,

λ7 = −0.9295, λ8 = −1.3366, λ9 = −1.7035.

Z pr̊uběh̊u na obrázku 10 lze vidět, že hodnota poruchy pr̊uchodem kolony pěti vozidel
se postupně snižuje. Porucha se tedy nezvyšuje mezi vozidly při centrálńım ř́ızeńım s danými
návrhovými parametry. Z [15] lze už́ıt pro ř́ızeńı pomoćı LQR zmı́něné podmı́nky řetězové sta-
bility složené z normy součin̊u veškerých přenosových funkćı ze vstupu na výstup ve tvaru
Fdi→δwi

(jω) = Gi(jω). ∥∥∥∥∥
N−1∏
i=1

Gi(jω)

∥∥∥∥∥ ≤ 1, ∀ω (89)
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(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy pro vstupńı
poruchu aplikovanou na prvńı vozidlo

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti pro vstupńı
poruchu aplikovanou na prvńı vozidlo

Obrázek 10: Ř́ızeńı vstupńı poruchy procházej́ıćı kolonou pěti vozidel aplikované na prvńı vozidlo
metodou LQR

Takovou definićı řetězové stability (89) pro LQR a užit́ı daného vzorce pro tři (90), čtyři (91) a
pět (92) vozidel bylo źıskáno opětovného splněńı podmı́nky.

∥G1(jω)G2(jω)∥ = 0.0637 ≤ 1, ∀ω (90)

∥G1(jω)G2(jω)G3(jω)∥ = 0.0182 ≤ 1, ∀ω (91)

∥G1(jω)G2(jω)G3(jω)G4(jω)∥ = 0.0053 ≤ 1, ∀ω (92)

Z těchto podmı́nek (90,91,92) plyne splněńı řetězové stability a postupně nižš́ı hodnoty pro
přidáváńı v́ıce vozidel.

3.5.2 Symetrické ř́ızeńı

Užit́ım teorie symetrických systémů bylo navrženo ř́ızeńı pro vstupně symetrický systém.
Pro takový návrh byla źıskána matice ześıleńı z (71). Přǐrazovaná vlastńı č́ısla byla do obecného
řešeńı dosazena pro kolonu tř́ı vozidel:

λ1,2 = −a = −0.5, λ3,4 = −a = −0.5, λ5 = −b = −1. (93)

Dosazeńım (93) do (66) přǐrazovaná Jordanova forma vycháźı následovně.
−1 0 0 0 0
0 −0.5 1 0 0
0 0 −0.5 0 0
0 0 0 −0.5 1
0 0 0 0 −0.5


Jelikož přǐrazujme vlastńı č́ısla, daný systém voĺıme rovnou stabilńı. Zároveň byla splněna
řetězová stabilita dle 3.0.1, 3.1 či (80,83). Podmı́nka silné řetězové stability pro p̊usobeńı poruch
v obou směrech je ve tvaru [12]:∥∥∥∥ Pdi→δwk

(jω)

Pdi→δwk−1
(jω)

∥∥∥∥
∞

≤ 1, ∀k ≥ i, (94)∥∥∥∥Pdi→δwk−1
(jω)

Pdi→δwk
(jω)

∥∥∥∥
∞

≤ 1, ∀k < i. (95)
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Za využit́ı symetrických systémů by byl model podobný převážně kruhové koloně (obrázek 2b),
kde posledńı vozidlo poskytuje informaci prvńımu vozidlu. Pro p̊usobeńı poruchy směrem k po-
sledńımu vozidlu bychom zavedly i < N z d̊uvodu, že zavedená odchylka δw3 bude odpov́ıdat
δw0. Zároveň pro pr̊uchod poruchy směrem k prvńımu vozidlu z̊ustane odchylka δw3. U takové
situace by podmı́nka (95) mohla určit numerický výpočet i pro posledńı odchylku kolony. Pozo-
rováńı byla potvrzena numerickými výpočty, kde porucha procháźı kolonou v obou směrech dle
(94,95): ∥∥∥∥ Pdi→δwk

(jω)

Pdi→δwk−1
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0] ≤ 1,∀k ≥ i, (96)∥∥∥∥Pdi→δwk−1
(jω)

Pdi→δwk
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0] ≤ 1,∀k ≤ i. (97)

V (97) je rozš́ı̌ren interval k z d̊uvodu zavedeńı odchylky δw3 použit́ım teorie symetrických
systémů. Pro kolonu tř́ı vozidel bylo doćıleno řetězové stability s neš́ı̌ŕıćı se poruchou s výjimkou
prvńıho předchoźıho vozidla. Výpočty bylo ukázáno shodného chováni jako v (83) dle věty 3.1.
Pro danou stabilńı i řetězově stabilńı kolonu tř́ı vozidel proběhla simulace ř́ızeńı v závislosti na
počátečńıch podmı́nkách a poté i ř́ızeńı s přidanou poruchou na vstupu vozidla.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy kolony s
počátečńımi podmı́nkami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
počátečńımi podmı́nkami vozidlo

Obrázek 11: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s vektorem
počátečńıch podmı́nek x(0) = [0, 4, 0, 2, 0]T

Zavedeńım totožných počátečńıch podmı́nek jako u LQR lze vidět v pr̊uběhu ř́ızeńı na
obrázku 8 obdobného chováńı. Podrobné porovnáńı proběhne v následuj́ıćıch částech. Pro ř́ızeńı
systému symetrickou zpětnou vazbou při chybě, která p̊usob́ı na vozidlo jako krátký pulz,
můžeme vidět chováńı této kolony. Daná obecně vyjádřená pozorováńı pro odchylky od polohy
(77,79) lze demonstrovat pomoćı simulace potřebné k určeńı řetězové stability. Zbylá pozorováńı
budou ukázána při porovnáńı jednotlivých centrálńıch ř́ızeńı. Při daném ř́ızeńı bude odsimulován
i pr̊uběh odchylek od rychlosti, kde lze vidět chováńı vztah̊u dle (73,74).

Z obrázku 12a lze vidět, že pro chybu zp̊usobenou právě na daném vozidle má systém domi-
nantńı odchylku od polohy. Zároveň pro veškerá následuj́ıćı vozidla se zp̊usobená chyba téměř
nevyskytuje nebo je př́ılǐs malá až nulová z d̊uvodu nepřesných numerických výpočt̊u. Danou
simulaćı se tak potvrzuj́ı předchoźı vztahy (77,79). Pro ř́ızeńı odchylek od rychlosti na obrázku
12b je ukázáno, že při poruše na daném vozidle má vozidlo taktéž dominantńı odchylku od
rychlosti (73). Pro zbylá vozidla je pr̊uběh ř́ızeńı totožný pro jakékoliv jiné vozidlo (74).

Pro řešeńı v́ıce než tř́ı vozidel v koloně, tedy čtyř a pěti, využijeme shodného postupu jako
dř́ıve.
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(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 12: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s nenulovou
chybou na vstupu prvńıho vozidla

Obecná vlastńı č́ısla byla opětovně volena shodně až na vždy jedno rozd́ılné z d̊uvodu
extrémně vysoké náročnosti na výpočet v prostřed́ı Maple. Pro ř́ızeńı čtyř vozidel a volbu
obecných vlastńıch č́ısel pro přǐrazeńı JF vycházely matice ześıleńı F obdobně pro konkrétńı
následuj́ıćı volbu vlastńıch č́ısel. Pro vlastńı č́ısla v obecném tvaru plat́ı tato přǐrazovaná JF.

−b 0 0 0 0 0 0
0 −a 1 0 0 0 0
0 0 −a 0 0 0 0
0 0 0 −a 1 0 0
0 0 0 0 −a 0 0
0 0 0 0 0 −a 1
0 0 0 0 0 0 −a


Následným přǐrazeńım dynamiky uzavřené smyčky podobné matici s danou Jordanovou formou
doćıĺıme shodných vlastńıch č́ısel v dynamice systému. Matice ześıleńı źıskaná řešeńım pro sy-
metrickou zpětnou vazbu byla strukturou opětovně obdobná. Změna proběhla v hodnotách a
úpravě velikosti matic a jiné zaj́ımavěǰśı řešeńı k omezeńı přenosu informaćı mezi vozidly nebylo
nalezeno. Volba vlastńıch č́ısel uzavřené smyčky byla následuj́ıćı:

λ1,2 = −a = −0.5, λ3,4 = −a = −0.5, λ5,6 = −a = −0.5, λ7 = −b = −1.

Pro tuto volbu vlastńıch č́ısel byla źıskána matice ześıleńı F pro čtyři vozidla.

F =


0 −0.1875 0 −0.1250 0 −0.0625 0
0 0.0625 0 −0.1250 0 −0.0625 0
0 0.0625 0 0.1250 0 −0.0625 0
0 0.0625 0 0.1250 0 0.1875 0

 (98)

Dle (94,95) urč́ıme opětovně podmı́nky řetězové stability:∥∥∥∥ Pdi→δwk
(jω)

Pdi→δwk−1
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0, 0] ≤ 1,∀k ≥ i, (99)∥∥∥∥Pdi→δwk−1
(jω)

Pdi→δwk
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0, 0] ≤ 1, ∀k ≤ i. (100)
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Pro čtyři vozidla plat́ı, že cirkulačńı matice jsou opětovně v obdobném tvaru dle věty 3.1 jako
v 83:

Pδw =


M −M 0 0
0 M −M 0
0 0 M −M

−M 0 0 M

 , Pδy =


R Z Z Z
Z R Z Z
Z Z R Z
Z Z Z R

 . (101)

Výpočtem bude rovněž ověřeno dané tvrzeńı i pro pět vozidel, kde bude zobrazena i simulace
ř́ızeńı k zobrazeńı vlivu chováńı systému na přidanou poruchu a počátečńı podmı́nky.

Pro pět vozidel byla shodně zvolena vlastńı č́ısla, kde nav́ıc přibyl jeden Jordan̊uv blok.
Obecná Jordanova forma tak byla až na jeden Jordan̊uv blok shodná. Pro tento ř́ızený systém
byla opět vyšetřena podmı́nka řetězové stability, která pro všechny tři možnosti byla téměř
nulová. T́ım bylo zaručeno řetězové stability i pro pět vozidel s libovolnými vlastńımi č́ısly. Pro
symetrickou zpětnou vazbu daného systému bylo navrženo ř́ızeńı s matićı ześıleńı F ve tvaru:

F =


0 −0.2000 0 −0.1500 0 −0.1000 0 −0.0500 0
0 0.0500 0 −0.1500 0 −0.1000 0 −0.0500 0
0 0.0500 0 0.1000 0 −0.1000 0 −0.0500 0
0 0.0500 0 0.1000 0 0.1500 0 −0.0500 0
0 0.0500 0 0.1000 0 0.1500 0 0.2000 0

 . (102)

U návrhu kromě vlastńıch č́ısel nezbylo žádného volného parametru, a tak nebylo možné topologii
komunikace vozidel nijak v́ıce omezit. Dané ř́ızeńı pěti vozidel bylo odsimulováno pro přidanou
vstupńı poruchu aplikovanou na prvńı vozidlo.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 13: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony pěti vozidel symetrickou zpětnou vazbou s nenulovou
chybou na vstupu prvńıho vozidla

Z pr̊uběh̊u na obrázku 13 lze vidět, že i pro pět vozidel se t́ımto pozorováńım potvrdila
zformulovaná hypotéza 3.0.1. Vlastnosti z přenos̊u (73,74,77,79) lze vidět z pr̊uběh̊u na obrázćıch
13a, 13b. Podmı́nka řetězové stability pro pět vozidel při opětovném užit́ı vztah̊u (94,95) tak
bude následuj́ıćı: ∥∥∥∥ Pdi→δwk

(jω)

Pdi→δwk−1
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0, 0, 0] ≤ 1,∀k ≥ i, (103)∥∥∥∥Pdi→δwk−1
(jω)

Pdi→δwk
(jω)

∥∥∥∥
∞

= [1, 0, 0, 0] ≤ 1,∀k ≤ i. (104)
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Kde jednička v podmı́nkách (103,104) představuje podmı́nku prvńıho předchoźıho a aktuálńıho
vozidla. Cirkulačńı matice dle věty 3.1 jsou následuj́ıćı:

Pδw =


M −M 0 0 0
0 M −M 0 0
0 0 M −M 0
0 0 0 M −M

−M 0 0 0 M

 , Pδy =


R Z Z Z Z
Z R Z Z Z
Z Z R Z Z
Z Z Z R Z
Z Z Z Z R

 . (105)

Ze (105) lze vidět strukturou shodných matic jako u (83). Dle věty 3.1 tak lze zaručit řetězovou
stabilitu pro obecný počet vozidel v koloně, která je ř́ızena symetrickou zpětnou vazbou. Na
obrázku 13a lze vidět, že porucha zp̊usobená na prvńım vozidle neovlivňuje odchylky od poloh
mezi následuj́ıćımi vozidly. Porucha se tak v̊ubec neš́ı̌ŕı kolonou s výjimkou předchoźıho vozi-
dla. Pro źıskané návrhy využ́ıvaj́ıćı struktury pouze odchylek od poloh vozidel (71,98,102) by se
mohlo jednat o ideálńı návrh ř́ızeńı. V daľśı části zabývaj́ıćı se porovnáńım ř́ızeńı bude ukázáno,
že tato porucha bude mı́t přesně opačný vliv na odchylku polohy prvńıho předchoźıho vozidla
a pro daľśı předchoźı vozidla již nebude mı́t opětovně žádný vliv dle (105). Z obrázku 13b lze
vidět, že kromě vozidla s aplikovanou poruchou jsou zbylé odchylky od rychlosti vždy totožné.
Pro dané odchylky od rychlosti jsou odchylky totožné i pro veškerá předchoźı vozidla.

Při pozorováńı bylo zjǐstěno, že zformulované vztahy jsou vždy platné pro zkoumanou situaci
tř́ı až pěti vozidel. Pozorováńı ze vztah̊u (73,74,77,78,79) jsou platnými dle věty 3.1 při ř́ızeńı
symetrickou zpětnou vazbou. Kontrola neproběhla pro v́ıce vozidel, ale daná hypotéza 3.0.1
je dokázána větou 3.1 a můžeme očekávat shodného chováńı pro v́ıce vozidel při symetrickém
ř́ızeńı. Dále bylo zaručeno libovolné volby vlastńıch č́ısel u navržených symetrických zpětných
vazeb. Libovolnou volbou můžeme doćılit větš́ı agresivity systému odpov́ıdaj́ıćı rychleǰśımu ř́ızeńı
posunut́ım pól̊u dál v levé komplexńı polorovině.

3.6 Distribuované ř́ızeńı

Základńım principem u distribuovaného ř́ızeńı je zp̊usob, kterým ř́ıd́ı jednotlivé agenty.
Agenti neboli jednotlivá vozidla představuj́ı systémy, které poskytuj́ı k ř́ızeńı jejich aktuálńı
polohy či odchylky rychlosti a polohy předávaj́ı daľśım agent̊um. Z regulátor̊u využ́ıvaj́ıćı pouze
polohy vozidel pro daného agenta a zrychleńı vedoućıho a předchoźıch agent̊u se poté generuje
zrychleńı jako vstup pro daný systém představuj́ıćı vozidlo společně pro následuj́ıćıho agenta,
který toto zrychleńı už́ıvá uvnitř vlastńıho regulátoru viz obrázek 5b. Z pohledu ř́ızeńı máme
problematiku složenou ze čtyř část́ı, které představuj́ı dynamiku vozidel, výměnu informačńıho
toku mezi vozidly, decentralizované regulátory a opatřeńı na rozestupy mezi vozidly [49, 52].

Mezi výhody či nevýhody distribuované ř́ızeńı by se dal zařadit opak zmı́něných výhod u
centrálńıho ř́ızeńı. Distribuované ř́ızeńı dosáhlo velké pozornosti v předchoźıch letech. Převážně
se zaměřuje na ř́ızeńı nákladńıch automobil̊u, ale může být využito i pro osobńı automobily za
účelem zlepšeńı provozńıch podmı́nek. Pro daná vozidla v podélné koloně při distribuovaném
ř́ızeńı se využ́ıvá omezené komunikačńı topologie 3.1. V nyněǰśı době se tak zaměřuje převážně
na jednoduché typy předáváńı informaćı. Mezi dominantńı typy patř́ı PF, BD a př́ıpadně dané
topologie s komunikaćı ještě s vedoućım prvkem PLF, BLD 3.1 [40].

Pro decentralizované ř́ızeńı můžeme použ́ıt např́ıklad následuj́ıćıch metod k návrhu ř́ızeńı.

• ř́ızeńı s klouzavým režimem (SMC) [49]
• prediktivńı ř́ızeńı modelu (MPC) [51]
• strukturálńı dekompozice modelu pro LQR ř́ızeńı [2, 11, 44]
• přǐrazeńı požadované JF (viz daná kapitola)
• vlnové ř́ızeńı [30]
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V dané práci bude navrženo distribuovaného ř́ızeńı pomoćı přǐrazeńı pól̊u dynamice uzavřené
smyčky kolony pro tři a př́ıpadně až pěti vozidel. U kolony se pokuśıme nalézt takové řešeńı,
které povede na omezeńı komunikace mezi vozidly pro základńı topologie zmı́něné v následuj́ıćı
části. Symetrický návrh ř́ızeńı byl př́ılǐs výpočetně náročný k určeńı řešeńı a zavedeńı omezené
struktury komunikace vozidel. Proto navržená ř́ızeńı budou realizována nesymetrickou stavovou
zpětnou vazbou.

3.7 Distribuovaný návrh ř́ızeńı p̌rǐrazeńım pól̊u

Pro decentralizovanou kolonu složenou z část́ı zahrnuj́ıćı dynamiku vozidel, decentralizo-
vaných regulátor̊u, komunikačńı topologii přenosu informačńıho toku mezi vozidly a př́ıstupu
odstup̊u mezi vozidly tak lze navrhnout decentralizované ř́ızeńı. Pro takovou kolonu budeme
přǐrazovat požadované póly dynamice uzavřené smyčky v podobě statické stavové zpětné vazby.
Volbou vhodné Jordanovy formy doćıĺıme stabilizace systému. Následnou volbou volných para-
metr̊u se pokuśıme doćılit základńıch komunikačńıch topologíı mezi vozidly v podobě PF, BD
a komunikaci v opačném směru pro PF, tedy SF. Dané komunikace mezi vozidly se pokuśıme
provést v experimentech pro tři až pět vozidel. Při užit́ı některé z možných komunikačńıch to-
pologíı tak např́ıklad pro PF bude vypadat přenos informaćı dle obrázku 5b.

Východiskem této strategie bude zpětnovazebńı ř́ızeńı v již zmı́něné podobě stavové zpětné
vazby (33,48). Pro takové ř́ızeńı bude zapotřeb́ı přǐradit veškeré póly systému. Dynamika systému
bude přǐrazena požadovaně volitelným tvarem Jordanovy formy. Vhodnou obecnou volbou Jor-
danových blok̊u parametrizujeme veškerá řešeńı této stavové zpětné vazby. Z veškerých zpětných
vazeb proběhne specifikace volných parametr̊u k zajǐstěńı požadovaných komunikačńıch topo-
logíı. Zaručeńı stabilizace systému proběhne vhodnou volbou vlastńıch č́ısel. Touto metodou
přǐrad́ıme dynamice uzavřeného systému podobnou matici L, pro kterou odpov́ıdá opětovně
následuj́ıćı vztah.

(A+BK) ∼ L (106)

Takovou vhodnou volbou přǐrazované matice L podobné dynamice uzavřené smyčky (106) lze
doćılit stabilizace systému, kde neř́ızený systém vycháźı opětovně z předchoźıch část́ı 2.6.1.
Volbou této Jordanovy formy přǐrazované dynamice uzavřené smyčky hledáme nějaké přǐrazeńı
dynamiky, které umožňuje zrealizovat danou informačńı strukturu. Pro źıskáńı těchto topologíı se
budeme pokoušet nalézt co nejv́ıce možných realizaćı přǐrazované dynamiky. Z př́ıpadně nalezené
množiny realizaćı se omeźıme právě na nejvýhodněǰśı tvar z této podmnožiny.

3.7.1 Volba návrhových parametr̊u

Pro decentralizované ř́ızeńı tř́ı až pěti vozidel proběhly návrhy ř́ızeńı při použit́ı komu-
nikačńıch topologíı BD, PF a PF v opačném směru. Topologie PF tak představuje źıskáváńı
informaćı od předchoźıho vozidla a opak této topologie budeme značit SF (Sucessor follower).
Taková topologie SC źıskává informace od nadcházej́ıćıho vozidla v koloně, tedy od vozidla
nacházej́ıćım se za ńım.

V dané části proběhne návrh ř́ızeńı pro tři vozidla s veškerými zmı́něnými topologiemi
přenosu informace. Pro decentralizované ř́ızeńı budou zobrazeny tři možnosti vyřešené řetězové
stability. Bude ukázáno tř́ı návrh̊u r̊uzných topologíı, kde jeden z nich bude řetězově stabilńı a
následuj́ıćı návrh bude řetězově nestabilńı. Posledńı návrh bude představovat řetězově nestabilńı
systém dle numerických výpočt̊u, ale zavedeńım poruchy ve tvaru pulzu bude řešeńı vyhovuj́ıćı.
Takové užit́ı topologíı omezilo komunikačńı vazby oproti centrálńımu návrhu mezi komunikaćı
vozidly ze všech možných na komunikace pouze se sousedńımi vozidly. U každého návrhu je
možné volit požadovaný tvar Jordanovy formy. Můžeme volit vlastńı č́ısla představuj́ıćı Jorda-
novy bloky po diagonále přǐrazované matice. Velikost blok̊u lze volit dle jejich násobnosti. V
práci bylo odzkoušeno v́ıce možných variant těchto forem a následně byly zmı́něny ty nejv́ıce
relevantńı JF. Při řešeńı distribuovaného ř́ızeńı jsme se tak omezili na zmı́něné Jordanovy formy
často i z d̊uvodu vysoké náročnosti na výpočet. Při využit́ı super poč́ıtače by tvar̊u JF mohlo být
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odzkoušeno mnohem v́ıce. T́ım bychom mohli zaručit i v́ıce r̊uzných vlastńıch č́ıslech a př́ıpadně
i neźıskaných topologíı pro v́ıce vozidel.

Pro návrh ř́ızeńı s užit́ım topologie PF bylo zavedeno požadované obecné Jordanovy formy
v následuj́ıćı podobě.

L =


−a 1 0 0 0
0 −a 0 0 0
0 0 −b 1 0
0 0 0 −b 0
0 0 0 0 −c

 (107)

Použit́ım této obecné JF (107) proběhla parametrizace všech možných řešeńı pro takové přǐrazeńı
dynamiky. Dále ze všech možných řešeńı bylo určeno takové řešeńı, které vedlo na potřebnou
komunikaci mezi vozidly. Užit́ım nalezeného řešeńı jsme doćılili źıskáńı komunikace PF, pro
kterou byla zvolena následuj́ıćı vlastńı č́ısla (108).

λ1,2,3,4 = −a = −b = −1, λ5 = −c = −2 (108)

Takovou volbou pól̊u systému bylo doćıleno jeho stabilizace a zaručeńım potřebné topologie
přenosu informace za použit́ı zbylých volných parametr̊u. Źıskaným řešeńım byla matice ześıleńı
K. Pomoćı dané matice ześıleńı bylo dosaženo ř́ızeńı s užit́ım předevš́ım stav̊u od předchoźıho
vozidla a dále pouze některých, př́ıpadně veškerých svých stav̊u. Výjimka nastává u prvńıho
vozidla, které nemá předchoźı vozidlo a použ́ıvá pouze své vlastńı stavy k ř́ızeńı. Matice ześıleńı
K zaručuje požadovanou dynamiku uzavřené smyčky a je v následuj́ıćım tvaru (109).

K =

−0.5000 −0.5000 0 0 0
0.7500 0.7500 −1.5000 0 0

0 0 1.0000 1.0000 −1.0000

 (109)

Źıskáńım takového řešeńı matice ześıleńı obdrž́ıme následnou dynamiku uzavřené smyčky pro
tři vozidla (110).

Az =


−1.5000 −0.5000 0 0 0
1.0000 0 −1.0000 0 0
0.7500 0.7500 −2.5000 0 0

0 0 1.0000 0 −1.0000
0 0 1.0000 1.0000 −2.0000

 (110)

Z matice ześıleńı a dynamiky tohoto ř́ızeného systému lze vidět, že se skutečně jedná o zmiňovanou
PF informačńı topologii, která je zobrazena v prvńım řádku na obrázku 4. V následuj́ıćı části
budou zobrazeny d̊uležité přenosové funkce potřebné k určeńı řetězové stability.

Daľśı návrh pro tři vozidla představoval topologii s užit́ım opačného směru přenosu informace,
tedy SF. Tato komunikace źıskává informace od následného vozidla v koloně. Postup byl obdobný
jako u řešeńı pro PF. Struktura JF byla zvolena shodně (107). Parametrizaćı všech řešeńı a
dosazeńım vhodného řešeńı s volnými parametry bylo doćıleno požadované topologie s následuj́ıćı
volbou vlastńıch č́ısel (111).

λ1,2 = −a = −1, λ3,4,5 = −b = −c = −1

2
(111)

Dosazeńım těchto vlastńıch č́ısel a použit́ım vhodné kombinace volných parametr̊u byla źıskána
matice ześıleńı K (112) a požadovaná dynamika tohoto ř́ızeného systému Az (113).

K =

0 −0.2500 0.3889 0.0556 0
0 0 −1.0000 −1.0000 1.7500
0 0 0 0 0.5000

 (112)
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Az =


−1.0000 −0.2500 0.3889 0.0556 0
1.0000 0 −1.0000 0 0

0 0 −2.0000 −1.0000 1.7500
0 0 1.0000 0 −1.0000
0 0 0 0 −0.5000

 (113)

Těmito maticemi lze potvrdit užit́ı dané topologie SF, která má opačný přenos informace od
topologie PF.

Posledńım návrhem pro tři vozidla je sloučeńı těchto předchoźıch topologíı. Takovou topolo-
gii nazýváme obousměrnou neboli BD. Obdobným postupem bylo doćıleno opětovně požadované
dynamiky ř́ızeného systému a požadovaného tvaru matice ześıleńı stavové zpětné vazby. Shodným
postupem přǐrazeńım obecné JF bylo źıskáno vhodných volných parametr̊u. Dosazeńım para-
metr̊u a volbou vlastńıch č́ısel bylo doćıleno požadované topologie ve struktuře matice ześıleńı i
dynamiky této ř́ızené kolony. Volba vlastńıch č́ısel byla v této podobě (114).

λ1,2 = −a = −1, λ3,4,5 = −b = −c = −2 (114)

Zpětnovazebńı matice ř́ızeńı K byla dosažena v následuj́ıćım tvaru (115) a pro tento ř́ızený
systém bylo źıskáno následuj́ıćı dynamiky (116).

K =

0 −0.2500 0.3889 0.0556 0
0 0 −1.0000 −1.0000 1.7500
0 0 0 0 0.5000

 (115)

Az =


−1.0000 −0.2500 0.3889 0.0556 0
1.0000 0 −1.0000 0 0

0 0 −2.0000 −1.0000 1.7500
0 0 1.0000 0 −1.0000
0 0 0 0 −0.5000

 (116)

Opětovně z těchto tvar̊u matic lze potvrdit, že pro daný ř́ızený systém byla omezena informačńı
topologie přenosu informace na zmı́něnou obousměrnou topologii. Tato obousměrná topologie
využ́ıvaj́ıćı veličin od obou soused̊u je zobrazena ve třet́ım řádku na obrázku 4. Pro kolonu
tř́ı vozidel bylo tedy dosaženo těchto tř́ı základńıch topologíı, které bývaj́ı často využ́ıvány. V
daľśıch částech budou určeny potřebné přenosové funkce k zjǐstěńı řetězové stability. Dále se
pokuśıme nalézt dané topologie u v́ıce vozidel, pro které budou zobrazeny pr̊uběhy ř́ızeńı a
d̊uležité přenosy k určeńı řetězové stability.

3.7.2 Přenosy a řetězová stabilita

Pro jednotlivé typy topologíı zde budou zobrazeny potřebné přenosové funkce d̊uležité k
určeńı podmı́nky řetězové stability. Pro topologii PF je potřebné už́ıt podmı́nky silné řetězové
stability (25) [6]. Taková porucha se š́ı̌ŕı pr̊uchodem kolonou na následuj́ıćı vozidla. Pro topologii
SF je taková podmı́nka a š́ı̌reńı poruchy opačné. Pro topologii v obou těchto směrech a komu-
nikaci s oběma sousedńımi agenty je zapotřeb́ı vyřešit řetězové stability dle podmı́nky řetězové
stability v obou směrech [12]. Přenosy ze vstupu na výstup opětovně určeme dle vztah̊u (57,61).
Pro PF určeme přenosy z poruch na výstupńı odchylky od polohy jednotlivých vozidel. Z daného
předpisu źıskáme následuj́ıćı přenosy mezi vstupńı chybou a výstupńımi odchylkami od poloh.

Pd1→δw1(s) =
s+ 1.75

s3 + 4s2 + 5s+ 2

Pd1→δw2(s) =
0.75s2 + 1.5s+ 0.75

s5 + 6s4 + 14s3 + 16s2 + 9s+ 2
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Pd2→δw1(s) =
−s− 1.5

s5 + 3s4 + 3.5s3 + 2s2 + 0.5625s+ 0.0625

Pd2→δw2(s) =
s3 + 2.5s2 + 2s+ 0.5

s5 + 6s4 + 14s3 + 16s2 + 9s+ 2

Pd3→δw1(s) = 0

Pd3→δw2(s) =
−1

s2 + 2s+ 1

Z přenosových funkćı lze vidět, že pr̊uchodem poruchy bylo doćıleno splněńı podmı́nky silné
řetězové stability. Tento předpoklad si ověř́ıme i numerickým výpočtem H∞ normou v (117).
Pro tento výpočet bylo podle předpokladu zaručeno splněńı řetězové stability v daném návrhu
ř́ızené kolony tř́ı vozidel s topologíı PF.∥∥∥∥Pd1→δw2(jω)

Pd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 0.4286 ≤ 1 (117)

Z přenosu zmı́něném při poruše d3 se porucha přenáš́ı na veškerá předchoźı vozidla a lze vidět,
že porucha p̊usob́ı pouze na prvńı předchoźı vozidlo a poté již nemá žádný vliv na daľśı vozidla.

Použit́ım vztahu pro źıskáńı přenos̊u při topologii SF budou přenosové funkce tř́ı vozidel
následuj́ıćı.

Pd1→δw1(s) =
1

s2 + s+ 0.25

Pd1→δw2(s) = 0

Pd2→δw1(s) =
−s2 − 0.6111s+ 0.05556

s4 + 3s3 + 3.25s2 + 1.5s+ 0.25

Pd2→δw2(s) =
1

s2 + 2s+ 1

Pd3→δw1(s) =
−1.75s2 − 2.125s− 0.625

s5 + 3.5s4 + 4.75s3 + 3.125s2 + s+ 0.125

Pd3→δw2(s) =
−s− 0.25

s3 + 2.5s2 + 2s+ 0.5

Z těchto přenos̊u lze pozorovat téměř opačného chováńı vzhledem k předešlé topologii PF.
Zp̊usobená porucha nemá žádný vliv na následuj́ıćı vozidlo v koloně, nicméně má značný vliv
na předchoźı vozidlo. Určeńım podmı́nky řetězové stability v opačném směru bylo ukázáno, že
při daném ř́ızeńı nebyla tato podmı́nka splněna. Podmı́nku v postupném p̊usobeńı poruchy ve
směru k následuj́ıćım vozidl̊um neńı potřebné určovat. Řešena byla pouze podmı́nka zmı́něná
pro druhý směr p̊usobeńı poruchy (118), která se následně už́ıvá i pro BD topologii [12].∥∥∥∥Pd3→δw1(jω)

Pd3→δw2(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q2,1(jω)| = 10 ≰ 1 (118)

Z této podmı́nky k určeńı řetězové stability v opačném směru, zmı́něné v [12], bylo zaručeno
nesplněńı řetězové stability a pro daný problém bude provedena simulace v následuj́ıćı části s
výsledky. V př́ıpadě jiné vhodné volby vlastńıch č́ısel bylo u této strategie řetězové stability již
zaručeno. Jedná se tedy pouze u ukázkový př́ıpad se simulacemi s nesplněnou podmı́nkou.

Posledńı navržená topologie se třemi vozidly představuje obousměrná komunikace vozidla
s jeho oběma sousedy. Pro BD urč́ıme přenosy opětovně ze vztah̊u (57,61). Tyto potřebné
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přenosové funkce k určeńı řetězové stability budou vypadat následovně.

Pd1→δw1(s) =
s3 + 4s2 + 4s+ 3.01316

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pd1→δw2(s) =
0.6667s2 + 2.667s+ 2.667

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pd2→δw1(s) =
−s3 − 5.5s2 − 10s− 6

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pd2→δw2(s) =
s3 + 5.333s2 + 9.333s+ 5.333

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pd3→δw1(s) =
1.5s2 + 6s+ 6

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pd3→δw2(s) =
−s3 − 6s2 − 12s− 8

s5 + 8s4 + 25s3 + 38s2 + 28s+ 8

Pro vyšetřeńı řetězové stability této kolony se zvolenou topologíı BD bude potřebné už́ıt obou
dř́ıve použitých podmı́nek řetězové stability (117,118). Tento problém řeš́ıme z d̊uvodu, že pro
BD topologii je možné p̊usobeńı obousměrné poruchy v pr̊uběhu celé kolony. Pro kolonu tř́ı
vozidel potřebujeme vyšetřit dvě podmı́nky řetězové stability pro ř́ızeńı s BD topologíı [12].∥∥∥∥Pd1→δw2(jω)

Pd1→δw1(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q1,2(jω)| = 8.850015 ≰ 1 (119)

∥∥∥∥Pd3→δw1(jω)

Pd3→δw2(jω)

∥∥∥∥
∞

= sup
ω

|Q2,1(jω)| = 0.7500 ≤ 1 (120)

Podmı́nka, kde porucha p̊usob́ı pr̊uchodem kolonou směrem k vedoućımu prvku kolony, byla
splněna v rovnici (120). Dále však nastává problém u řešeńı podmı́nky silné řetězové stability ve
směru k posledńımu prvku vozidla (119). V takovém př́ıpadě podmı́nka nebyla splněna. Pro da-
nou topologii je ukázáno, že se jedná o řetězově nestabilńı systém. U daného ř́ızeńı vznikl přenos
Pd1→δw1(jω), který obsahuje téměř nulový prvek vzniklý pravděpodobně numerickými chybami v
zaokrouhlováńı. V daném přenosu se tedy na počátečńıch frekvenćıch bĺızkých nule poč́ıtá poměr
s téměř nulovým jmenovatelem. T́ım źıskáváme maximálńı hodnoty při vypoč́ıtaném poměru a
v následně určené řetězové stabilitě při zavedeném pulzu na vstupu systému. Zavedeńım ome-
zuj́ıćı frekvence, na které by tato norma byla poč́ıtána, by mohlo pomoci odstranit takto vysoké
hodnoty. Dále dle simulaćı v kapitole s výsledky bude ukázáno, že při přidané poruše v podobě
pulzu na vstupu se tato porucha bude postupně v následuj́ıćıch vozidlech snižovat. Z této simu-
lace tak bude ukázáno, že i přes nesplněńı podmı́nky řetězové stability se poruchy pr̊uchodem
kolonou nebudou zesilovat v př́ıpadě poruchy v podobě kratš́ıho pulzu. Volbou těchto volných
parametr̊u nebylo numericky zaručeno řetězové stability, nicméně při jiné vhodné odzkoušené
volbě vlastńıch č́ısel již bylo zaručeno řetězové stability pro libovolnou poruchu.

3.7.3 Implementace ř́ızeńı

Dané navržené ř́ızeńı proběhlo v prostřed́ı Maple a byly parametrizovány veškerá možná
řešeńı pro obecnou volbu dynamiky. Z této parametrizace všech řešeńı za využit́ı volných pa-
rametr̊u bylo zvoleno takové řešeńı, které odpov́ıdalo vhodným topologíım decentralizovaného
ř́ızeńı s vhodnou volbou vlastńıch č́ısel. Následně bylo ř́ızeńı přeneseno do programového prostřed́ı
MATLAB/Simulink, kde byly určeny přenosové funkce a řetězová stabilita. Dále pro tyto decent-
ralizované ř́ızené systémy kolony bylo užito opětovně schématu zapojeńı na obrázku 6, ze kterého
proběhly potřebné simulace. Minimálńı úpravou tohoto schématu zapojeńı budou následně re-
alizovány simulace pro v́ıce vozidel, kde můžeme provést simulaci ř́ızeńı přidaných poruch na
vstupu jednotlivých vozidel či pr̊uběh ř́ızeńı při libovolných počátečńıch podmı́nkách.
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3.7.4 Výsledky distribuovaného ř́ızeńı

V této části budou zobrazeny a diskutovány výsledky, které byly źıskány při návrhu a simulaci
decentralizovaného ř́ızeńı s požadovanými topologiemi tř́ı vozidel. Navržený decentralizovaný
zp̊usob ř́ızeńı pro přenos informace PF byl dle numerických výpočt̊u vyhovuj́ıćı. Volbou vlastńıch
č́ısel v následuj́ıćım tvaru (108) bylo zaručeno stabilizace systému a při kontrole podmı́nky bylo
zaručeno i řetězové stability (117). Pro tento stabilńı systém proběhnou simulace pr̊uběhu ř́ızeńı
odchylek na výstupu při nenulových počátečńıch podmı́nkách na obrázku 14 a následně ř́ızeńı
při aplikované poruše na prvńım vozidle na obrázku 15.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy kolony s
počátečńımi podmı́nkami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
počátečńımi podmı́nkami vozidlo

Obrázek 14: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie PF s
vektorem počátečńıch podmı́nek x(0) = [0, 4, 0, 2, 0]T

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 15: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie PF s
nenulovou chybou na vstupu prvńıho vozidla

Z graf̊u na obrázku 14 lze vidět správného pr̊uběhu ř́ızeńı nenulových počátečńıch podmı́nek
v odchylkách od polohy i rychlosti. Následně z obrázku 15 můžeme vidět pr̊uběh ř́ızeńı odchylek
od polohy i rychlosti při aplikované poruše na prvńım vozidle. Pro topologii PF t́ım bylo zaručeno
potvrzeńı numerických výpočt̊u splněńı řetězové stability. Na daném pr̊uběhu tak lze vidět, že
se porucha pr̊uchodem kolony postupně snižuje. V daľśıch částech zahrnuj́ıćıch porovnáńı budou
zobrazeny výsledky pro v́ıce vozidel. Dále pro zbylé topologie budou zobrazeny pouze simu-
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lace ohledně pr̊uběhu ř́ızeńı s aplikovanou poruchou a př́ıpadné pr̊uběhy ř́ızeńı s počátečńımi
podmı́nkami byly vloženy do př́ıloh. Pro SF topologii je ř́ızeńı počátečńıch podmı́nek zobrazeno
na obrázku 26 a pro BD topologii je na obrázku 27. Takový pr̊uběh ř́ızeńı počátečńıch podmı́nek
z obrázku 27a by mohl pro menš́ı rozestupy mezi vozidly značit nepř́ıpustné situace.

Pro topologii SF decentralizovaného ř́ızeńı se dle numerických výpočt̊u projevilo nesplněńı
této podmı́nky při aplikované poruše p̊usob́ıćı směrem k vedoućımu prvku kolony. Vhodnou vol-
bou vlastńıch č́ısel (111) se tento systém s topologíı SF stabilizoval, nicméně pro danou topologii
nebyla splněna podmı́nka řetězové stability (118). Takovou situaci lze sledovat aplikováńım po-
ruchy na třet́ı vozidlo. Porucha následně vybud́ı odezvu na předchoźıch odchylkách od polohy
na obrázku 16a.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 16: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie SF s
nenulovou chybou na vstupu třet́ıho vozidla

Z tohoto ř́ızeńı pr̊uběhu na obrázku 16a lze pozorovat zvětšené odchylky od polohy prvńıho
vozidla vlivem aplikované poruchy. Tato odchylka od polohy prvńıho vozidla je dle numerických
výpočt̊u znatelně vyšš́ı než odchylka od polohy druhého vozidla. Z takového pozorováńı lze po-
tvrdit numerický výpočet o nesplněńı řetězové stability.

Posledńı návrh spoč́ıval v doćıleńı obousměrné komunikace BD. Dle určených numerických
výpočt̊u bylo ukázáno nesplněńı řetězové stability při aplikované poruše procházej́ıćı kolonou
směrem k posledńımu vozidlu (119). V opačném směru bylo doćıleno řetězové stability (120). Na
zobrazených grafech na obrázku 17 se tak budeme zaměřovat na situaci s nesplněnou řetězovou
stabilitou, která byla dř́ıve prodiskutována.

Z obrázku 17a lze v prvńı části grafu vidět odezvu odchylek od polohy zp̊usobené aplikováńım
poruchy na prvńı vozidlo. Tato porucha se pr̊uchodem kolonou š́ı̌ŕı postupně na následuj́ıćı
vozidla a jejich odchylky od poloh, které muśı být pro splněńı řetězové stability nižš́ı. Dle
tohoto pr̊uběhu můžeme potvrdit uvažovanou diskuzi ohledně problému nesplněńı podmı́nky
(119). Z d̊uvodu velmi malých nebo nulových hodnot frekvenčńı přenosové funkce na počátečńıch
frekvenćıch se vytvořeńım poměru s t́ımto přenosem ve jmenovateli doćıĺı až nekonečně vysoké
hodnoty automaticky nesplňuj́ıćı podmı́nku řetězové stability v daném směru (119). Dle simulace
a zvoleného vstupńıho pulzu lze konstatovat, že při tomto vstupu by se jednalo o řetězově stabilńı
návrh s topologíı BD. Zároveň bylo ukázáno zaručeńı topologie shodnou volbou vlastńıch č́ısel
v (69,108). Každopádně při splněńı dané topologie nebylo splněno symetrie systému. V daľśıch
částech zabývaj́ıćıch se porovnáńım se pokuśıme zobrazit dané topologie i pro v́ıce vozidel a
porovnat tyto problémy.
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(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 17: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie BD s
nenulovou chybou na vstupu prvńıho a třet́ıho vozidla

3.8 Digitálńı dvojče kolony

V této části bude popsán a vysvětlen pojem digitálńı dvojče. Následně bude zobrazena
virtuálńı realizace kolony vozidel reprezentuj́ıćı právě takové digitálńı dvojče.

Digitálńı dvojče představuje digitálńı či virtuálńı model, který slouž́ı jako digitálńı replika
takového reálného fyzického systému [33, 47]. Svou funkčnost́ı dokáže predikovat budoućı chováńı
a zamezit tak chybám zař́ızeńı před užit́ım do provozu [33]. Rozd́ıl samotného digitálńıho
dvojčete oproti simulaćım spoč́ıvá v řešeńı a práci v reálném čase, a tedy s daty źıskané v
reálném čase [47]. Nejedná se tak o simulaci jednoho konkrétńıho př́ıpadu, ale při źıskáváńı v́ıce
relevantńıch a reálných dat takové dvojče vylepšuje procesy a zař́ızeńı [47]. Z dř́ıve zmı́něných
postup̊u při vývoji by takové digitálńı dvojče odpov́ıdalo pojmu MIL simulaci představuj́ıćı také
simulaci v reálném čase 1.3.3. Využit́ı virtuálńıho modelu dvojčete je použito v celé řadě odvětv́ı
pr̊umysl̊u pro mnoho aplikaćı [48]. Jednou z těchto variant je právě automobilový pr̊umysl, ve
kterém virtuálńı model sb́ırá a analyzuje data z reálného času [48].

Tento model digitálńıho dvojčete byl vytvořen v programovém prostřed́ı MATLABu za
využit́ı prostřed́ı App Designer. App Designer slouž́ı jako integrované prostřed́ı představuj́ıćı
grafické uživatelské rozhrańı s chováńım programovatelné aplikace [31]. Pomoćı vytvořeného
virtuálńıho modelu v App Designeru pracuj́ıćıho v reálném čase byla vytvořena kolona vozidel.
Pro tuto virtuálńı kolonu lze realizovat potřebné chováńı v podobě aplikováńı poruch na vozi-
dla a v daném okamžiku sledováńı kvality a chováńı navržených ř́ızeńı. V daném prostřed́ı lze
dle volby uživatele vizualizovat kolonu tř́ı až deseti vozidel. Pohled na zhotovenou aplikaci byl
zahrnut do př́ıloh na obrázku 25.

V této vizualizačńı aplikaci na obrázku 25 pracuj́ıćı v reálném čase lze vidět virtuálńı vozidla
představuj́ıćı kolonu vozidel. U této kolony můžeme vidět zobrazené požadované odstupy před
vozidlem i s aktuálńımi ř́ızenými rozestupy mezi vozidly. Dále se v aplikaci nacháźı interaktivńı
prvky pro výběr ř́ızeńı této kolony, zadáńı velikosti kolony, velikosti rozestup̊u mezi vozidly a
velikosti poruchy přidané na libovolné vozidlo dle volby uživatele.
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4 Porovnáńı a diskuze

V dané sekci budou porovnány metody centrálńıho a distribuovaného ř́ızeńı jednotlivě i
vzájemně mezi sebou. Porovnáńı budou diskutována i v rámci v́ıce vozidel v koloně. Zároveň
veškerá navržená ř́ızeńı budou porovnána s ř́ızeńım založeném na strukturálńı dekompozici
systému, které má optimálńı ř́ızeńı pomoćı LQR z [11]. V neposledńı řadě bude diskutováno
možné vylepšeńı či rozš́ı̌reńı a budoućı práce.

4.1 Výsledky a simulace centrálńıho ř́ızeńı

V dané části budou v simulaci zobrazeny obecně vyjádřené vztahy, které nebyly zobrazeny
v předchoźıch simulaćıch. Jedná se o p̊usobeńı poruchy na odchylky od polohy předchoźıch
vozidel (78) a odchylky od rychlosti (74). Pro tři až pět vozidel lze zobrazit postupné p̊usobeńı
všech zavedených poruch na vstupu. Pro tři vozidla následně proběhne porovnáńı oproti návrhu
metodou LQR pro shodné pr̊uběhy.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s postupně
všemi přidanými poruchami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 18: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s nenulovou
chybou na vstupu každého vozidla s nulovými počátečńımi podmı́nkami

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s postupně
všemi přidanými poruchami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 19: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony pěti vozidel symetrickou zpětnou vazbou s nenulovou
chybou na vstupu každého vozidla s nulovými počátečńımi podmı́nkami
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Z pr̊uběh̊u pro odchylky od rychlost́ı na obrázćıch 18b, 19b vid́ıme, že při postupných apli-
kaćıch poruch je odchylka vždy shodná na vozidle, na kterém byla porucha aplikována. Pro zbylá
vozidla s přenesenou poruchou vznikne odlǐsné odezvy, ale shodné pro tato zbylá vozidla v koloně.

Pro pr̊uběhy s odchylkou od polohy na obrázćıch 18a, 19a plat́ı tři zmı́něná chováńı v sekci
3.4.2. Pro shodně zavedenou poruchu na veškerých vozidlech vznikne vždy shodná odezva od-
chylky od polohy vozidla s aplikovanou poruchou. Dané chováńı je rozd́ılné u ř́ızeńı pomoćı LQR.
Dále lze vidět, že porucha zp̊usobená na některém z vozidel je velikost poruchy opačná na prvńım
předchoźım vozidle a na následuj́ıćıch je již téměř nulová. Nakonec plat́ı, že při aplikované chybě
na některém z vozidel je odchylka od polohy následuj́ıćıho vozidla téměř nulová.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s postupně
všemi přidanými poruchami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 20: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel pomoćı LQR s nenulovou chybou na
vstupu každého vozidla s nulovými počátečńımi podmı́nkami

Jak bylo zmı́něno pro ř́ızeńı pomoćı LQR, shodně zadaná velikost všech poruch při tomto
ř́ızeńı neńı totožná jako u ř́ızeńı symetrických systémů. Některé z vlastnost́ı vyjádřených pro
symetrické systémy jsou podobné i u LQR, ale neplat́ı totožně.

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s postupně
všemi přidanými poruchami

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 21: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony pěti vozidel pomoćı LQR s nenulovou chybou na
vstupu každého vozidla s nulovými počátečńımi podmı́nkami

Pro poruchu na obrázku 20a zp̊usobenou na některém z vozidel je porucha na předchoźı
odchylce od polohy záporná, ale neńı absolutně shodná. Dále na obrázku 20b zobrazuj́ıćım
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odchylky od rychlosti vozidel plat́ı při pr̊uchodu poruchy kolonou, že jsou postupně zmenšovány
ve směru k následuj́ıćım i předchoźım vozidl̊um. Tato pozorováńı lze potvrdit i pro pět vozidel
viz obrázek 21.

4.2 Výsledky a simulace distribuovaného ř́ızeńı

V dané části budou zobrazeny dosažené výsledky topologíı pro v́ıce vozidel. Pro čtyři vozidla
představ́ıme topologii BD. U dané topologie zobraźıme takovou situaci, která nastala při této
komunikaci u tř́ı vozidel.

Návrh pro čtyři vozidla v obecném tvaru JF byl tak výpočetně složitý, že muselo proběhnout
dosazeńı vlastńıch č́ısel. Taková vlastńı č́ısla byla v této podobě pro obdobný tvar JF jako u
(107) s jedńım přidaným blokem dvojice b.

λ1,2 = −a = −1, λ3,4,5,6 = −b = −2, λ7 = −c = −2

Takovou volbou vlastńıch č́ısel bylo navrženo ř́ızeńı s požadovanou topologíı. Při volbě topologie
BD pro čtyři vozidla je již splněna podmı́nka řetězové stability pr̊uchodem poruchy směrem
k posledńımu vozidlu kolony. Obdobná situace byla prodiskutována pro tři vozidla kv̊uli ne-
splněńı podmı́nky řetězové stability. Nicméně v př́ıpadě čtyř vozidel nastává opětovné nesplněńı
podmı́nky řetězové stability, ale v opačném směru k vedoućımu prvku. Takovou situaci zesi-
lováńı poruch lze vidět v pr̊uběhu ř́ızeńı na obrázku 22a. Pro daný návrh byla řetězová stabilita
numericky vypoč́ıtána pro poruchu p̊usob́ıćı oběma směry za dosazeńı do vztah̊u (119,120) pro
veškerá vozidla.

sup
ω

|Qi,i+1(jω)| = [0.2500, 1.0000] ≤ 1.

Pro poruchu p̊usob́ıćı na opačný směr k vedoućımu prvku vyšly podmı́nky řetězové stability
následovně dle (120) pro všechna vozidla před aktuálńım vozidlem.

sup
ω

|Qi+1,i(jω)| = [1.8000, 0.3571] ≰ 1.

V daném př́ıpadě bylo možné určit pro každý směr pr̊uchodu poruchy dvě podmı́nky. Pro ř́ızeńı
čtyř vozidel tak selhala opačná podmı́nka vzhledem ke stejné topologii u tř́ı vozidel.

Pro takto přǐrazené póly systému s topologíı BD bylo řešeńı ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou
nalezeno s matićı ześıleńı K ∈ R4×7 v této podobě.

K =


−2.5000 −3.0000 1.7500 0.5000 0 0 0
−0.1429 −0.2857 −3.5000 −5.2857 2.5714 0 0

0 0 −1.7500 −3.5000 1.0000 1.0000 −0.5000
0 0 0 0 2.0000 4.0000 −3.0000

 (121)

Tato matice (121) je v obdobném tvaru, který byl dř́ıve zmı́něn pro přehlednost s výjimkou
vyšš́ıho řádu viz (47). Pro toto navržené ř́ızeńı bude mı́t matice dynamiky uzavřené smyčky
následnou podobu.

Az =



−3.5000 −3.0000 1.7500 0.5000 0 0 0
1.0000 0 −1.0000 0 0 0 0
−0.1429 −0.2857 −4.5000 −5.2857 2.5714 0 0

0 0 1.0000 0 −1.0000 0 0
0 0 −1.7500 −3.5000 0 1.0000 −0.5000
0 0 0 0 1.0000 0 −1.0000
0 0 0 0 2.0000 4.0000 −4.0000


Dř́ıve bylo ukázáno simulaćı na obrázku 17 u tř́ı vozidel, že se porucha pro daný signál

nezesilovala i v př́ıpadě nesplněńı podmı́nky. Pro tento př́ıpad tomu tak již platit nebude a
porucha se bude zesilovat viz obrázek 22.
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(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel s přidanou
poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony s
přidanou poruchou

Obrázek 22: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony čtyř vozidel za užit́ı topologie BD
s postupně aplikovanými poruchami na každém vozidlu

Z graf̊u pro odchylky od polohy na obrázku 22a vid́ıme, že v třet́ı části grafu představuj́ıćı
aplikováńı poruchy na třet́ı vozidlo se porucha postupně na předchoźı vozidla zesiluje. Odchylka
od polohy prvńıho vozidla je tak vyšš́ı, než odchylka od polohy druhého vozidla. T́ım se potvrzuj́ı
numerické výpočty nesplňuj́ıćı řetězovou stabilitu. Z d̊uvodu náročných výpočt̊u nebylo źıskáno
daľśıch topologíı. Daná topologie nemohla být upravena do podoby splňuj́ıćı řetězovou stabilitu,
jelikož návrh proběhl pro konkrétńı vlastńı č́ısla.

4.3 Porovnáńı jednotlivých typ̊u ř́ızeńı

V dané části proběhnou vzájemná porovnáńı centrálńıho a distribuovaného ř́ızeńı. U distri-
buovaného ř́ızeńı bude porovnáváno ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou pro r̊uzné topologie a dále
budou tato ř́ızeńı porovnána s ř́ızeńım pomoćı strukturálńı dekompozićı systému metody LQR.
Toto ř́ızeńı strukturálńı dekompozice bude vycházet z článku [11] a daľśı takové ř́ızeńı bylo užito
i v [44]. Porovnáńı těchto ř́ızeńı se bude zaměřovat převážně na tři vozidla v koloně pro udržeńı
přehlednosti.

Distribuovaná metoda ř́ızeńı z [11] spoč́ıvá na rozkladu celého modelu kolony. Takový mo-
del z daného článku je obdobný vyjádřenému modelu 2.6.1. Model bude rozložen vždy na N
subsystémů, kde jeden z těchto subsystémů představuje v̊udce kolony. Jednotlivé subsystémy
se skládaj́ı v konkrétńım př́ıpadě z 3 × 3 blok̊u matice A s výjimkou právě vedoućıho prvku.
Vedoućı prvek kolony z dekompozice bude představovat stavový popis prvńıho řádu dle (122).
Následně porovnávaná ř́ızeńı proběhnou pro tři vozidla, tedy stručný návrh dle [44] tak bude
také naznačen pro tři vozidla.

−1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A

, B1 = 1, Bi =

00
1

 , i = 2, 3 (122)

Takto rozložených systémů na jednotlivé bloky bude právě N a pro libovolnou vhodnou volbou
matic Q a R lze pro jednotlivé subsystémy vypoč́ıtat optimálńıho ř́ızeńı K ∈ R3×3 pomoćı LQR
metody. Poté dynamika uzavřené smyčky pro jednotlivé subsystémy bude s výjimkou v̊udce
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následuj́ıćı.

Az,i = Ai −

10
0

Ki−1, i = 2, 3

Pro i = 2 je zapotřeb́ı rozš́ı̌rit skalárńı hodnotu źıskaného ześıleńı pro ř́ızeńı vedoućıho prvku
na vektor [K1, 0, 0]. Z těchto źıskaných matic ześıleńı lze zpětně sestrojit matici ześıleńı celého
systému s topologíı PF. Tato složená matice ześıleńı decentralizovaného ř́ızeńı má tvar:

K =

 K1 0 0 0 0
K2,1 K2,2 K2,3 0 0
0 0 K3,1 K3,2 K3,3

 . (123)

Pro tento tvar matice (123) lze vidět, že každý subsystém využ́ıvá pouze svých odchylek od
rychlosti a od předešlého sousedńıho vozidla veškeré stavy. Výslednou topologii viditelnou v
matici ześıleńı (123) lze potvrdit dle (47).

Použit́ım návrhu z [11] na náš zavedený model provedeme porovnáńı s navrženým distribuo-
vaným ř́ızeńım topologie PF, jelikož jako jediné splňovalo podmı́nku řetězové stability. Dále by se
mohlo ř́ızeńı porovnat i s topologíı BD nesplňuj́ıćı podmı́nku řetězové stability dle numerických
výpočt̊u, ale splněnou dle simulace pro vstupńı poruchu v podobě krátkého pulzu.

(a) Porovnáńı pr̊uběhu centrálńıho ř́ızeńı odchylek od
polohy vozidel s postupně všemi přidanými poruchami

(b) Porovnáńı pr̊uběhu distribuovaného ř́ızeńı odchylek
od polohy vozidel s postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 23: Porovnáńı pr̊uběhu navržených centrálńıch a distribuovaných ř́ızeńı odchylek od
polohy tř́ı vozidel s nenulovou chybou na vstupu každého vozidla

Veškeré pr̊uběhy na obrázćıch 23, 24 jsou rozděleny zhruba po dvaceti vteřinách dle po-
stupného p̊usobeńı shodných poruch na vozidla od prvńıho k posledńımu. U každého ř́ızeńı
lze vidět jisté výhody. U centrálńıch ř́ızeńı bylo zavedeno symetrické zpětné vazby zaručuj́ıćı
shodného ř́ızeńı pro jakékoliv vozidlo v koloně. Z graf̊u porovnávaj́ıćıch ř́ızeńı odchylek od po-
lohy na obrázku 23 tak lze vidět daného chováńı. Při symetrickém chováńı, ale vznikaj́ı nejvyšš́ı
odchylky od polohy a deľśı doby regulace při aplikované poruše. Obdobně tak plat́ı pro dané
ř́ızeńı u odchylek od rychlosti na obrázku 24. Pro optimálńı centrálńı LQR ř́ızeńı docháźı k
minimálńım odchylkám v poloze i rychlosti při aplikované poruše, ale nenastává výhod jako u
ř́ızeńı symetrickou zpětnou vazbou se shodným ř́ızeńım každého vozidla. Aplikovaná porucha na
některém z vozidel se tak š́ı̌ŕı pr̊uchodem kolony, ale postupně se snižuje.
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(a) Porovnáńı pr̊uběhu centrálńıho ř́ızeńı odchylek od
polohy vozidel s postupně všemi přidanými poruchami

(b) Porovnáńı pr̊uběhu distribuovaného ř́ızeńı odchylek
od polohy vozidel s postupně všemi přidanými poruchami

Obrázek 24: Porovnáńı pr̊uběhu navržených centrálńıch a distribuovaných ř́ızeńı odchylek od
rychlosti kolony tř́ı vozidel s nenulovou chybou na vstupu každého vozidla

U distribuovaného ř́ızeńı s topologíı PF má ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou s přǐrazenou dy-
namikou mı́rně horš́ı výsledky vzhledem k optimálńımu ř́ızeńı se strukturálńı dekompozićı z [11].
Dle p̊usobeńı poruchy na třet́ı vozidlo na obrázćıch 23b a 24b lze vidět, že porucha pr̊uchodem
kolonou směrem zpět k vedoućımu vozidlu se projev́ı pouze u prvńıho předchoźıho vozidla. Pro
veškerá zbylá předchoźı vozidla bude nulová, což vycháźı z této topologie PF. Výhoda distri-
buovaného ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou (=SZV) vzhledem k optimálńımu ř́ızeńı spoč́ıvá v
pr̊uchodu poruchy na následuj́ıćı vozidla směrem k posledńımu vozidlu. V této situaci při SZV
je již odchylka u následuj́ıćıch vozidel značně menš́ı v porovnáńı s optimálńım ř́ızeńım. Pro dis-
tribuované ř́ızeńı optimálńım regulátorem je tento pr̊uchod poruchy kolonou pouze mı́rně nižš́ı
pro odchylky od rychlosti kolony jednotlivých vozidel.

U každého ř́ızeńı můžeme nalézt svých výhod či nevýhod. Výběr ideálńıho ř́ızeńı tak zálež́ı
na požadovaném chováńı představuj́ıćı nejrychleǰśıho možného ř́ızeńı poruch, vzniku nejmenš́ıch
odchylek, sńıžeńı přenosu chyby na nejmenš́ı možnou hodnotu a nebo zavedeńı shodného ř́ızeńı
veškerých vozidel. V současnosti by bylo vhodněǰśı zavedeńı decentralizované strategie ř́ızeńı. U
těchto ř́ızeńı by prob́ıhala snaha využit́ı lokálńıch regulátor̊u nejnižš́ı komunikace se splněńım
ćıle. V této práci nebyla řešena kvalita signálu přenosu informaćı, můžeme uvažovat bezchybnou
kvalitńı komunikaci.
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4.4 Budoućı práce a vylepšeńı

V dané části proběhne krátká diskuze k možným rozš́ı̌reńım. Bude zmı́něna modifikace úlohy
v př́ıpadě, že autonomńı regulátory by byly dynamické. V této problematice kolony vozidel
prob́ıhalo omezeńı či zjednodušeńı v́ıce zp̊usoby.

Veškeré návrhy v práci se zabývaj́ı návrhem statické zpětné vazby. Jedńım z možných
rozš́ı̌reńı by mohl být návrh dynamické zpětné vazby. To by představovalo např́ıklad přidáńı
rekonstruktoru stavu se zavedeńım stavu zrychleńı. T́ım bychom doćılili dynamické zpětné vazby.

Daľśı zjednodušeńı spoč́ıvá ve znalosti veškerých stav̊u. Ve většině autonomńıch vozidlech
navržených v reálném světe již takové senzory k zisku potřebných veličin jsou zavedeny viz
obrázek 1. Nicméně při počátečńı realizaci této kolony do reálného světa by nemusely být veškeré
takové senzory zavedeny. Daľśı problém by tak mohl představovat selháńı jednotlivých senzor̊u
v těchto automobilech. Poté by se takové znalosti veškerých stav̊u zamezilo.

Následuj́ıćım omezeńım je velikost kolony. Zaměřili jsme se převážně na pozorováńı tř́ı vozi-
del, a to zejména z d̊uvodu velké náročnosti pro výpočet některými návrhy. Pozorováńı spoč́ıvalo
v prozkoumáńı situaćı a záležitost́ı na menš́ım počtu vozidel, které bychom dále mohli zjǐst’ovat
i u vyšš́ıho počtu vozidel.

Daľśı zjednodušeńı představovalo homogenitu vozidel viz 2.2.1. Při takové úpravě bylo doćıleno
toho, že každé vozidlo bylo shodné s jiným vozidlem, tedy veškerá vozidla měla shodnou dyna-
miku. V reálném světě se bude vyskytovat převážně situace, kdy většina vozidel zařazených
do kolony budou odlǐsná. Nicméně u nehomogenńıch kolon se provád́ı zobecněńı představuj́ıćı
chováńı homogenńıch kolon. Provád́ı se tak degradováńım vozidel, aby veškerá vozidla reagovala
shodnou rychlost́ı.

Nakonec z d̊uvodu náročnosti na výpočet složitěǰśıch tvar̊u Jordanovy formy nebylo možné
źıskat v́ıce možných variant symetrických či nesymetrických stavových vazeb. Pro experimen-
továńı a hledáńı těchto složitěǰśıch JF bychom mohli v budoućı práci využ́ıt super poč́ıtače. Užit́ı
řádově lepš́ıho poč́ıtače, než na kterém byly návrhy realizovány, by pravděpodobně umožnilo v́ıce
experimentovat se symbolickými výpočty.

Odstraněńım zmı́něných omezeńı či zjednodušeńı v práci se tak lze v́ıce přibĺıžit k návrhu
ř́ızeńı pro reálný svět.
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5 Závěr

Ćılem této práce byl návrh ř́ızeńı s r̊uznými informačńımi topologiemi mezi vozidly a násled-
nou realizaćı virtuálńı vizualizace pro kolonu vozidel. K źıskáńı ř́ızeńı bylo zapotřeb́ı zavést ma-
tematický model. Následně pro zavedený model bylo navrženo vhodné ř́ızeńı s kompletńı znalost́ı
stav̊u veškerých vozidel. Pro takovou centrálně ř́ızenou kolonu vozidel byl realizován virtuálńı
model pracuj́ıćı v reálném čase. Nakonec proběhly návrhy distribuovaného ř́ızeńı představuj́ıćıho
omezenou informačńı topologii mezi vozidly v koloně. Tato decentralizovaná ř́ızeńı byla zavedena
do virtuálńıho modelu kolony, ale pouze pro menš́ı počet vozidel z d̊uvodu náročnosti návrhu.

Prvńı část práce byla věnována uvedeńı do problematiky, zavedeńı požadovaného zjed-
nodušeńı v podobě homogenity a dále odvozeńı a źıskáńı vhodného modelu kolony vozidel. Z
výchoźıch diferenciálńıch rovnic vozidel byl odvozen odchylkový stavový model kolony vozidel.
V neposledńı řadě byly uvedeny definice řetězové stability souvisej́ıćı např́ıklad s H∞ normou,
která určila podmı́nku řetězové stability pro libovolný tvar poruchy přičtené ke vstupu systému.
Nakonec byla uvedena teorie symetrických systémů, která byla následně užita při návrhu ř́ızeńı.

Druhá část práce byla věnována návrhovým strategíım, představeńı některých možných to-
pologíı přenosu informace mezi vozidly a v neposledńı řadě zp̊usobu a realizaci virtuálńıho
modelu (digitálńı dvojče). Pro představu byl zobrazen požadovaný tvar zpětnovazebńı matice
některých základńıch topologíı. U návrh̊u ř́ızeńı jsme se omezili na návrhy statické zpětné vazby,
kde veškeré stavy systému byly známy. Zpočátku jsme se zaměřili na centrálńı strategii ř́ızeńı se
splněnými požadavky na obecnou i řetězovou stabilitu. Pro ř́ızeńı symetrickou stavovou zpětnou
vazbou byla zformulována hypotéza, která vycházela ze źıskaných přenosových funkćı a simu-
laćı. Zavedeńım tohoto strukturálně shodného ř́ızeńı pro jakékoliv vozidlo kolony bylo dle hy-
potézy vždy zaručeno splněńı podmı́nky řetězové stability pro tři až pět vozidel. Pro využit́ı
symetrických systému bylo dle obecných vztah̊u řečeno, že pro vyšetřeńı řetězové stability je
dostačuj́ıćı určit řetězovou stabilitu dle minimálńıho počtu přenos̊u pouze pro jediné vozidlo.
U návrh̊u symetrických ř́ızeńı tř́ı až pěti vozidel bylo dle zpětnovazebńıch matic už́ıváno pouze
odchylek od polohy. Následně jsme se pokoušeli o redukci symetrické zpětné vazby do podoby
decentralizovaného ř́ızeńı. Bohužel se nám toto nepodařilo z nedostatku volných parametr̊u.
Pro decentralizovanou kolonu vozidel jsme tak vycházeli z návrhu pomoćı nesymetrické stavové
zpětné vazby. Danou metodou bylo hledáno v́ıce možných přǐrazeńı dynamiky uzavřené smyčce
s libovolným tvarem Jordanovy formy. Vyhovuj́ıćıch tvar̊u Jordanovy formy se vyskytlo i v́ıce,
ale vždy jsme se omezili a zmı́nili pouze jediný nejvýhodněǰśı či nejzaj́ımavěǰśı tvar. Následně
byly určeny volné parametry, pomoćı kterých byl zvolen požadovaný tvar zpětnovazebńı matice
zaručuj́ıćı informačńı topologie. Bohužel u těchto topologíı nebyla splněna podmı́nka symet-
rické zpětné vazby. Pro nalezené řešeńı byly zobrazeny výsledky a provedena diskuze splněńı
či nesplněńı podmı́nky řetězové stability. Posledńı část sekce se zabývala realizaćı, využit́ım a
popisem pojmu a funkcionalit digitálńıho dvojčete.

Posledńı část byla věnována porovnáńım metod jednotlivých strategíı. K těmto porovnáńım
bylo přidáno decentralizované inteligentńı ř́ızeńı publikované v [11]. Pro veškerá porovnáńı byla
provedena diskuze zmiňuj́ıćı výhody či nevýhody jednotlivých ř́ızeńı. V př́ıpadě decentralizo-
vaného ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou byly zobrazeny pr̊uběhy a prodiskutovány výsledky v́ıce
vozidel pro některé nalezené topologie. Z d̊uvodu náročných výpočt̊u nebyly v zákoně ř́ızeńı na-
lezeny veškeré požadované informačńı topologie. Nakonec byla prodiskutována některá možná
vylepšeńı v podobě odstraněńı omezeńı, zjednodušeńı či přidáńı úprav. V budoućı práci bychom
tak mohli už́ıt programovatelných aut́ıček na autodráze k reálnému předvedeńı výsledk̊u dle
zmı́něných vylepšeńı. Př́ıpadně levněǰśı variantu by představovalo vylepšeńı digitálńıho dvojčete
kolony vozidel.
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[10] Simon Hallé a Brahim Chaib-draa. “A collaborative driving system based on multiagent
modelling and simulations”. In: Transportation Research Part C: Emerging Technologies
13.4 (2005). Agents in Traffic and Transportation: Exploring Autonomy in Logistics, Ma-
nagement, Simulation, and Cooperative Driving, s. 320–345. issn: 0968-090X. doi: https:
//doi.org/10.1016/j.trc.2005.07.004. url: https://www.sciencedirect.com/
science/article/pii/S0968090X05000343.

[11] G. Hammar a V. Ovtchinnikov. Structural Intelligent Platooning by a systematic LQR al-
gorithm: Semantic scholar. Led. 1970. url: https://www.semanticscholar.org/paper/
Structural- Intelligent- Platooning- by- a- Systematic- Hammar- Ovtchinnikov/

db2fb859dc795b03133cb24f627fdbfdbd3d5014.

[12] Ivo Herman et al. “Scaling in Bidirectional Platoons With Dynamic Controllers and Pro-
portional Asymmetry”. In: IEEE Transactions on Automatic Control 62.4 (2017), s. 2034–
2040. doi: 10.1109/TAC.2016.2594169.

59

https://doi.org/10.1109/TAC.2002.800646
https://doi.org/10.1109/TAC.2002.800646
https://doi.org/10.1109/ITSC.2018.8570013
https://courseware.zcu.cz/portal/studium/courseware
https://courseware.zcu.cz/portal/studium/courseware
https://doi.org/10.1109/TAC.2004.834433
https://doi.org/10.1109/TAC.2004.834433
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.arcontrol.2019.03.001
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.arcontrol.2019.03.001
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1367578819300240
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1367578819300240
https://pastel.archives-ouvertes.fr/tel-02275824
https://pastel.archives-ouvertes.fr/tel-02275824
https://doi.org/10.1109/TITS.2012.2204053
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.trc.2005.07.004
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.trc.2005.07.004
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0968090X05000343
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0968090X05000343
https://www.semanticscholar.org/paper/Structural-Intelligent-Platooning-by-a-Systematic-Hammar-Ovtchinnikov/db2fb859dc795b03133cb24f627fdbfdbd3d5014
https://www.semanticscholar.org/paper/Structural-Intelligent-Platooning-by-a-Systematic-Hammar-Ovtchinnikov/db2fb859dc795b03133cb24f627fdbfdbd3d5014
https://www.semanticscholar.org/paper/Structural-Intelligent-Platooning-by-a-Systematic-Hammar-Ovtchinnikov/db2fb859dc795b03133cb24f627fdbfdbd3d5014
https://doi.org/10.1109/TAC.2016.2594169


[13] Muhammad Rony Hidayatullah a Jyh-Ching Juang. “Centralized and Distributed Control
Framework Under Homogeneous and Heterogeneous Platoon”. In: IEEE Access 9 (2021),
s. 49629–49648. doi: 10.1109/ACCESS.2021.3068968.

[14] How machine learning in automotive makes self-driving cars a reality: Mindy Support
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6 Př́ılohy

Př́ıloha 1 - Digitálńı dvojče

Obrázek 25: Digitálńı dvojče vytvořené v App Designeru k simulaci kolony v reálném čase
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Př́ıloha 2 - Pr̊uběh ř́ızeńı poruch topologie BD a SF

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel
s přidanou poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
s přidanou poruchou

Obrázek 26: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie SF s
vektorem počátečńıch podmı́nek x(0) = [0, 4, 0, 2, 0]T

(a) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od polohy vozidel
s přidanou poruchou

(b) Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
s přidanou poruchou

Obrázek 27: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek decentralizované kolony tř́ı vozidel za užit́ı topologie BD s
vektorem počátečńıch podmı́nek x(0) = [0, 4, 0, 2, 0]T
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