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Abstrakt

Tato prace se zabyva popisem mechanickych vlastnosti pryze, pouzivané jako
pruzici prvek v tramvajovych kolech. Na trhacim stroji byly provedeny zkousky
jednoosym tahem, tlakem a prostym smykem. Pro vypoc¢ty byl vybran ma-
teridlovy model sestavajici z Mooneyova-Rivlinova pétiparametrického modelu
pro vypocet rovnovazné odezvy, modelu viskoelasticity pro velké deformace
a modelu deformac¢niho zmékéeni (Mullinsova efektu). V' prostfedi Matlab
byly implementovany skripty pro identifikaci parametrt tohoto modelu. Vyuzity
byly optimaliza¢ni algoritmy a konecnéprvkové modely experimenti v systému
MSC.Marec.

Abstract

This work deals with the description of mechanical properties of rubber that is
used as a vibration-damping element in tram wheels. Tests in uniaxial tension,
compression and simple shear have been made. The material model that was
chosen consists of Mooney-Rivlin five-parameters material model for calculating
the equilibrium response, of a viscoelasticity model for large deformations and of
a model of strain-induced softening (Mullins’ effect). Scripts for the identification
of parameters of this model have been implemented in Matlab environment.
Optimization algorithms and finite elements models in MSC.Marc were used.
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Znaceni

Sloupcové matice - vektory - malymi tuénymi pismeny (napf. x, b), matice
velkymi tuénymi pismeny (napf. A). NeproloZenymi malymi pismeny s indexy
jsou znaleny slozky vektori. Horni index 7 znadf transpozici.

T, [K] teplota skelného pfechodu,
W [Jm™3] hustota deformaé¢ni energie,
I, I, I3 [—] invarianty deformace,
S druhy Piolav-Kirchhoffav tenzor napjatosti,
x [m] prostorové soufadnice,
y [m] materialové soufadnice,
p [kgm™!] hustota,
f [Nm~3] objemova sila
4 [m] predepsany posuv,
& [Pa) piedepsané napéti,
n; [—] slozky vektoru vngjsi normaély,
Q oblast, ve které se fesi okrajova tloha,
o ¢ast hranice télesa, na které jsou predepsany posuvy,
02 ¢ast hranice télesa, na které jsou pfedepsana napéti,
u [m] vektor posunuti,
F [—] deformaéni gradient,
R[] tenzor rotaci,
U [—] pravy tenzor protaZeni,
V [-] levy tenzor protazeni,
C[-] pravy Cauchytuv-Greentiv deformacni tenzor,
E [-] Greentiv deformagni tenzor,
B[] levy Cauchyiv-Greentv deforma¢ni tenzor,
e[-] Almansiiv deformac¢ni tenzor,
e [—] infinitesim&lni tenzor pfetvofeni,
Al-] pomérné protazeni,
I [m] délka elementu,
lo [m] podatecni délka elementu,
ALy A2y Az [—] hlavni pomérné protaZeni,
J jakobian deformace,
E;;r [Pal slozky elastického tenzoru,
C [Pa] parametr neohookeovského modelu,
n[—] pocet polymernich fetézci na jednotku objemu,
T [K] termodynamicka teplota,
k Boltzmannova konstanta,
parametr neohookeovského modelu,
E [Pa] Youngtv modul pruznosti,
Im [—] druhy parametr Gentova modelu,
N [-] pocet segmenti molekulového Fetézce,
p [Pa] hydrostaticky tlak,
E(t) relaxa¢ni funkce (jadro),
D(t) creepova funkce (jadro),
D1 (t), Da(t1,t2),... creepova jadra viceintegralniho modelu,
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mnozina v8ech realnych ¢&isel,

n-ty soucinitel v Pronyho rozvoji hustoty
deformacni energie,

n-ty relaxacni ¢as v Pronyho rozvoji hustoty
deformacni energie,

vnitini proménna prislusna n-tému ¢lenu

Pronyho rady,

prirtstek napéti v m-té éasové vrstve,

prirtstek vnitini proménné piislusné n-tému ¢lenu
Pronyho rady,

parametr vyvoje poruSeni materialu,

Kachanovuv faktor,

hustota deformadni energie spo¢tené podle modelu
bez porusenti,

parametry aditivniho rozkladu Kachanovova faktoru,
parametry Ogdenova-Roxburghova modelu porusent,
hodnoty deformaci predepsanych pii experimentu,
hodnoty ¢asovych prodlev predepsanych pfi
experimentu,

rychlost zatézovani, tj. posuvu Celisti,

Casova zména (rychlost) deformace resp zkosu,
parametry dvouparametrického Mooneyova-Rivlinova
hyperelastického modelu,

sfla,

plocha nedeformovaného priifezu,

vektor optimaliza¢nich parametri,

cilova funkce pfi optimalizaci,

pripustna mnozina,

parametry pétiparametrického Mooneyova-Rivlinova
hyperelastického modelu,

startovaci bod jednorozmérné optimalizace,
pocatecni délka kroku jednorozmérné optimalizace,
interval neurcitosti,

vektory rodi¢i v genetickém algoritmu,

vektor potomka,

operator kiizeni,

parametr heuristického kiizeni,

j-té iterace gradientniho algoritmu,

délka kroku gradientniho algoritmu,

smér postupu gradientniho algoritmu v j-tém kroku,
gradient cilové funkce f v bodé x(7),

funkce rovnostniho omezent,

funkce nerovnostniho omezeni,

pocet rovnostnich omezeni,

pocet nerovnostnich omezenf,
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1 UVOD 1

1 Uvod

Elastomery jsou latky patfici mezi polymery, tedy latky tvofené dlouhymi
molekulovymi Fetézci. Do skupiny elastomerii byva material obvykle fazen, méa-
li pfi béZnych, nezvysSenych, teplotach schopnost dosahovat velkych vratnych
(elastickych) deformaci jiz pfi ptisobeni malych napéti [25].

Elastomerni materialy nachazi bezpocet aplikaci. Dobrym pfikladem jsou ze-
jména rizné tlumice vibraci, tésnéni a pneumatiky. Jde o aplikace, kde je vyuzita
prirozena schopnost elastomera dosahovat velkych vratnych deformaci a dobré
tlumici schopnosti. Na druhou stranu dochazi v elastomerech k rozli¢nym pro-
jevam degradace a zménam mechanickych vlastnosti, které je potieba brat pfi
navrhu v uvahu.

Mezi typické deformad¢ni vlastnosti elastomeri patii nelinearni rovnovazna
odezva, kterou je nutno brat v potaz méa-li pfi provozu v soucasti dochazet
k velkym deformacim. Déle je patrna vyrazna zavislost mechanickych vlastnosti
na teploté, Casto se u pryze a podobnych materiala hovoii o tzv. entropické
elasticité, pri které jsou vnitini sily v materidlu disledkem tepelného pohybu
molekul. Dale mé zejména v piipadé periodicky namahanych soucasti velky
vyznam ¢asové zavislé chovani — viskoelasticita — disipace energie a s nf sou-
visejici deformaéni zmékéeni. V neposledni fadé je potfeba brat v dvahui trvalé
deformace a starnuti materidlu v zavislosti jak na historii zatézovani tak na
vlivech prostiedi.

Pravé tyto vlastnosti a s nimi spojené jevy piinésSeji i specifické pozadavky
na matematické modelovani pryzovych soucastek. Nebot maji-li byt uvedené
vlastnosti patfi¢né vyuzity a ma-li byt vysledné konstrukce spolehlivé, je nutné
znat vlastnosti pouzitych materiald a umét presné predvidat podminky ve
fungujicich soucastkach.

Vyse uvedené vlastnosti byvaji vysvétloviny vnitini stavbou elastomert.
Ta je diametralné odlisnéd od kovovych materiali, prevazné pouzivanych pfi
konstrukci strojnich zafizeni. Polymerni materidly, mezi které pryz patii,
jsou tvoreny molekulami, jezZ mohou dosahovat makroskopickych rozméra. Jde
o dlouhé molekularni Fetézce nebo o celé sité (napf. v pripadé vulkanizovanych
pryZi nebo gelid). Mechanické vlastnosti takovych materiala vyrazné zavisi na
mikroskopické stavbé, tj. na druhu vazeb mezi molekulovymi Fetézci, typické
délce Tetézci, apod.

Zahrnuti uvedenych jevi do vypoctu skuteénych konstrukei je obrovskou
vyzvou. Je nutné mit k dispozici vhodné konstitutivni vztahy, metody
diskretizace a metody k numerickému feSeni vzniklych rovnic. Pfiblizné od
CtyTicatych let minulého stoleti bylo v tomto sméru dosazeno nevidaného
pokroku zejména poté, co rozmach vypocetni techniky umoznil snadnou imple-
mentaci numerickych metod FeSeni okrajovych tloh mechaniky kontinua, a tim
také moznost testovani matematickych modeli i na slozitych ulohéch. V apli-
kacich jde p¥i modelovini pryzovych dili ¢asto o kontaktni tlohy, které jsou
naro¢né samy o sobé. Ve vztahu k novym materidlovym modelim lze Fici, ze
v soucasné dobé uz i jejich odvozovani probih4 s prihlédnutim k snadné algorit-
mizaci, pfipadné lze na zakladd implementace upravit (sjednotit) pohled na jiz
existujici modely (pf.: podobnost modelu viskoelasticity a pFiriistkové formulace
plasticity).

Korektné formulovat okrajovou tlohu a nalézt jeji spravné reSeni mize byt



1 UVOD 2

obtizny tkol. Jesté vétsim problémem vSak byva dosaZeni dobré shody modelu
se skuteéné zméfenymi vysledky. Druhy z uvedenych problémt zahrnuje volbu
materidlového modelu a identifikaci jeho parametri coz je hlavnim cilem této
prace.

Pfimou motivaci této prace je vyvoj modernich tramvajovych kol, ktera ob-
sahuji pryzové segmenty kvili tlumeni vibraci a hluku. Tyto segmenty jsou
silné naméahany a zavisi na nich funkénost celku. Je proto kladen zvlastni duraz
na jejich provedeni, které je neustéle pfedmétem vyzkumu a inovaci. Soucasti
celého procesu je samoziejmé numerické modelovani kol, které predchézi vyrobé
a zkouSeni{ prototypt. Cilem této préace tedy bylo, v névaznosti na pfedchozi
vyzkum, vybrat vhodny materidlovy model pro popis mechanickych vlastnosti
a identifikovat jeho parametry pro zadany materidl. Sledovanymi jevy byla
predevsim nelinedrni rovnovazna odezva a viskoelasticita. Pozdé&ji byl model
rozsifen jesté o popis mikromechanického poruseni (tzv. Mullinsiv efekt).

V této praci sice byla zkoumana také zavislost mechanickych vlastnosti pryze
na teploté, nicméné zatim byl pouzit materidlovy model bez teplotni zévislosti.
Vysledky pro rtzné teploty byly pouze kvalitativné porovnany mezi sebou.

Prace je organizovana nasledujicim zpiisobem: V nésledujici kapitole je
struéné shrnut soucasny stav problematiky. Tteti kapitola podrobné rozebira
matematicky model tilohy pruznosti, velkd pozornost je vénovana konstitutivnim
vztahim pouZivanym pii modelovani pryze (kap. 3.2) a jsou uvedeny i metody,
které byly pouzity k feSeni téchto uloh (kap. 3.3). Ve ¢tvrté kapitole jsou po-
psany experimenty, potfebné pro identifikaci parametria daného materialu, je-
jich provedeni a zptisob zpracovani naméfenych dat. Ctvrta kapitola popisuje
samotné techniky identifikace pomoci optimaliza¢nich algoritmi. V zavére¢nych
dvou kapitolach jsou uvedeny dosazené vysledky a zavéry pro jejich pouziti a pii-
padnou dalsi praci na tomto tématu.
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2 Historicky vyvoj a soucasny stav problematiky

Vzhledem k Sirokému uplatnéni pryZze existuji i rizné naroky na jeji matematické
modelovéani. Casto jsou v praktické aplikaci dominantni jen nékteré z obvyklych
vlastnosti elastomerti (nelinearni elasticita, viskoelasticita, poruseni materialu,
plastické deformace, teplotni zavislost) a vliv ostatnich lze zanedbat. Mize to
byt zptisobeno jak vlastnostmi konkrétniho materialu, tak zptisobem namahani.
Analogickou situaci lze do jisté miry pozorovat i u matematickych modeli. Casto
je konstitutivni vztah odvozen v takovém tvaru, aby dobfe popisoval néktery
jev, ale jiné zcela ignoruje. Lze tedy nalézt i rizna rozsiteni pfedchozich modeli,
nebo uplné nové modely, které jsou od zacitku odvozeny tak, aby zahrnovaly
i drive zanedbévané vlivy.

Takto bylo odvozeno velké mnozstvi konstitutivnich vztaht, schopnych vzdy
s jistou mirou presnosti popsat nékteré jevy v mechanickém chovani elastomerii.
Casto je také shoda modelu se skutecnosti omezena na jisty rozsah deformaci,
rychlosti deformace, pfipadné jen na nékteré mody namahéani. Modely lze podle
zpusobu odvozeni rozdélit do tii skupin [20]. Fyzikalni modely n&jakym zpii-
sobem reflektuji vnitini stavbu materidlu a fyzikalni zdkony. Jiné modely jsou
odvozeny na zakladé termodynamickych zékont. Je to nap¥. Schaperyho ne-
linearni viskoelasticky model v [42]. Tteti skupinou jsou modely fenomenolo-
gické, které maji takovy tvar, aby s jejich pomoci bylo mozno dobie popsat
makroskopické chovani materidlu a lépe se hodi k popisu materialu jako kon-
tinua.

V neposledni fadé je jisté vhodné zminit, ze uvadéné modely nejsou vazany
jen na modelovani pryze, ale pouZivaji se také napiiklad v biomechanice, nebot
mnohé tkdné maji podobnou stavbu a nésledné vykazuji i podobné vlastnosti
jako primyslové pouzivané polymery. Viskoelastické modely se pouzivaji k mo-
delovani dynamického chovani plastii a na nich zaloZenych kompozitu.

2.1 SloZeni pryze

Jak jiz bylo naznaceno v ivodu, sklada se pryz z polymernich fetézcii. Aby byla
vylou¢ena moznost nevratného toku molekul, je nutné dosahnout pfi vyrobé
uréitého stupné zesitovani, tj. propojeni Fetézcli vazbami, pfedev§im chemic-
kymi. Zéalezi na chemickém sloZeni, jaky typ vazeb a pomoci jakého ¢inidla lze
v daném materidlu vytvorit. Mira zesitovani je jedna z vlastnosti, kterou se elas-
tomery mohou ligit od ostatnich polymernich materiali [25]. Ma také vyrazny
vliv na jejich tuhost, rozsah vratnych deformaci, miru disipace a tvar tahové
k¥ivky [22].

Vazby mezi molekulovymi TFetézci ptisobi skuteéné jako kinematické vazby
pfi pohybu molekul a maji tedy pfimy vliv na deformacni vlastnosti materi-
alu. Zmény v zesitovani se pak projevuji jako zmeény tuhosti, trvalé deformace
nebo naopak pomalé obnoveni tuhosti béhem déletrvajictho odlehéeni, zvlasté
za zvySené teploty [21, 30]. Browniiv pohyb molekul polymerni matrice zase
vysvétluje Casové zavislé chovani materidlu (relaxaci napéti, creep) a zcasti
i vyraznou teplotni zéavislost mechanickych vlastnosti. Typicky esovity tvar
tahové kiivky slabé zesitovanych elastomert se mimo jiné vysvétluje tak, Ze
material pii velkych deformacich krystalizuje a zesitovani se zahustuje vlivem
zvyseni podilu pevné faze [25, 39].

Kromé chemickych vazeb mohou byt mezi molekulami polymeru také tzv.
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propleteni 2

dvou fetézcl

volny konec

(a) idealni polymerni sit (b) realna polymerni sit
Obréazek 1: Piiklad idealni a realné polymerni sité.

fyzikalni vazby. Jsou to vazby prostfednictvim ¢astic plniva (napf¥. sazi) nebo
kontaktu (zapleteni) fetézcii v realné polymerni siti (viz obr. 1). Samotné
polymerni Fetézce jsou ohebné, nebot v jednoduchych chemickych vazbach muze
dochézet k rotacim. Molekula polymeru tak miZze v prostoru zaujimat rizné
polohy — tzv. konformace [22].

Aby byla patrna entropicka elasticita, musi byt polymerni matrice zesitovana
fidce. Diky tomu je umoznén dostatecné volny pohyb molekulovych fetézci,
ale diky zesitfovani je stéle zamezeno viskoznimu toku molekul polymeru [25].
S rostoucim stupném zesitovani se oviem zvySuje i teplota skelného prechodu T},
pod niz material ztraci schopnost velkych vratnych deformaci a v deforma¢nim
chovani materialu se jiz entropicka elasticita neprojevuje [39].

2.2 Rozdéleni pozorovanych jevii v mechanickém chovani
pPryze
2.2.1 Nelinearni elasticita

Deformaé¢ni chovani pryze je mozné rozdélit na elastické a inelastické. Elastické
chovani lze pozorovat pfi velmi pomalém, tzv. kvazistatickém, zatézovani. Pti
dostateéné pomalém zatézovani je material ve stavu termodynamické rovnovahy
(resp. velmi blizko). Je-li rovnovazna odezva materialu — napéti — funkei pouze
deformace, material se nazyva hyperelasticky. Matematické modely téchto ma-
teriali jsou popsény v kap. 3.2.1.

Hyperelastické chovani pryze bylo Gspé&sné modelovano uz od ¢tyticatych let
dvacétého stoleti. Nejdiive byly analyticky feSeny jednodussi dlohy. Lze nalézt
i pomérné zajimavé vysledky odvozené z velmi obecnych predpokladt. Napii-
klad feSeni nehomogennich deformaci odvozené pouze za piedpokladu, Ze de-
formaéni energie W je funkei invariantii deformace I a I (viz [37], vysvétlent
pojmi v kap. 3.2.1). S rozvojem numerického modelovani na po&itacich lze fesit
i tlohy velmi slozité co do geometrie, zatézovani a materialovych vlastnosti.

Mezi obvyklé modely hyperelastickych materiala pat¥i (kromé& Hookeova
zékona): jednoparametricky neohookeovsky model, ktery vychhazi z termo-
dynamické teorie elasticity, déle dvouparametricky Mooneyho-Rivlintiv model,
pozdéji zobecnény pro vyssi pocty parametri, Ogdentv, Gentiv nebo model
Arruda-Boyce. U neohookeovského a dvouparametrického Mooneyova-Rivlinova
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modelu se uvadi dobra shoda s tahovymi experimenty pro malé a stfedni hod-
noty deformaci. Modely s vice parametry jsou schopny popsat dobfe i velké
tahové deformace. U novéjsiho Ogdenova to mize byt az do 700 % [26]. Na
druhou stranu se u téchto modeli ¢asto stava, ze pfi dobré shodé s experi-
mentem v jednom médu namahani neni dobra shoda v jinych médech.

Modely jsou obvykle formulovany pro nestladitelny material, ale lze je rozsitit
i o uvazovani stlacitelnosti. Takové modely lze potom pouZit i pro modelovani
jinych druht materiéla nez pryze, napt. pén nebo plastii. Samotné pryz je vétsi-
nou modelovéana jako izotropni materiél, prestoZe tento predpoklad nemusi byt
platny vzhledem k technologii vyroby nebo zménadm v materidlu vlivem histo-
rie zatézovani. Uvazovani anizotropie ale zdaleka neni vyjimkou, zejména pfi
vypoc¢tech pneumatik a jinych vlakny vyztuzenych konstrukei (viz napf. [44])
nebo v biomechanice.

2.2.2 Viskoelasticita

Dalgim vyraznym jevem v deformaénim chovani pryze je Casova zavislost —
viskoelasticita. V praxi se pfi modelovani riznych materidli ¢asto pracuje
s linearnim viskoelastickym modelem. Jeho vyhodou je jednoduchost a mnozstvi
analyticky odvozenych vztahti mezi sledovanymi veli¢inami. Také fyzikalni vyz-
nam veli¢in, se kterymi linedrni viskoelasticky model pracuje, je vétsinou zrejmy.
Vycerpavajici pfehled lze najit nap¥. v monografiich [5] nebo [18§].

Pfi modelovéani elastomeri, stejné jako mnoha plasti, je kvili velkym dosa-
hovanym deformacim nutno pouzivat nelinearni varianty. Existuji jedno- a vi-
ceintegralni modely, modely Schaperyho typu nebo napt. model Bergstrom-
Boyce [1, 2, 5]. Z uvedenych jsou ¢asto pouzivany modely Schaperyho typu
pro svoji zna¢nou variabilitu. Velmi podrobné se jim vénuje ¢lanek [20], kde je
popséano jak jejich odvozeni, tak identifikace parametri modelu na zakladé expe-
rimentid s polypropylenovymi vzorky. Pivodné byl model publikovan v ¢lanku
[40] pro vypocet napéti pii zadané deformaci a ve zprave [41] obracens. Clanek
[9] nebo Rooijackers ve své dizertaéni praci [38] se zabyvaji zptisoby numerické
implementace Schaperyho modelu, coz je u nelinearnich modeli obecné problém.
V systému MSC.Marc je implementovan model viskoelasticity zaloZeny na praci
Govindjee a Simo, ktefi se v osmdesétych a devadesatych letech zabyvali viskoe-
lastickym chovanim a poruSenim pryze (viz dale). Jejich postup a dalsf odkazy
lze nalézt nap¥. v ¢lancich [36] nebo [43]. Nevyhodou nelinearnich modela také
Casto byva, ze obsahuji funkce zévislé na druhu materialu ¢i jeho stavbé, které
se tézko zjistuji pfi jiné aplikaci, neZ pro kterou byly odvozeny.

2.2.3 Neelastické jevy nezavislé na case

Kromé ¢asové zavislych vlivii na mechanické vlastnosti materialu lze pozorovat
jesté dalsi jevy, napiiklad zavislost na maximélni dosaZené deformaci (tzv.
Mullinsiv efekt) nebo plastické deformace. Deformadni zmékéeni je u elas-
tomerit ¢asto vysvétlovano jako poruSeni (angl. damage) na mikroskopické
arovni a souvisi s Tadou dalSich jevi, jako je napf. opétovny nartst tuhosti
v odleh¢eném materidlu, zvlasté za zvySenych teplot. Mullinstuv efekt byl za-
znamenan jiz na pocatku dvacatého stoleti v ¢lanku [4] a ve tficatych letech
Holtem v [15]. Nazev nese po Leonardu Mullinsovi, ktery realizoval v tomto
sméru velké mnozstvi méfeni na vulkanizovanych pryZzich, viz [29, 30]. Teorie
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vysvétlujici mechanismus deformacniho zmékéeni existuji dvé. Mullins a Tobin
[30, 31], Hardwood a Payne oznacuji jako pii¢inu krystalizaci vyvolanou de-
forma¢nim cyklem. Bueche, Dannenberg a Rigbi uvadi, Ze mechanismem de-
forma¢niho zmékceni je pohyb ¢astic plniva vzhledem k polymerni matrici.
Nevyhodou prvni skupiny teorii je, Ze zahrnuje stavy daleko od termodyna-
mické rovnovahy, a porozuméni uvedenému mechanismu zatim neni dostacujici.
Obecné lze Fici, Ze neelastické jevy souvisi se zménami v zesitovani polymeru
a pii jejich modelovani se tedy ¢asto uplatiiuje mikromechanicky pfistup.

Vliv poruSsovani materidlu na jeho mechanické vlastnosti lze na
makroskopické tdrovni uvazovat jednoduSe pomoci tzv. Kachanovova faktoru
[16, 27]. Jeho konkrétni pfedpisy pro pouziti pii modelovani pryZe jsou napf.
aditivni rozklad implementovany v systému MSC.Marc zaloZeny na mikrome-
model Ogden-Roxburgh [33], & Qi-Boyce [35]. Pro neizotropni materialy je tento
pfistup odvozen v [16].

2.3 Identifikace parametri materidlovych modela

Pro jednodus$si materidlové modely, jako je neohookeovsky nebo dvouparamet-
ricky Mooneyiv-Rivliniv model, 1ze pro jednoduché pripady namahani odvodit
vztahy uZziteéné pii identifikaci parametri téchto modelt. Vyznamnym pii-
kladem je tzv. Mooneyova-Rivlinova rovnice, pomoci niz lze zjistit hodnoty
parametri dvouparametricktho Mooneyova-Rivlinova modelu z grafu tahové
zkousky. Vice viz kap. 5. Jednoduchym zpusobem zkouSeni mechanickych vlast-
nosti pryze je méfeni tvrdosti. Existuji vzorce pro vypocet parametrii linedrniho
elastického modelu z obvykle udavanych hodnot tvrdosti (napt. podle Shorea
nebo Brinella). Neni ale mozné z nich uréit nelinedrni odezvu ani viskoelastické
chovani.

V soucasnosti pro identifikaci parametri materidlovych modeli z expe-
rimentalnich dat existuji softwarové nastroje. Casto jsou soucésti komerénich
kone¢néprvkovych softwarovych baliki, ale existuji i samostatné aplikace, napf.
program mCalibration. Obvykle je potieba zadat data z nékolika zkousek
v riznych modech namahani (tah, tlak, smyk, viceosa zkouska). Naméfena
data musi byt pfepo¢tena na napéti a pomérné deformace (pfi¢emz méfené
veli¢iny jsou sila a posunuti). Poté se ladi parametry modelu tak, aby byla
zi'ejmé presnéjsi zpusob identifikace spo¢iva v modelovani celého experimentu,
napf. metodou kone¢nych prvki, ¢imZ se odstrani nutnost pfepoctu meétrenych
veli¢in na pomérné deformace a napéti. Tento postup byva vidén v pracech,

Pro samotny proces identifikace parametrt (tj. minimalizace odchylky
vysledki modelu od experimentu) se pouZivaji optimalizaéni algoritmy. Casto
postaci néktery gradientni algoritmus (napf. [8] — identifikace materialovych
parametri kompozitu sestavajictho z viskoelastickych vldken a hyperelastické
matrice), ale v pfipadé nelinearnich materidlovych modeld, zvlasté s dalsimi
(geometrickymi) nelinearitami, je obvykle nutné pouzit nékterou z technik
globalni optimalizace. Tato oblast je v poslednich letech velmi progresivni.
Algoritmy schopné globalni optimalizace jsou hojné pouzivany, coz déile mo-
tivuje jejich vyvoj. Priklady takovych algoritmi jsou: genetické algoritmy, trust-
region algoritmus, metoda rojeni ¢astic (tzv. swarm particle optimization) nebo
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metoda simulovaného zihani (angl. simulated annealing). Tyto metody velmi
Casto vyuzivaji heuristiku k odhaleni potencialnich oblasti minima, nebot sys-
tematické prohledavani pripustné oblasti je, zejména s rostouci dimenzi tlohy,
netnosné naro¢né. Piehledny vyklad a seznam algoritmui a jejich charakteristik
lze nalézt napt. v [32]. Ve verzi Matlabu R2010a se uZ oficialné nachazi tool-
box pro globalni optimalizaci, kde je fada uvedenych metod implementovana,
pricemz uz dfive bylo moZzné najit fadu projektu, které globalni optimalizaci
néjakym zptisobem fesily (napf. gatbx — toolbox implementujici geneticky algo-
ritmus).
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3 Matematicky model stavové tlohy

Matematicky model tlohy mechaniky kontinua obvykle sestdva z rovnic
rovnovahy, z kinematickych rovnic a z konstitutivnich vztahid. Posledni uve-
dené vyjadiuji vlastnosti materialu. Pro feSeni konkrétni tlohy je také tieba
doplnit okrajové a poc¢ateéni podminky.

V pripadé tlohy elasticity pro velké deformace lze uvedené vztahy zapsat
v kartézskych soufadnicich jako [17]:

9 g oul ,
- vy W — _f?
5 (S +5 81:P> pft, xeq, (1a)
1 (0u;  Ouy oul Ouy
Eij = 2 (&ﬂ T ow Yowow ) TE 2, (b)
S = SU(Eyt),t), xcQ, (1c)
u; = ’LALZ', x € an, (].d)
ij ip O s
(S J + S paxp> n; = 0, x € 892 (16)

Uvedené vztahy jsou: rovnice rovnovahy (la), kinematickd rovnice (1b), kon-
stitutivni vztah (1c) a odkrajové podminky (1d) a (le). Veli¢iny vystupujici
v téchto rovnicich jsou: druhy Pioluv-Kirchhoffiv tenzor napjatosti S, pros-
torové souradnice x, posuvy u, hustota p, objemova sila f, Greentiv deformaéni
tenzor F, posuvy 4 predepsané na Casti hranice 01, napéti & predepsané na
¢asti hranice 0€y a vektor vnéjsi normaély n.

3.1 Kinematika

Pii popisu pohybu télesa v prostoru lze v rznych ¢asovych okamzicich zazna-
menat jeho polohu - konfiguraci. PFirozeny vyznam maji poc¢ateéni (nedefor-
mované) a aktualni (deformovana) konfigurace. Kazdému bodu té&lesa lze pfifa-
dit soufadnice a to:

e Materidlové (Lagrangeovy) soufadnice y; jsou pfifazené materidlovému
bodu (&astici), sleduji jeho pohyb v ¢ase.

e Prostorové (Eulerovy) souradnice x; jsou spojeny s bodem v nehybném
prostoru.

Vztah mezi materidlovymi a prostorovymi soufadnicemi je popsén invertovatel-
nymi funkcemi

x = x(y,t), (2a)
Pro malé (infinitesimalni) deformace oba piistupy (Eulertv a Lagrangetiv) sply-
vaji. Eulertiv pfistup se vyuziva spiSe v mechanice tekutin, zatimco p¥i popisu
kinematiky pevnych téles je obvykly Lagrangetv pfistup a bude zde proto
uvazovan nadale. V numerickych vypoétech lze pii uvazovani velkych deformaci
rozligit jestd tzv. totalni (total) nebo aktualizovanou (updated) lagrangeovskou
formulaci. V prvni z nich se bere za referen¢ni konfiguraci poc¢ateéni (nede-
formovana). Naproti tomu v aktualizované lagrangeovské formulaci se bere za
referen¢ni vzdy konfigurace z predchozi ¢asové hladiny.
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Pole posuvi je [6]
u(x,t) = x - y(x,1) = x(3,£) - y. 3)

Deformace télesa se vyjadiuje pomoci tzv. deformac¢niho gradientu

Ix
F(y,t) = —. 4
=5 (4
Jeho polarni rozklad
F=RU=VR (5)

definuje tenzor rotaci R (ortogonalni) a pravy resp. levy tenzor protazeni U
resp. V (oba pozitivné definitni a symetrické) [3].
Tenzory pietvofeni jsou potom [6, 17, 44]:

e Materialové:

— pravy Cauchytv-Greenitv deformacni tenzor C = U? = FTF,

— Greeniv deformaéni tenzor E = 2(F7F —1) = 2(C — 1)
e Prostorové:

— levy Cauchytv-Greenitv deformaéni tenzor B = V2 = FFT |

— Almansitiv deformaéni tenzor e = 3(1 — F7F~1) = 1(1 - B7!).
T
e Infinitesimalni tenzor pretvofeni ¢ = % ((g’;) + (g%) > .

V literatufe se ¢asto objevuje vyjadreni deformace pomoci tzv. pomérngch
protazeni X. Odpovidaji tenzorim protaZeni a jsou obvykle zavedena nasledu-
jicim zptsobem:

\_ 1 _ lo + Al

lo lo

kde [ a Iy znadi skuteénou a pocateéni délku elementu, Al = [ — [y je prirtstek
délky a € hodnota pomérné deformace. Hlavni pomérnd protaZeni jsou pomérna
protazeni ve smérech hlavnich os deformace, zna¢i se A1, Az, Az. Pokud tedy
myslenkové vyjmeme element materidlu ve tvaru jednotkové krychle s hranami
ve smeérech hlavnich os deformace, jeji hrany budou mit po deformaci délky Aq,
A2, Asz.

Castym zpusobem, jak vyjadiit miru deformace izotropniho materialu jsou
tzv. invarianty deformace. P¥i popisu elastomerti se obvykle pisi ve tvaru [39]:

=1+e¢g, (6)

I = M4+N4+)3, (7)
L = MM+ A3A3 + ATAS, (8)
I3 = M2\ (9)

Pomoci Cauchyova deformaé¢iho tenzoru C = FTF se invarianty vyjadii jako

1
I = trC, I, = 3 ((trC)* — trC?), I3 =J> =detC, (10)

kde J je tzv. jakobian deformace

J =detF. (11)
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3.2 Konstitutivni vztahy

Konstitutivni vztahy vyjadiuji vlastnosti materialu, nap¥. vztah mezi napétim
a deformaci, pfipadné teplotou nebo dalsimi veli¢inami. Tato prace se zabyva
pouze zévislosti napéti na historii zatéZzovani. Teplotni ani jina zavislost me-
chanickych vlastnosti nebyla v konstitutivnich vztazich uvazovana.

Jak jiz bylo naznaceno v tvodu, uplatniuji se pii vypoctech pryzovych dila
predevsim néasledujici materidlové modely: hyperelasticky model pro ustalenou
odezvu, viskoelasticky pro ¢asové zavislé chovani a modely mikromechanického
poruseni pro deformac¢ni zmékéeni. Nekdy byva uvazovano i plastické chovani
pryze, ale v této préci nebylo do vypoc¢ti zahrnuto.

V nasledujicich podkapitolach jsou diléi modely podrobné vysvétleny.

U modeli, které maji popisovat vice jevii zaroveil (napf. nelinearni ustélenou
odezvu a zaroven viskoelasticitu), byva obvyklé skladat model z ndkolika vétvi
(naptiklad tedy z elastické a viskoelastickeé). Pritom v kazdé vétvi plati vztah
popisujici prislusny jev a celkova deformacni energie se skldda z dil¢ich podle
zvolené topologie. Casto byvaji vétve fazeny paralelné a vysledna deformadéni
energie je tedy souc¢tem dil¢ich.

Teoreticky odvozené konstitutivni vztahy by mély vyhovovat termodynamic-
kym zakoniim, obvykle vyjadFenym ve formé Clausiovy-Duhamovy nerovnosti,
Casto — zejména v pripadé tzv. fyzikalnich modelid, viz dale — se proto pfi
odvozovani vychéazi pfimo z ni (viz napf. [20, 38]).

Podle filozofie odvozeni a vyznamu materidlovych modeli je moZno rozlisit
dvé skupiny modelu.

Tak zvané fyzikdlni? modely jsou zaloZeny na modelovani vnitini stavby elas-
tomert pomoci néstroju statistické mechaniky. Nazornou predstavu o mode-
lech tohoto typu lze ziskat z obr. 2. Obvykle se predpoklada urcité rozlozeni
molekulovych Tetézci a vzdalenost konci molekulového fetézce je nadhodna
veli¢ina. Zpoc¢atku byla volena s norméalni hustotou pravdépodobnosti. Tyto mo-
dely ovSem nedosahuji typického esovitého tvaru tahové kiivky, coz dalo vznik-
nout tzv. negaussovskym modelim. Lze je chapat tak, Zze zohlediuji konec¢nou
délku molekulového fetézce. Casty je model pouzivajici inverzni Langevinovu
funkci. Dalsim typickym predpokladem je afinita deformaci, to znamena, Ze
deformace fetézci v mikroskopickém meéritku jsou stejné jako makroskopické
deformace [22]. Také tento pfedpoklad je v posledni dobé pfedmétem zkouméani
— viz napt. [23].

Jinym typem konstitutivnich vztahii jsou fenomenologické modely. Ty maji
takovy tvar, ktery odpovida pozorovanym jevim v makroskopickém méritku.
Oproti fyzikalnim modeliim mohou byt také vhodn&jsi pro implementaci [12].

Modely zavislé na historii zatézovani vychazi obvykle ve formé integralni
nebo diferencialni rovnice. Ta se pro potfeby numerickych vypocéta vyjadiuje
pomoci vnitinich proménngch. Témi mohou byt nap¥. deformace nebo napéti
v jednotlivych vétvich modelu (elastické, viskoelastické, atd.). V  pfipadé
linearné viskoelastického modelu je volba vnitinich proménnych dana jednoz-
nacné, tj. pouziti napéti a deformaci je ekvivalentni diky linearité modelu
a faktu, Ze razné miry deformace resp. napéti pro malé deformace piechézi
v infinitesimalni tenzory deformace resp. napéti. U nelinearnich modelt tomu
tak jiz neni [36].

Disipativni jevy lze rozdélit do dvou skupin: na modely, které explicitné
z&visi na Case (time dependent inelastic behavior), tj. jsou popsany funkei ve
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Obréazek 2: Fyzikalni modely elasticity pryze [21]: a) full chain, b) 3 chain,
¢) 4 chain, d) 8 chain model.

tvaru P(e(t), u(t),t). Sem pat¥i viskoelasticita. Druhd skupina jsou modely,
které na ¢ase explicitng nezavisi (time independent inelastic behavior), tj. jsou
popsany funkei ve tvaru P(e(t), u(t)), sem pat¥i napi. plasticita nebo poruseni.

3.2.1 Hyperelasticky material

Definovan je tak, Ze existuje potencidlova funkce W takova, Ze napéti zavisi

pouze na stavu deformace:
ow

5m, (12)

Jednotlivé modely jsou potom udavany jako piedpis pro funkci hustoty defor-
macni energie W. Piiklady:

Sij =

e Linearné elasticky material (Hookeiv zakon), W je kvadraticka funkce:
W = %Eijkleijf‘:kh (13)
kde E;j1; jsou slozky elastického tenzoru.
e Neohookeovsky model:
W =CM\ 4+ M3+ )3 —3), (14)

jehoz parametr C' lze vyjadrit pomoci Youngova modulu pruznosti F jako
C = E/6. Puvodné byl zaveden Treloarem ve tvaru [37]:

W = vnkT(\] + A3 + A3 - 3). (15)

Zde &islo n zna¢i pocet polymernich fetézci na jednotku objemu, T je
absolutni teplota, k& = 1,3806503 - 10723 m?kgs2K~! je Boltzmannova
konstanta a v konstanta, ktera zavisi na zvoleném molekulovém modelu.
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e Empiricky Genttuv model [10]:

_E L -3
W = 6Jmln<1 . ) (16)

m

kde parametr .J,, vyjadfuje vliv konefné délky molekulovych fetézct
a s nim souvisejici esovité prohnuti tahové k¥ivky. Tento model lze pouzit
v libovolném rozsahu deformaci I; — 3 < J,,, bez ztraty stability.

e Fyzikalni model Arrudy-Boyce, tzv. eight-chain model (viz obr. 2):

W = NKT+/n (ﬂAcham _ Vil (Smglﬁ >) , (17a)

kde N je pocet segmentti Fetézce, k Boltzmannova konstanta, T" absolutni
teplota, n pocet fetézct v zesitovaném polymeru a

Il — >\chain
Ac ain — ] =L b e y 17b
kde I, je prvni invariant levého Cauchyova tenzoru deformace a £7! je
tzv. inverzni Langevinova funkce. Plati
1
L(z) = coth(z) — —. (17¢)
x

e Obecny tvar Mooneyova-Rivlinova modelu:
W = Z Cyi(I1 — 3)' (I — 3)7, (18)
(]

kde C;; jsou parametry modelu a i a j jsou cela (nezédporna) ¢isla. V. této

praci byl pouzit pétiparametricky Mooneytv-Rivlinav model (téZ zvany
Jamestv-Greentuv-Simpsoniv):

W = 010(11—3)4-001(12—3)+011(11—3)(12—3)4'020([1—3)24—030(]1—3)3.

(19)

Jak jiz bylo zminéno v kap. 3.1 lze deformaéni energii izotropniho materialu

(za n&jz se pryz obvykle povazuje) vyjadiit v zavislosti na invariantech deformace

W =Wy, I, I5). (20)

Predpoklada-li se navic nestlacitelnost materialu, coz je dalsi typicka vlastnost
pryze, je tieti invariant

I3= XXM\ =1 (21)
a deformadcni energie uz je jen funkei prvnich dvou invarianta
W =W(l, ). (22)
Napéti je v pripadé nestlacitelného materialu
ow
%= G — pdij, (23)

kde p je hydrostaticky tlak a ¢;; Kroneckerovo delta. Hydrostaticky tlak lze
chapat také jako Lagrangetv multiplikdtor pfislusny podmince nestlacitelnosti.
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Obrazek 3: Zobecnény Maxwelliv model viskoelastického materialu.

3.2.2 Linearni viskoelasticita

V pripadé linearni viskoelasticity je vztah mezi napétim a deformaci dan tzv.
Boltzmannovgm konvoluénim integralem [18]:

U(t75(t)):/0 E(t—T)dZ(TT)dT (24)
nebo ekvivalentné + d
e(t,o(t)) :/0 D(t —) ZS_T) dr. (25)

Funkce E(t) a D(t) se nazyvaji relaxa¢ni resp. creepova funkce (nebo téz ja-
dro). Lze si je pfedstavit jako odezvu materiadlu na buzeni jednotkovym skokem.
7 linearity uvedeného modelu plyne mnoho dalsich jeho uzite¢nych vlastnosti,
napiiklad vztahy pro pfevod mezi ¢asovou a frekvencni oblasti nebo moznost
vySetfovat ustdlenou dynamickou odezvu jako statickou tlohu s komplexnimi
hodnotami posuvii. Jsou také zndmy vztahy pro vypocet zavislosti viskoela-
stickych parametri na teploté.
Relaxaéni jadro E(t) se obvykle voli ve tvaru souctu exponenciel — tzv.
Pronyho Fady:
N
Eiju(t) = By + Y Bl jexp(—t/An). (26)
n=1
Tato volba odpovida reprezentaci materialu pomoci linedrnich pruzin a tlumici
sestavenych do tzv. zobecnéného Maxwellova modelu (viz obr. 3). V pfipadé
prostorové deformace se obvykle uvazuje rozvoj (26) pro smykové moduly.
Linearitou se v pripadé viskoelastického matéar)iéht l)nysli linearita vzhledem
1 2

k pribéhu deformaci, tj. pro libovolna zatizeni €51 Eij (jednou diferencovatel-

nych a integrovatelnych) a libovolna ¢isla «, 8 € R plati
Oij (asgjl-) + 555?) = ao (55]1)) + Bo (EEJQ)) ,
kde o;;(.) je napéti jako funkce deformace a ¢,j =1,2,3.

3.2.3 Nelinearni viskoelasticita

Nelinearnich modelt viskoelastického chovani existuje vice, ale nepouzivaji se
casto. Jedna moznost jsou vztahy s vice integraly a nékolika integralnimi jadry,
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které jsou navic funkcemi vice proménnych [5]:

t

t) = /Dl(t—Tl)dO'(T1>+/ /DQ(t—Tl,t—TQ)dU(Tl,TQ)+... (27)

—00 —00

Jiny pFistup je zahrnout nelinearitu do funkce vyjadiujici miru deformace ¢(t, )
nebo napéti ¢(t, o):

c(to) — / D(t—T)%w(T,a)dr, (28)
o(te) = / D(t—r)d(;(:)dr (29)

Novéjsi Schaperyho model je popsan vztahy [19, 3§]

t

0(t,€) = hooEosoo () H(t) + hy /E@p —9) (

d(hQ E(T)H(T))) dT, (30)

dr
0=
0 0

Protoze byla hlavni motivaci této prace potifeba modelovat cela tramvajova
kola, véetné pryzovych segmentii, v komerénim konecnéprvkovém systému, bylo
zadouci, aby byl zvoleny model jiz implementovan ve stavajici verzi tohoto soft-
waru. Byl proto zvolen model, v némz je hustota deformaéni energie vyjadiena
formélné podobnym vztahem jaky popisuje linearné viskoelasticky model, tj.
pomoci Pronyho rady:

N
W =W+ 6"W°exp(—t/7cn), (32)

n=1

kde multiplikatory 0" a relaxaéni éasy 7Tc, jsou parametry modelu, W0 je
okamzita hustota deformacni energie a W je limita pii ¢t — oo (p¥i relaxaci).
Pro napéti plati obdoba vztahu (12)

Sij = 55— a - =S+ Z (33)

Cleny T7: jsou hodnoty vnitinich proménnych, které vyjadruji vliv pred-
chozi historie zatéZovani na soucasny stav materialu. Jejich pouziti umoziuje
prevést ulohu definovanou integralnim vztahem (nebo diferencialni rovnici) na
rekurentni formulaci. Evoluéni rovnice, ktera popisuje vyvoj vnitinich promeén-
nych v Case je

T = /0 (5"0%(7’) exp(—(t — 7)/7cn)dT (34)
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Obrézek 4: Zavislost sily na ¢ase, nova pryz pii 20 °C. Porovnani zméfenych dat
s vysledkem identifikovaného modelu bez poruSeni. Je znazornéna rovnovazna
hodnota sily, ke které se model blizi, coZ oviem neodpovida experimentu.

kde J?j (.) jsou hodnoty napéti spo¢tené pomoci nékterého hyperelastického mo-
delu.
Rekurentni formulace pro diskrétni ¢asové hladiny je

N
Acij(ty) = <1 - Z (1 —ﬂ”(At))d”) (00 (tm) — 07;(tm) — At) (35)

n=1

—Za (AT} (tm — AL),

AT (t) = 8BNS (o (tn) — ot — A1) (36)

ve kterych Aoyj(ty,) a AT} (ty,) znadi pFirtstky veliéin mezi m-tou a (m +1)-ni
¢asovou vrstvou a byla zavedena substituce

TCn
n __ 1 A n __ n .
=1—exp(—At/Ton) a "=« At (37)

3.2.4 Poruseni

Porusenim se v této praci mysli poruSeni na mikroskopické trovni.
V  makroskopickém méritku se projevuje jako pokles tuhosti materidlu (viz
obr. 4 a 5). Jako mechanismus tohoto jevu se obvykle oznaCuje zména
v zesitovani polymeru.
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Obrézek 5: Zéavislost sily na posunuti, nova pryz pii 20°C. Je patrny pokles
tuhosti pfi odlehéeni pod maximéalni dosazenou deformaci. Pfi dalsim zatiZeni
navazuje prubéh na ptuvodni kfivku.

Zminény pokles tuhosti lze pro isotropni materiadl vyjadiit jednoduchym
vztahem [16]
W = K(a) - Wy(e). (38)

Deformacni energie Wy se pocitd podle nékterého modelu bez poruseni.
Proménna a vyjadiuje miru poskozeni materialu a pro model pouzity v této
praci je definovana jako

a(t) = Jnax, Wo(e(T))- (39)

Soucinitel K lze predepsat riznymi zpusoby. V této praci byl pouzit aditivni
rozklad, implementovany v systému Marc:

K(a) = d® + 22: d, exp (—a) : (40)

el n
kde dw, d1, da, M1, 12 jsou parametry modelu [27]. Z podobnych modeli je
mozné zminit napiiklad novéjsi Ogdeniv-Roxburghtv model:

Wma:n - W)

m — ﬁWmax (41)

1
K=1- —erf (
r
Parametry modelu jsou: r, m, 8. Tzv. chybova funkce (error function) je defi-
novana jako

erf(z) = 2 /Om et dt. (42)

™
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Kromé téchto modeltu existuje fada dalsich, ¢asto zaloZzenych na popisu
vnitini stavby materialu. Jsou to napiiklad modely Qi-Boyce, Simo-Govindjee,
Bergstrom-Boyce.

V uvedeném modelu se poruseni diky pouziti vztahu (39) projevuje stejné
pro v8echny mody deformace. Napriklad lze tedy po zatiZeni v tahu pozorovat
pokles tuhosti i pfi nasledném zatizeni v tlaku.

3.3 Reseni stavové tlohy

V prvnich fazich této prace byla stavova tloha (1) FeSena za predpokladu ho-
mogenni deformace v méfené ¢asti zkusSebnich vzorkt. Za tohoto predpokladu
je € = konst. pro Vx € () a pivodni soustava parcidlnich diferencialnich rovnic
prejde na obyc¢ejnou diferencialni rovnici. Tu Ize ekvivalentné vyjadiit pomoci
integralniho vztahu a nésledné v pfiristkové formulaci, ktera je vyhodna pro
numerické FeSeni odezvy v €ase (napf. napéti o = o(t)) pii zadaném buzeni
(zde pribéh deformace € = £(¢)).

Uvedeny predpoklad homogennich deformaci umoziiuje provést piepocet
zméFenych dat (posuvu a sily) na pomérné veli¢iny (deformace a napéti). Vlivem
nehomogennich deformaci (viz kap. 4), dosahovanych pii experimentech, se
oviem timto postupem vnasela do vypoctu velka chyba. Zmengeni tohoto druhu
chyb bylo dosazeno modelovanim experimentii pomoci metody koneénych prvki
s uvazovanim pokud mozno v8ech relevantnich aspekti, napt. kontaktu a tieni
podstav vzorku o Celisti trhaciho stroje v pfipadé tlakové zkousky.

3.3.1 Reseni metodou koneénych prvki

Vzhledem k pouziti koneénéprvkovych modeld k vyé¢isleni cilové funkce pfi opti-
malizaci bylo nutné snizit vypocétovy ¢as na minimum, samoziejmé pfi zachovani
potiebné pifesnosti vysledk.

Prvnim krokem bylo proto uvazovani v8ech symetrii. V pfipadé modelu
zkousky tahem byla uvazovana symetrie podle rovin zy, yz a xz. Tlakova zkou-
gka byla modelovana jako osové symetricka tloha. ZkouSka prostym smykem
nebyla pouzita pro identifikaci, ale pouze pro ovéfeni vysledki. Smykova zkou-
gka byla modelovana symetricky podle roviny xz.

V pripadé zkousky tlakem a smykem byly experimenty modelovany jako
kontaktni tulohy. Tlakova zkouska obsahovala kontakt se tfenim s koeficientem
tfeni mezi vzorkem a &elisti trhaciho stroje f = 0,4. Smykova zkouska obsa-
hovala kontakt typu glue, tj. uzlim v kontaktu s kontaktni plochou je zakazan
pohyb vzhledem k této plose. V. obou modelech byla vzdy jedna kontaktni
plocha v klidu a druhé byl predepsan takovy ¢asovy prubéh posuvu, jaky byl
zméren pifi odpovidajicim experimentu. U tlakové zkousky to byl posuv

Nasledovala volba hustoty sité. Na zacatku byly vybrany zkuSebni parame-
try materidlového modelu, identifikované diive, a pro kazdy model byla zvolena
sit s nejmensi moznou hustotou danou geometrii tlohy. Sit byla postupné za-
hustovana a sledoval se rozdil ve vysledcich po sobé jdoucich simulaci (s ruz-
nou hustotou sité¢). KdyZ uZ nebyl patrny vyrazny rozdil, byla pfislusna sit
prohlasena za dostate¢né jemnou a pouzita pfi optimalizaci.

Pro modelovani nestlaitelnych materidla je (v systému MSC.Marc)
vyzadovan typ prvku, ktery kromé posuvil aproximuje i hydrostaticky tlak
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Obrézek 6: Sit pouzita pro modelovani tahu. gipky znézornuji okrajové pod-
minky — symetrie podle t¥i rovin a zatiZeni predepsanym posunutim. Cervené

spojnice uzli jsou tzv. linky. Jejich prostfednictvim se prenasi sily ve sméru osy
y mezi uzly na horni podstavé a uzlem, v némz byla predepsana deformace.

a pouziva smiSeny varia¢ni princip (tzv. Hermannova formulace). V kontak-
tnich tlohach se doporu¢uje pouzivat prvky nizsiho fadu [28]. Pro simulaci
tlakové zkousky byly pouzity ¢tyfuzlové rovinné prvky. Modely tahové a smykové
zkousky byly vytvofeny z osmiuzlovych prostorovych prvka. Uvedené typy
prvki uchovavaji hodnotu hydrostatického tlaku v jednom uzlu, ktery je
umistén uprostied prvku. Hodnota tlaku je na prvku aproximovana konstantni
hodnotou. Tyto vnitini uzly se pouzivaji pouze pii vypoctu matice tuhosti
prvku, pfi sestavovani globalni matice tuhosti se jiz neuvazuji.

Na obrazcich 6, 7 a 8 jsou zobrazeny pouZité sité s okrajovymi podminkami.
V pripadé tahové zkousky byla modelovana pouze zuzené stiedni ¢ast vzorku,
na které byl méfen posuv extenzometrem.
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Obrézek 7: Sit pouZita pro modelovani tlaku. Sipky znézornuji nepohyblivou
podstavu a pfedepsané posunuti pohyblivé podstavy.
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Obréazek 8: Sit pouzita pro modelovani smyku. Cervené obdélniky, rovnobézné
s rovinou zy, jsou kontaktni plochy, Sipky znéazornuji okrajové podminky
(symetrii ve sméru osy y a pfedepsany posuv pohyblivé kontaktni plochy, ktery
zérovenl obsahuje i zakdzany posuv ve sméru osy z).
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4 Experimenty

P1i experimentalnim zkoumani vlastnosti materialu je nutno uspokojivé vytesit
dvé skupiny problému:

e Jak navrhnout zkousku, aby z nf bylo mozné zjistit ty vlastnosti materialu,
které jsou cilem vyzkumu.

V pripadé této prace, kdy stoji v popfedi zadjmu nelinedrni elasticita
a viskoelasticita, to znamena predevsim zvolit vhodné mody naméhani,
rozsah deformaci, kterych se méa dosahnout, a rychlost zatézovani.

e Jak dosahnout navrzeného prubéhu zkousky.

Sem spadaji naptiklad nésledujici problémy: jaky zvolit tvar vzorkd, je-
jich upnuti do trhaciho stroje, jak mérit deformace vzorki nebo jak se
vyporadat s pripadnymi nezadoucimi jevy.

Pii zjistovani odezvy materidlu v rovnovazném stavu je nutnd co mozné
perelastického modelu se obvykle material nékolikrat predzatizi v predepsaném
rozsahu deformaci, aby nebyl patrny Mullinstv efekt [7].

Ma4-li byt soucasné zkoumén i vliv historie zatézovani na odezvu materialu
(tj. napf. poruSeni pryze jak je popsano v kap. 3.2.4) je nutné zvolit takovou
historii zatézovani, ktera neni prostou funkci v case.

Experimenty provadéné pfi zjistovani viskoelastickych vlastnosti materiala
1ze podle ¢asového pribshu zatiZeni rozdélit na nasledujici (pfipadné mohou byt
jejich kombinaci):

e Relaxaéni nebo creepova zkouska: V piipadé relaxaéni zkousky je
vzorek zatizen predepsanou skokovou deformaci a zaznamenéva se sila,
viz obr. 9a. U creepové zkousky je predepséno zatiZeni skokovou silou
a zaznamenava se deformace, viz obr. 9b. Je-li predpoklddana linearni
viskoelasticita, dava sila zméfena pii relaxa¢ni zkouSce po prepoCtu na
napéti pfimo relaxaéni jadro E(t) integralu v (24). Podobné pomérna
deformace zjisténa pii creepové zkousce je creepova funkce D(t) v (25).

e Hysterezni zkouska: Na rozdil od vyse uvedenych pfedpoklada konec-
nou rychlost zatéZovani (vyjadfenou nap¥. pomoci rychlosti deformace €)
a prubéh zatizeni je tedy funkce spojita v ¢ase. Viz obr. 9c.

Pro dobry popis materialové nelinearity se doporucuje identifikovat parame-
try materidlového modelu ze zkouSek ve vice modech naméhani (tah, tlak,
smyk) [26, 27]. Zejména u fenomenologickych modeld neni nijak zarueno, Ze
pii dobré shodé v jednom modu (tah) nastane shoda i u jinych typd namahani
(tlak) [22].

Pii obvyklém zptsobu identifikace je snaha dosadhnout pifi experimentech
co mozné nejvice homogenni deformace, aby bylo mozné provést prepocet
zméfenych veli¢in — sily a posuvu — na napéti a pomérné deformace a chyba
pritom nebyla prili§ velka.
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Obrézek 9: Druhy experimentii provadénych pii studiu viskoelastickych vlast-
nosti materiala.

oznaceni vzorku | dy [mm] | dz [mm] | ¢ [mm]
knv26 25,66 26,47 26,27
kpv25 92527 | 26,09 94,93

(a) vzorky pro tlak

oznaceni vzorku | ¢ [mm]| | b [mm]
tnv05 5,08 6,03
tpv05 4,74 6,02

(b) vzorky pro tah

oznac¢eni vzorku | ¢ [mm] | b [mm] | ¢ [mm]
snv05 5,30 26,26 30,05
spv05 4,92 25,20 30,04

(c) vzorky pro smyk

Tabulka 1: Rozméry zkusebnich vzork.

4.1 Navrh a provedeni experimenti

Vyrobcem tramvajovych kol byly dodany segmenty z pryze, jejiz materidlovy
model mél byt identifikovan. Velikosti téchto segmenti byly omezeny i rozméry
zkuSebnich vzorkt. Tvar vzorki je znazornén na obr. 10, rozméry (podstatné
pro experiment) jsou uvedeny v tab. 1). U tahové zkousky byla raménka exten-
zometru nastavena na métrenou délku I = 10 mm.

V laboratofi Katedry mechaniky Zapadoceské univerzity v Plzni je k dis-
pozici trhaci stroj Zwick/Roell Z050 s ruckovym extenzometrem a teplotni
komorou. Na tomto stroji byly provedeny zkousky tahem, tlakem a prostym
smykem pfi teplotéach 20°C, 50°C a 100°C a to jak s novou pryzi, tak s mate-
ridlem, ktery uz byl predtim rok v pracovnich podminkach. Kazdy experiment
(tj. kazdy druh namahani, teplota i druh pryZe) byl proveden se tfemi vzorky.
Vzorky byly oznaceny néasledujicim zptisobem:

e podle typu zatiZzeni pismeny: k tlak, t tah, s smyk,

e podle typu pryZe: n nova, p pouzitd (kterd byla pfedtim jiz rok
v provoznich podminkach),
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Obrézek 10: Tvar vzorku pro tlakovou, tahovou a smykovou zkousku. Nestejné
velikost podstav vzorku pro tlakovou zkousku je zptusobena technologii Fezani
vodnim paprskem. U vzorku pro smykovou zkousku je preruSovanou ¢arou
naznacen tvar deformovaného vzorku.

nasleduje pismeno v, znacici viskoelastickou zkousku, charakteristicky rozmér
vzorku (nap¥. 26 znadici vysku vzorku pro tlak z nové pryze, nebo 05 u vzorki
pro tah ¢i smyk) a nakonec pofadové ¢islo vzorku daného typu. Piiklad: knv26_3
je v poradi tfeti vzorek pro zkousku tlakem z nové pryze.

Pro dosazeni homogennich deformaci se pouzivaji rtizné postupy. V pfi-
padé tahovych vzorkt (obr. 11) je jich dosaZeno vhodnym tvarem zkuSebnich
vzorkl — ve zuZené stfedni ¢asti. P¥i jednoosém tlaku (vzorky maji nejéastéji
tvar véalce) dochazi k vybouleni plasté vzorku vlivem tfeni mezi podstavami
vzorku a Gelistmi trhaciho stroje (obr. 12). Tento problém lze feSit mazanim
podstav vzorku, nicméné v praxi se bouleni plasté timto postupem zabrénit
nepodafilo. Jednoosou tlakovou zkousku je mozné nahradit viceosou (tzv. ekvib-
iaxialni) zkouskou, pfi které je stav deformace ve vzorku stejny (viz obr. 13).
K té je ovSsem potteba specialni mé¥ici piistroj a polotovar pro zhotoveni vzorki
musi mit dostate¢nou velikost.

Na zakladé [20] byl zvolen ¢asovy prubéh zatéZovani kombinujici hysterezni
a relaxaéni zkouSku, je znazornén na obr. 14. Konkrétni hodnoty deformaci
a Casovych prodlev byly:

e Pro zkousky pri riznych teplotach: e = 10%, 2 = 5%, 3 = 20%,
ea=15%, e5 = 25%, Aty = 30s a Aty = 120s.

e Pro zkousky pii 20°C, z nichZ se provadéla identifikace: €1 = 15%, e =
5%, e3 = 25% a Aty = 60s.

Vzhledem k vyznamu slozek tenzoru deformace jsou v piipadé prostého smyku
predepsané hodnoty zkost dvojnasobné.
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Obrézek 11: Zkouska tahem. Posuv se méfi pouze ve zuzené stiedni ¢asti, kde
jsou deformace téméi homogenni.

Obrazek 12: Nehomogenni deformace pii zkousce tlakem. Vybouleni stén je zpii-
sobeno tfenim mezi podstavami a Celistmi trhactho stroje.

AN

VA%

VA%

Obrazek 13: Ekvibiaxialni zkouska [24]. Vzorek ve tvaru tenkého platu je nata-
hovéan ve vodorovném sméru. Je tak dosaZeno stejného stavu deformace jako pti
stlac¢ovani ve svislém sméru.
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(b) Zkousky, pfi 20 °C, z nichZ byla provedena identifikace.

Obrazek 14: Predepsany pribéh zatézovani.
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Obrazek 15: Vyboceni vzorku pfi tplném odlehéeni béhem tahové zkousky, ke
kterému dochazi vlivem trvalych (nebo velmi pomalu relaxujicich) deformact
a vytazeni materidlu z prostoru mezi ¢elistmi.

U zde zkoumaného materidlu nebylo mozné vzorek pii zkouSce odlehéit az
na nulovou deformaci, nebot se objevovaly trvalé deformace. U tahovych vzorka
dochézelo vlivem téchto deformaci k vyboceni vzorku (obr. 15 ) a tlakové
vzorky naopak ztstavaly v kontaktu s Celisti jen jednou podstavou.

Dalsim praktickym problémem je vytahovani vzorkt z d&elisti pfi tahové
zkouSce. Nejcastéji je zpiisobeno nekonstantni tloustkou vzorku. Nekonstantni
tloustka tahovych vzorki je stejné jako kuZelovitost tlakovych vzorku zptsobena
technologii fezédni vodnim paprskem, jez byla pouzita k pfipravé vzorkt z do-
danych pryzovych segmenti.

Zvl1astni kapitolou jsou smykové vzorky. Ty jsou tvofeny pryzovym kvadrem
nalepenym dvéma protilehlymi podstavami ke kovovym plattim, které slouzi
k upnuti do &elisti trhaciho stroje (obr. 16). V. prvni fadé pouZité lepidlo
zvySuje tuhost vrstvy pryze v blizkosti lepeného povrchu. Druhym problémem
pii smykovych zkouskach je odlepovani pryze od plechii, ke kterému dochéazi uz
pii teploté 50 °C.

Dohodou s vyrobcem tramvajovych kol byla stanovena rychlost zatézovani
v = 10 mm/min pro tlakové vzorky, pro ostatni vzorky byl proveden nasledujici
prepocet, aby byla zachovana pomérnd rychlost zatézZovdni.

Vzorek pro tlak ma piiblizné tvar valce, jehoZ pocateéni vyska je 25 mm (plati
pro vzorek z pouzité pryze — vzorky z nového materidlu mély vysku 26 mm, ale
tento rozdil p¥i vypoctu rychlosti zatézovani nebyl uvazovan). Pomérna rychlost

deformace je tedy
v 10mm/min =~ 2 . _,
= —=———"— = _—min .
lo 25 mm 5

Pfi tahové zkousce byla pocatecni méfena délka vzorki (tj. vzdalenost ramének

(43)
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Obrézek 16: Zkouska prostym smykem. Kvadrové vzorky jsou nalepeny na
ocelovych platech, které jsou upnuty do celisti trhaciho stroje nastavenych pro
tahovou zkousku. Extenzometr snimé posuv kovového pléatu.

extenzometru) lp = 10 mm. Rychlost posuvu potom vychézi
2
v=1Ily €= 10mm~gmin71 = 4mm/min. (44)

Vzorky na prosty smyk mély tloustku ¢ = 5mm a rychlost posuvu podstavy
tedy vychazi

2
v:t-a‘y:Q-t-s‘:Qﬁmm-gmm*l:4mm/min. (45)

4.2 Zpracovani namérenych dat

Pii kazdém experimentu (tj. pro kazdy mod namahani, kazdou teplotu a druh
pryZe) byly ziskany t¥i sady dat (pro kazdy zkuSebni vzorek jedna). Zaznamena-
vané veli¢iny byly ¢as, sila, posunuti pri¢niku a posunuti méfené extenzometrem.
Vgechny tfi sady dat byly pfevzorkovany tak, ze byl uvazovan Casovy inter-
val od pocatku zkousky do konce nejkratsi z nich a na tomto intervalu bylo
rovnomeérné rozmisténo 5000 bodt — ¢asovych hladin. Pro kazdou ¢asovou hlad-
inu byl vypoditan aritmeticky priamér sledovanych veli¢in (sila a posunuti) na
kazdé ¢asové hladiné. Tato data potom slouzila jako zéklad pro konecnéprvkové
simulace zkousek (do modeli byly dosazeny hodnoty posunuti v zavislosti na
Case jako predepsané zatiZeni) a pro porovnavani vypoctené a zméfené sily.
Protoze bylo cilem popsat i jevy souvisejici s trvalymi deformacemi, nebylo
provadéno posunuti zméfenych ki¥ivek do pocatku, coz je postup doporucovany
pii identifikaci hyperelastickych vlastnosti materialu [21, 24].

4.3 Teplotni zavislost zmérenych dat

Pro sledovani zavislosti vlastnosti materidlu na teploté byly provedeny tahové
a tlakové zkousky pii teplotach 20°C, 50°C a 100°C. V obou pfipadech byla
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rychlost zatézovani 10 mm/min. Porovnani zméfené sily v tahu a tlaku je
vyneseno v obréazcich 17-20.

7 grafa je patrné, Ze s vySsi teplotou je tuhost nizsi. Vyjimkou je nova pryz
v tahu, kde byla opakované zjisténa pti 100 °C pfi vétsich deformacich nepatrné
vétsi tuhost nez pii 50 °C. Pii zkouskach smykem dochazelo k odlepovani vzorkt
jiz pri teploté 50 °C a porovnani tedy nebylo provedeno.
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(b) Sila v zavislosti na posunuti.

Obrézek 17: Zkouska tlakem, nové pryz. Zméfena sila pro razné teploty.

28
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(b) Sila v zavislosti na posunuti.

Obrézek 18: Zkouska tlakem, pouzita pryz. Zméfena sila pro rizné teploty.
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(b) Sila v zavislosti na posunuti.

Obrazek 19: Zkouska tahem, nova pryz. Zméfena sila pro rizné teploty.
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(b) Sila v zavislosti na posunuti.

Obrazek 20: Zkouska tahem, pouzita pryz. Zméfena sila pro rtzné teploty.
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Obrézek 21: Typicky tvar tzv. Mooneyova-Rivlinova grafu pro redlny material
[37].

5 Identifikace

Cilem prace bylo identifikovat parametry nelinearniho materialového modelu,
ktery zahrnuje zavislost na ¢ase a poruSeni materidlu vlivem dosazené defor-
mace. V pfipadé jednoduchych modeli, jako je napiiklad Hooketv zakon nebo
linearné viskoelasticky material, obvykle staci provést nékterou z dobfe znamych
zkouSek a parametry modelu ur¢it pfimo ze zméFenych dat (napf. smérnice
tahové kiivky apod.).

Parametry dvouparametrického Mooneyho-Rivlinova modelu lze identifiko-
vat ze zkousky jednoosym tahem pomoci tzv. Mooneyho-Rivlinovy rovnice.
Odvodi se z predpokladu nestlacitelnosti materialu, kdy plati

I3=XXM\ =1 (46)
a pro jednoosou deformaci jsou potom hlavni pomérnéa prodlouZeni

Moo= A (47)
1

Konstitutivni vztah je dan pfedpisem deformacni energie
W = 010(11 — 3) + 001(12 — 3) (49)
Dosazenim piedchozich vztaht vychéazi

F 1
————=C1o+Cu—, 50
24g(A —A=2) 10T O (50)
kde A je po¢atecni plocha pritfezu vzorku. Pfi vykresleni zavislosti F/(2A4(A—
A72)) na 1/X je tedy Cyo priisecik se svislou osou a Cp; smérnice pifmky
(obr. 21).

Oproti pravé uvedenym piikladum je model pouZity v této préaci nesrov-
proto implementovan postup, ktery s vyuZitim optimalizacnich algoritmd mi-
nimalizuje odchylku vysledkii kone¢néprvkovych modeli od experimentéilnich
dat.
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Byla tedy feSena optimalizaéni tiloha

min f(x), (51)

kde vektor optimaliza¢nich parametra je
T
X = [0107 COla Clly 0207 C30a 67 TC, d007 d17 d?a m, 7]2] .

C;; jsou parametry Mooneyova-Rivlinova hyperelastického modelu, § a 7¢ jsou
viskoelastické parametry (byl uvazovan pouze jeden ¢len fady (32)) a d*°, dy, da,
71 a 1z jsou parametry modelu poruseni. Cilova funkce f je popsana v kap. 5.1
a pripustnd mnoZina P je rizna podle pouzité metody a bude tedy uvedena
vzdy v prislusné podkapitole.

Samotny gradientni algoritmus se ukazal jako nepfilis vhodny vzhledem
k nekonvexnosti cilové funkce. Proto byl k nalezeni startovaciho bodu pro gra-
dientni algoritmus pouzit geneticky algoritmus. Nepiijemnou vlastnosti tohoto
postupu je vysoky pocet vyéisleni cilové funkce, ktery je nutny k uspokojivému
béhu genetického algoritmu.

SniZeni naro¢nosti genetického algoritmu bylo dosazeno provedenim jed-
norozmérné minimalizace jako prvniho kroku. Cilem je najit hodnotu parametru
Cho takového, aby se modely shodovaly s experimenty v okoli nezatizeného stavu.
V naésledujici optimalizaci genetickym algoritmem je tato informace vyuZita
jako vazba. Tento krok je podrobné&ji popsan v kap. 5.2.

Byl také u€inén pokus prevést dlohu (51) na tlohu nepodminéné opti-
malizace. Tento krok byl relativné snadny diky jednoduchému tvaru omezent,
z nichz vétsina méla tvar

xip <x; nebo xz; <x;g, i=1 12, (52)

ey

kde x;p resp. x; g jsou dolni resp. horni pfipustna hodnota i-tého optimaliza-
¢niho parametru x;. Nasledovala optimalizace metodou prostého simplexu, ktera
vSak pravdépodobné byla prili§ jednoducha a ve spojeni s nelinearni transfor-
maci optimaliza¢nich parametrii nedavala dobré vysledky. Bylo proto od tohoto
kroku zakratko upusténo.

5.1 Cilova funkce

Obvykle se odchylka experimentu a modelu definuje pomoci sou¢tu ¢tverci od-
chylek v jednotlivych hladinich (v tomto pfipadé ¢asovych). Bylo zjisténo, ze
pfi dobré shodé experimenti a modeld v tahu a v tlaku lze ¢ekat dobrou shodu
i u smyku. Identifikace proto byla provedena pouze na zakladé tahu a tlaku
a smykové experimenty byly pouZity pouze pro ovéfeni.

Cilova funkce byla tedy definovana nésledujicim zptsobem:

Ntah
tah ( rotah tahy2
~ Zwi (F7*" = F7*)° +

1
f(Ciji6n, Ton; d°, di2, 11 ,2) = ~Tan Prahs
Zi: h( itah)2 p
1

Ntlak
_ wflak(Fitlak . Fitlak)2. (53)
Zz:ﬂfk (Fitlak)Q ;

Zde nyqp, reSp. Nyak, znaci pocet ¢asovych hladin uvazovanych v tahu, resp.
tlaku. Sily v i-té ¢asové hladiné kone¢néprvkovych modeld, resp. v odpovida-
jlcim casovém okamziku experimentii, jsou oznacéeny Ffah a Fz-tl“k , resp. Fit“h
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/ experimenty /

A

Matlab
materidlové materidlové
parametry parametry
fmincon() cilova funkce MSC.Marc
odchylka Vypodtena MKP model experimentu
modelu a sila
experimentu

f vysledek ;

Obrazek 22: Znazornéni procesu identifikace. Optimaliza¢ni algoritmus bézi
v prostiedi Matlab a k vy¢islovani cilové funkce vyuziva koneénéprvkovy
systém MSC.Marc.

a F* a podobné vahové koeficienty w!®" a w!!?*. Pomoci vahovych koeficientii

lze snadno ménit cilovou funkei, napiiklad uvazovat pouze nékteré Casti (za-
t&zovani, prodlevy, oblast blizko nezatiZeného stavu). Oba ¢leny na pravé strand
jsou normovany tak, aby byla citlivost cilové funkce priblizné stejnd vzhledem
k obéma experimenttim. B&h identifikace s takto definovanou cilovou funkci je
znazornén na obr. 22.

5.2 Jednorozmérna optimalizace C}

Limitnim pfechodem k malym deformacim lze ukazat, Ze moduly pruznosti
v riznych modech (tahu, tlaku, smyku) jsou v p¥ipadé Mooneyho-Rivlinova
modelu dany souc¢tem prvnich dvou jeho konstant, Cig a Cpy; (viz napf. [13]).
Cilem tohoto kroku optimalizace bylo proto nastavit hodnotu parametru Cig
tak, aby model odpovidal experimentu co nejlépe v okoli nezatizeného stavu.
P1i ostatnich Mooneyho-Rivlinovych parametrech rovnych nule vlastné pouzity
model pfechazi v neo-Hookeovsky model.

Samotny proces identifikace byl realizovan pomoci Fibbonacciovy metody
jednorozmérné minimalizace. Jediny rozdil oproti obvykle uvadénému vykladu
metody (viz napf. [14]) byl v tom, Ze nebyl pfedem znam interval, na kterém se
minimum nachézi. Pfed zapocetim vlastni optimalizace bylo proto nutné tento
interval najit. Délo se tak nasledujicim zpiisobem: Byl dan startovaci bod Cjy
(napf. odhadem z naméfenych dat). Dale byla dana pocateéni délka kroku A.
Startovaci interval byl zvolen jako (Co — A, Cy + A). Z krajnich bodu se podle
funkénich hodnot urcil smér postupu a v tomto sméru se interval rozsifoval,
dokud nebyl nalezen takovy krajni bod, Ze by funkéni hodnota v ném byla vétsi
nez funkéni hodnota v predchozim krajnim bodé. Na takto vzniklém intervalu
byla poté provedena minimalizace Fibbonacciovou metodou:

1. Je dan poCatec¢ni interval neuréitosti (a,b) C R.

2. Pii prvni iteraci se zvoli dva body a < b tak, ze déli interval neurcitosti
v pomeéru po sobé jdoucich Fibonacciovych ¢isel.
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3. V kazdém dalsim kroku se spo¢tou funkéni hodnoty v krajnich bodech
i bodech uvnitf intervalu.

4. Novy interval se zvoli takto:
(a,b) pro b > a,
(a,by pokud b < a.

5. Pri zkracovani intervalu staci v dalsich krocich vybrat uz jen jeden vnitin{
bod. Druhy je ten z bodt a, b, ktery lezi uvnitf nového intervalu neurci-
tosti.

6. Zastavovaci podminka je |a — b| < 4, kde & > 0 je zvolenéa délka intervalu
neurcitosti.

Pripustnou oblasti byla v tomto pripadé cela redlné osa a predpokladalo se,
ze diky povaze ulohy a diky volbé startovaciho bodu bude vysledek prijatelny
jako startovaci hodnota pro dalsi krok optimalizace.

Délka kroku byla volena jako A = 102 a zastavovaci délka intervalu neuréi-
tosti § = 1072.

5.3 Geneticky algoritmus

Predlohou této tiidy algoritmu je predstava spolecenstvi, ve kterém se na za-
kladé kvality genetické informace rozhoduje o preziti jedince. Takovy algoritmus
udrzuje v paméti mnozinu hodnot optimaliza¢nich parametri x;, ¢ =1,..., N.
Cislo N je velikost populace a vektory x; € P jsou tzv. jedinci a mnozina P
je pripustné oblast (ve které musi leZet feSeni optimalizaéni tlohy). Obvykle
mé v piipadé heuristickych metod (kam lze zafadit i genetické algoritmy) tvar
n-rozmérného intervalu. Hlavni kroky béhu genetického algoritmu jsou (pred-
poklada se jiz n&jak zvolena pocéateéni populace):

1. Ohodnoceni jedinct na zékladé cilové funkce.

2. Vybér rodi¢i (selection), tj. jedincii na zakladé jejichz genetické informace
vznikne mnozina potomki.

3. KiiZeni (crossover) — aplikace operatoru F : P x P — P.

4. Mutace (mutation) — ndhodné zména vysledki kiizeni jako zdroj riiznoro-
dosti v populaci.

5. Vybér nové populace z prvka populace stavajici a mnoziny potomki.

Pocatecni populace se obvykle voli ndhodné uvnitt pfipustné mnoziny P. Hojné
uplatnéni zde maji metody vzorkovani jako Monte Carlo nebo Latin Hypercube,
znameé ze statistiky. Algoritmus lze chépat jako iteracni — iteracemi jsou zde celé
populace.

V této praci byla pouzita varianta genetického algoritmu, kterd udrzuje
v paméti nékolik oddélenych populaci souc¢asné. Potom se zavadi jesté opera-
tor migrace, jehoz vyznam je pfechod jedinct z jedné populace do jiné. Tento
pristup je vhodny, pokud lze ¢ekat vice lokdlnich minim. VySe uvedené operace
vybéru rodi¢u a kfizeni se provadéji pouze v ramci jedné populace.

Parametry genetického algoritmu pouzité v této préci byly:
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e Velikost populace: ¢tyfi oddélené populace, kazda o deseti jedincich.

e Metoda vybéru rodic¢i: tzv. tournament selection, velikost turnaje 4.

Tato metoda spo¢iva v ndhodném vybéru n jedinci (tzv. hraca, zde byli
CtyTi), ze kterych se potom vybere nejlepsi podle ohodnoceni pomoci cilové
funkce (prvni krok algoritmu).

o Kiizeni: tzv. heuristické, s parametrem Ratio = 1,2.

Probihé tak, Ze potomek lezi na spojnici rodi¢d, blize k rodic¢i s lepsim
ohodnocenim. Jsou-li rodi¢e dani vektory xp; a xgs a potomek ma byt X,
potom:

X = Xp2 + Ratio - (Xxp1 — XRg2),

kde xp1 je rodi¢ s lepsim ohodnocenim.
e Migrace nebyla vyuzita.

e Zastavovaci podminka byla nastavena tak, Ze algoritmus vzdy skonéil po
patnacti generacich.

5.4 Gradientni algoritmus

Optimaliza¢ni metody prvniho Fadu vyuzivaji vypocet gradientu cilové funkce,
obvykle se tedy nazyvaji gradientnimi algoritmy. Obecny piedpis jednoho kroku
takové metody je

xUTD = x0) 4 . 4@, (54)

kde xU) a xU*D jsou vektory optimaliza¢nich parametrii v j-tém a j + 1-nim
kroku,  je délka kroku a dV) je smér postupu.

Smér postupu se obvykle voli ve sméru nejvétsiho spadu, tj dV) =
—Vf(x\W).

Pro optimalizaci s nerovnostnimi vazbami byla zde pouzita metoda vnitiniho
bodu (interior-point), kterd je soucasti optimaliza¢niho toolboxu Matlabu
(funkce fmincon). V ni se ptivodni tloha

min f(x), (55a)
hy(x) = 0, j=1,...R (55b)
g (x) <0, k=1,...5, (55¢)

nahradi posloupnosti jejich aproximaci

min f(x) =min f(x) = 1 3 n(s:), (56a)
hi(x) =0, j=1,...R (56b)
gr(x) + s, =0, k=1,...5. (56¢)

Tyto aproximativni tlohy je snadnéjsi numericky teSit. V kazdé iteraci se
provadi bud tzv. pfimy (Newtoniv) krok, nebo krok pomoci sdruzenych gradi-
entll, ve kterém se priblizné dloha FeSi na néjaké malé oblasti (tzv. trust region).

V nastaveni gradientniho algoritmu bylo nutné zohlednit fakt, ze
konecnéprvkovy systém MSC.Marc, ktery byl pouzivan pro vyéisleni hodnot
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parametr hodnota
Cio [Pa] 3,9026 - 10°
Mooney- | Cop [Pa] | —8,8904 - 10°
Rivlin | Cy1[Pa] 8,9045 - 10°
Cyo [ Pal 6,5991 - 10°
030 [Pa] 8,8184 . 105
viskoe- 0[—] 0,1994
lasticita To s 10,1863
d>[-] 0,5016
dy [—] 0,0063
poruseni | da[—] 0,4921
m [Pa] 1,1232 - 10°
72 [ Pal 4,2692 - 10°

Tabulka 2: Identifikované parametry modelu pro novou pryz pii 20 °C.

cilové funkce, pracuje u vstupnich materidlovych parametri pouze s presnosti
na Ctyfi platné ¢islice. Protoze se v gradientnim algoritmu pocitaly derivace
pomoci koneénych diferenci, byla nastavena minimalni velikost zmény vektoru
optimaliza¢nich parametr na 1074,

P1i prvnich pokusech o identifikaci vychéazely p¥ilis vysoké hodnoty viskoelas-
tického soudinitele ¢ a algoritmus vétsinou viibec nekonstruoval minimalizujici
posloupnost. Byly proto predepsény nasledujici vazby:

Cio > 0, (57a)

5§ = 0,2 (57b)

¢ = 10s, (57¢)

A% +dy +dy = 1, (57d)

tedy kladnost prvniho Mooneyho-Rivlinova parametru Cig, konstantni hod-
nota viskoelastického soudinitele ¢, konstantni relaxaéni ¢as 7o a konstantni
soucet parametri poruseni. Pomoci uvedeného algoritmu se tedy identifikovaly
pouze parametry Mooneyova-Rivlinova hyperelastického modelu a parametry
poruseni. Viskoelastické parametry byly dodatecné identifikovany pomoci al-
goritmu pro jednorozmérnou identifikaci. Itera¢nim postupem, kdy byly stii-
davé optimalizovany viskoelastické parametry a parametry ostatni, byly nakonec
nalezeny pfijatelné hodnoty vSech parametri zvoleného materialového modelu.

5.5 Vysledky identifikace

Postupem uvedenym v predchozich kapitolach byly identifikoviny parametry
popsaného materidlového modelu. Vysledna kombinace parametri je uvedena
v tab. 2. Grafické porovnani identifikovanych modeli s experimentalnimi daty
je na obrazcich 23-25. U smykovych zkousek doslo k pfed¢asnému odlepeni
vzorkl od kovovych platid. Byla proto vybrédna zkouska s mnejdelsim trvanim
a ta je zde porovnana s identifikovanym modelem.

Z vykreslenych zavislosti sily na Case je zfejmé, ze pouzity viskoelasticky
model nepostihuje spravné zavislost viskoelastického souéinitele ¢ na deformaci,
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Obréazek 23: Porovnani identifikovaného modelu s experimentem — tlak.
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nebot pii prodlevach na nizsi hodnoté zatiZeni vypoctena sila relaxuje vice, nez
jak je tomu u experimentu, prestoZe pii prodlevach na vyssi hodnoté deformace
je shoda velmi dobra.

V zavislosti sily na posunuti je patrné, ze pfi druhém a dal$im zatézovacim
cyklu je zméfena sila mensi nez pfi prvnim cyklu. U pouzitého modelu tomu tak
neni. Tento typ odchylky modelu od experimentu pravdépodobné bude mozné
vyTesit zavedenim plastického elementu nebo jinym modelem poruseni. Pouzity
model se nicméné velmi dobfe shoduje s experimentem v naslednych zatézo-
vacich kiivkach, zejména v oblasti vétsich deformaci.
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6 Zavér

V ramci této diplomové prace bylo provedena reSerSe materidlovych modeli
vhodnych k popisu mechanického chovani pryZze se zaméfenim na nelinearni
rovnovaznou odezvu, viskoelasticitu a mikromechanické poruSeni (Mullinstiv
efekt).

Hlavnim cilem préace bylo vybrat model vhodny k numerickym vypo¢tim
pryzovych segmenti pouzivanych jako pruzici element v tramvajovych kolech
a identifikovat jeho parametry pro dodany material. Byl zvolen konstitutivni vz-
tah sestavajici z pétiparametrického Mooneyova-Rivlinova modelu pro vypocet
rovnovazné odezvy, viskoelastického modelu zaloZeného na rozvoji deformacni
energie do Pronyho fady a modelu mikromechanického poruseni. Uvedené mo-
dely jsou implementovany v komerénim konecnéprvkovém systému MSC.Marc,
coz umoziuje jeho snadné pouziti ve firmé, ktera se vyrobou zminénych tram-
vajovych kol zabyva.

Pro experimentélni ¢ast byly dodany pryZzové segmenty jednak z tuplné
nového materiadlu a jednak segmenty, které uz byly pfiblizné rok v provozu.
Nejprve byla sledovana zavislost mechanickych vlastnosti na teploté. Byly prove-
deny zkousky jednoosym tahem, tlakem a prostym smykem pii teplotéch 20 °C,
50°C a 100°C. Vzorky byly zatézovany predepsanou deformaci ve tvaru, ktery
kombinuje relaxa¢ni a hysterezni zkousku s kone¢nou rychlosti zatézovani.
Ukazalo se, ze tuhost materialu je ve vétsiné pripadi nizsi pii vyssich teplotach.
Jedinou vyjimkou byla tahova zkouska s novym materidlem, kde byla opako-
vané pii 100 °C naméfena vyssi tuhost nez pti 50 °C. Tento jev naznacuje, Ze se
na teplotni zavislosti mechanickych vlastnosti podili vice riznych mechanismi.
U smykovych zkousek dochazelo k odlepovani vzorki od kovovych plati, které
slouzily k upnuti do ¢elisti trhaciho stroje. Vysledky smykovych zkousek proto
nebylo moZné pro rizné teploty porovnat.

Vliv pfedchoziho pouziti pryze v pracovnich podminkich se ukazuje jako
dosti podstatny. Jiz podle rozmért dodanych segmentti jsou patrné trvalé de-
formace. Z experimenti potom plyne, Ze piedchozi zatiZeni mé nestejny vliv
na chovani materidlu v riaznych médech naméahani, tj. u tlakovych vzorka je
oproti nové pryzi patrny vétsi pokles tuhosti nez u tahovych. Tento jev by
v budouci prici mohlo pomoci dobfe zachytit zavedeni plastického elementu do
materidlového modelu.

Pro identifikaci parametri zvoleného materidlového modelu byly s novou
pryzi provedeny zkousky tahem, tlakem a smykem pti 20 °C. Narozdil od pred-
chozich zkousek byla u vSech zkouSek zachovana rychlost pomérné deformace.
U smykovych vzorka doslo k odlepeni uz pfi 20°C. Pfi dfivéjsi identifikaci
se nicméné ukazalo, Ze pfi dobré shodé v tahu a v tlaku lze ¢ekat dobrou
shodu i ve smyku. Pro identifikaci byly proto pouZity pouze data z tahu
a tlaku a vysledky smykovych zkouSek byly pouzity pro ovéreni vysledkt
identifikace. Pro vyjadieni odchylky modeli od naméfenych dat byly pouzity
kone¢néprvkové simulace zkousek v systému MSC.Marc. V prostiedi Matlab
byla realizovina minimalizace této odchylky pomoci optimalizac¢nich algoritmii.
Pro zjisténi pocateéniho odhadu byl pouzit geneticky algoritmus v kombinaci
s Fibonacciovou metodou pro jednorozmérnou optimalizaci a pro konecéné
zpresnéni gradientni algoritmus.

Model s takto identifikovanymi parametry vykazuje dobrou shodu ve zde
uvedenych hlavnich aspektech deformacniho chovani pryZe. Postihuje nelinearni
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rovnovaznou odezvu ve zkoumanych moédech naméhani a diky pouziti mo-
delu poruSeni dobfe zachycuje deformacni zmékcéeni materidlu pii cyklickém
zatézovani. Shoda ¢asové zavislého chovani materidlu je dobréd jen v urcitém
rozsahu deformaci. Pro lepsi vysledky by ziejmé bylo nutné implementovat né-
ktery obecnéjsi model viskoelasticity. Stejné tak soucasny model nepostihuje
trvalé (plastické) deformace, coz je jisté dobry namét na dalsi vyzkum v oblasti
materidlovych modeli pryze.
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