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Katedra mechaniky
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jeho odborné a inspirativńı rady, cenné připomı́nky, nekonečný zájem o tuto práci a předevš́ım
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a Ing. Romanovi Kroftovi za ohromnou pomoc při realizaci experimentu, který je ned́ılnou
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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá problematikou simulaćı a měřeńı odezvy na náhodné buzeńı
v dopravńıch prostředćıch a na jejich komponentách, základńım př́ıstupem k modelováńı profilu
vozovky, výpočtovými modely buzeńı, navržeńım a výrobou testovaćıho vzorku pro vibračńı
zkoušky a samotným experimentálńım měřeńım s t́ımto vzorkem.

Ve druhé kapitole práce je vysvětlen základńı př́ıstup k modelováńı náhodného buzeńı
od profilu vozovky, po které se vozidlo pohybuje. Čtenář se seznámı́ se základńımi rovnicemi
a parametry pro popis nerovnosti vozovky a s rešerš́ı norem, které se touto problematikou
zabývaj́ı.

Třet́ı kapitola se zabývá výpočtovými modely buzeńı pro řešeńı ustálené odezvy kmi-
tavých systémů. V této kapitole jsou popsány tři modely buzeńı, kterými lze kmitavé systémy
budit, dále základńı veličiny a parametry, které se v těchto př́ıstupech objevuj́ı a zp̊usoby řešeńı,
kterými lze k tomuto problému přistupovat. Na konci této kapitoly jsou shrnuty výsledky jed-
notlivých model̊u buzeńı, porovnáńı výsledk̊u mezi př́ıstupy řešeńı a kvantifikace jejich odchylek.

Čtvrtá kapitola je věnována samotnému vzorku pro vibračńı zkoušky, jeho návrhu včetně
navržeńı konstrukce pro přichyceńı k budiči vibraćı a samotnému popisu pr̊uběhu výroby. V této
kapitole je také detailně popsána výpočtová analýza v software ANSYS včetně detailńıho popisu
KP modelu. Výpočtová analýza v software ANSYS zahrnuje také odezvu vzorku na předepsaný
profil výkonové spektrálńı hustoty (PSD).

Pátá kapitola se zabývá experimentálńım měřeńım speciálńıho vzorku, konkrétně se jedná
o experimentálńı analýzu, o odezvu vzorku na pr̊uběh náhodného buzeńı předepsaný pomoćı
profilu PSD. Daľśım úkolem experimentálńıho měřeńı je zjistit, jak je experiment ovlivněn
podmı́nkami zkoušky, mezi které patř́ı utažeńı matic a upevněńı sńımač̊u k vzorku.

V posledńı kapitole jsou porovnány výsledky výpočt̊u a experimentálńıch měřeńı a je
provedena diskuze, která se týká odchylek mezi výpočty a měřeńım.



Abstract

This thesis deals with the issues of simulations and measurements of the response to random
excitation in vehicles and their components, the basic approach to modelling the road profile,
computational models of excitation, design and production of a test specimen for vibration
testing.

The second chapter of the thesis explains the basic approach to modelling random exci-
tation from the road profile on which the vehicle is moving. The reader is introduced to the
basic equations and parameters for describing pavement roughness and a survey of standards
that address this issue.

The third chapter deals with computational models for the steady-state response of linear
oscillating systems. This chapter describes three excitation models that can be used to excite
linear oscillating systems, basic quantities and parameters that appear in the related equations,
and methods to obtain the response to the introduced excitation types. At the end of this
chapter, the results of each excitation model are summarized, comparing the results between
the solution methods and quantifying their differences.

The fourth chapter is devoted to the specimen for vibration testing, its design, including
the design of the attachment to the vibration exciter, and the description of the manufacturing
process. In this chapter, the computational analysis in ANSYS software is also described in
detail, including a detailed description of a FE model. The computational analysis in ANSYS
software also includes the response of the specimen to random excitation prescribed by the
power spectral density (PSD).

The fifth chapter deals with the vibration testing of the specimen, specifically its operati-
onal model analysis and response to the random excitation prescribed by the PSD. Another
objective of the experiments is to determine how the test conditions, including the fastening
torques and the usage sensors mounted directly to the specimen, affect the results.

In the last chapter, the computational and experimental results are compared, and all
differences are discussed.



Obsah
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1 Úvod

1.1 Motivace

V dnešńı době, kdy je vývoj automobil̊u extrémně rychlý, je velmi d̊uležité klást d̊uraz na
všechny možné aspekty, které se týkaj́ı návrhu automobilu. Samostatný vývoj automobilu za-
hrnuje mnoho testováńı, analýz a simulaćı, než v̊ubec dojde k samostatné výrobě. Např́ıklad
při navrhováńı podvozk̊u, odpružeńı a zavěšeńı náprav je d̊uležité znát odezvu na buzeńı od
samotné vozovky, po které se automobil pohybuje. Znalost odezvy na buzeńı od vozovky je
neméně d̊uležitá také pro návrh elektrovýzbroje automobilu, zejména stator̊u elektromotor̊u,
kde buzeńı od vozovky může poškodit fázové vodiče atd.

Tento problém je velice komplexńı, protože je potřeba vytvořit matematický model nerov-
nosti vozovky, j́ımž se zabývá několik studíı a norem. Nerovnosti, které jsou zpravidla nahodilého
charakteru, zkoumá např́ıklad slovinský tým ve složeńı Matjaž Mršńık, Janko Slavič a Martin
Česnik, kteř́ı o tomto problému doposud vydali několik studíı, např. [1] a [2]. Popisem profilu
vozovky, samotným pr̊uběhem jeho měřeńı, zpracováńı a bud́ıćımi účinky se zaob́ıraj́ı např́ıklad
normy ČSN ISO 13473-2 [3], ISO 8608 [4] a ČSN EN 60068-2-64 [5].

1.2 Ćıle a členěńı diplomové práce

Hlavńım ćılem této diplomové práce je navrhnout a vyrobit speciálńı vzorek pro vibračńı
zkoušky, experimentálně naměřit odezvy vzorku na náhodné buzeńı a ověřit vlastnosti to-
hoto vzorku. Daľśım ćılem práce je vytvořit také výpočtový model tohoto speciálńıho vzorku
a vypoč́ıtat odezvy na náhodné buzeńı. Práce by dále měla porovnat výsledky experimentu
a výpočt̊u odezev na náhodné buzeńı. Mezi d́ılč́ı ćıle této práce patř́ı představeńı základńıch
př́ıstup̊u modelováńı profilu vozovky a rozbor standardńıch metod pro řešeńı ustálené odezvy
kmitavých systémů.

Práce je členěna následovně: Ve druhé kapitole je stručně vysvětlen př́ıstup k modelováńı
profilu vozovky. Třet́ı kapitola se zabývá základńımi zp̊usoby modelováńı buzeńı kmitavých
systémů a řešeńım ustálené odezvy na toto buzeńı. Čtvrtá kapitola je věnována speciálńımu
vzorku pro měřeńı účink̊u náhodného buzeńı, jeho návrhu a výrobě a následně výpočtové a ex-
perimentálńı analýze tohoto vzorku. Pátá kapitola se věnuje zkoušeńı vzorku, respektive jeho
vibračńı odezvě na předepsaný pr̊uběh náhodného buzeńı, zkoumáńı vlivu př́ıtomnosti akcele-
rometru na výslednou odezvu a vlivu utahovaćıho momentu matic, které drž́ı závaž́ı na vzorku.
V šesté kapitole je porovnáńı výsledk̊u mezi výpočty provedenými v software ANSYS a experi-
mentálńım měřeńım.
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2 Modelováńı náhodného buzeńı

Ke kmitáńı vozidla a k nežádoućım vibraćım docháźı předevš́ım vlivem bud́ıćıch sil od po-
honného ústroj́ı a nerovnosti vozovky, po které se vozidlo pohybuje. Aby bylo možné sestavit
dostatečný výpočtový model vozidla dobře popisuj́ıćı realitu, který zahrnuje modely hnaćıho
a převodového ústroj́ı, brzdných systémů, odpružeńı náprav atd., je nutné znát matematický
model nerovnosti vozovky. Existuje několik studíı a norem, které se zabývaj́ı popisem profilu
vozovky. Jednou z nich je norma ČSN ISO 13473-2 [3], která se zabývá popisem textury vozovky
pomoćı profil̊u povrchu [3], norma ISO 8608 [4], která stanovuje jednotnou metodu záznamu
naměřených dat o svislém profilu vozovky nebo norma ČSN EN 60068-2-64, jež uvád́ı typické
pr̊uběhy náhodného zrychleńı na vybraných částech vozidel včetně šasi, motorového prostoru
a ploch pro přepravu nákladu [5]. Norma ISO 8608 se vztahuje na data źıskaná měřeńım na
silnićıch v zástavbě i mimo zástavbu, dálnićıch i v terénu (mimo silnice). Nevztahuje se na údaje
o železničńıch trat́ıch. Zároveň zkoumá i buzeńı vozovek a inženýrských staveb od dopravńıch
prostředk̊u.

Automobily se pohybuj́ı po nerovnostech, které se vyskytuj́ı nahodile, tud́ıž je nutná zna-
lost statistické vlastnosti právě těchto nerovnost́ı povrch̊u vozovek. Pro sestaveńı matematického
modelu nerovnosti jsou neméně d̊uležité i harmonické nerovnosti, i když se v praxi nevyskytuj́ı,
ale jsou d̊uležité pro teoretické vyšetřováńı kmitavé soustavy [6].

Jsou-li harmonické nerovnosti ve směru j́ızdy sinový pr̊uběh, pak pro výšku nerovnosti
h v závislosti na čase t plat́ı

h(t) = h0 sin(ωt) = h0 sin
2π

T
t, (2.1)

kde ω je úhlová frekvence nerovnosti, h0 je amplituda nerovnosti vozovky a T je perioda [6].
Výška nerovnosti lze vyjádřit i v závislosti na dráze x. Pak zřejmě plat́ı

h(x) = h0 sin(ΩLx) = h0 sin
2π

L
x, (2.2)

kde ΩL je dráhová úhlová frekvence a L je vlnová délka, jež vyjadřuje horizontálńı rozměr
nepravidelnosti profilu textury, který vyjadřuje odchylku povrchu vozovky od ideálně rovného
povrchu s vlnovou délkou textury menš́ı než 0,5 m [3].

(a) V závislosti na čase (b) V závislosti na dráze

Obrázek 2.1: Harmonický pr̊uběh výšky nerovnosti [6]
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2 Modelováńı náhodného buzeńı

Dráhovou úhlovou frekvenci a vlnovou délku váže vztah

ΩL =
2π

L
. (2.3)

Z porovnáńı rovnic 2.1 a 2.2 plyne vztah

ω = ΩLv =
2π

L
v, (2.4)

kde v je konstantńı rychlost j́ızdy vozidla. Detailńı vztahy, které vyjadřuj́ı bud́ıćı funkci vyjádře-
nou výškou nerovnosti h pro dvounápravové vozidlo s rozvorem l jsou nad rámec této práce
a jsou vyjádřeny v [6].

Jak již bylo řečeno na začátku této kapitoly, vozovky maj́ı profil nerovnosti zpravidla
neuspořádaný a ve smyslu statistické dynamiky nahodilý. V tomto př́ıpadě je výška nerovnosti
h vyjádřena dvourozměrnou náhodnou funkćı polohy v rovině vozovky, jež je dána souřadnicemi
x a y, tedy v podélném, respektive v př́ıčném směru

h = h(x, y). (2.5)

Pokud se funkce (2.5) zaznamená, nazývá se realizaćı a při vyšš́ım počtu zaznamenáńı se jedná
o tzv. soubor realizaćı [6]. Všechny vlastnosti náhodného procesu je možné jednoznačně určit,
pokud ustálený náhodný proces bude ergodický a jeho jedna realizace bude dostatečně dlouhá,
k čemuž je potřeba samozřejmě dostatečně dlouhý úsek vozovky pro pozorováńı a zaznamenáńı
funkce (2.5). Zaznamenávaný děj, respektive funkce h(t) na intervalu ⟨−T, T ⟩ má tzv. středńı
kvadratickou hodnotu, respektive středńı výkon, který je vyjádřen pravou stranou následuj́ıćı
rovnice

h2(t) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
h2(t)dt, (2.6)

jej́ıž odvozeńı je detailně popsáno v [6]. Rovnici (2.6) je možné upravit na tvar

h2(t) =
1

2T

∫ ∞

−∞
Sh(ω)dω, (2.7)

kde Sh(ω), jej́ıž jednotka je [m2/Hz], je tzv. výkonová spektrálńı hustota ustáleného náhodného
děje h(t) a je zjǐst’ována obvykle experimentálně. Anglicky je často označována jako PSD (power
spectral density) a jinak je známá jako výkonová spektrálńı hustota výšky nerovnosti vozovky.
PSD udává, jak je po celém frekvenčńım pásmu rozdělen celkový výkon děje h(t) [3], [4], [6].
Středńı kvadratickou hodnotu výšky je možné také vyjádřit v závislosti na dráze

h2(x) =
1

π

∫ ∞

0
Sh(ΩL)dΩL, (2.8)

kde Sh(ΩL) se udává v jednotkách [m3]. Výkonové spektrálńı hustoty v závislosti na frekvenci
ω a na dráhové úhlové frekvenci ΩL váže vztah

Sh(ω) =
1

v
Sh(ΩL). (2.9)

Výše bylo zmı́něno, že výkonová spektrálńı hustota výšky nerovnosti Sh(ω) se zjǐst’uje výhradně
experimentálně. Tomuto experimentu předcháźı několik př́ıprav, mezi které určitě patř́ı přesná
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2 Modelováńı náhodného buzeńı

definice parametr̊u konkrétńı analýzy, např́ıklad Rychlá Fourierova transformace (FFT - Fast
Fourier Transformation) a jej́ı nastaveńı. Ned́ılnou součást́ı je také popis vozovky, na které se
experiment provád́ı, tzn. pr̊uměrný počet projetých aut za den, pr̊uměrná rychlost automobil̊u
na vybraném úseku, stář́ı vozovky apod. Jeden z př́ıklad̊u tohoto měřeńı nerovnosti povrch̊u
vozovky je znázorněn na obr. 2.2.

Obrázek 2.2: Spektrálńı hustota výšky nerovnosti Sh(ΩL) v závislosti na dráhové úhlové frekvenci
ΩL a vlnové délce L [6]
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3 Výpočtové modely buzeńı

Hlavńım ćılem této kapitoly je rozbor standardńıch metod pro řešeńı ustálené odezvy kmitavých
systémů v software MATLAB pomoćı amplitudové charakteristiky, kde na vstupu je zadána
hmotnost, tlumeńı, amplituda a frekvence bud́ıćı śıly. Pro výpočet ustálené odezvy je uvažován
model lineárńı kmitavé tlumené soustavy (viz obr. 3.1) ve tvaru

mẍ+ bẋ+ kx = F (t), (3.1)

kde m [kg] je výše zmı́něná hmotnost, b [Ns/m] je koeficient viskózńıho tlumeńı, k [N/m] je
tuhost, x [m] je zobecněná souřadnice, respektive výchylka a jej́ı derivace (rychlost ẋ [m/s]
a zrychleńı ẍ [m/s2]), a F (t) [N] je budićı śıla. Z fyzikálńıho hlediska můžeme buzeńı rozdělit na
dva zp̊usoby, jako je tomu v této kapitole. V prvńım př́ıpadě śıla F (t) p̊usob́ı ve stejném směru
jako je kótováńı výchylky výše zmı́něné kmitavé tlumené soustavy, a t́ım pádem se jedná o tzv.
silové buzeńı. Druhým typem buzeńı je tzv. kinematické buzeńı, ke kterému docháźı pevným
spojeńım konce pružiny a rámu, který koná předepsaný pohyb y(t).

Budit kmitavě tlumenou soustavu lze také náhodným procesem ve frekvenčńı oblasti.
V této práci se jedná o ergodické náhodné procesy, což je např́ıklad teoretický b́ılý šum [6].
Soustava má tvar (3.1) s rozd́ılem pravé strany, která je nahrazena právě náhodným procesem
P (t) [7].

3.1 Ustálená odezva na harmonické silové buzeńı

Jak již bylo zmı́něno výše, mezi nejvýznamněǰśı př́ıpady z teoretického hlediska patř́ı zcela jistě
harmonické buzeńı s pohybovou rovnićı (3.1). Bud́ıćı funkce na pravé straně je v tomto př́ıpadě
ve tvaru

F (t) = F0 · sin(ω · t), (3.2)

přičemž F0 je amplituda buzeńı a ω je úhlová frekvence buzeńı. Pohybovou rovnici (3.1) lze

upravit vyděleńım hmotnost́ım a zavedeńım parametr̊u vlastńı frekvence Ω =
√

k
m a poměrného

útlumu D = b
2
√
km

⇔ b
m = 2DΩ. Po úpravě má rovnice (3.2) tvar

ẍ+ 2DΩẋ+Ω2x =
F0 sin(ω · t)

m
. (3.3)

Na následuj́ıćım schématu je znázorněn model podélně kmitavé tlumené soustavy s bud́ıćı silou
ve tvaru (3.2)
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3 Výpočtové modely buzeńı

Obrázek 3.1: Schéma kmitavé tlumené soustavy s harmonickým buzeńım [8]

3.1.1 Analytické řešeńı amplitudové charakteristiky

Amplitudová charakteristika je závislost velikosti amplitudy ustálených vynucených kmit̊u na
frekvenci bud́ıćı śıly.

Pro vykresleńı grafu amplitudové charakteristiky, respektive rezonančńı křivky, je ne-
zbytné znát jej́ı analytický předpis, který byl d̊ukladně odvozen v [9] a je ve tvaru

X =
F0√

(Ω2 − ω2)2 + 4D2Ω2ω2
=

f0
m√

(Ω2 − ω2)2 + 4D2Ω2ω2
, (3.4)

kde X je amplituda harmonického partikulárńıho řešeńı a je závislá na na vzdálenosti bud́ıćı
frekvence ω k vlastńı frekvenci Ω [9] a f0 = F0

m je normovaná amplituda budićı śıly. Samotná
amplitudová charakteristika harmonického buzeńı je graf závislosti X(ω). Z obecného předpisu
(3.4) amplitudové charakteristiky je patrné, že pokud je bud́ıćı frekvence ω bĺıže vlastńı frek-
venci soustavy Ω, amplituda kmitáńı je vyšš́ı. Pokud jsou si vlastńı a bud́ıćı frekvence rovny,
tedy ω = Ω, docháźı k rezonanci, což je považováno za kritický př́ıpad, při kterém mohou
vznikat např́ıklad nežádoućı vibrace celé soustavy [10].

Pokud se jedná o netlumenou soustavu, amplituda jej́ıch kmit̊u směřuje k ”nekonečnu”.
V př́ıpadě tlumené soustavy konečnou velikost určuje právě tlumeńı. To samé plat́ı de-facto i pro
parametr tuhosti k, s jehož zmenšováńım amplituda kmitáńı roste. Naopak je to s hmotnost́ı,
při jej́ımž zmenšováńı amplituda klesá. Amplitudová charakteristika je často k viděńı i v tomto
tvaru

X =
F0
k√

(1− η2)2 + 4D2η2
, (3.5)

kde η = ω
Ω je součinitel naladěńı. Tvar amplitudové charakteristiky je znázorněn na obr. 3.5a

v kapitole 3.7.

3.2 Ustálená odezva na harmonické kinematické buzeńı

Daľśım druhem buzeńı je kinematické buzeńı, ke kterému docháźı, koná-li báze (pružně spojená
s hmotou m) předepsaný pohyb y(t), viz obr. 3.2. Proti směru pohybu p̊usob́ı na uvolněnou
hmotu m elastická śıla, která záviśı na relativńı výchylce z = x − y, respektive na deformaci
pružiny, śıla tlumı́ćı závislá na derivaci relativńı výchylky ż = ẋ − ẏ, respektive na rychlosti
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deformace pružiny a setrvačná śıla mẍ [9]. Pohybová rovnice je ve tvaru

mẍ+ b(ẋ− ẏ) + k(x− y) = 0. (3.6)

V absolutńı výchylce x má rovnice (3.6) tvar

mẍ+ bẋ+ kx = bẏ + ky. (3.7)

Stejně jako v př́ıpadě harmonického buzeńı je možné zavést veličiny vlastńı frekvence Ω a poměr-
ného útlumu D a rovnici (3.7) přepsat do tvaru

ẍ+ 2DΩẋ+Ω2x = 2DΩẏ +Ω2y. (3.8)

V relativńı výchylce z = x− y je pak rovnice (3.6) ve tvaru

m(z̈ + ÿ) + bż + kz = 0. (3.9)

Po zavedeńı veličin vlastńı frekvence Ω a poměrného útlumu D je rovnice (3.9)

z̈ + 2DΩż +Ω2z = −ÿ. (3.10)

Obrázek 3.2: Schéma kmitavé tlumené soustavy s kinematickým buzeńım [9]

3.2.1 Analytické řešeńı amplitudové charakteristiky

Analytický předpis amplitudové charakteristiky byl taktéž detailně odvozen v [9] a je ve tvaru

X = Y

√
Ω4 + 4D2Ω2ω2

(Ω2 − ω2)2 + 4D2Ω2ω2
(3.11)

kde X je amplituda a Y je amplituda buzeńı [8]. Pro stejné parametry jako u harmonického
buzeńı má amplitudová charakteristika kmitavého tlumeného systému kinematicky buzeného
pomoćı analytického řešeńı pr̊uběh zobrazen na obr. 3.5b též v kapitole 3.7.
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3.3 Rychlá Fourierova transformace - frekvenčńı analýza

Pro znázorněńı amplitudové charakteristiky s využit́ım numerického řešeńı odezvy kmitavých
systémů v čase je nutné implementovat tzv. rychlou Fourierovu transformaci (Fast Fourier
transform, zkratkou FFT).

Rychlá Fourierova transformace je jedńım z nástroj̊u, který umožňuje analyzovat frek-
venčńı spektrum diskrétńıho signálu a je jedńım z nejvýznamněǰśıch numerických algoritmů vy-
vinutý ve 20. stolet́ı [11]. Umožňuje efektivńı výpočet frekvenčńıch složek v časově diskrétńıch
signálech [12] a použ́ıvá se v rozmanitém spektru aplikaćı, včetně zpracováńı signálu a ob-
razu, audio a elektrotechniky, měřeńı a matematiky. Proto je FFT implementováno prakticky v
každém programovaćım jazyce. Jednotlivé aplikace často vyžaduj́ı unikátńı postupy a úpravy,
které obvykle nejsou součást́ı standardńıch knihovńıch funkćı a muśı je implementovat uživatelé.

V této diplomové práci je pro FFT použitý časově-frekvenčńı analyzátor AutoFFT pro
MATLAB. AutoFFT je software pro kvantitativńı neparametrický odhad výkonového spektra
a spektrálńı výkonové hustoty (PSD) [13] ve vibračńı diagnostice, dynamice a akustice. Auto-
FFT je navrženo s ohledem na rychlost a přesnost. Neparametrický odhad výkonového spektra je
rychleǰśı než knihovńı funkce MATLABu. Výsledné spektrum použ́ıvá fyzikálńı jednotky, např.
m/s2 nebo Pa. Přesnost odhadu spektrálńıch jednotek je validována pomoćı profesionálńıch
frekvenčńıch analyzátor̊u Brüel & Kjær [14].

Obrázek 3.3: Zpracováńı vstupńıch signál̊u pomoćı FFT a spektrum možných analýz

3.3.1 AutoFFT algoritmus

Obr. 3.3 ukazuje, jak AutoFFT zpracovává vstupńı signály a které analýzy lze provádět s aktuálńı
verźı kódu. AutoFFT využ́ıvá k odhadu výkonových spekter Welchovu metodu [13], která je op-
timalizována a mı́rně upravena pro sńıžeńı výpočtové náročnosti. AutoFFT dokáže zpracovávat
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diskrétńı vstupńı signály pomoćı hornopropustných filtr̊u, které jsou navrženy tak, aby mini-
malizovaly zkresleńı v užitečném frekvenčńım rozsahu. Filtrované signály se rozděĺı na kratš́ı
segmenty, které se mohou překrývat. Na každý segment je aplikována váhová funkce a vážený
diskrétńı signál je transformován do frekvenčńı oblasti pomoćı metody FFTW3 [12]. Výsledná
komplexńı posloupnost může být dále upravena pro odhad derivace nebo integrálu vstupńıho
signálu. Algoritmus dále umı́ omezit frekvenčńı rozsah analýzy a vypoč́ıtat spektrálńı pr̊uměry
a statistické parametry, nebo provést krátkodobou Fourierovu transformaci (Short-time Fourier
Transformation - STFT).

3.4 Numerické řešeńı pomoćı řešiče ode45 - harmonické buzeńı

Obecně jsou algoritmy pro numerické řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR) formu-
lovány (odvozeny) pro soustavy rovnic, či rovnice 1. řádu. Aby bylo možné řešit rovnice vyšš́ıho
řádu, muśı se redukovat jejich řád. Diferenciálńı rovnice druhého řádu často matematicky po-
pisuj́ı úlohy dynamiky, jako je tomu např́ıklad v př́ıpadě (3.1). ODR druhého řádu (3.1) lze
převést na dvě rovnice prvńıho řádu pomoćı následuj́ıćı substituce

y1 = x,

y2 = ẋ.

Po dosazeńı substitučńıch vztah̊u do (3.1) bude platit

ẏ1 = y2, (3.12)

ẏ2 =
1

m
(−bẏ2 − ky1 + F (t)) . (3.13)

Pro řešeńı této soustavy rovnic byl jako řešič zvolen ode45 při počátečńıch podmı́nkách

x(0) = y1(0) = x0,

ẋ(0) = y2(0) = ẋ0.

Obecně řešič ode45 integruje za počátečńıch podmı́nek (y1(0), y2(0)) systém diferenciálńıch
rovnic
y′ = f(t, y) z t0 do tf , kde t0 je počátečńı čas a tf je koncový čas. Ode45 je všestranný řešič
ze skupiny ODE a je považován za univerzálńı řešič vhodný pro širokou škálu problémů. Řešič
ode45 neńı vhodný pouze pro numericky tuhé (stiff) systémy.

Pro zpřesněńı výsledk̊u je nutné pomoćı funkce odeset definovat absolutńı a relativńı
toleranci řešeńı. Tyto tolerance se použ́ıvaj́ı k omezeńı lokálńı chyby diskretizace. Relativńı
tolerance byla zvolena RelTol= 10−4 a absolutńı tolerance AbsTol= 10−8. Pro demonstraci je
ńıže kód ze software MATLAB.

Listing 3.1: Odeset - nastaveńı relativńı a absolutńı tolerance řešeńı

1 opt ions = odeset ( 'RelTol' , 1e=4, 'AbsTol' , 1e=8) ;

V daľśım kroku docháźı k voláńı funkce ode45, ve které jsou definovány rovnice (3.12)
a (3.13) a funkce pravé strany, respektive bud́ıćı śıla (3.2).
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Listing 3.2: Funkce pro ode řešič

1 % *Volana funkce *
2
3 func t i on dy = f c e ( t , y , m, b , k , Fs , f r e q )
4 % Prubeh bud i c i s i l y
5 F = Fs * s i n (2* pi * f r e q * t ) ;
6 % Pohybova rovn i c e
7 dy = ze ro s (2 , 1 ) ;
8 dy (1 ) = y (2) ;
9 dy (2 ) = 1/m*(=b*y (2 ) = k*y (1 ) + F) ;

10 end

Zároveň je zde kompletńı nastaveńı FFT zahrnuj́ıćı spektrálńı jednotku a rozlǐseńı, váhovou
funkci, překryv po sobě jdoućıch oken a pr̊uměrováńı. Ve volané funkci je také zahrnut kon-
stantńı integračńı krok a počátečńı podmı́nky.

Listing 3.3: Numerické řešeńı pro jednu konkrétńı frekvenci pomoćı FFT

1 % Reseni pro jednu konkretn i f r e kv en c i
2
3 % Reseni pro f r ekvence f r e q (10)
4 [ t , y ] = ode45 (@(t , y ) f c e ( t , y , m, b , k , F0 , f r e q (10) ) , ...
5 0 : 0 . 0 0 1 : 1 0 , [ x0 dx0 ] , opt ions ) ;
6 % FFT
7 setup = s t r u c t ( ' s p e c t r a l u n i t ' , 'pk' , ... % Spek t ra l n i jednotka

= amplituda (0=peak )
8 ' f r e qu en cy r e s o l u t i on ' , 0 . 2 , ... % Spek t r a ln i r o z l i s e n i

= 0 .2 Hz ( protoze vektor f r e q ma krok 0 .2 Hz)
9 'window' , ' h' , ... % Hannovo okno

10 ' over l appercentage ' , 75 , ... % Prekryv po sobe
jdouc i ch oken 75 %

11 'averag ing ' , ' l i n ' ) ; % Linearn i
prumerovani

12
13 tmin = 1 ; % Cas od ktereho analyzujeme vypocitanou odezvu
14 % Napr . prvky z vektoru t , k t e r e j sou v e t s i nez tmin
15 % se vyberou pomoci pr ikazu t ( t >= tmin )
16 [ s , f ] = au t o f f t ( y ( t >= tmin , 1) , t ( t >= tmin ) , setup ) ;
17
18 % Vybrani amplitudy , kte ra j e na f r ekvencn i care n e j b l i z s i bud i c i

f r e kv en c i f r e q (10)
19 [ ˜ , f l i n e ] = min ( abs ( f = f r e q (10) ) ) ;
20 f i g u r e
21 p l o t ( f , s )
22 t i t l e ( 'Konkretni bod z amplitudove c h a r a k t e r i s t i k y pomoci FFT' )
23 x l ab e l ( frekvence (Hz))
24 y l ab e l (Amplituda)
25 xlim ( [ 0 2 0 ] )
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Toto řešeńı bylo provedeno pro jednu konkrétńı bud́ıćı frekvenci ω o velikosti 10 rad/s.
Konkrétńı amplituda v̊uči vybrané frekvenci za nulových počátečńıch podmı́nek je znázorněna
ve výsledćıch na obr. 3.6

Aby bylo možné ověřit, zda numerické řešeńı amplitudové charakteristiky odpov́ıdá analy-
tickému řešeńı (3.4), které je znázorněno na obr. 3.5a, bylo nutné provést numerickou integraci
pohybové rovnice (3.13) pro každou jednu bud́ıćı frekvenci z intervalu ⟨0, 20⟩ Hz s krokem
0,2 Hz.

Listing 3.4: Numerické řešeńı pro všechny frekvence pomoćı FFT

1 %Reseni pro vsechny f r ekvence
2 f o r i = 1 : l ength ( f r e q )
3 [ t , y ] = ode45 (@(t , y ) f c e ( t , y , m, b , k , F0 , f r e q ( i ) ) , ...
4 0 : 0 . 0 0 1 : 1 0 , [ x0 dx0 ] , opt ions ) ;
5 [ s , f ] = au t o f f t ( y ( t >= tmin , 1) , t ( t >= tmin ) , setup ) ;
6 p l o t ( f , s ) ;
7 t i t l e ( 'Amplitudova c h a r a k t e r i s t i k a z ana ly t i ckeho a numerickeho

r e s e n i ' )
8 x l ab e l (Budici frekvence (Hz))
9 y l ab e l (Receptance (m/N))

10 xlim ( [ 0 2 0 ] )
11 end

3.5 Numerické řešeńı pomoćı řešiče ode45 - harmonické
kinematické buzeńı

Numerické řešeńı za pomoci řešiče ode45 a analýzy výsledk̊u za pomoci FFT byl proveden zcela
identicky, jako tomu bylo u systému s harmonickým buzeńım. Změna byla pouze v úpravě druhé
rovnice soustavy, která je nyńı ve tvaru

ẏ2 =
1

m
(−bẏ2 − ky1 + bż + kz) . (3.14)

V tomto testovaćım př́ıkladě je buzeńı předepsáno ve tvaru

z = Y sin(ωt) (3.15)

a

ż = Y ω cos(ωt), (3.16)

kde Y je amplituda buzeńı a ω je bud́ıćı frekvence. V tomto př́ıpadě y2 a y1 jsou absolutńı
rychlost a výchylka, z je pohyb rámu a ż je jeho rychlost. V kódu v software MATLAB je
uvažováno Y = 1.
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Listing 3.5: Funkce pro ode řešič

1 %Volana funkce
2 func t i on dy = f c e ( t , y , m, b , k , f r e q )
3 %Predepsany pohyb ramu
4 z = s i n (2* pi * f r e q * t ) ;
5 dz = cos (2* pi * f r e q * t ) *(2* pi * f r e q ) ;
6 % Pohybova rovn i c e
7 dy = ze ro s (2 , 1 ) ;
8 dy (1 ) = y (2) ;
9 dy (2 ) = 1/m*(=b*y (2 ) = k*y (1 ) + b*dz + k*z ) ;

10 end

Opět byl nejdř́ıve vykreslen konkrétńı bod z amplitudové charakteristiky, konkrétně pro frek-
venci 50 rad/s.

Pomoćı for cyklu bylo opět vykresleno celé pole frekvenćı a bylo porovnáno analytické
a numerické řešeńı zobrazené ve výsledćıch.

3.6 Stochastické buzeńı ve formě procesu

V této kapitole je popsáno buzeńı kmitavě tlumené soustavy, jej́ıž parametry jsou považovány
za známé - deterministické, stochastickým buzeńım ve formě náhodného procesu. Př́ıkladem
tohoto typu buzeńı je např́ıklad buzeńı vozidel nerovnostmi povrchu či zemětřeseńı [7], [15].
Chováńı lineárńıho diskrétńıho kmitavého systému je tedy popsáno vztahem

Mq̈(t) +Bq̇(t) +Kq(t) = P(t), (3.17)

kde M, B, K jsou postupně matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti, q(t) je vektor zobecněných
výchylek a P(t) je vektorový stacionárńı ergodický proces [7]. Aby bylo možné určit vektor
středńıch hodnot zobecněných výchylek, je nutné aplikovat operátor Fourierovy transformace

F (f) = F
{
f(t)

}
=

∫ ∞

−∞
f(t)e−i2πftdt, (3.18)

na vztah (3.17), č́ımž vznikne(
−4π2f2M+ i2πfB+K

)︸ ︷︷ ︸
Z(f)

q(f) = P(f), (3.19)

kde q(f) = F{q(t)}, respektive P(f) = F{P(t)} a matice Z(f) je matice dynamické tuhosti,
k ńıž inverzńı matice je matice dynamické poddajnosti

H(f) = Z−1(f). (3.20)

Fourier̊uv obraz vektoru zobecněných výchylek lze źıskat ze vztahu (3.19) ve tvaru

q(f) = Z−1(f)P(f) = H(f)P(f). (3.21)

Matice spektrálńıch hustot zobecněných výchylek se dá určit pomoćı vztahu

Sq(f) = E

{
lim

T1→∞

1

T1
q(f)qH(f)

}
, (3.22)
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kde E je operátor středńı hodnoty. Po dosazeńı vztahu (3.21) do (3.22) vznikne

Sq(f) = E

{
lim

T1→∞

1

T1
H(f)P(f)PH(f)HH(f)

}
= H(f)E

{
lim

T1→∞

1

T1
P(f)PH(f)

}
︸ ︷︷ ︸

Sp(f)

HH(f),

(3.23)

kde Sp(f) je matice spektrálńıch hustot buzeńı. Nyńı je možné napsat vztah mezi spektrálńımi
hustotami buzeńı a zobecněných výchylek ve tvaru

Sq(f) = H(f)Sp(f)H
H(f). (3.24)

Jako př́ıklad náhodného procesu ve frekvenčńı oblasti může být považován b́ılý šum, který
je klasifikován jakožto náhodný proces s konstantńı spektrálńı hustotou. Fyzikálně tento jev neńı
realizovatelný, jelikož jsou v něm zastoupeny všechny složky frekvenćı f ∈ (−∞,∞) stejnou
měrou [7]. V jakémkoliv pásmu dané š́ı̌rky se signál prezentuje stejným výkonem. Název b́ılý
šum je převzat od b́ılého světla, které též obsahuje všechny barevné frekvence. V diskrétńım
čase je b́ılý šum diskrétńı signál a jeho jednotlivé vzorky tvoř́ı posloupnost náhodných veličin,
které maj́ı konečný rozptyl a nulovou středńı hodnotu. Šum, který splňuje tyto podmı́nky se
označuje jako Gauss̊uv b́ılý šum.

Autokovariačńı funkci b́ılého šumu X(t) s intenzitou f(t) lze vypoč́ıtat použit́ım zpětné
Fourierovy transformace použit́ım vztahu

f(t) = F−1
{
F (f)

}
=

∫ ∞

−∞
F (f)ei2πftdf, (3.25)

protože zpětný Fourier̊uv obraz jedničky je jednotkový impuls. Autokorelačńı funkce je pouze
posunuta o kvadrát středńı hodnoty šumu. f = ω/2π Hz je frekvence a symboly
F a F−1 jsou Fourierova transformace a Fourierova inverzńı transformace. Pomoćı Fourierovy
transformace lze superpozici k periodickému buzeńı zobecnit jako

x(t) = F−1
{
X(ω)

}
, (3.26)

kde

X(ω) = α(ω)F (ω). (3.27)

α je funkce frekvenčńı odezvy ve formě receptance a F (ω) je Fourierova transformace bud́ıćı
śıly F

{
f(t)

}
.

V Communications Toolboxu softwaru MATLAB je pro b́ılý šum předdefinovaná funkce
noise = wgn(m,n,power), kde m je počet vzork̊u b́ılého Gaussova šumu, n je počet vygenero-
vaných diskrétńıch signál̊u (kanál̊u) a power je výkon šumu s jednotkou dBW. Nı́že je zobrazen
kód a graf pro b́ılý šum s tiśıci vzorky, s jedńım kanálem a s jednotkovým výkonem.
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3 Výpočtové modely buzeńı

Listing 3.6: B́ılý šum

1 % *Bi ly sum (White Gaussian no i s e )*
2
3 n samples = 1000 ;
4 t n o i s e = l i n s p a c e (0 , 10 , n samples ) ;
5 no i s e = wgn( n samples , 1 , 1) ;
6 f i g u r e ( )
7 p l o t ( no i s e )
8 t i t l e (Bily sum)
9 x l ab e l (Pocet vzorku)

10 y l ab e l (Vykon vzorku [dBW])
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Obrázek 3.4: B́ılý šum pro m = 1000, n = 1, power = 1

22



3 Výpočtové modely buzeńı

3.7 Výsledky výpočt̊u v programu MATLAB

V této části práce budou shrnuty všechny výsledky výpočt̊u, které se prováděly v software
MATLAB. Jedná se o analytický a numerický výpočet ustálené odezvy, respektive amplitudové
charakteristiky u lineárně kmitavé tlumené soustavy buzené harmonickým silovým buzeńım
a harmonickým kinematickým buzeńım. Posledńım zp̊usobem buzeńı bylo buzeńı b́ılým šumem.
Pro parametry systému m = 5 kg, b = 3 · 102 N.s/m, k = 1 · 104 N/m, F0 = 1 N a pro nulové
počátečńı podmı́nky jsou tvary amplitudové charakteristiky následuj́ıćı.
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(a) Amplitudová charakteristika systému (3.1)
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(b) Amplitudová charakteristika systému (3.6)

Obrázek 3.5: Amplitudové charakteristiky systémů (3.1) a (3.6) źıskané analyticky za nulových
počátečńıch podmı́nek

Dále jsou v této části obsaženy výsledky numerických výpočt̊u pomoćı řešiče ode45 ampli-
tudové charakteristiky u téže soustavy. Nejprve je zde pro harmonické silové buzeńı znázorněno
řešeńı pro jednu konkrétńı bud́ıćı frekvenci ω o velikosti 10 rad/s (viz obr. 3.6) a následně řešeńı
pro celé spektrum frekvenćı a zároveň porovnáńı s analytickým zp̊usobem řešeńı (viz obr. 3.7).
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Obrázek 3.6: Konkrétńı bod źıskaný bud́ıćı frekvenćı ω = 10 rad/s z amplitudové charakteristiky
pomoćı FFT
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3 Výpočtové modely buzeńı

(a) Amplitudová charakteristika systému (3.1) (b) Amplitudová charakteristika systému (3.6)

Obrázek 3.7: Amplitudové charakteristiky systémů (3.1) a (3.6) źıskané analyticky a numericky

Aby bylo možné vygenerovat amplitudovou charakteristiku pro buzeńı náhodným proce-
sem v podobě b́ılého šumu, je nutné upravit pravou stranu řešiče ode45. Pro to byla použita
interpolace pomoćı které byly vybrány vzorky, které př́ımo odpov́ıdaj́ı konkrétńım čas̊um t.

Listing 3.7: Funkce pravé strany pro řešič ode45 a interpolace

1 func t i on dy = f c e ( t , y , m, b , k , input )
2 % Pohybova rovn i c e
3 dy = ze ro s (2 , 1 ) ;
4 dy (1 ) = y (2) ;
5 dy (2 ) = 1/m*(=b*y (2 ) = k*y (1 )+ input ) ;
6 end
7 %In t e rpo l a c e
8 func t i on y = inpu t f cn ( t , t no i s e , no i s e )
9 y = in t e rp1 ( t no i s e , no i se , t ) ; % i n t e r p o l a c e no i s e na cas t

10 end
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Obrázek 3.8: Amplitudová charakteristika systému buzeného b́ılým šumem
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3 Výpočtové modely buzeńı

.

3.7.1 Chyba v mě̌reńı

Na prvńı pohled se může zdát, že amplitudová charakteristika vypoč́ıtaná analyticky přesně
odpov́ıdá numerickému řešeńı. Pokud se ale graf několikrát zvětš́ı (viz obr. 3.9), je patrné, že
ve výsledćıch jsou minimálńı odchylky.

(a) f = 2,4 Hz (b) f = 10 Hz

Obrázek 3.9: Grafické znázorněńı odchylky mezi analytickým a numerickým řešeńım pro harmo-
nické silové buzeńı

Odchylku mezi analytickým a numerickým řešeńım je možné kvantifikovat např. pomoćı
absolutńı a relativńı chyby. Absolutńı chyba je rozd́ıl mezi analyzovanou a referenčńı hod-
notou a lze z ńı určit velikost chyby př́ımo v jednotkách dané měřené veličiny. Jako poměr
absolutńı chyby a referenčńı hodnoty je definována chyba relativńı, která se může udávat jako
bezrozměrné č́ıslo či v procentech [16]. V tomto př́ıpadě jsou jako referenčńı hodnoty uvažovány
výsledky analytického řešeńı. V tabulce 3.1 jsou pro demonstraci zobrazeny absolutńı a rela-
tivńı chyby numerického řešeńı pro prvńıch deset frekvenćı. Jejich hodnoty jsou ale naprosto
minimálńı.

Listing 3.8: Kód pro výpočet absolutńı a relativńı chyby

1 %Vypocet chyby
2 maxS = ze ro s ( s i z e ( f r e q ) ) ; %hodnoty j edno t l i vy ch amplitud z FFT
3 f reqS = ze ro s ( s i z e ( f r e q ) ) ; %f r ekvence odpov i d a j i c i vrcholum

amplitud
4 errAbs = ze ro s ( s i z e ( f r e q ) ) ; %abso lu tn i chyba
5 er rRe l = ze ro s ( s i z e ( f r e q ) ) ; %r e l a t i v n i chyba
6 [maxS( i ) , indS ] = max( s ) ;
7 f r eqS ( i ) = f ( indS ) ;
8 omS = 2 * pi * f r eqS ( i ) ;
9 errAbs ( i ) = maxS( i ) = f 0 . / sq r t ( (Omegaˆ2 = omS. ˆ 2 ) . ˆ2 + 4*Dˆ2*Omega

ˆ2*omS. ˆ 2 ) ;
10 e r rRe l ( i ) = errAbs ( i ) / ( f 0 . / sq r t ( (Omegaˆ2 = omS. ˆ 2 ) . ˆ2 + 4*Dˆ2*

Omegaˆ2*omS. ˆ 2 ) ) ;

25



3 Výpočtové modely buzeńı

f(Hz) absolutńı chyba (m/N) relativńı chyba (m/N)

1 8.9671·10−7 8.7248·10−7

1.2 1.0706·10−6 1.0319·10−6

1.4 1.2809·10−6 1.2217·10−6

1.6 1.4480·10−6 1.3653·10−6

1.8 1.5496·10−6 1.4430·10−6

2 1.7099·10−6 1.5716·10−6

2.2 1.7758·10−6 1.6100·10−6

2.4 1.8383·10−6 1.6434·10−6

2.6 1.8740·10−6 1.6515·10−6

2.8 1.7822·10−6 1.5482·10−6

Tabulka 3.1: Absolutńı chyba (∆x = xi − xref ) a relativńı
(
δx =

xi−xref

xref

)
chyby mezi analy-

tickým a numerickým řešeńım
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4 Vzorek pro vibračńı zkoušky

Tématem této kapitoly je návrh speciálńıho vzorku pro vibračńı zkoušky (dále Y-vzorek), který
p̊uvodně v [18] vznikl kv̊uli měřeńı v́ıceosého namáháńı (životnosti) a použ́ıvá se také pro expe-
rimentálńı měřeńı vibraćı od širokopásmového náhodného buzeńı b́ılým šumem, kinematického
buzeńı apod. K těmto vibraćım docháźı např́ıklad ve spalovaćıch či elektrických motorech, což
je tématem této diplomové práce. Tyto vibrace mohou zp̊usobit rezonanci komponent a mo-
hou vést k jejich následnému porušeńı. Při návrhu kritických a d̊uležitých součást́ı se často
provád́ı vibračně-únavová analýza, která se provád́ı ve frekvenčńı oblasti, kde se vypoč́ıtá ode-
zva a následně se vyhodnot́ı kumulace poškozeńı na jednotlivých vrcholćıch ve frekvenčńım
spektru.

4.1 Návrh vzorku

4.1.1 Kritéria pro návrh Y-vzorku

Autorem navržený vzorek vycháźı ze vzorku, jehož technický výkres je znázorněn na obr. 4.1
a jeho autory jsou Matjaž Mršnik, Janko Slavič a Martin Česnik [1], [2]. Experimentálńı vzorek
by měl splňovat tři základńı kritéria:

1. Vlastńı frekvence, v jej́ıž bĺızkosti se projev́ı rezonance, by měla být dobře oddělena od
zbývaj́ıćıch hlavńıch vlastńıch frekvenćı a měla by se nacházet ve frekvenčńım rozsahu
budiče vibraćı.

2. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı tvar by měl být dobře buzen translačńım pohybem v axiálńım směru
budiče vibraćı.

3. Únavová zóna s maximálńım napět’ovým zat́ıžeńım by měla být vhodná pro upevněńı
tenzometru [17].
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4 Vzorek pro vibračńı zkoušky

Obrázek 4.1: Výkres Y-vzorku dle [18]

4.1.2 Konstrukce vzorku

Experimentálńı Y-vzorek, který byl navržen v softwaru Autodesk Inventor a vyroben autorem
této diplomové práce na 3-osé CNC frézce ze slitiny hlińıku tř́ıdy EN 5083, jej́ıž hlavńı leguj́ıćı
prvek je hořč́ık, který dodává materiálu středńı až vysokou pevnost. Konkrétńı označeńı této
hlińıkové slitiny je AlMg4,5, což znamená že obsahuje 4,5 % výše zmı́něného hořč́ıku. Mezi
základńı mechanické vlastnosti patř́ı Young̊uv modul E = 75000 MPa, Poissonovo č́ıslo
µ = 0,33 a hustota ρ = 2770 kg·m−3 [19].

Experimentálńı Y-vzorek se skládá ze tř́ı hlavńıch paprsk̊u, které jsou symetricky uspořádá-
ny s úhly 120 stupň̊u kolem hlavńı osy umı́stěné ve středu kruhového otvoru. Paprsky maj́ı
čtvercový pr̊uřez s délkou strany 10 mm. V pr̊useč́ıku všech tř́ı os hlavńıch paprsk̊u je vyfrézován
otvor o pr̊uměru 14 mm ke specifikaci únavové oblasti. Geometrie vzorku odpov́ıdá výkresu ńıže
(viz obr. 4.2). Dva ze tř́ı těchto paprsk̊u maj́ı na konci závity M6 o délce 20 mm, pomoćı nichž
a matic lze připevnit závaž́ı. Tato závaž́ı jsou na konćıch paprsk̊u z d̊uvodu korekce primárńı
vlastńı frekvence Y-vzorku. Správné naladěńı modálńı frekvence pomoćı výše uvedených závaž́ı
umožňuje studium vysokocyklové únavy buzeńım frekvencemi bĺızkých rezonančńım. V tomto
př́ıpadě byly jako referenčńı závaž́ı použity ocelové válečky o hmotnosti á 55 g vyrobené autorem
práce na CNC frézce.

Hlavńı rozd́ıl tohoto vzorku na obr. 4.2 a vzorku zobrazeného na výkresu 4.1 je zp̊usob
uchyceńı závaž́ı. V př́ıpadě vzorku vytvořený slovinským týmem má vzorek vyř́ıznuté závity M6
př́ımo do paprsk̊u, do kterých se následně zašroubuje šroub M6 a t́ım se závaž́ı utáhne, naopak
autor této práce navrhl řešeńı tak, že závity jsou z paprsk̊u vytažené ven a závaž́ı se připevńı
pouze maticemi. Daľśı rozd́ıly jsou ve zp̊usobu upnut́ı vzorku k upevňovaćımu př́ıpravku, což
bude dále popsáno v kapitole 4.1.4.
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Obrázek 4.2: Výkres Y-vzorku dle návrhu autora práce

4.1.3 Výroba Y-vzorku

Jak již bylo výše zmı́něno, vzorek byl vyroben na CNC frézce Kompas F600 s rozměry pracovńı
plochy 400x600x150 mm od slovenské firmy CauCau ze slitiny hlińıku, konkrétně z frézované
desky o tloušt’ce 10 mm. Pro realizaci programu, respektive pro tvorbu G-kódu pro CNC frézku,
byl použit stejně jako pro konstrukci software Inventor s baĺıčkem CAM, který se použ́ıvá pro
programováńı CNC stroj̊u.

Hlińıková deska byla připevněna ke stolu frézky pomoćı uṕınek (viz obr. 4.3) a byla
podložena dřevěnou překližkou. Následně byly zaměřeny nulové souřadnice XYZ, které od-
pov́ıdaj́ı nulovým souřadnićım z CAM programu. Celá výroba byla realizována dvoubřitým
tvrdo-kovovým nástrojem o pr̊uměru 8 mm. Nejprve byl vyfrézován otvor o pr̊uměru 14 mm
a následně kontura vzorku (viz obr. 4.4). Program byl nastaven s výškovým krokem záběru
1 mm pro všechny operace. Otáčky CNC frézky byly nastaveny na 6000 otáček za minutu, pra-
covńı posuv byl nastaven na 500 mm/min, chlazeńı bylo prováděno technickým lihem a špony
byly postupně odsávány.

Po vyfrézováńı tvaru Y z desky byly sraženy hrany pomoćı ručńıho srážeče a z desky
byl vyfrézován př́ıpravek s rádiusem 20 mm, stejně jako je tomu u Y vzorku. Pomoćı tohoto
př́ıpravku byl vzorek umı́stěn do svěráku tak, aby jednotlivé paprsky vzorku mı́̌rily kolmo ke
stolu (viz obr. 4.5) a bylo možné vyfrézovat kulatinu pro následné vyř́ıznut́ı závitu.
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Obrázek 4.3: Upnut́ı hlińıkové desky ke stolu pomoćı uṕınek

Obrázek 4.4: Schéma operace kontury vzorku v CAM programu a následné provedeńı
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Obrázek 4.5: Schéma výroby kulatiny v CAM programu a uchyceńı ve svěráku

Po vyfrézováńı dvou kulatin byly závitovým očkem vyř́ıznuty dva závity M6, na které se
následně nasunula dvě závaž́ı, která byla utažena pojistnými maticemi (viz obr. 4.6). Společně
se vzorkem a závaž́ımi byly na CNC frézce vyrobeny také dvě destičky a kruhová podložka (viz
obr. 4.9), o kterých bude detailněǰśı zmı́nka v následuj́ıćı kapitole. Všechny tyto vyrobené části
byly následně povrchově upraveny ṕıskováńım autorem této práce.

Obrázek 4.6: Finálńı vzhled vzorku včetně závaž́ı
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4.1.4 Přichyceńı k budiči vibraćı

Pro správné provedeńı analýzy je nutné testovaćı vzorek pevně přichytit k budiči vibraćı.
Pro prvotńı experiment, j́ımž byla provozńı modálńı analýza byly použity dva vibračńı budiče
s odlǐsnými hlavami a rozložeńım závitových děr pro uložeńı užitečného nákladu.

V prvńım př́ıpadě byl použit systém Schwingprüfanlage TV 51110 od německé firmy TIRA
Schwingtechnik (dále TV 51110), který disponuje frekvenčńım rozsahem 2–7000 Hz. Systém má
na vrchńı straně pět závit̊u M6, z nichž čtyři jsou symetricky rozmı́stěny na kruhu o pr̊uměru
40 mm a pátý z nich je na středu tohoto kruhu. Pomoćı těchto závit̊u docháźı k připevněńı
testovaćıch vzork̊u. Vrchńı strana systému je znázorněna na výkresu 4.7. Pro přichyceńı testo-
vaćıho vzorku autor práce navrhl konstrukci ze dvou totožných destiček (viz výkres obr. 4.8),
které se zašroubovaly právě do výše zmiňovaných čtyř závit̊u na kruhu s pr̊uměrem 40 mm. Aby
mohl být vzorek upevněn, destičky se stáhly pomoćı dvou šroub̊u a matek což umožnilo i to,
že v jedné ze dvou stahovaćıch destiček byly mı́sto děr pro šroub vyfrézované oválné d́ıry, aby
byl umožněn axiálńı posuv právě jedné z destiček. Matky byly upřednostněny před šroubem
a závitem v jedné z destiček z d̊uvodu symetrie celé konstrukce na shakeru a eliminace možného
zkresleńı ve výsledćıch z d̊uvodu polohy těžǐstě vzorku mimo osu buzeńı. Vizualizace testovaćıho
vzorku s připevňovaćı konstrukćı je znázorněné na obr. 4.9, jehož součást́ı je i destička ve tvaru
kruhu, která pouze imituje připevňovaćı plochu budiče pro lepš́ı představu.

Obrázek 4.7: Budič Schwingprüfanlage TV 51110 a schéma jeho vrchńı strany [20]
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Obrázek 4.8: Výkres upevňovaćı konstrukce ze dvou destiček, šroub̊u a matek

Obrázek 4.9: Testovaćı Y-vzorek a konstrukce přichyceńı k vibračńımu systému (kruhová destička
je použita pouze pro přichyceńı k budiči B & K type 4824, pro přichyceńı k budiči
TV 51110 jsou použity pouze stahovaćı destičky tvaru kvádr̊u)
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V pr̊uběhu experimentu však došlo k poruše na budiči TV 51110 a testovaćı vzorek musel
být uchycen na jiný budič vibraćı. Jedná se o lehký modálńı budič B & K type 4824 (viz
obr. 4.10) od dánské firmy Brüel & Kjær, který disponuje frekvenčńım rozsahem 2–5000 Hz.
V tomto př́ıpadě se však jednalo o budič s jednobodovým uchyceńım, respektive se závitem
M6, tud́ıž k uchyceńı byla použita kompletńı konstrukce znázorněna na obr. 4.9, tzn. včetně
kruhové destičky tloušt’ky 10 mm (viz obr. 4.11). Destička má na středu otvor se zahloubeńım
pro hlavu šroubu, kterým byl prostrčen šroub M6 a byl zašroubován právě do závitu na budiči.

Obrázek 4.10: Budič B & K type 4824 a jeho schéma [21]

Obrázek 4.11: Výkres upevňovaćı kruhové destičky, pomoćı které byl vzorek připevněn k budiči
B & K type 4824

34
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4.2 Výpočtová analýza vzorku

4.2.1 KP model

Aby bylo možné předpovědět, jak se bude chovat model na testovaćım budiči vibraćı, byl vy-
tvořen KP model a byla provedena modálńı analýza. K vytvořeńı KP modelu byl použit software
ANSYS 2022 R2.

Jak již bylo výše zmı́něno, testovaćı vzorek byl navržen v softwaru Inventor a a jeho ge-
ometrie byla importována do softwaru ANSYS. Mı́sto ocelových závaž́ı byla implementována
tuhá tělesa zanedbatelných rozměr̊u (viz obr. 4.12) s polohou odpov́ıdaj́ıćı poloze těžǐst’ závaž́ı.
Tuhá tělesa zanedbatelných rozměr̊u byla použita kv̊uli snadněǰśı parametrizaci hmotnosti pro
následné výpočty. Těmto tuhým těles̊um zanedbatelných rozměr̊u byl přǐrazen moment se-
trvačnosti k těžǐsti, kde pro tuhé těleso A (viz obr. 4.12) plat́ı: Ix = 3,277 kg· mm2,
Iy = 4,503 kg· mm2, Iz = 3,277 kg· mm2 a pro těleso B: Ix = 4,503 kg· mm2,
Iy = 3,277 kg· mm2, Iz = 3,277 kg· mm2. Pro obě tělesa byla nastavena hmotnost 55 g.

Obrázek 4.12: Geometrie Y vzorku s tuhými tělesy zanedbatelných rozměr̊u A a B a s jejich
koordinačńımi systémy, ke kterým jsou definovány momenty setrvačnosti

Následně byla vytvořena śıt’ konečných prvk̊u (mesh) čtyř-stěnového lineárńıho typu (li-
near tetrahedrons) o maximálńı velikosti strany 1 mm. V okoĺı kruhového výřezu byla śıt’ 3 krát
zjemněna (viz obr. 4.13). Celkový počet prvk̊u se vyšplhal na 410 184 a počet uzl̊u na 77 261.

Obrázek 4.13: Śıt’ konečných prvk̊u a detail zjemněńı śıtě v okoĺı kruhového otvoru
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Aby byl model co nejv́ıce podobný realitě, v daľśım kroku bylo nutné definovat okrajové
podmı́nky popisuj́ıćı upnut́ı Y-vzorku. V prvńım kroku byly okrajové podmı́nky definovány
jako nulové posuvy (v osách X, Y, Z) na styčných plochách s destičkami, které stahuj́ı vzorek.
Styčné plochy A a B byly definovány pouze do 2/3 výšky destičky, tzn. do 10 mm (viz obr.
4.14).

Obrázek 4.14: Styčné plochy s destičkami s nulovým posuvem v osách X, Y, Z uvažované v modelu
Y-vzorku bez uṕınaćıho př́ıpravku

Jak již bylo výše zmı́něno, kv̊uli poruše budiče muselo být jinak vyřešeno uchyceńı k novému
budiči, tud́ıž se změnil i KP model (viz obr. 4.15), který odpov́ıdá kompletńı konstrukci znázorně-
né na obr. 4.9. Tento komplexńı model lépe odpov́ıdá realitě, protože zohledňuje vliv př́ıpravku
na upevněńı Y-vzorku. Pevné uchyceńı (fixed support) je nastaveno na prostředńı d́ıru kruhové
destičky, skrz kterou je prostrčen šroub zašroubovaný do budiče vibraćı. Mezi jednotlivými
tělesy jsou nastaveny kontakty, které přesně odpov́ıdaj́ı jejich styčným plochám (pro ilustraci
je zde znázorněn kontakt mezi kruhovou uṕınaćı a stahovaćı destičkou, viz obr. 4.16).

Obrázek 4.15: Śıt’ konečných prvk̊u na kompletńım modelu Y-vzorku s uṕınaćım př́ıpravkem

36
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Obrázek 4.16: Kontakt mezi kruhovou uṕınaćı a stahovaćı destičkou uvažovaný v modelu
uṕınaćıho př́ıpravku

4.2.2 Modálńı analýza

Po kompletńı př́ıpravě MKP modelu (viz předchoźı kapitola) byla provedena modálńı analýza.
Jej́ım provedeńım je možné popsat modálńı vlastnosti, tzn. vlastńı frekvence, jim př́ıslušné
vlastńı tvary kmit̊u a modálńı útlumy. Kmitáńı soustavy lze rozložit na jednotlivé nezávislé
pohyby, respektive vlastńı tvary kmitu, jež se nazývaj́ı také vibračńı módy. Modálńı analýza
a rovnice s ńı souvisej́ıćı jsou detailně popsány v [22].

Modálńı analýza byla provedena pro oba př́ıpady uchyceńı Y-vzorku. V tomto konkrétńım
numerickém experimentu v programu ANSYS byl nastaven maximálńı počet mód̊u na šest.
Těchto šest mód̊u, které jsou stejné pro oba typy uchyceńı, je zobrazeno na obr. 4.17. Obdrženým
vlastńım tvar̊um kmit̊u odpov́ıdaj́ı vlastńı frekvence (viz tabulka 4.1), kde v prvńım sloupci
jsou vlastńı frekvence prvńıho typu uchyceńı (viz obr. 4.14) a ve druhém sloupci jsou vlastńı
frekvence z druhého př́ıpadu uchyceńı (viz obr. 4.15).

Mód Ω [Hz] - bez př́ıpravku Ω [Hz] - s př́ıpravkem

1 279,34 258,99
2 325,55 310,39
3 389,58 388,47
4 782,65 704,67
5 1798,40 1746,40
6 2155,80 1845,20

Tabulka 4.1: Vlastńı frekvence jednotlivých mód̊u Y-vzorku; v prvńım sloupci při zanedbáńı
uṕınaćıho př́ıpravku (viz obr. 4.13) a ve druhém sloupci s uvažováńım uṕınaćıho
př́ıpravku (viz obr. 4.15)
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(a) Mód 1 - 279,34 Hz (b) Mód 2 - 325,55 Hz

(c) Mód 3 - 389,58 Hz (d) Mód 4 - 782,65 Hz

(e) Mód 5 - 1798,40 Hz (f) Mód 6 - 2155,80 Hz

Obrázek 4.17: Jednotlivé vlastńı tvary kmitu z modálńı analýzy

Vliv momentu setrvačnosti

V softwaru ANSYS byla také provedena modálńı analýza s nulovým momentem setrvačnosti pro
obě závaž́ı. Prvńı čtyři vlastńı tvary kmitu byly zcela totožné, jako když moment setrvačnosti
byl nenulový. Pátý a šestý tvar kmitu se pro oba typy uchyceńı ale lǐśı (viz obr. 4.18).
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(a) Mód 5 s uvažováńım př́ıpravku (b) Mód 6 s uvažováńım př́ıpravku

(c) Mód 5 - bez uvažováńı př́ıpravku (d) Mód 6 - bez uvažováńı př́ıpravku

Obrázek 4.18: Pátý a šestý tvar kmitu Y-vzorku při zanedbáńı moment̊u setrvačnosti závaž́ı

Vlastńı frekvence, které odpov́ıdaj́ı vlastńım kmit̊um modelu s nulovými momenty se-
trvačnosti závaž́ı jsou zobrazeny v tabulce 4.2 (v levém sloupci jsou opět hodnoty frekvenćı pro
prvńı typ uchyceńı a v pravém sloupci jsou hodnoty při uvažováńı celého uṕınaćıho př́ıpravku).

Mód Ω [Hz] - bez př́ıpravku Ω [Hz] - s př́ıpravkem

1 282,53 261,71
2 332,41 316,34
3 397,15 395,82
4 811,14 727,55
5 2267,10 1910,80
6 4835,30 2724,60

Tabulka 4.2: Vlastńı frekvence jednotlivých mód̊u s nulovým momentem setrvačnosti - prvńım
sloupci při zanedbáńı uṕınaćıho př́ıpravku (viz 4.13) a ve druhém sloupci
s uvažováńım uṕınaćıho př́ıpravku (viz obr. 4.15)
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Vliv hmotnosti závaž́ı

Hmotnost závaž́ı patř́ı také k parametr̊um, které ovlivńı výsledky modálńı analýzy. Co se
týče vlastńıch tvar̊u kmit̊u, ty z̊ustávaly prakticky stejné, ale hmotnost závaž́ı se podepsala
na vlastńıch frekvenćıch. V tabulce 4.3 jsou výsledky studie vlivu hmotnosti závaž́ı na vlastńı
frekvence při uvažováńı nenulových moment̊u setrvačnosti a při druhém typu uchyceńı vzorku,
tzn. s kompletńım uṕınaćım př́ıpravkem zobrazeným na obr. 4.9. Z výsledk̊u je patrné že s ros-
toućı hmotnost́ı klesá vlastńı frekvence př́ıslušných vlastńıch tvar̊u kmitu a plat́ı tedy, že vlastńı
frekvence Y-vzorku jsou laditelné pomoćı r̊uzných hmotnost́ı závaž́ı.

Mód Ω [Hz] m=30 g Ω [Hz] m=40 g Ω [Hz] m=50 g Ω [Hz] m=60 g Ω [Hz] m=70 g

1 336,62 298,06 270,29 249,07 232,17
2 403,05 357,05 323,88 298,51 278,30
3 500,64 445,30 404,97 373,92 349,06
4 912,22 809,60 735,26 678,21 632,66
5 1760,80 1754,50 1750,60 1747,90 1698,80
6 2199,80 2037,30 1904,20 1793,00 1745,90

Tabulka 4.3: Vliv hmotnosti závaž́ı na vlastńı frekvence jednotlivých mód̊u Y-vzorku; jsou
uvažovány nenulové momenty setrvačnosti závaž́ı a kompletńı uṕınaćı př́ıpravek

4.2.3 Odezva na náhodné buzeńı

V software ANSYS byla po modálńı analýze vypoč́ıtána také odezva na náhodné buzeńı. Byly
vybrány tři r̊uzné pr̊uběhy náhodného buzeńı, které byly popsány pomoćı PSD profil̊u, jež se
použ́ıvaj́ı pro popis náhodných a pseudonáhodných vibraćı, kterými byl v experimentálńım
měřeńı (viz kapitola 5) buzen Y-vzorek na budiči vibraćı. Na vzorku byl vyznačen měř́ıćı bod
(viz obr. 4.19), na kterém byl při reálném experimentu umı́stěn akcelerometr (viz obr. 5.5) a ve
kterém byla měřena odezva.

Obrázek 4.19: Vyznačeńı měř́ıćıho bodu na Y-vzorku pro měřeńı odezvy na náhodné buzeńı
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Vybrané PSD profily

Jak bylo zmı́něno výše, byly vybrány tři PSD profily. Tyto tři předepsané profily jsou zob-
razeny na obr. 4.20, obr. 4.21 a 4.22, kde černá čárkovaná křivka znač́ı tolerančńı pásmo, do
kterého je nutné dostat náhodné buzeńı a červená křivka představuje bezpečnostńı pásmo, jež
při překročeńı zp̊usob́ı odpojeńı napájeńı budiče vibraćı.
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Obrázek 4.20: PSD profil č. 1 rámcově odpov́ıdaj́ıćı buzeńı při přepravě dle ČSN EN 60068-2-64
[5]
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Obrázek 4.21: PSD profil č. 2 odpov́ıdaj́ıćı generickému náhodnému buzeńı dle
ČSN EN 60068-2- 64 [5]
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10 100 1000 2000

Frekvence [Hz]

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

A
S

D
 [
(m

/s
2
)2

/H
z
] -3 dB/Okt

PSD profil

Tolerance ±3dB

Tolerance ±6dB

Obrázek 4.22: PSD profil č. 3 odpov́ıdaj́ıćı r̊užovému šumu

Odezva na p̌redepsané pr̊uběhy náhodného buzeńı

Při výpočtu odezvy na každý ze tř́ı profil̊u PSD (viz obr. 4.20, 4.21 a 4.22) byla dostatečně vybu-
zena pouze čtvrtá vlastńı frekvence, respektive vlastńı frekvence př́ıslušná čtvrtému vlastńımu
tvaru kmitu. Vypoč́ıtaná frekvence rezonance odpov́ıdá frekvenci vypočtené pomoćı modálńı
analýzy, tedy 704,67 Hz pro uchyceńı vzorku pomoćı uṕınaćıho př́ıpravku (viz obr. 4.9). Na
obr. 4.23 jsou znázorněny odezvy buzeného vzorku př́ıslušnými PSD profily.
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Obrázek 4.23: Vypočtené odezvy ve směru osy X vzorku pomoćı SW ANSYS na předepsané
pr̊uběhy náhodného buzeńı v bodě, který je znázorněn na obr. 4.19
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Posledńı kapitola této diplomové práce je věnována praktickým experiment̊um, které se uskutečnily
v laboratoři na Fakultě aplikovaných věd, respektive ve výzkumném centru NTIS.

5.1 Př́ıslušenstv́ı k experimentu

K experimentu byly potřebné tyto systémy a př́ıslušenstv́ı:

� lehký modálńı budič typ 4824 od firmy Brüel & Kjær,

� modálńı budič Schwingprüfanlage TV 51110 od firmy TIRA Schwingtechnik,

� laserový Doppler̊uv vibrometr PSV-500 od firmy Polytec,

� software PSV Acquisition Scan od firmy Polytec,

� zesilovač typ 2732 od firmy Brüel & Kjær,

� sńımač zrychleńı typ 4533-B od firmy Brüel & Kjær,

� sńımač zrychleńı zrychleńı typ 4519 od firmy Brüel & Kjær,

� kabely (černý a šedý) od firmy Brüel & Kjær,

� čtyř-kanálový analyzátor vibraćı VA4 Pro II od firmy Adash,

� ř́ıd́ıćı jednotka pro vibračńı testováńı Medallion II od firmy Vibration research,

� software Medallion pro vibračńı testováńı od firmy Vibration research,

� vysokorychlostńı kamera Iris MX od firmy RDI Technologies,

� sotware RDI Acquisition v3.0.3 pro ovládáńı vysokorychlostńı kamery a pro poř́ızeńı
záznamu od firmy RDI Technologies,

� software RDI Motion Amplification v3.0.3 pro vyhodnoceńı záznamu z kamery od firmy
RDI Technologies,

� reflektor AK-230 Radiance od firmy Genaray,

� laptop Microsoft Surface Book 2,

� napájećı modul M29 od firmy MMF,

� momentový kĺıč Norbar TTi20.
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5.2 Experimentálńı identifikace vlastńıch frekvenćı

Prvńı část́ı měřeńı byla experimentálńı analýza, pomoćı které se zjǐst’ovaly vlastńı frekvence
vzorku a jim př́ıslušné vlastńı tvary kmitu. Na začátku kapitoly 4 bylo již detailně popsáno,
s jakými budiči byl prováděn experiment. Na obr. 5.1 je ukázka upevněńı na obou budič́ıch
vibraćı v laboratoři ve výzkumném středisku NTIS.

(a) Schwingprüfanlage TV 51110 (b) Modal exciter type 4824

Obrázek 5.1: Budiče vibraćı použité při experimentu

Pro experimentálńı analýzu vlastńıch frekvenćı a př́ıslušných vlastńıch tvar̊u kmitu byl
použit skenovaćı laserový Doppler̊uv vibrometr PSV-500 od německé firmy Polytec a př́ıslušný
software PSV Acquisition Scan. Skenovaćı systém byl umı́stěn vertikálně a horizontálně ve
směru ke vzorku umı́stěnému na budiči vibraćı, v tomto př́ıpadě v B & K type 4824 (viz obr.
5.2).

(a) Horizontálńı poloha lase-
rového vibrometru

(b) Vertikálńı poloha laserového
vibrometru

Obrázek 5.2: Umı́stěńı skenovaćı hlavy laserového vibrometru PSV-500 během experimentu
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Pomoćı laserového Dopplerova vibrometru byl identifikován prvńı, čtvrtý a pátý mód s ve-
lice podobnými vlastńımi frekvencemi, které byly vypočteny v software ANSYS. V tabulce 5.1
je znázorněno, jaké vlastńı frekvence odpov́ıdaj́ı př́ıslušným mód̊um a porovnáńı s KP modelem
s kompletńı upevňovaćı konstrukćı v software ANSYS. Na obr. 5.3 jsou znázorněny vizualizace
vlastńıch tvar̊u kmitu obdržené měreńım Dopplerovým vibrometrem PSV-500 a zpracované
v software PSV Acquisition Scan.

Mód Ω [Hz] SCAN Ω [Hz] ANSYS Ω [Hz] Odchylka

1 258,00 258,99 0,99
4 744,00 704,67 39,33
5 1716,00 1746,40 30,40

Tabulka 5.1: Vlastńı frekvence 1., 4. a 5. módu naměřené laserovým Dopplerovým vibrometrem
porovnané s výsledky modálńı analýzy provedené v SW ANSYS při uvažováńı s kom-
pletńım uṕınaćım př́ıpravkem (všechny vl. frekvence vypočtené v SW ANSYS jsou
uvedeny v tabulce 4.1)

(a) Mód 1 (b) Mód 4

(c) Mód 5

Obrázek 5.3: Vizualizace 1., 4. a 5. módu v software PSV Acquisition Scan
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5.3 Př́ıprava mě̌reńı odezvy na náhodné buzeńı

Před samotným začátkem druhé části experimentu bylo nutné všechny systémy propojit. Na
vzorek včetně konstrukce, který byl upevněn v budiči vibraćı B & K 4824 tak, jak bylo detailně
popsáno v kapitole 4, byly připevněny dva sńımače (viz obr. 5.5). Na pravý paprsek Y-vzorku
byl připevněn bud’ pomoćı speciálńı podložky nebo pomoćı speciálńıho lepidla sńımač zrych-
leńı B & K 4519, a na stahovaćı destičku upevňovaćıho př́ıpravku byl přilepen akcelerometr
B & K 4533, který byl v tomto př́ıpadě využit na zpětnovazebńı ř́ızeńı. Akcelerometr B & K 4519
byl zapojen do analyzátoru vibraćı VA4 Pro II, který byl společně s druhým akcelerometrem
B & K 4533 a s ř́ıd́ıćı jednotkou pro vibračńı testováńı Medallion zapojen do napájećıho modulu
M29. Do budiče vibraćı B & K 4824 byl pośılán ř́ıd́ıćı signál (analogový signál v časové ob-
lasti, který je generován tak, aby ve frekvenčńı oblasti splnil předepsaný PSD profil) z jednotky
Medallion a byl ześılen v zesilovači B & K 2732. Zároveň akcelerometr B & K 4533 přilepený
na jednu ze stahovaćıch destiček měřil jej́ı zrychleńı, které je možné si zobrazit ve frekvenčńı
oblasti (např. jako PSD). Naměřené zrychleńı se v Medallionu porovná se zadaným profilem
PSD a Medallion na základě tohoto porovnáńı vygeneruje ř́ıd́ıćı (elektrický) signál, který jde do
zesilovače a ten t́ımto ześıleným signálem napáj́ı budič. Jedná se tedy o zpětnovazebńı ř́ızeńı.
Výsledný naměřený signál sńımačem B & K 4519 byl zpracován v analyzátoru vibraćı VA4 Pro
II od firmy Adash. Zapojeńı odpov́ıdá schématu zobrazené na obr. 5.4.

Ćılem měřeńı bylo ověřit vlastnosti vzorku: zda je připraven na tenzometrické měřeńı
a zda př́ıtomnost akcelerometru B & K 4519 na pravém paprsku Y-vzorku ovlivňuje jeho vlastńı
frekvence či nikoliv.

Obrázek 5.4: Schéma zapojeńı systémů pro experiment
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(a) Přichyceńı sńımače speciálńım lepidlem (b) Přichyceńı sńımače speciálńı podložkou

Obrázek 5.5: Zp̊usoby připevněńı sńımače B & K 4519 k pravému paprsku Y-vzorku

5.4 Pr̊uběhy náhodného buzeńı p̌redepsané pomoćı profil̊u PSD

V software Medallion byly předepsány tři r̊uzné pr̊uběhy náhodného buzeńı pomoćı PSD/ASD
profil̊u ukázaných na obr. 4.20, obr. 4.21 a obr. 4.22, které byly použity pro simulaci odezvy
v software ANSYS v kapitole 4. Realizace předepsaných náhodných buzeńı jsou zobrazeny na
obr. 5.6, obr. 5.7 a obr. 5.8. Zelená křivka v tomto profilu lze považovat za požadovaný pr̊uběh
PSD, respektive ASD a modrá za dosažený pr̊uběh PSD, respektive ASD [5].
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Obrázek 5.6: Pr̊uběh náhodného buzeńı předepsaný pomoćı PSD profilu č. 1
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Obrázek 5.7: Pr̊uběh náhodného buzeńı předepsaný pomoćı PSD profilu č. 2
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Obrázek 5.8: Pr̊uběh náhodného buzeńı předepsaný pomoćı PSD profilu č. 3

5.5 Zpracováńı výsledk̊u vysokorychlostńı kamerou

Výsledky byly zpracovány dvěma zp̊usoby. V prvńım př́ıpadě se jednalo o poř́ızeńı záznamu, re-
spektive měřeńı vibraćı a provozńıho tvaru kmitu vysokorychlostńı kamerou Iris MX umı́stěnou
ve vzdálenosti 50 cm od vzorku a software RDI Acquisition v3.0.3. a jeho následné zpracováńı
pomoćı software RDI Motion Amplification v3.0.3. Tato kamera disponuje objektivem s ohnis-
kovou vzdálenost́ı 12,5 mm. Ned́ılnou součást́ı byl také reflektor AK-230 Radiance pro kvalitńı
osvětleńı. Rychlost záznamu byla nastavena na 1575 fps (sńımk̊u za sekundu) a rozlǐseńı obrazu
na 640 Ö 640 px. Měřeńı vibraćı vysokorychlostńı kamerou funguje na takovém principu, že
jakýkoliv zaznamenaný pohyb zp̊usobuje změnu jasu pixel̊u v záznamu a vibrace je možné určit
ve dvou směrech:

� směr X, který je vodorovný v̊uči sńımaćımu čipu kamery,
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� směr Y, který je svislý v̊uči sńımaćımu čipu kamery.

Vůči sńımaćımu čipu kamery jsou vibrace relativńı, tzn. že výsledky mohou být ovlivněny
př́ıpadným pohybem kamery, ten je ale minimalizován d́ıky uložeńı na speciálńım stativu
umı́stěném na antivibračńıch podložkách. V software RDI Acquisition se také nastavily čtyři
měř́ıćı body, ve kterých byl vyhodnocen pohyb Y-vzorku (viz obr. 5.9).

Obrázek 5.9: Vyznačeńı měř́ıćıch bod̊u na Y-vzorku v software RDI Acquisition

Pro d̊ukladněǰśı analýzu byl brán v potaz moment utažeńı obou závaž́ı, respektive utažeńı
obou matic, které závaž́ı držely pevně na Y-vzorku. Pro měřeńı bez sńımače B & K 4519 byly
matice utaženy momentovým kĺıčem Norbar TTi20 postupně na 3, 4, 5 a 6 N·m. Pro měřeńı
se sńımačem bylo měřeńı provedeno pouze pro utažeńı matic momentem 4 N·m a byl pouze
porovnán rozd́ıl mezi zp̊usoby uchyceńı sńımače, tzn. přichyceńı pomoćı speciálńı podložky nebo
pomoćı lepidla.

5.5.1 Výsledky mě̌reńı vysokorychlostńı kamerou

Výše bylo zmı́něno, že je nutné ověřit, zda daný sńımač B & K 4519 ovlivňuje vlastńı frek-
venci Y-vzorku či nikoliv. Kamerou Iris MX byly naměřeny vlastńı frekvence pro čtvrtý vlastńı
tvar kmitu, který bylo možné spolehlivě vybudit předepsaným náhodným buzeńım. Naměřené
vlastńı frekvence jsou pro měř́ıćı bod 3 (viz obr. 5.9). Porovnáńı bylo provedeno pro moment
utažeńı matic 4 N·m pro všechny př́ıpady (se sńımačem přilepeným lepidlem či připevněným
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podložkou a bez sńımače) a pro směr Y v̊uči sńımaćımu čipu kamery a je znázorněno na obr.
5.10 a výsledné vlastńı frekvence jsou vypsány v tabulce 5.2.
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Obrázek 5.10: Porovnáńı vlastńıch frekvenćı čtvrtého módu naměřených vysokorychlostńı kame-
rou pro př́ıpad bez sńımače a se sńımačem přidělaným lepidlem nebo podložkou

Ω [Hz] - bez sńımače Ω [Hz] - se sńımačem (lep.) Ω [Hz] - se sńımačem (podl.)

691,0 688,5 685,0

Tabulka 5.2: Naměřené vlastńı frekvence vysokorychlostńı kamerou pro čtvrtý mód pro měřeńı se
sńımačem B & K 4519 připevněným podložkou nebo lepidlem a bez sńımače

Experimentálńı měřeńı vysokorychlostńı kamerou odhalilo, že r̊uzný moment utažeńı ma-
tice, která drž́ı závaž́ı na vzorku, nemá na výsledky de-facto žádný vliv. Na obr. 5.11 je názorně
vidět, že pro vlastńı frekvenci čtvrtého módu v př́ıpadě bez připevněného akcelerometru je vliv
utažeńı momentu naprosto minimálńı pro směr X i Y v̊uči sńımaćımu čipu kamery. To zna-
mená, že navržené řešeńı uchyceńı závaž́ı neńı citlivé na předepnut́ı od utahovaćıho momentu.
Naměřené hodnoty, které jsou zobrazené na obr. 5.11 a v tabulce 5.3, jsou hodnoty pro měř́ıćı
bod 3 (viz obr. 5.9).
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Obrázek 5.11: Frekvenčńı spektrum ve směru X a Y pro vlastńı frekvenci př́ıslušnou čtvrtému
vlastńımu tvaru kmitu

Ω [Hz] 3 N·m Ω [Hz] 4 N·m Ω [Hz] 5 N·m Ω [Hz] 6 N·m

690,5 691,0 690,5 690,5

Tabulka 5.3: Naměřené vlastńı frekvence čtvrtého módu pro př́ıpad bez sńımače pomoćı vysoko-
rychlostńı kamery

5.6 Zpracováńı výsledk̊u analyzátorem vibraćı

Výše několikrát zmiňovaný akcelerometr B & K 4519 byl připojen k analyzátoru vibraćı VA4
Pro II od české firmy Adash, kde byl signál naměřený akcelerometrem automaticky zpracován
frekvenčńım analyzátorem po předchoźım detailńım nastaveńı požadovaných parametr̊u. Ćılem
bylo zjistit odezvu na všechny tři předepsané pr̊uběhy náhodného buzeńı (viz obr. 5.6 , obr.
5.7 a obr. 5.8). Daľśım ćılem bylo také odhalit vlastńı frekvence vzorku, které je možné těmito
pr̊uběhy vybudit.

5.6.1 Výsledky mě̌reńı analyzátorem vibraćı

Stejně jako byly pomoćı software ANSYS vypočteny odezvy na tři pr̊uběhy náhodného buzeńı,
tak tomu bylo i u experimentálńıho měřeńı. Všechny tři naměřené odezvy buzeného vzorku
pomoćı sńımače B & K 4519 jsou znázorněny na obr. 5.12. Odezvy byly měřeny ve směru osy
X sńımače, která byla kolmá k paprsku vzorku, na kterém byl sńımač připevněn (viz obr. 5.5).
Osa X v tomto př́ıpadě odpov́ıdá ose X lokálńıho souřadnicového systému umı́stěného do těžǐstě
závaž́ı ve výpočtovém modelu (viz obr. 4.19). Z obr. 5.12 je patrné, že pro všechny tři pr̊uběhy
náhodného buzeńı má vzorek vlastńı frekvenci 689 Hz, což odpov́ıdá čtvrtému vlastńımu tvaru
kmitu. Dle naměřené odezvy se zdá, že daľśı vlastńı frekvence by mohla být v rozmeźı 250-
300 Hz. Je nutné provést ověřeńı pomoćı frekvenčńı přenosové charakteristiky. Pokud pr̊uběh
reálné části přenosové charakteristiky změńı v daném bodě znaménko ze záporného na kladné
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nebo naopak, pak je v okoĺı tohoto bodu vlastńı frekvence. Z obr. 5.13 je patrné, že o vlastńı
frekvenci se určitě jedná pouze v př́ıpadě 689 Hz, protože pouze zde došlo k výše zmiňované
změně znaménka. V pásmu 250-300 Hz nebyly nalezeny pr̊ukazné změny reálné části frekvenčńı
přenosové funkce.
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Obrázek 5.12: Naměřené odezvy vzorku na předepsané pr̊uběhy náhodného buzeńı ve směru osy
X sńımače B & K 4519 zpracované v SW VA4 Pro
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Obrázek 5.13: Reálná část frekvenčńı přenosové funkce s vyznačenou frekvenćı 689 Hz, kde docháźı
ke změně znaménka
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V této práci byl popsán návrh a výroba speciálńıho zkušebńıho vzorku a zároveň jeho výpočtové-
ho modelu. Dı́lč́ım ćılem práce bylo porovnáńı výpočt̊u provedených v SWANSYS a naměřených
hodnot z experiment̊u. V tabulce 6.1 jsou zobrazeny vypočtené vlastńı frekvence odpov́ıdaj́ıćı
př́ıslušným vlastńım tvar̊um kmitu ze SW ANSYS a naměřené vlastńı frekvence vzorku po-
moćı Dopplerova vibrometru PSV-500, vysokorychlostńı kamery Iris MX a pomoćı analyzátoru
vibraćı VA4 Pro.

Mód Ω [Hz] ANSYS Ω [Hz] PSV-500 Ω [Hz] Iris MX Ω [Hz] VA4 Pro

1 258,99 258,00 – –
2 310,39 – – –
3 388,47 – – –
4 704,67 744,00 691,00 689,00
5 1746,40 1716,00 – –
6 1845,20 – – –

Tabulka 6.1: Porovnáńı vypočtených (ANSYS) a naměřených (PSV-500, Iris MX, VA4 Pro)
vlastńıch frekvenćı př́ıslušných vlastńım tvar̊um kmitu

Z výše přiložené tabulky je patrné, že ne všechny vlastńı tvary kmitu se daj́ı spolehlivě
vybudit kinematickým buzeńım ve vertikálńım směru. U experimentálńı analýzy, kde byl vzorek
buzen náhodným pr̊uběhem buzeńı ve formě b́ılého šumu se pomoćı laserového Dopplerova
vibrometru podařilo identifikovat 1., 4. a 5. vlastńı tvar kmitu. Naopak při náhodném buzeńı
předepsaným PSD profily se podařilo vybudit pouze 4. vlastńı tvar kmitu, který byl odhalen
vysokorychlostńı kamerou i analyzátorem vibraćı.

Výsledky vypočtené a naměřené odezvy na tři pr̊uběhy náhodného buzeńı předepsaného
pomoćı PSD profil̊u se lǐśı ve vlastńı frekvenci přibližně o 15 Hz, tedy v SW ANSYS vypočtených
704,67 Hz a analyzátorem vibraćı naměřených 689 Hz. Na obr. 6.1 je znázorněno porovnáńı mezi
vypočtenými a naměřenými odezvami na tři r̊uzné pr̊uběhy náhodného buzeńı. Odezvy se nelǐśı
jen ve vlastńı frekvenci, ale také ve velikosti amplitudy, kde vypočtená amplituda měla přibližně
desetkrát vyšš́ı hodnotu. Tento rozd́ıl ve velikosti amplitud je patrně zp̊usoben kv̊uli velikosti
tlumeńı, př́ıpadně třeńım ve vazbách.

Všechny odchylky měřeńı jsou zcela jistě zp̊usobeny definováńım okrajových podmı́nek
u výpočtového modelu v software ANSYS, respektive uchyceńı vzorku k budiči vibraćı. Daľśım
d̊uvodem odchylek mezi experimentálńım měřeńım a výpočty může být nastaveńı výpočtové
śıtě, kde by zcela jistě došlo k zpřesněńı výsledk̊u jej́ım zjemněńım, což by ale velmi prodloužilo
výpočty. Odchylky mohou být zp̊usobeny také nepřesným definováńım fyzikálńıch vlastnost́ı
materiál̊u, konkrétně slitiny hlińıku a oceli, ze kterých je vyroben vzorek s upevňovaćı kon-
strukćı, respektive obě závaž́ı, jelikož dodavatel hlińıku a oceli nepřiložil všechny potřebné
údaje, tud́ıž chyběj́ıćı vlastnosti byly doplněny z knihovny materiálových vlastnost́ı v software
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Obrázek 6.1: Porovnáńı vypočtené a naměřené odezvy na všechny tři pr̊uběhy náhodného buzeńı

.
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Rešerše - P̊usobeńı náhodného buzeńı na dopravńı prostředky

Prvńım ćılem této diplomové práce bylo provést rešerši na téma p̊usobeńı náhodného buzeńı na
dopravńı prostředky. T́ımto problémem se zabývá několik norem, např́ıklad ČSN ISO 13473-2
zpracovávaj́ıćı popis textury vozovky, norma ISO 8606 stanovuj́ıćı jednotnou metodu záznamu
naměřených dat o profilu vozovky nebo norma ČSN EN 60068-2-64, která uvád́ı typické pr̊uběhy
náhodného zrychleńı na vybraných částech vozidel. Daľśı parametry a monografie jsou uvedeny
v kapitole 4.1.1.

Rozbor standardńıch metod pro řešeńı ustálené odezvy kmitavých systém̊u

V software MATLAB byl vytvořen skript pro řešeńı ustálené odezvy lineárně kmitavé tlumené
soustavy buzené po řadě harmonickým silovým buzeńım, kinematickým buzeńım a buzeńım
náhodným ergodickým procesem v podobě teoretického b́ılého šumu. Tyto typy buzeńı byly
také popsány teoreticky v kapitole 3. Odezva byla řešena analytickým a numerickým zp̊usobem
a následně bylo provedeno porovnáńı analytického a numerického řešeńı.

Návrh a dokumentace vzorku pro experiment

Hlavńım ćılem této práce byl návrh a výroba speciálńıho zkušebńıho vzorku pro měřeńı účink̊u
náhodného buzeńı vibraćı, který se běžně použ́ıvá pro zkoušeńı životnosti při jednoosém či
v́ıceosém namáháńı.

Vzorek ve tvaru ṕısmene Y byl navržen v software Inventor tak, aby splňoval všechna
požadovaná kritéria pro návrh obdobných vzork̊u, která se k těmto účel̊um použ́ıvaj́ı a jsou
specifikována v kapitole 4.1.1. Dynamické vlastnosti navrženého vzorku je možné ladit pomoćı
př́ıdavných závaž́ı. Následně byl vzorek včetně konstrukce pro uchyceńı a závaž́ımi fyzicky
vyroben autorem této diplomové práce na CNC frézce, přičemž samotný vzorek s upevňovaćı
konstrukćı byly vyrobeny ze slitiny hlińıku a obě závaž́ı z oceli.

Výpočet odezvy vzorku na náhodné buzeńı pomoćı MKP

Souběžně s výrobou samotného vzorku vznikl také výpočtový model v software ANSYS, na
kterém byla provedena modálńı analýza a vypočtena odezva na tři r̊uzné pr̊uběhy náhodného
buzeńı, které rámcově odpov́ıdaj́ı požadavk̊um ČSN EN 60068-2-64.

Měřeńı odezvy vzorku na náhodné buzeńı

Dynamické vlastnosti vyrobeného vzorku byly experimentálně ověřeny v laboratoři výzkumného
centra na Fakultě aplikovaných věd Západočeské univerzity. Výsledky z provozńı modálńı
analýzy, tedy měřeńı vlastńıch frekvenćı a jim př́ıslušných vlastńıch tvar̊u kmitu, které byly
provedeny pomoćı budiče vibraćı, na němž byl vzorek upevněn a s pomoćı laserového Dopple-
rova vibrometru, se velmi bĺıžily výsledk̊um výpočtové analýzy ze software ANSYS. Odchylky
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v źıskaných výsledćıch jsou pravděpodobně zp̊usobeny nedokonalým formulováńım okrajových
podmı́nek ve výpočtovém modelu. Konkrétně se jedná o zp̊usob definováńı přichyceńı vzorku k
budiči vibraćı.

Daľśı část́ı experimentu s vyrobeným vzorkem bylo měřeńı odezvy na tři vybrané pr̊uběhy
náhodného buzeńı, které byly analyzovány i pomoćı výpočtu. Zpracováńı výsledk̊u bylo prove-
deno pomoćı analyzátoru vibraćı, do nějž byl pośılán naměřený signál ze sńımače připevněného
na jednom z paprsk̊u měřeného vzorku. Vliv sńımače na dynamické vlastnosti vzorku byl ověřen
pomoćı bezkontaktńıho měřeńı vibraćı vysokorychlostńı kamerou.

Porovnáńı teoretických a experimentálńıch výsledk̊u

Naměřená odezva analyzátorem vibraćı VA4 Pro odhalila stejný dominantńı vlastńı tvar kmitu
jako vypoč́ıtaná odezva v software ANSYS, tedy čtvrtý vlastńı tvar. Odchylky mezi měřeńım
a výpočtem u konečně-prvkového modelu jsou zřejmě zp̊usobeny definićı okrajových podmı́nek,
stejně jako tomu bylo u výpočtové a experimentálńı modálńı analýzy. Pomoćı měřeńı vysoko-
rychlostńı kamerou bylo dále odhaleno, že utažeńı matic, kterými jsou připevněna závaž́ı ke
vzorku, nemá na výsledky měřeńı de-facto žádný vliv. V neposledńı řadě bylo opět pomoćı vy-
sokorychlostńı kamery dokázáno, že připevněný sńımač, at’ už tomu bylo lepidlem či speciálńı
podložkou, výsledky měřeńı ovlivňuje zanedbatelně.

Všechny výpočty a experimentálńı měřeńı tedy ověřily vlastnosti Y-vzorku, jimiž jsou
např́ıklad vlivy předepnut́ı paprsku, na kterém je připevněno závaž́ı, př́ıtomnosti sńımače a
vliv okrajových podmı́nek, hmotnosti obou závaž́ı a jejich momentu setrvačnosti. Vzorek je
tedy připraven pro tenzometrické měřeńı v́ıceosého namáháńı a daľśı experimenty, které jsou
součást́ı vývoje budoućıch dopravńıch prostředk̊u.
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